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Résumeé

Les méthodes classique de 1’apprentissage automatique ne peuvent pas manipuler des données
non linéairement séparables. Les méthodes a noyaux ont été proposées pour outrepasser cette limi-
tation. Dans ce mémoire, nous présentons un survol sur 1’apprentissage automatique et les méthodes
a noyaux, dont le but est d’implémenter une boite a outils qui permet de calculer la fonction noyau

entre les entrées (données brutes), de différentes facons et pour plusieurs besoins.

Nous décrivons, ensuite, les algorithmes de quelques méthodes a noyau sur les mots ainsi que
leur analyse de complexité. Ces algorithmes sont présentés dans le livre Kernel methods for pattern

analysis des auteurs : John SHAWE-TAYLOR et Nello CRISTIANINI.

En utilisant Octave qui est I’équivalent libre de MATLAB, nous commencgons le développement
d’une boite a outils simple et minimale des méthodes a noyaux sur les mots dans une perspective de
I’enrichir dans le futur afin de participer a I’accélération des recherches dans le domaine de I’appren-

tissage automatique.

Mots clés

Noyau, mots, noyau sur les mots, apprentissage automatique.
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Introduction

Les noyaux sur les mots font partie de 1’apprentissage automatique qui s’intéresse a faire que les

machines apprennent toutes seule (c.a.d., automatiquement) a travers des expériences.

Les méthodes de résolution des problemes de non-linéarité sont tres difficiles et coliteuses, sachant
que la majorité des problemes d’apprentissage et surtout de classification sont de cette catégorie. Par

contre, les problemes qui sont linéairement séparables sont tres faciles a résoudre et moins coditeux.

Les méthodes a noyaux basées sur le principe de transformer les problemes non-linéairement
séparables en problemes linéairement séparables afin d’appliquer les méthodes de résolution des
problémes linéaire. Cette transformation faite par le calcul de produit scalaire des entrées, en trouvant
un nouveau espace appelé espace de description.

Le mémoire est organisé comme suit. Le premier chapitre présente le domaine d’étude, 1’appren-

tissage automatique et sa relation avec les méthodes a noyaux.

Le chapitre 2 est consacré aux méthodes a noyaux sur les mots du point de vue algorithmique et

complexité.

Le chapitre 3 est une ébauche a la construction d’une boite a outils pour les méthodes a noyaux

sur les mots développé en utilisant Octave.
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Chapitre 1

Généralités sur ’apprentissage automatique

Dans ce chapitre nous présentons le passage de I’apprentissage automatique classique aux méthodes

a noyaux, ainsi que I’introduction des notions fondamentales utilisées par la suite.

1.1 Apprentissage automatique

L’ apprentissage automatique ou artificiel (Machine Learning en anglais) est une sous discipline
de I'intelligence artificiel, qui répond a la question : "Comment peut-on programmer des systémes

qui apprennent automatiquement ?”.

définition 1 (Apprentissage automatique) cette notion s’intéresse a I’écriture de programmes d’or-
dinateur capables de s’améliorer automatiquement au fil du temps, soit sur la base de leur propre
expérience, soit a partir de données antérieures fournies par d’autres programmes. Donc elle en-
globe toute méthode permettant de construire un modele de la réalité a partir de données, soit en

améliorant un modéle partiel ou moins général, soit en créant compleétement le modele[6l].

Formellement, ” Un programme d’ordinateur est capable d’apprendre a partir d’une expérience E et
par rapport a un ensemble 7" de taches et selon une mesure de performance P, si sa performance a
effectuer une tache de 7', mesurée par P, s’améliore avec I’expérience E . Donc, I’ apprentissage au-
tomatique pour la machine est qu’avec I’ensemble de tiches 7" que la machine doit réaliser, elle utilise
I’ensemble d’expériences E telle que sa performance sur 7" est améliorée[11].

Avant d’entamer les types d’apprentissage nous présentons la définition d’un algorithme d’apprentissage[9].

définition 2 (Algorithme d’apprentissage) Un algorithme d’apprentissage ‘A est un algorithme pre-

nant en entrée un ensemble de données D et retournant une fonction f.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR L’ APPRENTISSAGE AUTOMATIQUE

Ou D désigné comme ensemble d’entrainement ou ensemble d’apprentissage, et f comme modele,
sachant que les éléments de D sont appelés exemples d’apprentissage.
Autrement dit, on conventionne que le modeéle f a été entrainé sur I’ensemble D.

Le schéma suivant (1.1) résume cette définition :

Algorithme
D Iy : I
. apprentissage [ ™
A

Figure 1.1 — L’algorithme d’apprentissage

1.1.1 Apprentissage automatique : types et domaines d’application

Il existe plusieurs classifications de type d’apprentissage automatique selon quelques criteres
(points de vues), une classification fait la distinction entre les tendances : celle issue de 1’intelligence
artificielle et qualifie de symbolique, et celle issue des statistiques et qualifiée de numérique[6]. La
classification la plus répondue considere qu’il existe plusieurs types se distinguent essentiellement
par leur objectif, c.a.d., la nature de ce qui doit étre appris[11]. (Remarquez que dans un systeme on
peut combiner différents types d’apprentissage).

Dans ce qui suit, nous investiguons la classification qui considere ces types : I’apprentissage super-

visé€, non-supervis€ et semi-supervisé.

L’apprentissage supervisé

Ce type d’apprentissage est utilisé dans le cas ou I’objectif est déterminé explicitement [9]. Un
expert doit étiqueter[[L 1] (c.a.d, associer une cible) correctement a une entrée. Ceci peut étre modélisé
comme suit[9] :

D = {(xn yolx € X,y € Y} (1.1)

ou X est I’ensemble d’entrées et Y est I’ensemble de cibles, sachant que la nature de Y liée aux type
de probleme a résoudre.

Autrement dit, I’objectif de 1’apprentissage supervisé est d’extraire une relation reliant y a x représentée
par une fonction qui a son tour est extraite par des principes d’induction (parmi ces principes d’in-
duction : minimisation du risque théorique, minimisation du risque empirique, minimisation du

risque structurel, ainsi les approches discriminante et générative)[4]].

15



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR L’ APPRENTISSAGE AUTOMATIQUE

L’apprentissage supervisé est appliqué principalement a des problemes de classification et régression[9] :

— Classification : intuitivement, “une regle de classification est un acte cognitif ou une procédure
permettant d’affecter a un objet la famille a laquelle il appartient, autrement dit de le re-
connaitre”[6l]. Dans ce cas, Y correspond a un ensemble fini de classes. Si x € X est une
séquence, Y peut aussi €tre un ensemble de séquences de classes. Parmi les problemes de clas-
sification on trouve la reconnaissance de visage ou ’entrée x est une image bitmap d’une
personne fournie par une caméra, et la sortie y indiquerait de quelle personne il s’agit parmi
I’ensemble de personnes que I’on souhaite voir le systeme reconnaitre[[10] ; Classification syn-
taxique ou I’entrée x correspond a une phrase dans une langue donnée et y est la séquence des
classes syntaxiques de chacun des mots de x[9]]. La figure suivante illustre des problemes de

classification linéaire et non-linéaire :

Ficure 1.2 — Problémes de classification : linéairement séparable (a gauche), non linéairement

séparable (a droite)

— Régression : son principe et qu’a partir d’une distribution d’observations, rechercher la relation
qui correspond le mieux entre la/les valeur(s) explicative(s) et la valeur expliquée[i8]. Formel-
lement elle définie une méthode d’estimation qui permet d’interpoler, voire d’extrapoler ou de
prédire,la relation entre deux ou plusieurs variables c.a.d., la valeur des données en recher-
chant une relation entre celles-ci[l]. En cas de régression, Y correspond a un ensemble de va-
leurs continues ou de vecteurs de valeurs continues. On utilise cette méthode aux problémes de
prédiction comme prédiction de poids I’entrée x correspond a des caractéristiques physiques
d’une personne (par exemple son age, son sexe, ...) et la sortie y correspond a son poids. La
figure suivante présente des exemples de problemes de régression, ou les cibles prennent

des valeurs réelles[9]].

16



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR L’ APPRENTISSAGE AUTOMATIQUE

FiGure 1.3 — problemes de régression : de gauche a droite, un modele linéaire, quadratique et polyno-

mial de degré 20

’apprentissage non-supervisé

Quand aucun expert n’est disponible ni requis[11] et aucune cible (étiquette) n’est prédéterminé
et la nature de la fonction f (le modele) retourné par 1’algorithme d’apprentissage n’est pas défini

explicitement, on parle de 1’apprentissage non supervisé, il peut étre modéliser par 1’équation[9] :
D = {xilx; € X}, (1.2)

L utilisateur doit spécifier le probleme a résoudre parmi :
* Estimation de densité ;
* Extraction de caractéristiques ;
* Réduction de dimensionnalité ;

* Groupage (clustering en anglais)

L’apprentissage semi-supervisé

L’ apprentissage semi-supervisé consiste a utiliser un ensemble d’exemples non-étiquetés, en plus
d’un ensemble des exemples étiquetés, afin d’influencer la procédure d’un algorithme d’apprentissage
et d’améliorer sa performance[9].

Donc, c’est une combinaison entre 1I’apprentissage supervisé et non-supervisé.

Ce type est souvent appliqué en régularisation (c’est une approche générale fréquemment utilisée

pour exercer un contrdle sur la capacité d’un modele[9]]).

17



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR L’ APPRENTISSAGE AUTOMATIQUE

1.1.2 modele paramétrique ou non-paramétrique

On ne peut distinguer un algorithme d’apprentissage automatique uniquement par le type d’ap-
prentissage qu’il implémente, mais aussi par le modele donné par cet algorithme [9] :

Les modeéles paramétriques ont une forme précise qui ne change pas en fonction de la quantité de
données. Ces modeles sont basés sur des parametres, Par exemple, un modele linéaire entrainé par la
minimisation de risque empirique. Au contraire, les modeles non-paramétriques deviennent de plus
en plus complexes au fur et a mesure que le nombre d’exemples d’apprentissage augmente. La capa-
cité de ces modeles a représenter des phénomenes complexes progresse avec le nombre d’exemples.
Un exemple de modeles non-paramétriques, les machines a noyau entrainé par la minimisation de

risque empirique.

1.2 L’astuce Noyau

Le modele linéaire est un parmi les modeles les plus simple. Si les deux régions de I’espace
d’entrée associées a n’importe quelle paire de classe d’un modele sont séparables par un hyper-

plan, on dit que ce modele est linéaire.

Les modeles linéaires sont couramment utilisés particulierement sur les problemes ou I’entrée est

de tres haute dimension.

Il existe plusieurs algorithmes d’apprentissage pour les modeles linéaires qui se distinguent princi-
palement par le cofit utilisé pour I’entrainement, parmi lesquels citons : perceptron, le classificateur

a moindre carrés et la machine a vecteurs de support linéaire.

Les modeles linéaires ont un inconvénient tres important : la faible capacité. Ils sont incapables
de résoudre suffisamment un probleme de classification dont lequel les données sont linéairement
inséparables, c.a.d., si la frontiere entre les régions de I’espace d’entrée associées aux différentes

classes est non-linéaire, sachant qu’en pratique il est rare qu’un probléme de classification soit linéaire[9].

Pour résoudre les problemes de non linéarité et couvrir la limitations d’autres méthodes (comme

la méthode de réseaux de neurones artificiel) I’astuce Noyau apparait.

Cette astuce consiste a partir de données non-linéairement séparable de trouver via une fonction

18



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR L’ APPRENTISSAGE AUTOMATIQUE

de passage @, un espace dans lequel ces données pourront étre linéairement séparable (en appliquant
les algorithmes linéaire). Cet nouveau espace est appelé espace de description, ou d’attributs, ou
encore de caractéristiques[4]].

La figure suivante (1.4)) explique ce principe :

d©)
o\® d©)
O o @(O) (I)(O)
0)o CI_)(.),, d©)
00 00 d©@ P\ PO
') © (I)(O)Q)(O) d©)

Ficure 1.4 — Le principe de I'utilisation de noyau

1.3 Modularité de méthodes a noyau

La modularité des méthodes a noyau[13] se manifeste dans la réutilisation de 1’algorithme d’ap-
prentissage. Le méme algorithme peut fonctionner avec n’importe quel noyau et donc pour n’importe
quel domaine de données. Le composant du noyau est un ensemble de données spécifiques, mais
peut étre combiné avec différents algorithmes pour résoudre 1’ensemble des taches que nous allons
considérer. Tout cela conduit a une approche tres naturelle et élégante a I’apprentissage de conception

de systemes , ou les modules sont combinés pour obtenir des systemes complexes d’apprentissage.
La figure[I.5|présente les étapes de la mise en ceuvre de I’analyse de modele a noyau.
Les données sont traitées en utilisant un noyau pour créer une matrice de noyau, qui est a son

tour traitée par un algorithme d’analyse de motif pour produire une fonction de configuration. Cette

fonction est utilisée pour traiter des exemples invisibles.

1.4 Noyaux sur les mots

Dans cette section nous présentons la définition d’un noyau, sa caractérisation, ainsi quelques

opérations sur les noyaux.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR L’ APPRENTISSAGE AUTOMATIQUE

ﬁ-x(x,z) K > A f(x)=LoiK(xi,X)

Données  Fonction noyau Matrice noyau Algorithme d'analyse Fonction de motif

>

FiGure 1.5 — La modularité des méthodes a noyau

1.4.1 définitions

définition 3 (Noyau, Kernel en anglais) Un noyau c’est une fonction k pour tous x,y € E (E un

espace vectoriel) satisfaisant[13] :
k(x,y) = {D(x), D(y)) - (1.3)

Ou © est une application linéaire de E dans F :

b: FE —» F

(1.4)
x B DO(x)
Rappels
Rappelons des notions importantes :

définition 4 (Application linéaire) f est une application linéaire de E dans F si :

Vx,ye E: f(x+y) = f(x) + f(y) (1.5)
et

Vxe E,VAle K : f(d.x) = A.f(x) (1.6)

Ou E et F sont des K-espaces vectoriels.[7]

définition 5 (Espace vectoriel) un espace vectoriel est un ensemble non vide dont les éléments s’ ap-

pellent des vecteurs et qui est muni de deux opérations : la somme de vecteurs et la multiplication

20



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR L’ APPRENTISSAGE AUTOMATIQUE

d’un scalaire par un vecteur vérifiant les huit axiomes suivants[7)] :

Etant donné E un K-espace vectoriel

1. Associativité :

Vx,v,zEE:(x+y)+z=x+(+2) (L.7)

2. Commutativité :

Vx,yeE:x+y=y+x (1.8)

3. Elément neutre : E contient un élément Og appelé élément neutre pour I’addition tel que :
VxeE :x+0=0g+x=x (1.9)

4. Elément opposé (symétrique) : Vx € E, E contient un élément noté —x appelé élément opposé

de x, tel que :
x+(—=x)=(—x)+x=0g (1.10)
5. Distributivité a gauche
Vae K,Vx,ye E:a(x+y) = ax+ ay. (1.11)
6. Distributivité a droite
Va,Be K,Vx € E : (o +B)x = ax + Bx. (1.12)
7.
Va,B € K,¥Vx € E : a(B.x) = (a.B)x. (1.13)
8. Elément absorbant
VxeE:lx=ux (1.14)

Remarque

Dans notre cas K = R.

Citons maintenant la définition de quelques termes utilisés ultérieurement :

définition 6 (Produit scalaire) Soit E espace vectoriel, ’application f : EXE dans E est un produit
scalaire si elle vérifie qu’elle est[4] :
— symétrique :

V(x,y) € E%, f(x,y) = f(), X) (1.15)
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR L’ APPRENTISSAGE AUTOMATIQUE

— Bilinéaire :
V(x,y,2) € E°, f(x +2,y) = f(x,y + 2) et Ya € R, f(ax,y) = f(x,ay) = af(x,y)  (1.16)
— Strictement positive :
Yxe E—{0}, f(x,x) >0 (f(x,x) =0 x=0) (1.17)
Le produit scalaire est noté : {.,.)

définition 7 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert (ou espace Hilbertien) H est un espace vec-

toriel complet doté du produit scalaire <., .)4; dont la norme découle du produit scalaire.[4]

1.4.2 La matrice de Gram

C’est une matrice qui contient I’évaluation de la fonction noyau pour toutes paires de données.
Elle agit quand un goulot d’étranglement d’informations, le modele ou le bruit sera extrait de la cette

matrice.

définition 8 Erant donné un ensemble de vecteurs, S = {x1, x, ..., x;} la matrice de Gram est définie
comme la matrice carré G d’ordre € tel que G; ; = <x,-, X j>.
Si on utilise la fonction noyau k pour évaluer le produit scalaire dans un espace de description avec

une fonction de description @, les entrées de la matrice de Gram associées||13|]
Gij = (@), B(x))) = k(x;, x,)). (1.18)

Dans ce cas, la matrice fait souvent référence a la matrice noyau noté :

K 1 2 - 4

I k(xi,x1)  k(xi,x2) ... k(xi, xe)
2 k(xy,x1)  k(xp,x2) ... k(x2,xp)
€ k(xe,xi1) k(xe,x2) ... k(xe, xp)

La matrice est symétrique si G; ; = G;, et on note G’ = G[13].

1.4.3 Caractérisation de noyaux

Nous présentons maintenant une caractérisation importante, permet de montrer qu’une fonction

candidat est un noyau.
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Théoreme 1 (Noyau semi-défini positif) Une fonction noyau k : X x X — R est dite semi-défini
positive sur X sif[4] :
— k est symétrique, c.a.d.,

V(x,y) € X*, k(x,y) = k(y, x) (1.19)
— la matrice de Gram K (avec K;; = k(x;, x;)) associée a la fonction noyau k est semi-défini
positive, c.a.d.,

V(1. X) € XY, e) R Y Y cieiKy 2 0 (1.20)

i=1 j=1
1.4.4 Noyau de Mercer

L’inconvénient de noyau est qu’on doit définir la fonction @, citons les conséquences[4] :

1. une bonne définition de ® exige une connaissance de 1’espace de description. Or, dans la majo-

rité des cas, cette connaissance fait défaut ;

2. lorsque I’espace de description est de haute dimension et/ou complexe, il peut étre calculatoi-
rement coliteux d’effectuer le passage vers 1’espace de description avant d’effectuer le calcul
du produit scalaire. Une expression optimisée du produit scalaire sans transformation explicite

peut étre plus adaptée ;

3. dans le cas d’un espace de description de dimension infini comme celui induit par une fonction

gaussienne (RBF-Radial Basis Function-), la définition de ® est impossible ;

Dans la suite, nous présentons comment définir un noyau sans définir explicitement la fonction ®[4]].

Théoreme 2 (Mercer) Soit X un sous-ensemble compact de R", Supposons que k est une fonction
symétrique continue tel que [’opérateur d’intégration Ty : Ly(X) — Ly(X) -Sachant que L,(X) = {f :
[, f(0)*dx < co}fI3]-
(T f)() = fk(-, x)f(x)dx (1.21)
X

est positive, a savoir :

f f k(x, ) f() f(ndxdy = 0 (1.22)
X JX

pour toute fonction f € Ly(X). Alors, k(x,y) peut étre décomposé en séries uniformément conver-

gentes, ©; € Ly(X) sur X X X :

k(x,3) = ) 4,®;(x)D,() (1.23)

=1
Avec @; les fonctions propres de Ty tel que ||(D ]” L= 1 et A; > 0 les valeurs propres associées.

De plus, les séries 3,7 ||(D j” Lox) Sont convergentes.
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Si une fonction k est continue semi-définie positive, la condition suffisante issue du théoreme de
Mercer, permet de conclure qu’il existe un espace de Hilbert dans lequel k est un produit scalaire. Par
conséquent, les noyaux vérifiant le théoreme de Mercer, appelés noyaux de Mercer, sont des noyaux

valides.

définition 9 (Noyau valide) Une fonction k : X x X — R est un noyau valide si et seulement si k est

un produit scalaire dans un espace de Hilbert.

1.4.5 Opérations sur les fonctions noyaux

Dans cette section nous présentons des opérations sur les noyaux qui nous permettent de construire

des nouveaux noyaux[13] :

Propriétés de cloture (fermeture)

Etant donné k;, k, deux noyaux de X X X, X C R”, x,y € X, a € R*, f(.) une fonction 2 valeurs
réelles dans X, ® : X — RY avec k3 un noyau de RY x RY, et B une matrice n X n symétrique
semi-défini positive. les fonctions suivantes sont des noyaux :

L. k(x,y) = ki(x,y) + ka(x, y)

2. k(x,y) = aki(x,y)

3. k(x,y) = ki(x,y)ka(x, y)

4. k(x,y) = f()f ()

5. k(x,y) = ks(D(x), D(y))

6. k(x,y) = x'By

7. k(x,y) = exp(ki(x,y))

Ixz—_yzll2

8. k(x,y) = exp(—| —-) est connue sous le noyau Gaussien

1.5 Conclusion

L apprentissage automatique est une sous discipline de I’intelligence artificielle qui s’intéresse
a faire que les ordinateurs apprennent tous seuls a partir des expériences. Les méthodes a noyaux
font partie de 1’apprentissage automatique, elles sont couramment utilisées aujourd’hui, car elles per-
mettent de résoudre les problemes classiques non-linéaire de I’apprentissage automatique par le calcul

de produit scalaire de projections de deux points de données dans un espace de description.

24



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR L’ APPRENTISSAGE AUTOMATIQUE

Les fonctions noyau sont caractérisées par la propriété qu’elles sont semi-définies positives.
Lorsque I’espace de description est de haute dimension et/ou complexe ou infini, il est difficile,
voir impossible de définir la fonction de description @, donc la nécessité de rechercher des méthodes

permettent de calculer le noyau sans calculer cette fonction.

On peut définir des nouveaux noyaux en combinant des noyaux par I’application de propriétés de

fermeture.
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Chapitre 2

Noyaux sur les mots : algorithmes et analyse

Nous avons présenté dans le premier chapitre un petit tour d’horizon sur I’apprentissage automa-

tique dans lequel s’inscrit notre projet.

Parmi les types de données, le type string (mot) qui est tres essentiel dans les applications de bio-
informatique. Il est utilisé pour représenter les protéine comme une séquence d’acides aminés, ADN

comme une séquence de nucléotides (Adénine, Cytosine, Guanine, Thymine).

Les noyaux calculent le produit scalaire entre les images de mots dans un espace de description

de haute dimension.

Ce chapitre consacre une partie pour définir les notions de mot, sous-mots et d’autres termes, sur
lesquels nous appliquons la fonction noyau ; et une partie pour citer les algorithmes implémentés dans
ce contexte, ainsi que leurs analyses a fin de choisir quelques uns pour la réalisation de notre boite a

outils dans le chapitre ci-apres.

La majorité des informations présentées dans ce chapitre sont de la référence [13]].

2.1 Mot, sous-mot, séquence et sous-séquence

définition 10 ( Mot, String en anglais) Le grand dictionnaire terminologique[l|] définit le concept
mot comme étant un ensemble d’éléments contigus de méme nature, considéré comme un tout. le

terme mot ou encore string fait souvent référence a la chaine de caractere.
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Formellement, un alphabet est un ensemble fini ¥ de symboles. Le nombre d’éléments (longueur)
de T est noté par |Z|.
Unmot s = s, ...5) est une séquence de symbole de X, y compris la séquence vide noté ¢, le seul
mot de longueur 0. " dénote I’ensemble de tous les mots fini de longueur n, et ¥* = | J,_, X" dénote
I’ensemble de tous les mots qui peuvent étre formés de X.
On note [s = t] la fonction qui renvoie 1 si s et t son identique ; 0 sinon.
La notation s(i : j) correspond au sous-mot (substring) s;Si,1...5jde s pour 1 <i < j <|s].
Un mot t est un sous-mot de s s’il existe deux mots u, v (éventuellement vide) tel que : s = utv. Les

sous-mots de longueur n sont appelés (-grams ou {-mers.

définition 11 (Sous-séquence, subsequence en anglais) Le grand dictionnaire terminologiquel(lll] définit
le concept séquence comme étant une suite d’éléments disposés dans un ordre donné.

Formellement, le mot u est une sous-séquence de s s’il existe une suite d’indices I = (iy, ..., i)
dans s, avec 1 <iy < ... <iy < |s|tel que u; = si].pourj =1,...,|ul. Dans la littérature, on utilise la
notation u = s(I) si u est une sous-séquence de s dont les positions sont données par 1. La longueur
de u est le nombre d’indices de u est dénoté par |u| = || tandis que la longueur de sous-séquence u
est {(I) = iy — 1, + 1. Elle désigne le nombre de caracteres de s couvertes par la sous-séquence u. Le

mot vide € est indexé par le tuple vide.

2.2 Algorithmes de noyau sur les mots : implémentations et ana-

lyses

2.2.1 Noyau de p-spectre

Le noyau de spectre (ou spectrum en anglais) est le simple noyau pour comparer deux mots, il
consiste a calculer le nombre de sous-mots de longueur p qui ont en commun. En cas des applications
ou la contiguité joues un role important. La comparaison de ces sous-mots donne des informations

important sur leur similarité.

définition 12 (Le noyau p-spectre) L’espace de description H associé au noyau p-spectre est in-

dexé par I = XP. La fonction de description tel que le u®™ composant du vecteur ®”(s) associé a la

séquence s avec u € X¥ est définif13] comme suit :

@7/ (s) = {(vi,v2) : s = viuwy}| 2.1
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Donc le noyau p-spectre est défini comme :
ky(s, 1) = (DP(s), P (1)) = Z @, (5)Dy(2) (2.2)
uexrp
Exemple 1 (Le noyau 2-spectre) Considérons les mots "bar”, "bat”, "car” et "cat”. Ses 2-spectres

son donnés dans la table suivante :

¢ |ar at ba ca
bar |1 0 1 O
bat | 0 1 1 O
car | 1 0 0 1
cat |0 1 0 1

avec toutes autres dimensions indexé avec autres mots de langueur 2 ont la valeur 0, donc la matrice

noyau résultat est :

K | bar bat car cat
bar | 2 1 1 0
bat | 1

S

car 1

cat | 0O 1 1 2

Définition récursive de noyau p-spectre

Une définition récursive de ce noyau a travers un noyau supplémentaire appelé noyau de k-suffixe

qui est défini par :
définition 13 (noyau de k-suffixe)

1 sis=su,t==tu pouruec 3k
K (s,1) = 1 e r (2.3)
0 sinon

Donc le noyau p-spectre sera :
[sl-p+1ll—p+1
kp(s,00= D > IS(sG i+ p)i(j: j+p)) (2.4)
=l j=1

Analyse de I’algorithme

La complexité de ce noyau est O(p |s||t]), car le noyau nécessite O(k) comparaisons donc le

noyau p-spectre [2.4] peut étre évaluée en O(p |s| |#]) opérations.
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Une optimisation possible en utilisant les méthodes de la programmation dynamiqueE] et des
structures de données appropriées comme les arbres de suffixes rend ce coiit : O(p max(]s|, |¢]))[3].

(Pour plus d’information voir [[13]]).

2.2.2 Noyau de toutes les sous-séquences

Ce noyau considere toutes les sous-séquences contigués et non-contigués de toute taille du mot.

définition 14 (Noyau de toutes les sous-séquences) L’espace de description associé avec le noyau

de toutes les sous-séquences est indexé par [ = X%, avec la fonction de description est défini comme :
Pu(s) =i u= s}, uecl (2.5)

autrement dit, cette fonction de description permet de plonger la séquence s dans un espace vectoriel
dans lequel le u*™ composant de ®(s) indique la fréquence d’occurrence de la séquence u comme
sous-séquence dans s. Le noyau associé est défini par :

k(s, 1) = {¢(s), $(1)) = Z P(5)p(2). (2.6)

uex*

Exemple 2 Toutes les sous-séquences (non contigus) dans le mots "bar”, "baa”, "car” et cat”

sont donnés dans le tableau ci-dessous :

1. Les méthodes (techniques) de programmation dynamique consiste a stocker des résultats intermédiaire dans une
structure de données et de les utiliser pour construire d’autres résultats intermédiaire qui sont a leur tour stockés et utilisés
pour construire des résultats toujours plus complets. Voir : Eric KOW, Réalisation de surface : ambiguité et déterminisme,

theése Doctorat, université Henri Poincaré - Nancy I (France), 2007, page viii.
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¢ | bar baa car -cat
P> 1 1 1 1
a 1 2 1 1
b 1 1 0 O
c 0 0 1 1
r 1 0 1 0
t 0 0 0 1
aa | 0 1 0 0
ar 1 0 1 0
at | 0 0 0 1
ba | 1 2 0 O
br | 1 0 0 O
bt | 0 0 0 O
ca 0 0 1 1
cr | 0O 0 1 0
c | 0 0 0 1
bar | 1 0 0 0
baa | 0 1 0 0
car | 0 0 1 0
cat | 0 0 0 1

et comme toutes autres coordonnées (infinies) doivent avoir la valeur zéro, la matrice du noyau est :

K | bar baa car cat
bar | 8 6 4 2
baa | 6 12 3 3
car | 4 3 8 4
cat | 2 3 4 8

Notez qu’on général, les éléments de diagonal de cette matrice noyau peut varier considérablement
avec la longueur d’'un mot et méme comme illustré ici entre des mots de méme longueur, quand ils ont
des nombres différents de séquences répétées. Bien siir, cet effet peut étre retiré si nous choisissons de

normaliser ce noyau.
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Définition récursive de noyau de foutes les sous-séquences

Il est possible d’évaluer le noyau de foutes les sous-séquences plus efficacement. Au lieu de calcu-
ler explicitement les vecteurs de description, nous utilisons une définition récursive et des techniques
de la programmation dynamique afin de compléter un tableau de valeurs avec I’évaluation du noyau
est donnée par la dernicre entrée dans le tableau. Ces techniques sont illustrées par le biais des algo-
rithmes ci-apres.

Remarquons que la fonction de description est indexée par le mot u. La contribution de cette fonction

peut etre exprimée comme suit :

b)= ) 1= o= ) 1 ) 1= > L 2.7)

i:u:s(i) i:u:s(i) j:u:t(j) (i, j):u:s(i):t(j)

par conséquent,

Ks.n=()0y=), > 1= > 1 (2.8)

wCl iy pru=sy=r)  dy Jru=s=rj)
La clé de la récursion est de considérer I’ajout d’un symbole supplémentaire a a I’une des chaines s.
Dans la somme finale de 1’équation|2.8], il existe deux possibilités pour le tuple i : soit il est entierement
contenu dans s ou son indice final correspond a la finale a. Dans le premier cas, la sous-séquence est
une sous-séquence de s, tandis que dans le second son symbole final est a. Autrement dit, toute sous-
séquence de s contenant le dernier caractere a de s, tel que s = s’a, ne peut apparaitre dans ¢ qu’entre
le premier caractere de ¢ et la derniere occurrence de a dans .

Par conséquent, nous pouvons diviser cette somme en deux parties :

>oo= > s Yy (2.9)

dy jrsad=(y  dy jrsh=j)  w=) d, fysdy=u)

définition 15 (Définition récursive) La derniére équation meéne a la définition récursive sui-

vante :

k(s, e)
k(sa,t)

L,
k(s,t) + Xpp=a k(s,1(1 1 k= 1))

(2.10)

Algorithme de noyau de foutes les sous-séquences

Comme le calcul de produit scalaire est tres coliteux, un algorithme proposé basé sur une méthode
de programmation dynamique permet de calculer le noyau sans calculer la fonction de description ®

et le produit scalaire (le noyau k) a travers I’évaluation d’une matrice nommé DP tel que DP = K;; =

k(s(1..0),2¢(1..)) :

31



CHAPITRE 2. NOYAUX SUR LES MOTS : ALGORITHMES ET ANALYSE

DP E tl tz e tm

e |1 1 I ... 1

S1 1 k11 k12 “e klm

52 1 kz] k22 “e kgm

Sn I ku ko ... kuyy=k(s,1)

Cette matrice est calculé depuis un vecteur P.

Algorithme 1 (Noyau de toutes les sous-séquences non-contigus) Le noyau de toutes les sous-séquences

non-contigus est donné par le pseudo-code[2.1]:

Entrées | s, t deux mots de longueur n et m respectivement

1 pour jde 1 a m faire

2 DP(0, j) « 1

3 pour i de 1 a n faire

4 début

5 last < 0O

6 P0) <0

7 pour k de 1 a m faire

8 début

9 P(k) « P(last)

10 si f, = s; alors

11 début

12 P(k) < P(last)+ DP(i—1,k—1)
13 last « k

14 fin

15 fin

16 pour k de 1 a m faire

17 DP(i,k) < DP(i - 1,k) + P(k)
18 fin

Sorties | 1’évaluation du noyau k(s,t) = DP(n,m)

Fragment de code 2.1 — Pseudo-code de noyau de toutes les sous-séquences non-contigués.
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Exemple 3 Soit s = “cata”, t = “gatta” deux mots. Pour calculer son noyau k(s,t) et le noyau de
toutes les sous-séquence sans calculer explicitement les vecteurs de description, nous appliquons ’al-

gorithme donné par le pseudo-code nous obtenons :

DP e g a t t a P
e |1 1 1 1 1 1 [0,0,0,0,0,0]
c |1 1 1 1 1 1 [0,0,1,1,1,2]

a |1 1 2 2 2 3|/[000244]
t |1 1 2 4 6 7| /[001117]
a |1 1 3 5 7 14| —-——-——--——

par exemple k(" gatt”,”cat’”) = 6 donné par DP(3,4).

Analyse de I’algorithme

Cet algorithme a un cotit de O(|s||f|), car considérons que 1’opération significative est la com-
paraison (ligne 10) qui se fait n X m fois : ;| 2x=n 1 = n X m = |s||f|]. Le noyau de toutes les
sous-séquences non-contigués permet de calculer toutes les motifs communs de deux mots, mais
I’inconvénient majeurs que 1’espace de projection est de tres haute dimension entrainant un temps de

calcul important.

2.2.3 Noyaux des sous-séquence de longueur fixe p

L’idée de ce noyau est que I’espace de description peut étre réduit pour qu’il accomplit une
tache particuliere, si en adaptent la relation de récurrence de sorte a ne considérer que les sous-

séquences non contigués de taille fixe p.

définition 16 (Noyaux des sous-séquence de longueur fixe p) L’espace de description associé avec
les noyaux des sous-séquence de longueur fixe p est indexé par X¥, avec la fonction de description
définie comme :

¢h(s) =i u=s@},uecXl (2.11)

Le noyau associé est défini par :

k(s, 1) = (¢"(5), ¢"(1)) = Z ¢, ()y,(1). (2.12)

uexp
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Définition récursive de noyaux des sous-séquence de longueur fixe p

définition 17 Nous appliquons un calcul similaire de noyau de toutes les sous-séquences sauf que

nous devons restreindre les indices de séquences a ceux de longueur p, nous obtenons la définition

récursive :
ko(s,t) = 1,
k,(s,e) = 0, forp>0 (2.13)
kp(sa.1) = kp(s5.0) + Segoa kpor (5,11 1 k= 1)

Algorithme de noyaux des sous-séquence de longueur fixe p

L’équation [2.13|montre que nous avons une récursion sur le préfixe des mots en retirant a chaque
étape le dernier élément de la séquence, et une autre sur p = |u| la longueur de sous-séquences
considérées. L’ algorithme suivant inclut cette récurrence, pour calculer le noyau en mémorisant 1’évaluation

du noyau précédent dans une matrice DPrec.

Algorithme 2 (Noyaux des sous-séquences de longueur fixe p) Les noyaux des sous-séquences de

longueur fixe p est calculé par le pseudo-code[2.2):

Exemple 4 En utilisant les mots de [’exemple |3} nous obtenons pour p = 1,2,3 :

DP:kyle g a t t a|DP:ki|e g a t t a
£ 1 1 1 1 1 1]e 00 00 0O
c 1 11 1 1 1]c 00 00 0O
a 1 1 1 1 1 1a 00 1 1 1 2
t 1 1 1 1 1 1]¢ 0 01 2 3 4
a 1 11 1 1 1}a 0 0 2 3 4 6
DP:ky|le g a t t a|DP:ki|le g a t t a
e 0 00O 0 O0]c¢ 00 00 0O
c 0 000 0 O0fc 00 00 0O
a 0 00O 0 Ofa 00 00 0O
t 0 001 2 2|1t 00 00 0O
a 0 001 2 5]|a 00 00 0 2

Notons que la somme de quatre matrices {DP : k; | i € {0, 1,2, 3}} est identique au noyau de toutes
les sous-séquences, car les deux mots ne partagent que des séquences de longueur 3 de sorte qu’en
sommant sur les longueurs 0, 1,2, 3 qui englobent toutes les sous-séquences communes. Cela suggere

aussi que si nous calculons les noyaux des sous-séquences de longueur fixe p que nous pouvons,

34



CHAPITRE 2. NOYAUX SUR LES MOTS : ALGORITHMES ET ANALYSE

Entrées | s, t deux mots de longueur n et m respectivement et p
1 DPO:n,0:m)=1

3 pour [ de 1 a p faire

4 début

5 DPrec < DP

6 pour j de 1 a m faire

7 DP(0, j) « 1

8 pouride 1 an— p + [ faire

9 début

10 last < 0

11 PQO) <0

12 pour k de 1 a m faire

13 début

14 P(k) <« P(last)

15 sit, = s; alors

16 début

17 P(k) « P(last) + DPrec(i—1,k—1)
18 last « k

19 fin

20 fin

21 pour k de 1 a m faire

22 DP(i,k) «— DP(i— 1,k) + P(k)

23 fin

Sortie | I’évaluation du noyau k,(s, ) = DP(n,m)

Fragment de code 2.2 — Pseudo-code de noyaux des sous-séquence de longueur fixe p.

presque sans aucun coiit supplémentaire, de calculer le noyau k; pour | < p.
Par conséquent, nous avons la possibilité de définir un noyau qui combine ces différents noyaux des

sous-séquences avec des pondérations différentes a; > 0 :
P
k(s,0)= )" aki(s, ). (2.14)
I=1
Le seul changement a I’algorithme ci-dessus serait que la borne supérieure de la boucle de la variable

i aurait besoin pour devenir n plutot que n — p + [ et nous aurions besoin d’accumuler la somme a la
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fin de la boucle de | avec

Kern = Kern + a(l)DP(n, m) (2.15)

ou la variable [ est initialisé a O des le début de I’algorithme.

Analyse de I’algorithme

La complexité de cet algorithme est O(p|s||t]) car a la p®" étape nous devons étre capable
d’accéder a la ligne au dessus de I’autre dans la matrice courante et dans la matrice DPrec de 1’étape
précédente, sur I’avant derniere étape lorsque / = p—1 il suffit de calculer jusqu’au rang n— 1, puisque
c’est tout ce qui est nécessaire dans la boucle finale avec /[ = p. Dans I'implémentation donnée ci-
dessus, nous avons fait I’utilisation de ce fait & chaque étape , de sorte que pour 1I’étape de " nous

avons calculé que jusqu’alarangéen—p +/l,oul=1,..,p.

2.3 Conclusion

Les méthodes a noyau sont tres importantes car elle permettent de résoudre les problemes non-

linéaire.

Ce chapitre est spécifié a présenter quelques noyaux sur les mots tels le noyau p-spectre basé sur
I’idée intuitive pour comparer deux mots s et ¢, de calculer le nombre de sous-mots de longueur p
qui ont en communs. Le noyau de toutes les sous-séquences qui considere toutes les sous-séquences
contigués et non-contigués de toute taille du mot. Les noyaux des sous-séquences de longueur fixe p
permettent de réduire 1’espace de description de noyau précédent (noyau de toutes les sous-séquences)

de sort qu’en ne considérant que les sous-séquences non contigués de taille fixe p.

Le coiit de ces noyaux est de O(p]|s||tf]) pour les noyaux p-spectres et des sous-séquences de

taille fixe p et de O(|s| |7]) pour les noyau et toutes les sous-séquences.
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Chapitre 3

Implémentation d’une boite a outils de

noyaux sur les mots

Dans le chapitre précédent nous avons présenté quelques noyaux sur les mots et ainsi que 1’ana-

lyse de leur complexité.

Dans ce chapitre nous essayons d’implémenter les algorithmes présentés précédemment sous

forme d’une boite a outils.

3.1 Lelangage MATLAB

MATLAB est un langage de calcul scientifique de haut niveau et un environnement interactif
pour le développement d’algorithmes, la visualisation de données, analyse des données et le calcul
numérique. Il permet de résoudre les problemes de calcul scientifique plus rapidement qu’avec les

langages de programmation traditionnels, tels que java, C, C++ et Fortran[2]]...
La figure suivante (3.1)) illustre quelque domaines d’application de MATLAB([[14] :

MATLAB est utilis€ dans une large gamme d’applications, y compris traitement du signal et de
I’image, de la communication, la conception du contrdle, de test et mesure, modélisation et analyse
financiere, et la bio-informatique. Parmi cas caractéristiques[2] :

— Langage de haut niveau pour le calcul scientifique ;

— Environnement de développement pour la gestion du code, des fichiers et des données ;

— Offre des outils interactifs pour I’exploration itérative, la conception et la résolution de problemes ;
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FiGure 3.1 — Domaines d’application de MATLAB

— Fonctions mathématiques pour 1’algebre linéaire, les statistiques, 1’analyse de Fourier, le fil-
trage, I’optimisation et I’intégration numérique ;

— Le dessin de fonctions graphiques en 2-D et 3-D pour la visualisation des données ;

— Outils pour la création d’interfaces utilisateur graphiques personnalisées ;

— Fonctions pour I'intégration des algorithmes développés en langage MATLAB avec des appli-
cations externes et des langages, tels que C, C++, Fortran, Java. ..

MATLAB offre un certain nombre de fonctionnalités pour la documentation et le partage de tra-

vail. Octave est la version libre de MATLAB

3.2 Meéthode de construction d’une boite a outils sous MATLAB

Une boite a outils (toolbox en anglais) est une collections de fonctions MATLAB a des fins
spéciales, disponibles séparément. Elle étend I’environnement MATLAB pour résoudre des catégories
particulieres de problemes dans ces domaines d’application. Il est possible d’intégrer des codes MAT-

LAB avec d’autres langages et applications, et les distribuer.

3.2.1 Présentation de notre boite a outils

Notre boite a outils est composé de deux fonctions calculent des noyaux selon les besoins (tel le

noyau considérant des séquences de taille fixe, les séquences d’ADN de longueur 4, par exemple).
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3.2.2 Installation de la boite a outils

Pour que vous pouvez utiliser notre boite a outils suiviez les étapes suivantes :
1. d’abord décomposer le fichier zip (rar) String_kernels_toolbox.zip ;

2. copier le chemin de I’existence de fichier String_kernels_toolbox ;

3. taper la commande : cd * <chemin_copier>’ sous Octave (ou MATLAB) ;

4. Vous pouvez avoir I’aide de chaque fonction a travers la commande :

help <nom_de_fonction>

5. exécuter la fonction avec vos parametres ;

3.3 Les fonctions implémentées

La boite a outils String_kernels_toolbox contient deux fonctions assqk : noyau le toutes les sous-

séquences non-contigués, et pflssqk : noyaux des sous-séquences de taille fixe p

3.3.1 Paramétrage de fonctions

Le paramétrage de nos fonctions est tres facile, la fonction assqk prend deux (02) parametres : s
et ¢ de type string qui est représenté en MATLAB sous forme d’un vecteur ligne. La fonction pflssqgk
prend trois (03) parametres : deux (02) strings s et ¢ et un entier p représente la longueur de sous-

séquences.

3.3.2 Code de fonctions

Cette partie représente le code des fonctions implémentées sous Octave :

Noyau de toutes les sous-séquences non-contigués
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function result = assqgk (s, t)
% assgk : all non-contiguous subsequences kernel
J%compute the kernel (inner products) of tow strings given as inputs

using a dynamic programming implementation.
% It using : val = assqk (s, t), i.e. it return an integer.

% * Exemples : assqk(”cata”, “gatta”) return 14

% assgk(”cat”, “bar”) return 2

s = strcat(’x’, s) ; % x used as epsilon.
t = strcat(’x’, t);
%O0Obtain lengths of strings
[Ls, n] = size(s);
[lt, m] = size(?);
YInitialization
DP=ones(n, m) ;
P=zeros(1, m);
JoProgram
fori=2:n
last=1;
P(1)=0;
fork=2:m

P(k)=P(last) ;

if t(k)==s(i)

P(k)=P(last) + DPG-1, k-1);

last=k ;
endif
endfor
fork=1:m
DP(@, k)=DP(i-1, k)+P(k) ;
endfor
endfor
result = DP(n, m) ;
endfunction

Fragment de code 3.1 — Fonction noyau de toutes les sous-séquences non-contigués

Noyau de toutes les sous-séquences de taille fixe p

40



CHAPITRE 3. IMPLEMENTATION D’UNE BOITE A OUTILS DE NOYAUX SUR LES MOTS

function result = pflssqk (s, t, p)

% pflssqk : p-fixed length subsequence kernel

J%compute the kernel (inner products) of tow strings considering non-contiguous
% substrings that have a given fixed length p using

% a dynamic programming implementation. This strings given as inputs.

% It using : result = pflssqk (s, t, p), i.e. it return an integer.

% * Exemples : pflssqk(cata”, ”gatta”, 1) return 6
% pflssgk(cata”, ”gatt”, 2) return 2

s = strcat(’x’, s) ; % x used as epsilon.

t = strcat(’x’, t) ;

%O0Obtain lengths of strings

[Is, n] = size(s); [lt, m] = size(?);

%Error checking statements : - Make sure input vectors are horizontal :
if(s™=1]1t"=1)

error(’Error : s and t must be horizontal vectors.’) ;
endif ;
%Error checking statements : - If p is less than zero or not a number, program

should quit due to faulty variable input.
if p < 0] ischar(p)

error(’Error : p needs to be a number greater than 0.”) ;

endif ;
%Initialization
DP=ones(n, m); DPrec=[]; P=zeros(1, m);
JoProgram
forl=1:p
DPrec = DP;
forj=1:m
DP(1,j) = 1
endfor
fori=2:n-p+1
last=1;
P(1)=0;
fork=2:m
P(k)=P(last) ;
if t(k)==s(1)
P(k)=P(last) + DPrec(i-1, k-1) ;
.. last=k;
endfor ndif
fork=1:m
DP(, k)=DP(@-1, k)+P(k) ;
endfor
end fOrendfor
result = DP(n, m) ;
endfunction

Fragment de code 3.2 — Fonction noyau de toutes les sous-séquences de taille fixe p
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3.4 Conclusion

Une boite a outils est une collection de fonctions écrites en langage MATLAB permettent d’étendre
I’environnement de développement MATLAB (Octave), a fin qu’il peut résoudre plus de problemes

dans différents domaines.
Ce chapitre est consacré a I’implémentation de notre boite a outils qui contient deux fonctions qui
calculent le noyau entre les mots. Ces mots sont représentés en langage MATLAB sous fourme de

vecteurs ligne.

Notre implémentation est courte a cause de temps, elle ne contient pas d’interface graphique, et

les données sont entrées manuellement (c.a.d., a la ligne de commande).
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Conclusion

Les méthodes a noyaux ont été proposées pour faire face aux limitations des méthodes d’appren-
tissage traditionnels. Notre projet s’intéresse aux méthodes de noyaux sur les mots qui ont un grand
intérét dans I’apprentissage automatique. Ils trouvent leur intérét dans différentes domaines d’appli-

cation comme traitement automatique de la langue, la bio-informatique. . .

Nous avons décrits quelques algorithmes de noyaux sur les mots ainsi que leurs analyses de com-
plexité, a savoir le noyau de p-spectre qui a un cott a d’ordre de O(p|s||#]) oit, s et t deux mots a
calculer son noyau et p est la longueur de sous-mots, le noyau de toutes les sous-séquences dont
le colit est a I’ordre de O(|s] [#]), si nous considerons toutes les sous-séquences non-contigués, et est
d’ordre O(p |s||t]) si nous considerons que les sous-séquences de longueur fixe p, pour s et f deux mots
a calculer son noyau. Cette étude est couronnée par I’ouverture d’un grand projet de développement
d’une boite a outils des méthodes a noyaux. Notre contribution se résume en 1’implémentation, avec

Octave, de deux algorithmes suscités qui nécessite encore des tests pour raffiner I’implémentation.

Parmi les limitations que nous avons rencontré, le manque de références en francais, sachant que

nous nous sommes basés sur une référence anglaise.

Fondé sur les résultats obtenus citées ci-dessus, nous proposons d’approfondir 1’étude de ce sujet
pour étudier la panoplies des algorithmes restants, tel 1’algorithme de noyau de sous-séquences noté
généralement ssk qu’il faut implémenter afin d’enrichir la boite a outils et par conséquent, participer

au développement de ce domaine de recherche.
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