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Introduction

On applique dans ce rapport le théoreme de point fixe de volterra au probleme de Cauchy
définie par une équation différentielle d’ordre 1, étant données une condition initiale y(ty) = yo
et une équation définie par : y/'(t) = f(¢,y(t)) ,existe-il une solution ? et est-elle unique ?

Les réponses a ces questions ,on reparti ce travail en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre,on commence par donner des définitions ,ainsi que quelques
résultats connus qui nous seront utiles dans la suite du mémoire.

Dans le deuxieme chapitre,on commence par poser le probleme de Cauchy et on étude
I’existence et 'unicité de ce probleme.

Dans le troisiéme chapitre,nous étudions quelques théoremes du point fixe (théoréme
générale ,théoréme de Picard et théoreme de Volterra ).

Dans le quatrieme chapitre,on applique le théoréeme de Volterra au probleme de Cauchy
étant donnés un ensemble E et une application f : F — FE on s’intéresse a donner des conditions

sur f .



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Historique

be mathematicien italien Uike Vslterna mait le 03 mai 1860 a domesme ot
mont le A1 sckobre 1940 & Fome. il se passionne poun les mathemabiques dzo
eme ans, lisamt mobamment lo Geometnie de egendne ef lanithmatique de Pon-
bramd o0 43 ams, ages avein b le livne de Jules Verme de la Cerne 4. Lo Sumel
chenche & caloulen o brajectoine dum projectile balistique de lo Terne wers la
Fune en considénant les champs gravitabionnels de o Cerve ek de la bumed I
dsveloppa aimsi ume approche wvisamt & considénen ume multitude de bres counts
W&Wd@u@mwﬁww&mw
des constambes ] sagit des premiers ballubiements du développement des squabions

UQWA’MMMMW&MW&Q'%WWAE%@-
WWMW&WMW%mth@d@mMmQ
Floremnceill entre & Lumiverwite de Tise en 1878 obbient som stait dockenat en
TRW.& 1889 ~éallivg sous la dinection d'Gnnico @%Em.%tﬂmwtémﬂ%-
Waw&mmm@maﬁ%ﬁmwmw@
prcfesseun en mécanique natiownelle o Lumiversité de Fise en 18834 simbenesse
cetke gneque ausc Equabiens femctionmelleset metamment auz opénafewns imfégne-
ak%mnmﬂa Fredecesseun de Irechet e Banach, il eak comsidens comme Lum des
W@QWW&%M@@MA%B% il dewsient: pne-
fesseun de phopsique mathemabique towjourns o Finedl sccupe emsnite la chaine de
mécamique & MW&MWQ&M&WW@M
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Flome en 1900.6m 1905, i dewient sémateun du reyoume dfaliece qui lui waut
de sidgen & wie dams la plus Raute chamlne du panlement itabiem. oo lo meme
époqueil simtenesse auc phemememes de dislocabion du cristal.

Uolterna eat Lum deo pones de Vamalyse fonctionmelledl simténense aimsi aue
fonctionnelles (quil appelle des fonctions de ligne)qui sont des fenchions defimies
est motamment le fondafeun de la teonie des squations imtégnaleset publlie quelques
anticdles s leo squabions auce déninées pantielles Sn 19141 o rejoint les forces
aériemmes italiemmes dams le conps des imgamieuns et bnanailloit a Lamebionabion tech-
Rydnegeme imflammable pan de Uhelivwm X tranaillait zgalement & laméelionabion
des modalles dansicms.

be mom de Velberna sl aussi altacké auc squations de Lotha Volkerna, qui de-
crinsent: [gvolution de la populabion de deus eapaces(a psie et son pnedateun Ce
west quansen fordivementa panbin de 19254 la demamde de som fubun gemdne
cf@mm,(}ue Cﬁo@tmm simkéresse & des fmodéﬂeé Pxo&swdbmma 2e demmamdaik
dimimué c'est le mombre des prédakenns (les nequims) plus que celhui des prsies (les
sandimes) qui awoif augmenté dams [ohidniatique. es squations de Fotha Tolterra
pervmettent d'exnliquen cela.

Uolterna eat la seule pernsonme qui glait conferencien. en séamce plémiene au
Comgras imfermabional des mathémaliciens a guabne nepiises (1900,1908,1920,1928) Somn
brawaill esk nesume dams som livne Chéonie de fonchionmelles ek de dntégnal et squa-

bions intzgre-diffanentielles(1930).
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1.2 Espace Métrique

Définition 1.2.1
Un espace métrique est un couple constitué par un ensemble non vide E et par une distance d

sur E.On dit souvent que E est muni de la distance d.

Définition 1.2.2

On appelle distance associée a la norme sur E ['application d : E x E — R définit par
d(z,y) = [ly — =]

Proposition 1.2.3

- Va,y € E,d(z,y) =0 & x = y(séparation),

- Va,y € E,d(z,y) = d(y, z) (symétrie),

-Va,y,z € B d(x,z) <d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire),

-Va,y,z € E,d(x+ z,y + z) = d(x,y) (invariance par translation,).
Définition 1.2.4

Soit © un vecteur de E et A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E . On appelle

distance de a a A. le réel d(xz, A) = igg d(z,y).
y

Définition 1.2.5
Soit A une partie bornée non vide de E.On appelle diametre de A le réel §(A) = sup d(z,y).
z,y€A

1.2.6 Espace Métrique Complet

Définition 1.2.7

Un espace métrique (E,d) est dit complet ssi toute suite de Cauchy® de E converge (c’est-a-dire
ssi les suites convergentes de E sont les suites de Cauchy de E).

Un K-evn E est dit complet (on Uappelle alors un K-evn de Banach) ssi ¢’est un espace métrique
complet.

Une partie F d’un espace métrique (E,d) est dite compléte ssi,regardée comme sous-espace

métrique de E, c’est un espace métrique complet.

Théoréme 1.2.8

Tout K-espace vectoriel normé E de dimension finie est complet.

1. Augustin Louis Cauchy ,né le 21 1789 & Paris et mort le 23 mai 1857 & Sceaux, est le mathématicien Francais le plus
prolifique. Son ceuvre scientifique renferme plus de 800 articles sur les sujets mathématiques physique les plus variés. Il est a

Porigine de I’analyse moderne . On lui doit notamment la théorie des équations différentielles.
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1.3 Espace de Banach

Commencons par rappeler les définitions et les propriétés d’un espace vectoriel normé

et les applications linéaires.

1.3.1 Espaces Vectoriels Normés

Tous les espaces vectoriels sont relatifs au corps K = R ou C.
Définition 1.3.2
Soit E un espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N de E dans R, ,vérifiant :
1. ||z|| = 0 <= 2z = 0 [séparation/;
2. Vx € E,Y\ € K||\x|| = |N||z]] [homogénéité] ;
3. Yx e ENNye E:|lz+y| < || + ||yl [inégalité triangulaire ou inégalité de convewité ].

Notation :

Quand il n’y a pas d’ambiguité ,on note : N(X) = ||z||
Définition 1.3.3
Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normeé.

Propriétés 1.3.4 Ve e E\Ny e E:|lz—yl > |||zl —lyll| [seconde inégalité triangulaire]

Démonstrations 1.3.5
on a :

=y—z+z= |yl =lly—z+z| <ly—=|+]
D’ou :
Iyl = llzll < lly — =l (%)
De méme,on a :

v=z—y+y= |z =llz -y +yll <llz =yl +lyl.

D’ou :

el = Iyl < llz =yl (xx)

Les intégralités (*) et (**), prises simultanément,donnent ’égalité cherchée.
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1.3.6 Suite de Cauchy

Définition 1.3.7 ( suite)
Soit E un espace vectoriel normé. On appelle suite de E toute application de N (ou d’une partie

de N dans E.

Définition 1.3.8 (convergence d’une suite)

Soit (u,)une suite d’un espace vectoriel normé E. On dit que la suite (u,) converge vers élément
[ de E si:

Ve > 0,3ng € N,Vn > no, ||u, — || < e

C’est-a-dire :la suite numérique (||u, — l||) converge vers 0.
On note :

lim wu, =1L
n—-+o00

On appelle suite divergente toute suite qui ne converge pas.

Définition 1.3.9

Soit E un espace vectoriel normé.On dit que la suite (u,) de E est suite de Cauchy si :

Ve > 0,3ng € N,Vp > ng, Vg > ny, ||u, — u,|| <e.

Propriétés 1.3.10
Tout suite convergente est une suite de Cauchy.

Tout suite Cauchy est bornée.
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Espace de Banach

Cette notion d’espace normé complet est introduite aux alentours de 1922 par S.Banach 2et

N.Wiener ® indépendamment 1'un de 1'autre.

Définition 1.3.11
Un espace vectoriel normé E est dit complet si toute suite de Cauchy de E est convergente dans

E.On dit aussi que E est un espace de Banach.
Espace complet

Définition 1.3.12

Un espace métrique (E,d) est dit complet ssi toute suite de Cauchy de E converge (c’est-a-dire
ssi les suites convergentes de E sont les suites de Cauchy de E).

Un K-e-v-n E est dit complet ssi c’est un espace métrique complet.

Une partie F' d’un espace métrique (E,d) est dite compléte ssi, regardée comme sous-espace

métrique de E, c’est un espace métrique complet.

Théoréme 1.3.13 [11]
Soit (E,|.]|) un espace de Banach sur K. Si une série, de terme général u,, est normalement

convergente, elle est convergente. De plus, on a la majoration suivante :
(oo} [oe)

|22 unll < 22 [Jual|
n=0 n=0

Démonstrations 1.3.14
Par hypotheése,la série de terme général ||u,|| est convergente,ce qui signifie que la suite

Sp = |Juo|| + [Jur|| + ... + ||un|| est convergente,donc de Cauchy :

Ve > 0,dN € N;Vn € N,Vp € N*:
> N = 0< sutp— 50 = ltnsal] + atnsall + o + flanspll < e
D’ou l'on déduit que pour tout n > N, tout p € N* :

[$ntp = Snll = tnt1 + o + tngpl| < Junga |l + o + Jtingpll = Snip — 80 < e

2. Stefan Banach est un mathématicien Polonais, né le 30 mars 1892 & Krakow et mort le 31 aout 1945 & Lvov,(actuelle
Ukraine).Il a publié son premier travail avec Steinhauss en 1918 . Il a soutenu sa theése en 1922 . Elle portait sur la théorie de la

mesure . C’est en 1920 qu’il définit axiomatique ce qui est appelé aujourd’hui I'’espace de Banach.

3. Norbert Wiener ,mathématicien américain ,est né le 26 novembre 1894 & Columbia (USA) et mort le 18 mars 1964 a
Stockholm.Il était chercheur en mathématiques appliquées ,connu ,entre autre ,pour étre le fondateur de la cybernétique . Il fut un
pionnier dans I’étude de la stochastique et du bruit et a contribué a I’électrotechnique ,les télécommunication et les systemes de

controle.
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Par conséquent ,(s,), est une suite de Cauchy dans E espace de Banach : elle converge donc
dans E.
la série de terme général u, est donc convergente dans E.

On a pour tout n :

n
Isall = lluo +ur + .+ ] D Jlu]] = sn.
k=0

On passe a la limite quand n — oo, en se rappelant que la norme est une fonction continue

et en utilisant le prolongement des inéqalités :

o o0
Tim ([lsull) = | X%unu < lim (s,) = Z lea]
n= n—=

Théoréeme 1.3.15

Soit la série Y ||uy||. 51y ||un|| est converge ,alors lim (||u,||) =0
n—oo

Démonstrations 1.3.16

S = ol + Ilatl] + . + o]

Sp_1=1Ug+ ... +Up_1

S, — Sp-1 =u, = lim S,, — lim S,,_; = limu,,

n n—1
< lim (Z up — Zuk) = lim wu,
=1

n—-4o00 k=1 n—-+4o0o
<— S—-S5= lim u,
n—-+00
Donc lim ||u,| =0
n—-+o0o

10
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1.4 Applications Linéaires

Définition 1.4.1

Soit FE et F deux espaces vectoriels sur le corps K . une application f , de E dans F ,est dite
linéaire si elle vérifie les deux propriétés :

Vo€ E\Vy € Ff(x+y) = f(z)+ f(y);

Ve € B,V € Kf(Ax) = A\f(x).

une application linéaire de E dans le corps K .considéré comme espace vectoriel sur lui-méme

,est appelée forme linéaire sur E.

Théoréeme 1.4.2 [1]
Soient E et F deux espaces normés sur le méme corps f : E— F une application linéaire.

Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) f est continue en tout point;
b) fest continue a lorigine ;

¢) sup ||f]| < +oo (autrement dit : image de la boule unité de E est bornée) ;
=<1

d) sup ||f]] < +oo (autrement dit : l’image de la sphére unité de E est bornée) ;
llz]|=1

e) il existe une constante M telle quel|| f(x)|| < M||z||pour tout x € E.

Démonstrations 1.4.3

Evidemment a = b.

Montrons b = ¢ il existe § > 0 tel que|z| < 6 = ||f(x)]| < 1.

Alors ||z]] <1 = ||6.z]| <6 = ||f(6.2)]| <1 = | f(x)|| < 6. Evidemment ¢ = d.

Montrons que d = e : soit M = sup || f(x)]. Si z # 0,z/|z||

e =1

1/ (@)

]

est de norme 1, donc

<M= |[f(@)] < M[l«]

Inégalité encore vérifiée si x = 0.

Enfin e = a résulte de

1 () = FWll = [lf(z = y)ll < M|z —y]

Norme d’une application linéaire continue.
Le nombre sup || f(z)|| s’appelle norme de f et se note || f]|.

llz]=1

La preuve précédente de d = e montre que || f(z)|| < ||f]].]|z|| pour tout z € E.

11
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Montrons que les application linéaire continue f de E dans F forment un espace vectoriel noté
L(E,F),et que f ~ ||f]| est une norme (ce qui justifiera son application ).

Soient f;g € L(E,F),sixz € E,|z|| = 1l,on a :

I(f + ) @) = 11F (@) + g(@)| < @)+ lgla) | < A1+ llgl
doncf + g est continue et
1f + gl < 11+ llgll-

D’autre part , si

K e K (K1) @) = [[K-f ()] = [KL[f )],
d’ott

sup |[(K.f)(@)[| = |K]. sup [[f(z)]],

[l]|=1 llzll=1

c’est -a-dire

I = HLAA

Enfin [|f|| = 0 = f(z) = 0 pour tout z = f = 0.

Remarque 1.4.4
par récurrence sur n, on déduit de la définition de la linéarité de f que ,si xy,...,x, sont des

éléments de E et My, ..., \, des éléments de K f(3 1 Niwi) = Y iy Nif (x0)-

12



Chapitre 2

Probleme de Cauchy

2.1 Equations Différentiels Du Premier Ordre

Il s’agit d’équations de la forme

at)y'(t) + B(t)y(t) = v(t). (2.1)

On rappelle que :

. si y(t) = 0 pour tout t, on dit que I’équation est homogene ou ”sans second membre”
. sl a(t) = 1 pour tout t, on dit que I’équation est résolue.

si a ne s’annule pas,alors ( 2.1) est équivalente a :

0 %ya) - % (2.2)

qui est résolue par contre, si o s’annule en un point ¢, par exemple, on est obligé de résoudre
( 2.1) a droite et a gauche de tq puis chercher les solutions de (2.1 )en recollant les morceaux

trouvés précédemment.

Définition 2.1.1

On appelle probleme de Cauchy le probleme qui consiste a trouver une solution de l’équation :

y' = f(z,y)

y(z0) = Yo

(2.3)

Exemple 2.1.2

soit le probleme suivant :

13



CHAPITRE 2. PROBLEME DE CAUCHY

la solution du probléme de Cauchy est la fonction y = (v + 1)% en effet :

y' = 2(x + 1) on substitue dans ’équation on obtient :

(2042 -4z + 1) =4z +1)* —4(z+1)*=0

y(—1) = (=1+1)> =0 Donc y = (x + 1)? est solution du probléeme de Cauchy.

2.2 Existence et Unicité

soit I’équation différentiable ' = f(z,y)définie sur L.

2.2.1 Cauchy-Lipschitz

Définition 2.2.2
On dit que la fonction f(x,y) définie sur I est Lipschitzienne en y s’il eziste une constante

K telle que V(z,y1) € I (x,y2) € 1

|f(x,y1) - f(l',y2)| < K|y1 - y2|

K est appelé constante de Lipschitz®.

Exemple 2.2.3

soit f(x,y) = 2ycos(x).

vérifie que f(x,y) est Lipschitzienne en y ¢

solution :

[f (@, 91) = f (2, 92)| = [2p1c08(x) = 2yacos(x)] = [2(y1—y2)cos(x)| = [2cos(2)|[yr1—y2| < 2[y1—1a|
donc f(x,y) est Lipschitzienne en y avec K = 2.

1. Rudolf otto sigismund Lipschitz est un Mathématicien Allemand né le 14 Mai 1832 & Konigsberg ,Allemagne (actuelle
Kaliningrad,Russie)et mort le 7 Octobre 1903 & Bonn.
Ses champs d’investigation sont larges.Ils vont de la théorie des nombres,des fonctions de Bassel et des séries de Fourier,des équations

différentielles ordinaires et aux dérivées partielles & la mécanique analytique et la théorie du potentiel.

14
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Théoréme 2.2.4 (Cauchy-Lipschitz)[3]
Si f € C(la,b))et si fvérifie la condition

Va € [a,b],Vy; € C([a,b]),Vy, € C([a,b]),3K >0

tel que
|f(2,91) — fz,y2)| < Ky — o

Alors,le probléme de Cauchy lequel admet une solution et une seule sur [a, b] (et ceci pour tout

y()GR).

Exemple 2.2.5

Montrer que le probléeme (1) admet une solution unique ?

solution :
Onay<bz<b
1f(z,y) — flz,2)|| = |14+ 2° +y* =1 —a® = 22|
= llv* =22 = Iy + 2)(y — 2)|| < [20] [ly — =||
~~

K

Donc le probléeme(1) admet un seule solution.

Théoreme 2.2.6
Le probléme de Cauchy admet une unique solution globale l’ensemble des solutions est un espace

vectoriel de dimension n.

15
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2.2.7 L’inégalité de Gronwall

lemme 2.2.8 [10/Gronwall?

Pour K > 0 et f, g sont continues et positifs sur o < x < [et vérifient :
F@) < K+ [ f(s)g(s)ds.

[ s)ds
Alors f(z) SKef{g() Va<z<f

Démonstrations 2.2.9 soit K >0 et h/(z) = f(x)g(x)

f@) < K+ [ £(s)a(s)ds = hia)...()

= [f(#)g(x) < h(x)g(x)/g(x) >0

' (z) < h(z)g(x) = W'(z) — h(z)g(r) <0

par Intégration [ :

h@e """ < h(a)

2. Hakon Gronwall (1877-1932), mathématicien suédois.Il diplome en 1898, sa theése porte On system of linear
total differential equations particularly with 2n-periodic coefficients.En mathématiques, ses travaux portent sur
Panalyse (séries de Fourier , phénomene de Gibbs , séries de Laplace et de Legendre), équations différentielles
et intégrales, théorie des nombres, fonctions complexes, géométrie différentielle, physique mathématique .I1
est surtout connu pour le lemme (ou inégalité) de Gronwall, le théoréme de Gronwall et par sa méthode de

sommation des séries (qui généralise celles de La Vallée Poussin et de Cesaro)
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CHAPITRE 2. PROBLEME DE CAUCHY

et
h(a) = K + /f(s)g(s)ds =K

x

fg(s)ds donc (z)d

= h(z) < Keo — f(x) < h(x) < Kegg S,c.q.f.d

2.2.10 L’existence et 'unicité d’une solution de probleme de Cauchy

Théoréme 2.2.11 [2/
L’équation (2.3)
: df ‘ , .
*si f(x,y) et —(x,y) sont continues et borné en tout les point (x,y) de rectangle R.

dy
R ={(z,y) € R?*/|x — x| < a; |y — yo| < b}

c.a.d :
* st on a :pour tout (z,y) € R?
[f(z,y)| < M
et
df
— <M
Lo
Alors le probleme (2.3) admet une solution unique sur lintervalle |z — x| < a.
b
tell ‘o0 = mi —
elle que :ov = min(a, M)

et la suite de récurrence converge vers la solution exacte du probleme.

Proposition 2.2.12

Toute solution de l’équation y' = f(x,y) avec y(xo) = yo satisfait aussi a l’équation

y = yo+/f(s,y)d8

et vice versa.

Existence (picard) :

On construite la suite de fonction

par Intégration :

J = f(a,y)
I
Yo = / F(s,y)ds (2.4)

17



CHAPITRE 2. PROBLEME DE CAUCHY

donc

Y1 = Yo + /f(s,yo)ds
zo

Yo = Yo + /f(sayl)ds
o

T

Yn = Yo + /f(sayn—l)ds-

xo

V(z,y) € R(Rectangle).

et montrer que
{yn} continue et convergente vers la solution

On a : yy est constante = continue.

et

Y1 =Y + /f(3>y0)d3

continue car (yo) continue.

et par récurrence on trouve : vy, continue Vn € N.

La convergence de {y,}

On pose :
Tn = |yn+1 - yn|
)

Est On a :
ro = |1 — yo| = / F(s,yo)ds| < / (s, 0)|ds
X0 Zo

0

< M|z — x|

i

< M«

b
et |z — xo| < = Min (G’M)

. b b
81a:a:>a§M:>|y1—yg|§aM§

— M=0
M

18



CHAPITRE 2. PROBLEME DE CAUCHY

) b b
8104:M:>|y1—y0|SM.M:bﬁ(x,yl)eR

et récurrence trouve (z,vy,) €(rectangle);vn

et — gl = | / F(s, ya)ds — / F(5, yor)ds|
X0 o

< / (52 ) — F(5, gs)lds < / Klyn — yo_1|

o

S (@)lipschitziene () < K/Tnl(s)ds < K/(K/rnl(s)ds)ds
o o

zo

Tn < KQ//Tn_l(S)dS

To To
K"//..../ro(s)ds
Ty To 0
nfois
K"M |z — zp|
(n+1)!

ro= [ <M etry(s) <M
zo
La somme :

= M — (aK)"™' M = (aK)"
< = = ~—
D SR nt+tl K 2

n=0 n>0 n>1

= > 1, est converge = > |yn4+1 — Yn| est converge

19



CHAPITRE 2. PROBLEME DE CAUCHY

et D’autre par on a :

Un =0+ > lyx — yx1|
k=1

i S b e = )

est converge.

La continuité de y(z)

Ve >0, ly(z +h) —y(@)| = |[y(x + h) = yu(2 + h) + Yu(2 + h) + yu(2) — yn(z) + y(7)]

< |yn(z +h) —y(z + h)| + [y () — y(@)] + |ya(z + ) — y(2)]

\

[y + 1) = y(a + h)| < Zear(y,)ev

on a : lyn(z) — y(x)] < %car(yn)c.v — Ve >0, |ly(z+h) —y(x)] <e=yx)

lyn(x 4+ h) —y(x)| < %car(yn)contmue.

Vs
et continue

y(x) Vérifie I’équation différentielle

lim /f(s,yn)dsz/ lim  f(s,y,)ds.

n—-+o0o n—-+o00

= /f(s,y)ds

ve s 0.] [ fls.umds — [ fls.v)ds| <2
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CHAPITRE 2. PROBLEME DE CAUCHY

_ ‘ / (s, y)ds — / F(s,9)ds

< / (5 ) — (5, )lds

flipschitziene [
S K / |yn - yldS

Zo

< O“yn - y|

et puisque y, — y Alors

’yn _y‘ < 2 = ’/f(sayn)ds - /f(s,y)ds] < €.

donc y(z) vérifie 4.1 = 'existence de solution.

L’unicité

D’apres Gronwall

* On suppose :y1, 42 deux solutions

y1(z) — ya(2)| = /Zf(s,yl)—/xf(&yz)ds

f(x) lipschitzienne .
N A I
Zo

est car flipschitzienne

On trouve :

() — ()] < K/|y1(s) ()|,

o

On pose :K =0 et g(x) =1 (Gronwall) et f(z) = |yi(z) + y2(x)]
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CHAPITRE 2. PROBLEME DE CAUCHY

donc .
fa) < / f(s).1ds.
f 1ds
fx) < Keo =0= f(z)=0
Donc

ly1 — 12| =0 = y1 = u>

D’ou 'unicité.
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Chapitre 3

Point Fixe

3.1 Définitions Générales

Introduction :
En analyse,les théoremes de point fixe sont un résultat qui permet d’affirmer qu’une fonction f
admet sous certaines conditions un point fixe. Ces théoremes se révelent étre des outils tres utiles

en mathématiques, principalement dans le domaine de la résolution des équations différentielles.

Définition 3.1.1 (Suite Extraites)
Soit (), > 0 une suite d’un ensemble E.
On appelle suite extraite de la suite u toute suite v de E dont le terme générale peut s’écrire

Un, = uy(n),ou @ est une application strictement croissante de N dans lui-méme.

Proposition 3.1.2

Awvec les notations de l’énoncé, et pour tout entier n, p(n) > n.

Remarque 3.1.3
-Sio(n) =n+p(p €N, la suite v est notée (uy,), > p(son terme initial est u,).

La suite(uay,)n>odes termes d’indices pairs : ¢(n) = 2n
-On considere souvent

La suite(ugni1)n>0des termes d’indices impairs : (n) = 2n + 1
Les définitions et les propriétés qui vont suivre seront données pour des suites (), > 0.
Mais elles peuvent étre adaptées auz suites (u,), > p , avec des changements de notation

évidents.

Définition 3.1.4 (Suites définies par récurrence)
Soit f une application de E dans E, et soit a un élément de F.

On peut définir une suite (uy,), > 0 de E par :
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CHAPITRE 3. POINT FIXE

o La donnée de son terme initial ug = a.
o La relation de récurrence Nn € Nyu,q1 = f(uy).

On dit alors que la suite u est définie par récurrence.

Théoreme 3.1.5
Soit une fonction continue

f:la,b] = [a,b].

Alors il existe au moins un point &' € |a,bltelquef(x') = a'. (Interprétation géométrique : la

droit y=x rencontre le graphe de la fonction f.)

Démonstrations 3.1.6

Posons p(z) = f(x) —x,z € [a,b]. On doit donc démontrer que

dz € [a,b] : () =0. (3.1)
Raisonnons par l’absurde.Si(3.1.6)

Vo € [a,b] : p(x) #0 (3.2)

cect implique

Jz € [a,b] : p(z) < 0)et(Izx € [a,b] : p(x) > 0.) (3.3)

En effet ,si (3.1.6)était fausse ,on aurait ,compte tenu de(3.1.6).

(Fz € [a,b] : p(z) < 0)et(3x € [a,b] : p(x) > 0)
autrement dit,il existerait deux point x1, x4 € [a,b] tels que ¢(x1) < 0 et p(xg) > 0.
La fonction ¢ étant continue sur [a,b], il existe dans ce cas ,d’apreés le théoréme

Définition 3.1.7
Soit E un ensemble quelconque et f :E — E une application .

On dit que x € E est un point fize de f si f(z) = x.
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CHAPITRE 3. POINT FIXE

3.2 Quelque Point Fixe

3.2.1 Application Contractante

Définition 3.2.2
Soit I un intervalle quelconque de R. une fonction f : I — I est dite contractante (ou

contraction ), s’il existe une constante 0 < K < 1 telle que Va',x" € I :
|f(@') = f(a")] < K.|2" — "]

Théoréeme 3.2.3 [7/
Soit Tun intervalle fermé non vide .

Soit f: I — I une application contractante sur I .
Alors :
1) [ admet un unique point fize I dans I .
ug € 1

2) Yug € I,la suite u : N — R définie par converge vers |
Vn € Ny upyq = f(x,)

Démonstrations 3.2.4
Remarquons au préalable ,uy étant dans Iet I étant stable par f,la suite (u,) est bien définie
et :

VneNu, €I

Existence d’un point fixe :

Montrons ,par récurrence sur n € N la propriété :
. n
P(n) : |Jupe1 — un| < K™uy — ug

. On a évidemment P(0).

. Montrons que pour toute n € NP(n) = P(n+1) :

soit n € N. supposons P(n)

f contractante etf(I) C I

[t — gt | = [f (1) = fun)] < Kt — un] < K" Hug — g

D’ow P(n +1).
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CHAPITRE 3. POINT FIXE

Du principe de raisonnement par récurrence , on déduit :

Vn € N, P(n) @ [un1 — un| < K"up —ug

Déduisons -en que (u,) est de Cauchy :
soite € R%. , (p,q) € N? avec ¢ > p > 0.

Notons r = q — p.

on a :
p+r—1 p+r—1 p+r—1
Ug — Up| = |Upyr — Up| = Z Uip1 — Ui| < Z [ui1 — wi| < Z K'uy — ug
i=p i=p 1=p
p+r—1 r—1
Z K"]ul — U0| = Kp]ul — U0| ZKZ
i=p =0
Et comme K € [0,1]
. 1
la série géométrique de terme général K* converge et majorée par T
D’ou
|uq - up| S 1 o K|u1 - U/O|
Et enfin toujours par ce que K €]0,1] :
K? 0
-
1—K pooo

En conséquence :

P
1-K

INeN,VpeN,(p>N = |ur —upl < e = |uy —uy| <e¢)

Ce qui prouve que la suite (u,,) est de Cauchy.
Et comme R est complet ,(u,) converge .
Notons | sa limite . comme I est fermé , on al € I

Or, f est continue en | (puisque contractante sur I) donc :

lim f(u,) = f( lim wuy,)

n—-+oo n——+oo
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CHAPITRE 3. POINT FIXE

lim f(1)

n=+oo
L= f(l)

On a donc prowvé que f admet un point fize | dans I et que (u,) converge vers l.

Unicité du point fixe :

Supposons :

AV T, (1) =letf(l) =1

Comme f est contractante sur I :

fO) =) < K[l =TV
=V < K[l -1
(1—K)l -1 <0

Or K €]0, 1], donc :

—11<0
1=

3.2.5 Théoréme de Picard

Théoréeme 3.2.6 [6/(Picard’)

sotent (E,d) est espace métrique complet et ¢ : E — E une application contractante ,i-
e, Lipschitzienne de rapport K < 1.

Alors ,p admet un unique point fire a € E.De toute point initial xo € FE, la suite itérée

(xp)pen,avec g € E quelconque et x,41 = @(z,) converge vers a .

Démonstrations 3.2.7

On monter d’abord ’existence d’un point fixe ,puis ['unicité.

1. Existence :
Soit xy un point initial quelconque et (z,) la suite itérée associée .
On a d(xp, tp1) = d(p(xp-1), 9(7p)) < Kd(zp-1, 7).

On va monter par récurrence sur p que d(z,, xp—1) < k"d(xo, z1)(p) :

1. Emile Picard est un mathématicien Francais ,né le 24 juillet 1856 a Paris et mort le 11 décembre 1920
a paris.Diplomé de la prestigieuse Ecole Normal Supérieure de Paris ,il avait a son actif plusieurs contribution

dans la théorie des fonction ,des équations différentielles et de la géométrie analytique.
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CHAPITRE 3. POINT FIXE

- Initialisation :Evident pour p = 0.

- Généralisation : supposons que pour un certain entier p quelconque mais fizé on ait la
propriété(p).Alors
d(Zpt1, Tpi2) = d(p(2p), P(Tp+1))

< Kd(zp, 2p+1)
S K.Kpd<l’0, .Z’l)
S Kp+1

ce qui acheve la récurrence. On a alors ¥q > p :

q—1
d(Q:P’xq) S Zd Ty, Tj— 1 S ( K) SE(],QJl

l=p
= KP K"
De plus , pour tout p > q,ZK’ < ZKl 1% d’ot d(x,, x,) < | kd(:co,xl). On
l=p l=p

en déduit alors que (x,) est une suite de Cauchy .
comme (E,d) est complet , la suite (x,) converge vers un point limites a € E. De plus on
a ¢(z,) — ¢(a) quand p — 400 car ¢ est continue et p(r,) = Tpi1.
Or xp41 — a quand p — 400, d’ou par unicité de la limite on a ¢(a) = a.
2. Unicité :
Supposons qu’il existe a , b € E, a # b, tels qu’on ait p(a) = a et p(b) = b.

Alors on a d(p(a), p(b)) = d(a,b) et donc d(p(a), (b))

(0. b) =1 > Kce qui contredit le fait

que soit K- Lipschitzienne .

28



CHAPITRE 3. POINT FIXE

3.3 Théoreme de Volterra

Théoreme 3.3.1
“+oo
Soit E espace de Banach,zgo € FE et S € £L(E)? Tel que 1+ > ||S"]| = A < o0
1
Alors :la transformation T définie par T(x) = 2o + S(x).
+o0o

admet un point fize unique xo,définie par :xg = zo + »_ S™(20)
1

Démonstration :

3.3.2 Existence
On suppose z; € E ,S linéaire. 3

et prendre une suite (z,), > 1 tel que :z, 11 = T(z,)

ona:z,="T(r,1)=xy="T(x1) =20+ s(z1)

xr3 = T(x9) = 29 + S(x2)
=20+ S(z0 + s(x1))
= 2zp + S(Zo) + SQ(JIl)

n—2
T, =20+ > SF(z9) + S" 1 (z1).
k=1

n—2
et par récurrence on démontre p, : (z, = 2o + Y. S¥(20) + S"1(z1)). est vraie
k=1

Pour n =2

xg =T(x1) = 20 + S(x1)
P2 (w9 = 20 + S*7H (1)) = 20 + S(21)

On suppose p,, vérifie pour n ,on démontre pour n + 1 :

o = Tlan)
= 20+ S(z) + S(g1 S*(20)) + S(S" (1))
— 20+ Slan) + 2 S () + 57(01)
= 20+ S(z0) + :;12 S™(20)) + S (x1)).(k + 1 = m)
2+ S(z0) + s@ §*(20)) + S(S™ (1))

=2z + :Z_:i Sk(ZO)) + 5"(1))

2. 5§ € Z(E) est un application linéaire de F dans E
3. Vne N; St = 808"
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donc p,, vérifie pour n + 1

Donc le propriété vraie Vn > 2 et 'existence de la suite (z,,)

I’étude de la convergence de suite (z,,).(critere de Cauchy pour la convergence )par utilisée (p,,)
on a :

n+p—2 n—2
|Zntp — zall = 20+ 30 S*(20) + 5"~ a1) — 20 — 35 S*(20) — 5" (21)
k=1 k=1

n+p—2

=12 $Ha) + 577 ) - S|

n+p—2

<X St o)l + 1S @)l + s ()

T g 1 1
< Zl 1S* (20l + 1S™ P [l || + [[s™ | |1 ]
=

n+p—2 .
< 2 5%zl + flzf]] ——0
n—1 n—oo
on par condition
n+p—2 n+p—2 n—1

k_ k k _
DI ST S
n—1 0 0
donc la suite (x,) de Cauchy dans l'espace E complet (Banach).
Alors la suite (x,,) est converge vers xg définie par :

xo= lim z,= lim T(z,_1)
n—-+o0o n—-+o0o

n—-+00

= lim (z+ 2_: S*(20) + 8" (1))

=2+ Z S¥(20) + nl_lgloo S ()
k=1

mais :

( lim S" '(x;) = Ocar lim S™)

n—-+o0o n—-+o0o

Donc

To = 2o + ZSk(zo).

k=1
de plus :on a :
zog= lim z,=T lim (z,_1), (T continue)
n—-+00 n—-+00
= T'(z0)

— x( est un point fixe de I'application T
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3.3.3  Unicité

On suppose deux points fixes de T": xg et yp
zo — Yo = T'(z0) — T'(yo)

= 20+ S(20) — 20 — S(%0)
= S(z0) + S(yo)
= S(zo — yo)-

et par composition S :

To— Yo = S(l’o - Z/o)
S(Io - Z/o) = 52(550 - Z/o)

52(% - ?Jo) = 53(% - ?Jo)

ro — Yo = S"(xo — yo) —— 0.

n—oo

par la condition
+oo

118" < 0o = tim_ 5] =0)
n=0

Donc

To— Yo = 0= 1o = Yo

D’ou I'unicité du point fixe.

3.4 Exemples

Théoreme du point fixe
soit F un espace vectoriel normé de dimension finie A une partie fermée non vide de E et

f A — A une application lipschitzienne de rapport K < 1 .On note f" = fo..o f
—_—

nfois
1. Montrez que, pour toutX, € A, la suite (f"(xo)) converge vers une limite [ € A.

2. Montrez que [ est I'unique point fixe de f.
3. Donnez une majoration de||z, —||.
solution :

1. Posons z,, = f"(x,), donc z, 41 = f(x,)pour toutn € N . Comme f(A) C A, la suite (x,)
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est bien définie.

On a ||xzg — x1|| = ||f(x1 — f(x,)]| < k|21 — 2,||, et par récurrence :
Vn € N, ||Tpi1 — @nl] < K" — x0]].
Montrons que (x,)est une suite de Cauchy. Pour n et pdans N , on a :
|Zn1p = Tnll < ||Zntp = Tnipall + o+ [|2ng1 — 20l

< (kneril + ...+ ]Cn)H.%l — .I'()H

1— kP
< k" T —
< K = ol
< 1 — Zol|-
< Tl = woll
Comme lirf k™ =0, pour € > 0 donné, il existe r € N tel que, pour tout n > r et pour tout
n——+0oo
p € N, on ait :

|| Zntp—2nl|| < e. Ainsi (z,) est bien de Cauchy et donc convergente, puisque E est de dimension
finie.
Posons [ = lir+n T, ; comme x, € A pour tout n et que A est fermé, on a bienl € A .

n—-+0oo

2.- Existence :

f est continue car lipschitzienne, d’ou :
f()y=f(lim z,) = lim f(z,) = lirf Tpi1 =1
n—-+00
donc [ est un point fixe de f.

Unicité :

Soit [ un point fixe de f. On a :
1=l = 1A) = fFOI < K" = 1]

d’ou(1 — k)[|I' = 1|| <0, donc I' = [.

3.0n avait
Ty —x
Hanrp - an S KnH 11_ KOH
d’ou, en faisant tendre p tend vers 400
||z — @ol|
—Ill| < K'——
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Chapitre 4

Application

4.1 Dapplication de théoreme de point fixe de Volterra

On applique le théoreme de Volterra au probleme de Cauchy associe a des équations sous

forme :
y = f(x,y)

y(wo) = yo

(4.1)

Par Intégration :

jy'(S)dS = /tf(s,y(S))dS

to

0
y(t) = y(xo) + / £(s,u(s))ds

20 = y(on)
S(y) thf(say(S))dS

Si [|S]| < 1.Alors le probleme 4.1 admet une solution unique définie par :

(1) = 20+ 35" ()

On applique le théoreme de point fixe de Volterra pour :

= y(zo) + i (j f(s, y(xo)ds> (la composition)

Théoréme 4.1.1

S opérateur si : ||S|| < 1: alors :
1. (I —9S)7" ewiste.

2 (I—8)1=3 5"
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CHAPITRE 4. APPLICATION

Théoreme 4.1.2
soit S un application dansC(E)
L |ISl<1% lim S*¥=0= lim ||S*|=0
n—oo n—oo
2.3 Skr)=M<oo= lim S*=0« |9 <1
0 n—o0
Théoreme 4.1.3

A€ Myuxn \ [|[All <1

1. lim A" =0

n—oo

2. lim A"z =0

n—oo

3. p(A) <1

4. dnorme \ || A]| < 1.

+o0 +oo
Soit E espace de Banach, 2z € Eet S € Z(E) Telque:Y_ ||S"]| <oo= Y || [ f(s,y)ds||" < oo
1 1

II/f(S,y)dSII S/Ilf(s,y)||d8= F (s, 9l — @] <1

Alors T'(y) admet un point fixe unique définie par :
Y=z + Z S™(20)
t
Y=o+ Z(/ f(s,y)ds)".
to
4.2 Exemples

Exemple 1 :

Ona :
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On pose :
S:F—F

t

y— S(y) = /y(S)dS

0
0<t<aet E=C(0,a]);20 =y(0) =1€ E Donc :y(t) = y(0) + > S™(y(0)).(par théoreme
1
de Volterra)
t n
14+> <f y(O)ds) (S™ la composition)
0

n=0 n=0
Car :
t n t ot t
/lds —//.../1d5 ds = —t"
n!
0 0 0 0
Jop 1 Js 3 tt
R

La solution directe :

Yy
x Jk
y(x) =e".e
= (@) =ef=1=k=0
y(0) =1
Donc la solution est
y(z) =e€”
/ — 2y
Exemple 2 : On applique la théoreme de Volterra.pour I’équation
y(0) =1
t
) =9(0)+ [ 20(s)ds
<
S(y)
20 =y(0)=1
Avec "
S(y) = [ 2y(s)ds
0
La solution donnée : . "
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Car
S%(y(0)) = S*(1) =S (/ 2(1)) ds = S(2t)
/2(25)d$ =2t* = 4; = (2;)2
S3(y(0)) = S(SX(1)) = /2 ( >) ) ds= = 0o
5oy = &
Exemple 3 :
f=9+f
f(xo) = o
On a . . .
/f(s)ds = /g(s)ds +/f’(s)ds
= 1) = flan) = [ glo)is+ [ (s)ds
D S
20 S()
et E=CY([0,1])

Donc la solution donnée par : (théoreme de Volterra )

f@) = f(xg) — /g(s)ds + Z (/) (la composition)

to - to

= f(t) =20+ Y S5"(x)
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Conclusion

Le principe du point fixe joue un role crucial dans le domaine des applications. Il intervient
dans la résolution de plusieurs équations différentielles, pour les problemes d’existence et d’uni-
cité.

Dans ce mémoire on aborde ’application en particulier le théoreme du point fixe de Volterra
pour la résolution des équations de probleme de Cauchy .
Mais cette application S™(zg) est difficile pour le calcul. On peut utilise une méthode numérique

pour calculer une valeur d’erreur €,(On peut programmée un Algorithme pour calcule S™(z))
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