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Introduction générale

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul
classique,l'origine du calcul classique connaissant aujourd'hui, remontent au 17me siècle
ou Newton et Leibniz on développé le calcul di�érentiel et intégrale Leibniz à présenté le
symbole dn

dtn
f pour designer la même dérivée d'une fonction f . Quand il a il a demandé à

l'hôpital dans une lettre (apparemment avec hypothèse implicite que n ∈ N).
Il lui a répondu que signi�e dn

dtn
f si n = 1

2
?.

La lettre de l'Hospital admise aujourd'hui comme le premier incident de ce que nous
appelons la dérivation fractionnaire demandée par l'hypothèse spéci�quement n = n

2
c-à-

d une fraction (nombres actuel)ç donné à cette partie des mathématique

dnf
dtn

si n = 1
2
? dnf

dtn

Guillaume de L'Hospital (1661-1704) Gottfried Wilhelm von Leibniz ( 1646 - 1716)

Table 1 � •

Que signi�e dnf
dtn

si n = 1
2
?

Cette lettre de l'Hospital, écrite en 1695, est aujourd'hui admise comme le premier
incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que l'Hospital a
demandé spéci�quement pour n = 1

2
, c'est-à-dire une fraction (nombre rationnel) a en fait

donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.
Les dérivées non entières possèdent un e�et de mémoire qu'elles partagent avec plu-

sieurs matériaux tels que les matériaux viscoélastiques ou polymères. Ce fait est également
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une des raisons pour lesquelles le calcul fractionnaire a connu récemment un grand inté-
rêt. L'utilisation de l'e�et mémoire des dérivées fractionnaires dans la construction des
modèles matériels simples est livrée avec un coût élevé en ce qui concerne la résolution
numérique. Tout en utilisant un algorithme de discrétisation des dérivées non entières
on doit tenir compte de sa structure non locale qui signi�e en général un haut stockage
d'information et une grande complexité de l'algorithme. De nombreuses tentatives pour
résoudre les équations faisant intervenir di�érents types d'opérateurs d'ordre non entier
peuvent être trouvées dans la littérature.

Une liste de mathématiciens qui ont fourni des contributions importantes au caclul
fractionnaire jusqu'au milieu du 20eme siècle, inclut :

P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-
1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-67), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V.
Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Ha-
damard (1892), O. Heaviside (1892-1912) S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E. Lit-
tlewood (1917-1928), H. Weyl (1917), P. L'evy (1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis
(1924-1936), A. Zygmund (1935-1945) E.R. Amour (1938-1996), A. Erd'elyi (1939- 1965),
H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949).
[6] Cependant, cette théorie peut être considérée comme un sujet nouveau aussi, de-
puis seulement un peu plus de trente années elle a été objet de conférences spécialisées.
Pour la première conférence, le mérite est attribué à B. Ross qui a organisé la première
conférence sur les calculs fractionnaires et ses applications à l'université de New Haven
en juin 1974, et il a édité les débats. Pour la première monographie le mérite est attribué
à K.B. Oldham et J. Spanier, qui ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en
1974 après une collaboration commune, commencé en 1968.

Dans ce mémoire nous nous intéressons à l'étude de la dérivée fractionnaire et appli-
cation, il est composé de trois chapitres :
Le Premier, intitulé préliminaire, comporte quelques notions de bases ainsi que toutes les
notations et dé�nitions qui nous serons utiles.

Le Deuxième, est consacré pour étudier les approches Riemann-Liouville et Caputo et
l'intégral fractionnaire et ses propriétés.

le troisième, est ensacré à la résolution de problème fractionnaire
U ′′(t) = f(t, Uα(t))
U ′(0) = 0 α ≤ 2
U(0) = 0

dans le cas de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.
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Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Notations générales

Nous présentons ici les notations utilisées dans notre mémoire. Pour avoir plus des
détails nous renvoyons le lecteur aux passages correspondants dans le texte. Nous avons
numéroter les di�érents lemmes, propositions, remarques et théorèmes dans chaque cha-
pitre de maniérer séquentielle. Quant aux formules, elles sont aussi numéroterais dans
chaque chapitre d'une maniérer séquentielle.
Notation
• R : ensemble des nombres réels.

• C : ensemble des nombres complexes.

• N : ensemble des nombres entiers naturels.

• N∗ = N \ {0}.

• Lp[a; b] = {f : [a, b] −→ R, fest mesurable sur [a, b]et

∫ b

a

|f(x)|p dx <∞}.

• L∞[a, b] = {f : [a, b] −→ R, f est mesurable et essentiellement bornée sur [a, b]}.

• Cn[a, b] = {f : [a, b] −→ R, f dérivable n fois et f (n) continue}.

• Γ(.) : la fonction Gamma.

• β(.) : la fonction Bêta.

• <(.) : la partie réel de nombre complexe.

• A : une algèbre.

• PC([a; b];E) : espace des fonctions continues par morceaux sur [a, b] à valeurs dans un
espace de Banach E.

6



1.2. APPROCHE HISTORIQUE[3] 7

• Iαa : intégrale fractionnaire à gauche d'ordre α > 0.

• cDα
a :la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

• Dα
a : la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

1.2 Approche Historique[3]

Pour une fonction f continue sur un segment [a, b]le nombre
∫ b
a
f(t)dt représente ,la

portion du plan limité par l'axe des x,et les droites d'équation x = a et, x = b et le graphe

qui se calcule par une primitive Fde fsur [a, b] suivant la formule :∫ b

a

f(t)dt = F (b)− F (a)

En fait le nombre
∫ b
a
f(t)dt est dé�ni de façon assez compliqué par le passages à la limite

suivant : ∫ b

a

f(t)dt = lim
n→+∞

b− a
n

n−1∑
k=0

f(a+ k
b− a
n

)

en démontrant que cette limite existe.
Cette dé�nition de l'intégrale permet de montrer que si f est continue sur un intervalle

σ et si a est un point �xé dans cet intervalle, la fonction x→
∫ x
a
f(t)dt est une primitive

de f sur σ. Il s'agit du théorème fondamental du calcul intégral.
en déduit alors que si F est une primitive de f sur [a, b], nous avons

∫ b
a
f(t)dt = F (b)−F (a).

Rappelons la propriété d'ordre absolument fondamentale que nous allons utiliser en per-
manence : si nous avons f(t) ≤ g(t) ≤ h(t) sur le segment [a, b], avec a < b, alors :∫ b

a

f(t)dt ≤
∫ b

a

g(t)dt ≤
∫ b

a

h(t)dt

7



1.2. APPROCHE HISTORIQUE[3] 8

Intégrale de Stieltjes : [7]

Thomas Stieltjes(1856-1894)

L'intégrale de Stieltjes constitue une généralisation de l'intégrale ordinaire, ou intégrale
de Riemann. En e�et, considérons deux fonctions réelles bornées f et g dé�nies sur un
intervalle fermé [a, b] ainsi
qu'une subdivisiona = x0 < x1 < x2 < ... < xn−1 < xn = b de cet intervalle. Si la somme
de Riemann

n−1∑
i=0

f(ξ)(g(xi+1)− g(xi))

avec ξi ∈ [xi, xi+1], tend vers une limite �xe S lorsque le pas max(xi+1 − xi) tend vers 0,
alors S est appelé l'intégrale de Stieltjes (ou parfois l'intégrale de Riemann-Stieltjes) de
la fonction f par rapport à g. On la note∫ b

a

f(x)dg(x)

ou simplement ∫ b

a

fdg

Si les fonctions f et g possèdent un point de discontinuité en commun, alors l'intégrale
n'existe pas. Cependant, si f est continue et g′ = dg/dx possède une intégrale de Riemann
sur l'intervalle considéré, alors∫ b

a

f(x)dg(x) =

∫ b

a

f(x)g′(x)dx

Ainsi, si f est continue et si g(x)=x, on retrouve la dé�nition classique de l'intégrale de f
au sens de Riemann, puisque g′(x) = 1 alors que dg(x)=dx. L'intégrale de Stieltjes étend
donc la dé�nition de Riemann.
Plus généralement, si f est continue et g à variations bornées, cette intégrale est bien
dé�nie.
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1.3. LES ESPACES LP [10] 9

1.3 Les espaces Lp[10]

Soit[a, b] un intervalle de R

Dé�nition 1.3.1. Soit 1 6 p <∞ on note par Lp l'espace des fonctions p-intégrables sur
[a, b] à valeurs dans C :

Lp([a, b]) = {f : [a, b] −→ C, f mesurable, ||f ||Lp <∞}

Avec

||f ||Lp([a,b]) =

(∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p

L'espace ||f ||Lp([a,b]) muni de la norme ||.||Lp est un espace de Banach
Soit J = [0, b] et E est un espace de Banach, on note C(J,E) l'espace de Banach des
fonctions continues y : J −→ E muni de la norme :

||y||∞ = sup{||y(t)||, t ∈ J}

et soit l'intervalle Jk = [tk, tk+1] :
On dé�nit l'espace :
PC(J,E) = {y : Jk −→ E est continue sur Jk et y(t−k ), y(t+k ) existent et y(t−k ) = y(tk), k =
1, ....., n}.
tel que :y(t−k ), et y(t+k ) sont les limites à gauche à droite de y en t = tk.
L'espace PC(J,E) muni de la norme :

||y|| = supt∈J ||y(t)||

est un espace de Banach.

1.4 Fonctions absolument continues[10]

Dé�nition 1.4.1. : Une fonction f : J −→ E, est dite absolument continue si pour tout
ε > 0 il existe δ > 0 tel que pour toute partition dé�nie [ai, bi], i = 1, ...., p véri�ant :

p∑
i=1

(bi − ai) < δ

,
alors

p∑
i=1

||f(bi)− f(ai)|| < ε

Dé�nition 1.4.2. : On note par AC([a, b]) l'espace des fonctions absolument continues
sur [a, b] constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesgue-sommables

9



1.5. OUTILS DE BASE 10

i.e :

f ∈ AC([a, b])⇐⇒ ϕ ∈ L1([a, b])tellequef = c+

∫ x

a

ϕ(t)dt

Ainsi, toute fonction f absolument continue possède une dérivée sommable f ′ = ϕ, presque
partout sur [a, b], et donc c = f(a).

Dé�nition 1.4.3. : On note par ACn([a, b]), n ∈ N∗ l'espace des fonctions f dé�nies sur
[a, b]à valeurs dans C qui ont des dérivées continues sur [a, b] jusqu'à l'ordre (n − 1) et
telles que f (n−1) ∈ AC([a, b]), ie :

ACn([a, b]) = {f : [a, b] −→ c : f (k) ∈ C([a, b]), k = 0, ...., n− 1, f (n−1) ∈ AC([a, b])}

Remarque 1.4.1. on a AC1([a, b]) = AC([a, b])

1.5 Outils de base

1.5.1 La fonction Gamma[6]

La fonction Γ d'Euler est une fonction qui prolonge la factorielle aux valeurs réels ou
complexes.

Dé�nition 1.5.1. pour α > 0 on dé�nie Γ(α) par

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx (1.1)

la fonction Γ est bien dé�nie pour tout α > 0.

Exemple 1.5.1. Évaluons Γ(1
2
) par dé�nition

Γ(
1

2
) =

∫ +∞

0

1√
x
e−xdx (1.2)

posons x = y2 alors

dx = 2ydy

d'où

Γ(1
2
) =

∫ +∞

0

1

y
e−y

2

2ydy

= 2

∫ +∞

0

e−y
2

dy

10



1.5. OUTILS DE BASE 11

Calculons [Γ(1
2
)]2 , on trouve

[Γ(
1

2
)]2 = [2

∫ +∞

0

e−y
2

dy]2

= [2

∫ +∞

0

e−y
2

dy][2

∫ +∞

0

e−t
2

dt]

= 4

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(t2+y2)dtdy

C'est une intégrale double sur le premier quadrant du plan, on peut la calculer plus

aisement en passant aux coordonnées polaires, posons

{
x = rcosθ
y = rsinθ

, θ ∈ [0, π
2
], r ∈ [0,+∞]

on aura

[Γ(
1

2
)]2 = 4

∫ π
2

θ=0

∫ +∞

r=0

e−r
2

rdrdθ

= 4

∫ π
2

0

[−e
−r2

2
]+∞0 dθ

= 4

[
−e
−r2

2

]+∞

0

∫ π
2

0

dθ

= 4
1

2

π

2
=
√
π

Γ(
1

2
) =
√
π (1.3)

1.5.2 Propriété de la fonction Gamma

1. On remplace α par α + 1 dans (1.6) et on intègre par partie, on obtient

Γ(α + 1) =

∫ ∞
0

xαe−xdx = [−xαe−x]+∞0 + α

∫ ∞
0

xα−1e−xdx

= 0 + αΓ(α)

alors

Γ(α + 1) = αΓ(α)⇒ Γ(α) =
Γ(α + 1)

α
(1.4)

2. soit α > 0, α /∈ N ona

(−1)j
(
α
j

)
=

(
j − α− 1

j

)
=

Γ(−α + j)

Γ(j + 1)Γ(−α)
(1.5)

11



1.6. THÉORÈME DE L'APPLICATION CONTRACTANTE[2] 12

3.

Γ(α) = lim
n−→+∞

nαn!

α(α + 1)(α + 2)....(α + n)
(1.6)

Quelque valeurs particulières de la fonction Gamma

Proposition 1.5.1. On donne quelques valeurs particulières de la fonction Γ

1.Γ(−3
2

) = 4
3

√
π

2.Γ(−1) = +∞
3.Γ(−1

2
) = −2

√
π

4.Γ(3
2
) =

√
π

2

5.Γ(n+ 1
2
) = (n− 1

2
)Γ(n− 1

2
) = (n− 1

2
)(n− 3

2
)....− 1

2
3
2
Γ(1

2
) = (2n)!

22nn!

√
π

6. 1
Γ(0)

= 0

7.Γ(5
2
) = 3

√
π

4

8.Γ(1) = 0! = 1.

1.5.3 La fonction Bêta[5]

Dé�nition 1.5.2. La fonction Bêta est une intégrale de type Euler dé�nie pour tous
nombres positives p > 0; q > 0 par

β(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt

Proposition 1.5.2. ona

β(p, q) = β(q, p) (1.7)

La Relation entre les fonctions Gamma et Bêta

La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
(1.8)

1.6 Théorème de l'application contractante[2]

Dé�nition 1.6.1. Soit (M ; d) un espace métrique complet et l'application T : M −→M ,
on dit que T est une application Lipschitzienne s'il existe une constante positive k > 0
telle que l'on ait, pour tout couple d'éléments x, y deM , l'inégalité

d(T (x).T (y)) 6 K(d(x, y)). (1.9)

Si k 6 1, l'application T est appelée non expansive.
Si k < 1, l'application T est appelée contraction.

12



1.7. INTÉGRALE DÉPENDANT D'UN PARAMÈTRE[15] 13

Théorème 1.6.1. (Théorème du point �xe de Banach)
Soit (M ; d) un espace métrique complet et soit T : M −→M une application contractante
avec la constante de contraction k ; alors T a un unique point �xe x ∈M . De plus on a

si x0 ∈M et xn = T (xn−1)

lim
n−→∞

xn = x et d(xn, x) 6 kn(1− k)−1d(x1, x0) n > 1

x étant le point �xe de T.

1.7 Intégrale dépendant d'un paramètre[15]

Soient I = [a, b] et E étant un intervalle
soit

f : I × E −→ R

(t, x) −→ f(t, x)

On considère la fonction

φ : E −→ R

x −→
∫ b

a

f(t, x)dt

φ(x) est une intégrale dépendant d'un paramètre.

Proposition 1.7.1. : Si f est continue sur I × E,alors φ est continue sur E.

Proposition 1.7.2. soient I = [a, b[, et E un intervalle de R
soit

f : I × E −→ R
(t, x) −→ f(t, x)

Si f est continue sur I × E et si (t, x)→ df
dx

(t, x) est continue sur I×E, alors la fonction

φ : E −→ R
x→

∫ b
a
f(t, x)dt

est de classe C1 sur E.
De plus ∀x ∈ J , φ′(x) =

∫ b
a
df
dx

(t, x)dt

13



1.7. INTÉGRALE DÉPENDANT D'UN PARAMÈTRE[15] 14

1.7.1 Intégrale impropre d'un paramètre

Soient a un réel, E une partie de R, et f une application de [a,+∞[×E dans R
On considère la fonction

φ : E −→ R
x −→

∫ +∞
a

f(t, x)dt

φ est une intégrale impropre dépendant d'un paramètre.

1.7.2 Convergence simple

On dit que l'intégrale converge simplement sur E si :

∀x ∈ E, lim
α−→+∞

∫ α

a

f(t, x)dt

existe et est �nie.

1.7.3 Convergence uniforme

On dit que l'intégrale converge uniformément sur E si :

∀ε > 0, ∃c ≥ a/∀α ≥ c, sup
R
|
∫ β

α

f(t, x)dt| ≤ ε

1.7.4 Convergence normale

On suppose que pour tout x ∈ E, l'application t → f(t, x) de [a; +∞[ dans R est
localement intégrable.
s'il existe une application localement intégrable

g : [a; +∞[→ R+

véri�ant :
(i)
∫ +∞
a

g(t)dt converge.
(ii) ∀(t, x) ∈ [a; +∞[×E, |f(t, x)| ≤ g(t)
alors l'intégrale

∫ +∞
a

f(t, x)dt est dite normalement convergente.

Proposition 1.7.3. :
la convergence normale implique la convergence uniforme.

Proposition 1.7.4. : soient a un réel, I un intervalle de R, et f un application continue
de [a; +∞[×I dans R
si
∫ +∞
a

f(t, x)dt converge uniformément sur I, alors l'application

φ : I → R
x→

∫ +∞
a

f(t, x)dt

est continue sur I.

14



1.8. LA TRANSFORMÉE DE LAPLACE[1] 15

1.8 La transformée de Laplace[1]

1. Si la fonction f est d'ordre exponentiel α ( c'est à dire qu'il existe deux constantes
positives M et T telles que |f(t)| ≤ Meαt pour t > T ) alors la fonction F de la
variable complexe s, dé�nie par :

F (s) = Lf(t)(s) =

∫ +∞

0

e−stf(t)dt

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f.

2. On peut reconstituer f à partir de sa transformée F à l'aide de la transformée de
Laplace inverse

f(t) = L−1F (α)(t) =
∫ c−∞
c+∞ estF (s)ds c = Re(s)

3. La transformée de Laplace du produit de deux fonction f et g qui sont nulles pour
t < 0 est égale au produit de leur transformées de Laplace.

4. La transformée de Laplace d'un dérivée d'ordre entier est :

L[f (n)(t)](s) = snF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0)

= snF (s)−
n−1∑
k=0

skf (n−k−1)(0)

5. La transformée de Laplace de la fonction tp−1 est :

L[tp−1](s) = Γ(p)s−p

1.9 L'algèbre de Banach[9]

Dé�nition 1.9.1. :
On appelle algèbre A sur C toute espace vectoriel A sur le corps C muni d'une troisième
opération, nommée multiplication et véri�e pour tout x, y et z ∈ A les axiomes suivants :

1. (xy)z = x(yz) (associative),

2. x(y + z) = xy + xz, (y + z)x = yx+ yz,

3. ∀α ∈ C, α(xy) = x(αy) (distributive).

Si la multiplication est commutative, c-à-d xy = yx pour tout x, y ∈ A, on dit que A
est une algèbre commutative.
si A complet, alors A algèbre de Banach

15



1.10. LES FONCTIONS HOLOMORPHES[4] 16

1.10 Les fonctions holomorphes[4]

Dé�nition 1.10.1. (fonction analytique)
Soit U ⊂ C un ouvert et soit f : U → C une application.
Soit z0 ∈ U , On dit que f est analytique en z0 s'il existe :

1) Un nombre r > 0 tel que le disque |z − z0| < r soit contenu dans U .

2) Une série entière
+∞∑
n=0

anw
n de rayon de convergence ρ > r tels que, pour |z−z0| < r,

on a :

f(z) =
+∞∑
n=0

an(z − z0)n.

On dit que f est analytique sur U si elle est analytique en tout point de U .

Dé�nition 1.10.2. (Fonctions holomorphes) Soit U un ouvert de C, z0 un élément de U
et f : U → C une fonction complexe. On dit que f est holomorphe au point z0, si

lim
u→ 0
u 6= 0

f(z0 + u)− f(z0)

u
existe.

On dit que f est holomorphe dans l'ouvert U si elle est holomorphe en chaque point de
U .

1.10.1 Équivalences entre holomorphes et analytiques

Soit f : Ω −→ C une fonction holomorphe sur l'ouvert Ω.
Alors f est analytique sur Ω
plus précisément, pour a ∈ Ω,

f(z) =
∑
n>0

f (n)(a)

n!
(z − a)n pourtout z ∈ D(a, δ(a)).

De plus,pour tout n > 0 et 0 < R < δ(a)

f (n)(a) =
n!

2iπ

∫
c(a,r)

f(w)

(w − a)n+1
dw.

En particulier f admet des dérivée de tout ordre k ∈ N∗ et ces dérivées f (k) sont holo-
morphes sur Ω.

16



Chapitre 2

Calcul fractionnaire

2.1 L'intégrale fractionnaire [8, 14]

La notion d'intégrale fractionnaire d'ordre (α ∈ C <(α) > 0), selon l'approche de
Riemann-Liouville, généralise la célèbre formule (attribuée à Cauchy) d'intégrale répétée
n-fois

(Ina f)(x) =

∫ x

a

dt1

∫ t1

a

dt2...

∫ tn−1

a

f(tn)dtn

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt (n ∈ N∗)

Dé�nition 2.1.1. Soit f ∈ L1([a, b]) l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la
fonction f d'ordre (α ∈ C <(α) > 0) notée Iαa est dé�ni par

(Iαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt x > a (2.1)

Théorème 2.1.1. Si f ∈ L1([a, b]), alors Iαa f existe pour presque tout x ∈ [a, b] et de
plus Iαa f ∈ L1([a, b])

Démonstration 2.3 : En introduisant la dé�nition (2.1.1) puis an utilisant le théo-
rème de Fubini, on trouve∫ b

a

|(Iαa f)(x)|dx 6
1

Γ(α)

∫ b

a

∫ x

a

(x− t)α−1|f(t)|dtdx

6
1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
∫ b

t

(x− t)α−1dxdt

6
1

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|(b− t)αdt

6
(b− a)α

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|dt

puisque f ∈ L1([a, b]), la dernière quantité est �ni, ce qui établit le résultat désiré.

17



2.1. L'INTÉGRALE FRACTIONNAIRE [8, 14] 18

Proposition 2.1.1. :

1. I0
0f(t) = Idf(t) = f(t)

2. Iα0 I
β
0 f(t) = Iα+β

0 f(t)

3. L'opérateur intégral Iα0 est linéaire.

Exemple 2.1.1. Soient α > 0, β > −1 et f(x) = (x− a)β, alors

(Iαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt (2.2)

En e�ectuant le changement de variable

t = a+ (x− a)y (0 6 y 6 1)

alors (2.2) devient

(Iαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(x−a−(x−a)y)α−1[x+(x−a)y−x]β(x−a)dy

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

[(x− a)(1− y)]α−1(x− a)β+1yβdy

=
(x− a)β+1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− y)α−1yβdy

=
(x− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0

(1− y)α−1y(β+1)−1dy

En tenant compte de la dé�nition la fonction Bêta (1.15) puis de la relation (1.16) on
arrive à :

(Iαa (f)(x) =
(x− a)α+β

Γ(α)
B(α, β + 1)

=
(x− a)α+β

Γ(α)

Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)

=
Γ(1 + β)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β

Ainsi on obtient

(Iαa (t− a)β)(x) =
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β (2.3)

18



2.1. L'INTÉGRALE FRACTIONNAIRE [8, 14] 19

cas particulier : Soit f(x) = xβ avec β > −1 on a

(Iα0 f)(x) = Iαf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

tβ(x− t)a−1dt (2.4)

En posant : t = xu, (2.4) devient

Iαf(x) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(xu)β(1− u)α−1xdu

En utilisant la dé�nition de la fonction Bêta puis de la relation on arrive à :

Iαf(x) =
xβ+a

Γ(α)

∫ 1

0

uβ(1− u)α−1du

=
xβ+a

Γ(α)
B(β + 1, α)

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
xα+β

Proposition 2.1.2. Soient α, β ∈ C tels que <(α),<(β) > 0, pour toute fonction
f ∈ L1([a, b]), on a :

Iαa (Iβa f) = Iα+β
a f = Iβa (Iαa f) (2.5)

pour presque tout x ∈ [a, b]. Si de plus f ∈ C([a, b]), alors cette identité est vraie pour
tout x ∈ [a, b]

Démonstration 2.6 :
Supposons d'abord que f ∈ L1([a, b]), on a :

[Iαa (Iβa f ](x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1(Iβa f)(s)ds

=
1

Γ(β)

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1

∫ s

a

(s− t)β−1f(t)dtds

En vertu de théorème (2.3), les intégrale �gurant dans l'égalité précédente existent pour
presque tout x ∈ [a, b], et le théorème de Fubini permet donc d'écrire :

[Iαa (Iβa f)](x) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)

[ ∫ x

t

(x− s)α−1(s− t)β−1ds

]
dt

En e�ectuant le changement de variable

s = t+ (x− t)y (0 6 y 6 1)

on obtient

[Iαa (Iβa f)](x) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+β−1

∫ 1

0

(1− y)α−1yβ−1dydt

19



2.2. LA DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE[8, 14]20

En�n, en tenant de la dé�nition (1.15) puis de la relation (1.16) on obtient :

[Iαa (Iβa f)](x) =
1

Γ(α + β)Γ(β)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+β−1dt = (Iα+β
a f)(x)

supposons maintenant que f ∈ C([a, b]), alors (d'après les théorèmes sur les intégrale
dépendant de paramètre) Iβa f ∈ C([a, b]), et par suite

Iα+β
a f, Iαa I

β
a f ∈ C([a, b])

Ainsi, d'après ce qui précède, les deux fonctions continues Iα+β
a f, Iαa I

β
a f presque partout

sur [a, b], elles doivent donc coincider partout sur [a, b].
le théorème suivant fournit un résultat concernant l'inversion de la limite et de l'inté-

grale fractionnaire.

Théorème 2.1.2. Soient α > 0, et (fk)
+∞
k=1 est une suite de fonction continues et sim-

plement convergentes sur [a, b]. Alors on peut invertir l'intégrale fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville et la limite comme suit :

[Iαa ( lim
k−→+∞

fk)](x) = lim
k−→+∞

(Iαa fk)(x)

Démonstration 2.8 :
Soit fk une suit converge vers f alors

|Iαa fk(x)− Iαa f(x)| = | 1

Γ(α)

∫ x

a

|fk(t)− f(t)|(x− t)α−1dt|

6
||fk − f ||∞

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt

6
||fk − f ||∞

Γ(α)

1

α
(x− a)α

6
(x− a)α

Γ(α + 1)
||fk − f ||∞

6
1

Γ(α + 1)
||fk − f ||∞(b− a)αk −→ +∞ −→ 0

2.2 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville[8,

14]

Dé�nition 2.2.1. Soit f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b], la dérivée frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d'ordre α ∈ C(<(α) > 0) notée
Dα
a fest dé�nie par :

(Dα
a f)(x) =

1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt (2.6)
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2.2. LA DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE[8, 14]21

où n− 1 < [<(α)] < n et x > a.
En particulier, pour α = n ∈ N, on a

(D0
af)(x) =

1

Γ(1)
(
d

dx
)

∫ x

a

f(t)dt = f(x) (2.7)

(Dn
af)(x) =

1

Γ(1)

(
dn+1

dxn+1

)∫ x

a

f(t)dt =
dn

dxn
f(x) (2.8)

par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée
classique pour α ∈ N

Remarque 2.2.1.

(Dα
a f)(x) =

(
d

dx

)n
(In−αa f)(x)

tel que :n = [<(α)] + 1, x > a

Exemple 2.2.1. :[13] Reprenons l'exemple de la fonction f(x) = (x− a)β alors :

Dα
a f =

(
d

dx

)n
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n− α)
(x− a)β+n−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n− α)

Γ(β + 1 + n− α)

Γ(β + 1− α)
(x− a)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
(x− a)β−α

où nous avons utilisé la formule(
d

dx

)n
(x− a)λ = λ(λ− 1)....(λ− n+ 1)(x− a)λ−n =

Γ(λ+ 1)

Γ(λ+ 1− n)
(x− a)λ−n

pour α = 1

D(1)
a =

(
d

dx

)n
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n− α)
(x− a)β+n−1

=
Γ(β + 1)

Γ(β)
(x− a)β−1

= β(x− a)β−1 =
d

dx
(x− a)β

.
Si on pose β = 0 dans l'égalité précédent, on obtient

D(α)
a (1) =

(x− a)−α

Γ(1− α)
.

C'est -à-dire que la dérivée de Riemann-Liouville d'une constante n'est pas nulle ! est en
général in�nie pour x = a :
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2.2. LA DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE[8, 14]22

Proposition 2.2.1. : Soient α > 0 et n = [α] + 1. Si f ∈ ACn([a, b]), alors la dérivée
fractionnaire Dα

a f existe presque partout sur [a, b] et de plus, elle est donnée par

Dα
a f(x) =

n−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j − α + 1)
(x− a)j−α +

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1fn(t)dt

Lemme 2.2.1. [13] L'opérateur de dérivation de Riemann-Liouville Dα
a possède les pro-

priétés suivantes :

1. Dα
a est linéaire

2. lim
>

α−→n−1

Dα
a f = f (n−1) , lim

<
α−→(n)

Dα
a f = f (n)

3. Dα
a oI

α
a = id.

Preuve :

1. (pour la linéarité) :on a

Dα
a (λf(x) + µg(x)) =

(
d

dx

)n
(In−αa (λf(x) + µg(x)))

=

(
d

dx

)n[
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1(λf(t) + µg(t))

]
=

1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n[
λ

∫ x

a

(x− t)n−α−1g(t)dt+ µ

∫ x

a

(x− t)n−α−1g(t)dt

]
= λ

(
d

dx

)n[
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt

]
+ µ

(
d

dx

)n[ ∫ x

a

(x− t)n−α−1g(t)dt

]
= λDα

a f(x) + µDα
a g(x)

2. Supposons que est f de classe Cn, alors

f(x) = (Iαa f
(n))(x) +

n−1∑
j=0

f j(a)

j!
(x− a)j

et donc

In−αa f(x) = In−αa (Ina f
(n))(x) +

n−1∑
j=0

f j(a)

j!
In−αa (x− a)j

= I2n−α
a (f (n))(x) +

n−1∑
j=0

f j(a)

Γ(j + 1 + n− α)
(x− a)j+n−α
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2.2. LA DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE[8, 14]23

donc

D(α)
a f(x) =

(
d

dx

)n
In−αa f(x)

=

(
d

dx

)n[
I2n−α
a (f (n)(x) +

n−1∑
j=0

f j(a)

Γ(j + 1 + n− α)
(x− a)j+n−α

]

= In−αa (f (n))(x) +
n−1∑
j=0

f j(a)

Γ(j + 1− α)
(x− a)j−α

Par passage a la limite quand <
α−→(n) on obtient

lim
<

α−→n
Dα
a f(x) = lim

<
α−→n

In−αa (f (n))(x) + lim
<

α−→n

n−1∑
j=0

f j(a)

Γ(j + 1− α)
(x− a)j−α = f (n)(x)
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2.3. LA DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO[10, 16] 24

3.

D(α)
a f(x) =

(
d

dx

)n
In−αa

(
Iαa f(x)

)
=

(
d

dx

)n
Ina f(x)

= f(x)

2.3 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo[10, 16]

Dé�nition 2.3.1. : Pour une fonction donnée f sur l'intervalle [a, b] la dérivée d'ordre
fractionnaire au sens de Caputo de f , d'ordre α > 0 est dé�nie par :

cDα
a f(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1D(n)f(t)dt

où n = [α] + 1 et [α] désigne la partie entière de α.

Théorème 2.3.1. : Soit α > 0, si f ∈ ACn([a, b]), alors la dérivée fractionnaire de Ca-
puto cDα

a f(t) existe presque partout sur [a, b], et on a :

1.si α /∈ N, alors cDα
a f(t) est donnée par :

cDα
a f(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1D(n)f(t)dt

= In−αa Dnf(x)

En particulier, lorsque 0 < α < 1 et f ∈ AC([a, b]) alors :

Dα
a f(x) =

1

Γ(1− α)

∫ x

a

(x− t)−αf ′(t)dt

= I1−α
a f ′(t)

2.si α = n ∈ N alors cDn
af(x) = f (n)(x)

Exemple 2.3.1. [13]
Reprenons l'exemple de la fonction f(x) = (x− a)β.
Alors
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cD(α)
a (x− a)β =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt

=
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1 Γ(β + 1)

Γ(β + 1− n)
(x− a)β−ndx

=
Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β + 1 + n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1(x− t)β−ndt

=

(
d

dt

)n
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n− α)
(x− t)β+n−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n− α)

Γ(β + 1 + n− α)

Γ(β + 1− α)
(x− a)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
(x− a)β−α

Remarque 2.3.1. :[10]
La dérivée fractionnaire de Caputo d'une constante est nulle :

∀C ∈ R, cDα
aC = 0

Lemme 2.3.1. :[10]
Soient α > 0 et f ∈ L∞[a, b]alors :

cDα
a (Iαa )f(x) = f(x) + c0 + c1t+ c2t

2 + .....+ cn−1t
n−1

pour certaines constantes ci ∈ R, i = 0, 1, ..., n− 1, n = [α] + 1

Proposition 2.3.1. [11] on a :

1. cDα
a [Iαa f ] = f

2. Iαa [cDα
a f ](x) = f(x) +

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

3. Si0 6 α, β 6 1 avec α + β 6 1 et f de classe C1

(cDα
a ◦c Dβ

a )f =c Dα+β
a = (cDβ

a ◦c Dα
a )f

25



2.3. LA DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO[10, 16] 26

Preuve :

1.
CDα

a [Iαa f ](x) = In−αa

[(
d

dx

)n
Iαa f(x)

]

= In−αa

[(
d

dx

)n(
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt

)]

= In−αa

[
1

Γ(α)

∫ x

a

Γ

Γ(α− n)
(x− t)α−1−nf(t)dt

]

= In−αa

[(
1

Γ(α)

)n
1

Γ(α)

∫ x

a

Γ(α− n)

Γ(α− n)
(x−t)α−1−nf(t)dt

]

= (In−αa [In−αa f ])(x) = I0
af(x) = f(x)

=⇒c Dα
a [Iαa f ](x) = f(x) (2.9)

2. D'après (2.5) on a

Iαa [cDα
a f ](x) = Iαa [In−αa fn(x)]

= Inf (n)(x)

= f(x) +
n−1∑
j=0

f (j)(a)(x− a)j

j!

3. En utilisant la règle de composition de l'intégrale de Riemann-Liouville et la dé�ni-
tion de la dérivée de Caputo, on peut écrire.

(cDα
a ◦c Dβ

a )f = ((I1−α
a ◦D1) ◦ (I1−β

a ◦D1))f

=

(
I1−α−β
a ◦ Iβa ◦D1︸ ︷︷ ︸

cD1−β
a

◦I1−β
a ◦D1

)
f

=

(
I1−α−β ◦ cD1−β

a ◦ I1−β
a︸ ︷︷ ︸

id

◦D1

)
f

=

(
I1−(α+β) ◦D1

)
f

= cDα+β
a

=⇒ (cDα
a ◦c Dβ

a )f = cDα+β
a
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2.4. PROPRIÉTÉ DES DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE[2] 27

2.4 Propriété des dérivée fractionnaire[2]

2.4.1 Linéarité :

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

Dα(λf(t) + µg(t)) = λDαf(t) + µDαg(t) (2.10)

2.5 La règle de Leibniz

Pour n entier on a

dn

dtn
(f(t)g(t)) =

n∑
k=0

(
n
k

)
f (k)(t)gn−k(t)

La généralisation de cette formule nous donne

Dp(f(t)g(t)) =

p∑
k=0

(
p
k

)
f (k)(t)D(p−k)g(t) +Rp

n(t) (2.11)

où n > p+ 1 et

Rp
n(t) =

1

n!Γ(−p)

∫ t

a

(t− τ)−p−1g(τ)dτ

∫ t

τ

f (n+1)(ς)(τ − ς)ndς

avec lim
n−→∞

Rp
n(t) = 0. Si f et g sont continues dans [a; t] ainsi que toutes leurs dérivées ; la

formule devient :

Dp(f(t)g(t)) =

p∑
k=0

(
p
k

)
f (k)(t)D(p−k)g(t).

2.6 Relation entre L'approche de Riemann-Liouville et

celle de caputo [8, 14]

Le théorème suivants établit le lient entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
et celle au sens de Riemann-Liouville.

Théorème 2.6.1. : Soient α > 0, n = [α] + 1. Si f possède (n− 1) dérivée en a et si Dα
a f

existe, alors :

(cDα
a f)(x) = Dα

a [f(x)−
n−1∑
k=0

fk(a)

k!
(x− a)k]

presque par tout sur [a, b]

Proposition 2.6.1. [11]

Si CDα
a f = 0 alors f(x) =

n−1∑
j=0

Cj(x− a)j
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2.6. RELATION ENTRE L'APPROCHE DE RIEMANN-LIOUVILLE ET CELLE DE
CAPUTO [8, 14] 28

Démonstration :

(c
Dα
a f
)
(x) = Dα

a

[
f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

]
(2.12)

(c
Dα
a f
)
(x) = 0⇐⇒ Dα

a

[
f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a(j))(a)

j!

]
= 0

⇐⇒ Dα
a f(x)−Dα

a

( n−1∑
j=0

(x− a)(j)

j!
f j(a)

)
= 0

=⇒ f(x)−
n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
(x− a)j+α−n

=⇒ f(x) =
n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a) +

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
(x− a)j+α−n

=⇒ f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
(x− a)j+α−n) +

(x− a)j

j!
f (j)(a)

Remarque 2.6.1. :
Le résultat du théorème (3.4.1) signi�e que la dérivation au sens de Caputo d'une fonction
f est une dérivation fractionnaire du reste dans le développement de Taylor de f.
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Chapitre 3

L'applications des dérivées fractionnaire

Dans ce chapitre, on s'intéresse au problème pour équations di�érentielles d'ordre frac-
tionnaire :

(I)


U ′′(t) = f(t, Uα(t))
U ′(0) = 0 α 6 2
U(0) = 0

on a

t ∈ [0, R[ D = ∂
∂t

D−1u la primitive de u par rapport à t qui s'anulle avec t, la fonction f est une fonction
de t et de y
la condition {u′(0) = 0, u(0) = 0} signi�e que u(t) = t2g(t), où g est analytique à l'origine
de 0
on a Dβu(0) = 0 pour tout β < 2 , nous supposerons donc f analytique au voisinage
positif de 0
on pose

Ay = Dyf(0, 0)

pour tout ξ ∈ R∗+ tq

ρ(ξ) = |Ay|ξα−2 (3.1)

on peut énoncer alors le théorème :

Théorème 3.0.2. S'il existe ξ ∈ (R∗+) tq ρ(ξ) < 1 , le problème de Cauchy (I)admet
une unique solution analytique au voisinage positif de l'origine.
Pour prouver ce théorème on peut supposer α 6 0 su�t de prendre u′′(t) comme inconnue,
on peut supposer en outre

f(0, 0) = 0. (3.2)

En e�et, si c = f(0, 0) et v(t) = u(t)− c ; on a alors

v = f(t, v(α) + c(α))− c = g(t, v(α)) (3.3)
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où g(t, y) = f(t, y + c(α))− c
d'où g(0, 0) = f(0, 0)− c = 0
vu que c(α)(0) = 0 pour tout α < 2, on constate en�n que la fonction spectral du problème
de Cauchy (3.4) coïncide avec celle de problème initial
En résumé il s'agit de prouver le théorème pour le problème

u(t) = f(t, u(α)(t))

où

α < 0 et f(0.0) = 0

A cet e�et, nous allons montrer que l'application

T : u −→ f(t, u(α)(t))

est une contraction stricte dans un espace métrique complet,
cet espace métrique complet sera tout simplement une boule fermé dans une algèbre de
Banach qui sera dé�nie par l'intermédiaire de certaines fonctions majorantes.
FONCTION MAJORANTES[17] :

si u =
∑
α∈Nn

uαx
α,Φ =

∑
α∈Nn

Φαx
αsont deux séries formelles avec uα ∈ C,Φα ∈ R+ on note

u << Φ la relation (∀α ∈ Nn(|uα| 6 Φα) si Φ est une série convergente, on note BΦ

l'espace de Banach

BΦ = {u ∈ C{x}, (∃c > 0)(u << cΦ)}

pour la norme
||u||Φ = Min{c > 0, u << cΦ}

Nous utiliserons la fonction majorante

θ(t) =
∞∑
n=0

tn

(n+ 1)2

dont voici une propriété essentielle

Proposition 3.0.2. il existe une constante K > 0 telle que

θ2(t) << Kθ(t).

Preuve :
Majorons le coe�cient de tn dans θ2 :

∑
j=0n

1

(j + 1)2

1

(n− j + 1)2
6 2

∑
06j6n

2

1

(j + 1)2

1

(n− j + 1)2
6 2

( ∞∑
j=0

1

(j + 1)2

)
1

((n/2) + 1)2
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et ceci permet de conclure
Nous utiliserons alors la fonction majorante

ϕR(t) = K−1θ(
t

R
), R > 0 (3.4)

qui dépend du paramètre réel R > 0.
On notera que

ϕR(0) = K−1. (3.5)

La proposition précédente prouve que

ϕkR(t) << ϕR(t) pourtout k > 1 et tout R > 0. (3.6)

Étant donné un paramètre ξ ∈ (R∗+), on notera BR(ξ) l'espace de Banach associé à la
fonction majorante ϕ(ξt)
Corollaire : les espace BR(ξ) sont algèbre de Banach .
Note : si u ∈ BR(ξ), on notera ||u||R,ξ la norme de u dans l'espace BR(ξ) et, si aucune
confusion n'est a craindre, cette norme sera simplement notée ||u||.
Voici une conséquence importante de ce qui précède.

Proposition 3.0.3. :
Soient u ∈ Br(ξ) et R′ > 0 tels que ||u|| < R′, alors la fonction R′

R′−u appartient à BR(ξ)
et

R′

R′ − u
<< (K +

||u||
R′ − ||u||

)ϕR(ξt)

Preuve :
si ||u|| < R′ on a |u(0)| 6 ||u||ϕR(0) < R′ car ϕR(0) 6 1vu l'inégalité ϕ2

R << ϕR.
Ceci preuve que la fonction x −→ R′/[R′ − u(t)] est dé�nie et analytique au voisinage de
l'origine.
En outre

R′

R′ − u
=
∞∑
n=0

(
u

R′

)n
�

∞∑
n=0

(
||u||
R′

)n
ϕR(ξt)� 1 +

∞∑
n=0

(
||u||
R′

)n
ϕR(ξt)

Remarque 3.0.2. :

1 = kϕR(0)� KϕR(ξt)

Toute fonction de l'espace BR(ξ) est analytique au voisinage de l'origine,
inversement, ξ étant �xé, toute fonction analytique au voisinage de l'origine appartient à
l'espaceBR(ξ) dés que R est su�samment petit, pour véri�er cette propriété nous utilise-
rons le :

Lemme 3.0.1. pour tout η > 1, il existe c = c(η) > 0 tel que

ηR

ηR− t
<< cϕR(t).
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Preuve :
cette inégalité signi�e que

1

(ηR)n
6 c(η)k−1 1

Rn

1

(n+ 1)2
pourtout n ∈ N

elle est donc véri�ée avec

c(η) = supK
(n+ 1)2

η

u est une fonction analytique est bornée dans le disque

∆ = {x ∈ C, ξ|t| < ηR},

L'inégalité de Cauchy :

|Dαu(0)| 6M
ξα

(ηR)|α|
α! α ∈ Nn M = sup

∆
|u|.

Signi�ent que :

u�M
ηR

ηR− ξt
. d'où

u�M
ηR

ηR− ξt
� c(η)MϕR(ξt)

Ceci prouve qu'une telle fonction u appartient à l'espace BR(ξ) et, par suite

c{x} = ∪R>0BR(ξ).

Lemme 3.0.2. il existe une constante c > 0 telle que

D−kϕR(ξt)� cRkϕR(ξt) pourtout R > 0 et tout k ∈ N

Preuve :
on a en e�et

D−kϕR(ξt) = K−1

∞∑
n=0

1

(n+ 1)2

1

Rn

n!

(n+ k)!
tn+k

et l'inégalité cherchée s'écrit :

c >

(
n+ k + 1

n+ 1

)2
n!

(n+ k)!
(n, k ∈ N)

cette dernière fonction étant décroissante par rapport à n, il su�t de choisir

c = sup
k

(k + 1)2

k!
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Proposition 3.0.4. :
si

u� ||u||ϕR(ξt) α 6 0

alors :

cIαu� c||v||R
2−α

ξ2−α

Démonstration :
on a :

v = u′′ =⇒ u = v(−2)

cDαv(−2) =
1

Γ(n− α)

∫ x

0

(x− t)n−α−1DnD−2v(t)dt

=
1

Γ(n− α

∫ x

0

(x− t)n−α−1Dn−2v(t)dt

d'après le lemme (3.0.2),on a :

Dn−2v � ||v||Dn−2ϕR(ξ, t)� cR2−nξn−2ϕR(ξt)||v||

= c||v||R2−nξn−2ϕR(ξt)

et part suite :

Dαv−2 � 1

Γ(n− α)

∫ x

0

(x− t)n−α−1c||v||R2−nξn−2ϕR(ξt)

=
c||v||R2−nξn−2

Γ(n− α)

∫ x

0

(x− t)n−α−1

∞∑
k=0

(ξt)k

Rk(k + 1)2
dt

comme la série :
∞∑
k=0

(ξt)k

Rk(k + 1)2
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et uniformément converge on a :

Dαv−2 � c||v||R2−nξn−2

Γ(n− α)

∞∑
k=0

∫ x

0

(x− t)n−α−1 (ξt)k

Rk(1 + k)2
dt

=
c||v||R2−nξn−2

Γ(n− α)

∞∑
k=0

ξk

Rk(1 + k)2

∫ x

0

(x− t)n−α−1tkdt

et posant, t = xu alors dt = xdu

et on a : ∫ x

0

(x− t)n−α−1tkdt =

∫ 1

0

(x− xu)n−α−1(xu)kxdu

= xn−α−1+k+1

∫ 1

0

(1− u)n−α−1ukdu

= xn−α+kβ(n− α, k + 1)

donc :

Dαv−2 = c||v||R2−nξn−2

∞∑
k=0

(
ξ

R

)k
1

(1 + k)2
xn−α+kβ(n− α, k + 1)

Γ(n− α)

= c||v||R2−nξn−2

∞∑
k=0

(
ξ

R

)k
1

(1 + k)2
xn−α+k Γ(n− α)Γ(k + 1)

Γ(n− α)Γ(n− α + k + 1)

= c||v||R2−nξn−2

∞∑
k=0

(
ξ

R

)k
1

(1 + k)2
xn−α+k Γ(k + 1)

Γ(n− α + k + 1)

et en se seposant sur le fait que : ∀k > 0 et α < n

Γ(k + 1) 6 Γ(n− α + k + 1)

on trouve alors,

Dαv−2 � c||v||R2−nξn−2

∞∑
k=0

(
ξ

R

)k
1

(1 + k)2
xn−α+k
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= c||v||R2−nξn−2xn−α
∞∑
k=0

(
ξx

R

)k
1

(1 + k)2

elle en tenant compte que

ξx < R =⇒ x <
R

ξ

on déduit,

Dαv−2 � c||v||R2−nξn−2

(
R

ξ

)n−α
ϕR(ξx)

� c||v||R
2

Rn

ξn

ξ2

Rn−α

ξn−α
ϕR(ξx)

� c||v||R
2−α

ξ2−α ϕR(ξx)

Dαv−2 � c||v||R
2−α

ξ2−α ϕR(ξx).

Preuve du théorème :
par hypothèse, il existe ξ ∈ (R∗+) tel que

ρ(ξ) = |Aα|ξα < 1;

le paramètre ξ est ainsi �xé.
Nous omettrons d'indiquer les éventuelles dépendances par rapport à ξ, en particulier l'al-
gèbre BR(ξ) sera simplement notée BR.

Proposition 3.0.5. il existe des nombres R0 > 0 et a > 0 tels que pour tout R ∈]0, R],
l'application T : u −→ f(t, u(α)(t))
soit une contraction stricte dans la boule fermée B′(0; a) = {u ∈ BR; ||u|| 6 0} de l'algèbre
de Banach BR.

Preuve :

f(t, y) = f(t, 0) + Aαy + Fα(t, y)y (3.7)
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f(t, y) = f(t, 0) + yf ′y(t, 0) +
∑
k>2

yk

k!
f (k)
y (t, 0)

= f(t, 0) + y[f ′y(0, 0) +
∑
i>1

x

i!
f

(i)
ty (0, 0)] +

∑
k>2

yk

k!
f (k)
y (t, 0)

= f(t, 0) + yf ′y(0, 0) +

[
y
∑
i>1

xi

i!
f

(i)
ty (0, 0) +

∑
k>2

yk

k!
f (k)
y (t, 0)

]
f(t, y)− f(t, z) = Aα(y − z)Gα(t, y, z)(y − z); (3.8)

les fonctionf(t, 0), Fα(t, y) et Gα(t, y, z) sont analytique au voisinages positif de 0 on a

f(0, 0) = Fα(0, 0) = Gα(0, 0, 0) = 0. (3.9)

Étant donnée un nombre η > 1 , il existe R1 > 0 et R′1 > 0 tels que ces fonctions soient
analytique et bornée dans le disque

∆(R1, R
′
1) = {(t, y, z) ∈ C, 0 < ξt < ηR, |y| < R′1; |z| < R′1}.

pour tout 0 < R 6 R1, 0 < R′ 6 R′1.
posons
ε(R) = sup

∆(R)

|f(t, 0)|, ∆(R) = {t ∈ C[0, R[, 0 < ξt < ηR},

ε(R,R′) = sup
β

sup
∆(R,R′)

(|Fα|, |Gα|)

vu(3.9) , on remarque ces fonctions ε(R) et ε(R,R′) tendent vers zéro, plus géné-
ralement, toute fonction de R, ou de (R,R′), ayant cette propriété sera notée ε(R), ou
ε(R,R′).

D'après les inégalités de Cauchy et le lemme (3.0.1), on a donc

f(t, 0)� ε(R)ϕR(ξt),

Fα(t, y)� ε(R,R′)ϕR(ξt)
∏
γ∈α

R′

R′ − yγ
,

Gα(t, y, z)� ε(R,R′)ϕR(ξt)
∏
γ∈α

R′

R′ − yγ
R′

R′ − zγ
.

(3.10)

1. Cherchons d'abord des conditions (su�santes) sur a > 0 et R ∈]0, R1] pour que
T (B′(0, a)) ⊂ B′(0, a).
Dans les majorations qui suivent, seule sera explicitée la dépendance par rapport à R, R′,
a et ξ, tout constante indépendante de ces paramètres sera notée c.
Soit u ∈ β′(0, a), d'après le lemme 2.5, on a pour tout α < 0 :

yα = Dαu� aε(R)ϕR(ξt) (3.11)
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la proposition (3.0.3) montre que

R′

R′ − y
5 cϕR(ξt) (c = K + 1).

D'après (3.8), (3.11) et (3.7), on a donc

Tu� [ε(R) + aρ(ξ) + ε(R,R′))]ϕR(ξt),

et ceci prouve que T (B′(0, a)) ⊂ B′(0, a) si

ε(R) + a(ρ(ξ) + ε(R +R′)) 5 a. (3.12)

2. Écrivons ensuite les conditions pour que T soit une contraction stricte. Soient u, u′ ∈
β′(0, a), les conditions (3.14) étant supposées réalisées, on a

R′

R′ − yγ
� cϕR(ξ.t) et

R′

R′ − zγ
� cϕR(ξ.t) avec yγ = Dγu, zγ = Dγu′, γ ≤ α.

et
yγ − zγ = Dα(u− u′)� ||u− u′‖ε(R)ϕR(ξt) si α < 0

D'après (3.9), (3.11) et (3.7), on a donc

Tu− Tu′ � ‖u− u′‖[ρ(ξ) + ε(R,R′)]ϕR(ξt).

pour ρ(ξ) < ρ < 1, pour que T soit une contraction stricte, il su�t que

ρ(ξ) + ε(R,R′) 5 ρ.

En résumé, il su�t de satisfaire aux inégalités{
ε(R) + aρ(ξ) + ε(R,R′) 6 a
et ρ(ξ) + ε(R,R′) 6 ρ

On procède comme suit. Il existe R2 ∈]0, R1] et R′ ∈]0, R2] tel que

ρ(ξ) + ε(R,R′) 5 ρ pour toutR ∈]0, R2],

R′ étant ainsi �xé, on choisit a tel que 0 < a 5 cR′, puis R0 ∈]0, R2] assez petit pour que

aε(R) 5 R′, ε(R) 5 (1− ρ)a pour tout R ∈]0, R0].

La proposition précédente prouve le théorème d'existence, elle prouve également l'unicité.
En e�et, si u et u′ sont deux fonctions analytique à l'origine positif de 0 telles que u =
f(t, u(α)), u′ = f(t, u′(α)), on a u(0) = f(0, 0) = 0 d'où (lemme 3.0.1) u� ε(R)ϕR(ξ.t) et
de même u′ � ε(R)ϕR(ξt), pour tout R > 0 su�samment petit. En particulier, on peut
choisir
R ∈ [0, R2[ tel que ε(R) 6 a et ceci preuve que, u, u′ sont deux points �xes de la contraction
stricte T .
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Résumé
Dans ce travail, je vais étudier l'existence et l'unicité de la solution d'un problème de

Cauchy d'ordre fractionnaire, où la dérivée est prise au sens de Caputo. Cette étude est
faite en utilisant les techniques de Wagschal.
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