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Résumé
Dans ce mémoire, nous étudierons la classification d’ hypersurfaces affines tridimension-
nelles homogènes localement fortement convexes de R4 établie par Dillen et Vranken.
L’opérateur de forme S est toujours diagonalisable, et les valeurs propres de S sont
constantes. Selon le nombre de différentes valeurs propres, nous allons démontrer les deux
résultats suivants :

Théorème 1 : Il n’existe pas des hypersurfaces de dimension 3 localement fortement
convexe, localement homogène dans R4 dont l’opérateur de forme S a trois valeurs propres
distinctes.

Théorème 2 : Soit M3 une hypersurface localement fortement convexe et localement
homogène dans R4, dont l’opérateur de forme a deux valeurs propres distinctes. Alors M
est affinement équivalente à la partie convexe de l’une des hypersurfaces suivantes :
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Abstract
In this thesis, we study the classification of homogeneous locally strongly convex three-
dimensional hypersurfaces of R4 proved by Dillen and Vranken. The shape operator S is
always diagonalizable, and the eigenvalues of S are constant.According to the number of
different eigenvalues, we will demonstrate the following two results :

Theorem 1 : There are no 3-dimensional locally strongly convex, locally homogeneous
hypersurfaces in R4 whose affine shape operator S has three distinct eigenvalues.

Theorem 2 : Let M3 be a locally strongly convex, locally homogeneous hypersurface
in R4, whose shape operator has two distinct eigenvalues. Then M is affinely equivalent
to the convex part of one of the following hypersurfaces :
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 ملخص

 
 محدبةو متجانسة أبعاد،ثلاثة  ذات تآلفية أسطح-لهيبار كلي تصنيفتتناول هذه المذكرة 

على طول  ثابتةالذاتية  وقيمه للتقطير،قابل  S دائمًا الشكل مشغل أين الحالة في بقوة، ليامح

  سيتم برهنتهما. نظريتانالاسطح المدروسة. من خلال فصل حالات تعداد القيم الذاتية نتج 
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TABLEAU DE NOTATION

Rn Espace vectoriel à n dimensions sur le corps des nombres réels.
Mn or M variété différentiable de dim n.

TxM or TpM Espace tangent de M en p
Ck(M) Ensemble de toutes les fonctions de la classe Ck sur M.
C∞ Ensemble de toutes les fonctions de la classe C∞ sur M.

Dn ou D Ensemble de fonctions différentiables sur M.{
∂

∂x1
.....

∂

∂xn

}
Base orthonormée de TpM .

X, Y, Z,Xi, ... Champs de vecteur sur M.
[X, Y ] Crochet de Lie de X et Y.
T ∗pM Espace co-tangent de M à p.
TM Espace fibré tangent sur M.

{∂x1, ...., ∂xn} Base orthonormée de TM.
ω Forme différentielle.

∂f, ∂w Différentiel de la fonction f et différentiel de la k-forme ω.
X(M) Ensemble de tous les champs de vecteurs sur M.
∇ Une connexion affine
∇̂ Connexion de Levi-Civita.

DXY Connexion canonique sur Rn.
T (X, Y ) Torsion de la connexion ∇.

Γkij Symboles de Christoffel de la connexion.
g ou < ., . > Métrique Riemannienne.

h(X, Y ) La deuxième forme fondamentale.
Trh Trace de h.
γ Courbe différentiable sur M.

R(X, Y )Z ou R Tenseur de courbure de la variété M .
Ric(Y, Z) Tenseur de Ricci sur M.

ξ Champs de vecteur transversal.
↪→ Immersion.
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C La forme cubique.
h La forme fondamental affine.
S Opérateur de forme.
τ Forme de connexion transversale.
θ Élément de volume induit sur M.
ωh Élément de volume de la métrique non dégénérée h.
λ, λi Valeurs propres de l’opérateur de forme S.
A Transformation equiaffine.

K(X, Y ), KXY Tenseur de différence.
Gijkl La composante de l’équation de Gauss.

{E1....EN} Une base de champs de vecteurs orthonormés locaux.
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INTRODUCTION

La géométrie différentielle est une continuité du calcul infinitésimal, elle permet d’étu-
dier grâce aux techniques du calcul différentiel une famille d’espaces topologiques appelés
”variétés différentiables”, permettant la rénovation de géométrie des courbes et des sur-
faces des espaces réels, et en la plaçant selon un contexte contemporain.
Dans cette thèse, nous étudions des hypersurfaces localement fortement convexes, locale-
ment homogènes dans l’espace affine, R4.

Les études antérieur de la dimension 2 ont d’abord été étudiés dans le livre de Guggen-
heimer [Gug77]. Leur résultat a été complété dans le papier de Nomizu et Sasaki [NS91]
donnant ainsi une classification dans la dimension 2. À partir de la dimension 2, seuls des
résultats partiels existent jusqu’à présent, la plupart de ces résultats concernent le cas où
l’hypersurface affine est localement fortement convexe, c’est-à-dire que la métrique affine
induite est une métrique définie positive. Dans ce cas, ces hypersurfaces ont été étudiées
dans le papier de Sasaki [Sas80] dans le cas où l’hypersurface est une sphère affine et dans
une série d’articles de Dillen et Vrancken [DVL93] donnant une classification complète en
dimension 3.

Durant ce mémoire, l’étude est basée sur la démonstration des 2 théorèmes principaux
de l’article [DVL93]. Afin de bien déterminer l’environnement d’étude, le premier chapitre
est consacré aux définitions et notions qui caractérisent notre espace affine ainsi que la
théorie des variétés différentielles. En ce qui concerne les chapitres restants, on va proposer
les démonstrations détaillées des 2 théorèmes cités précédemment.
Il résultera à la fin de ce travail une classification complète des hypersurfaces étudiées.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Ce chapitre rappelle quelques définitions et propriétés fondamentales d’une géométrie
affine, et une hypersurface affine. Nous pouvons renvoyer le lecteur au livre Nomizu-Sasaki
[NKS94], ou à d’autres références standard sur la géométrie différentielle.

Les références de ce chapitre sont [DV93], [Nom68], [NKS94], [Laf12],[DVL93],[Li+15]
et [CHI17]

1.1 Espace affine
Définition 1.1.1
Soit V un espace vectoriel réel de dimension n. Ω un ensemble non vide est dit espace
affine associé à V si il existe une application

Ω× Ω→ V

(p, q) 7→ −→pq

qui satisfait les axiomes suivant

— ∀ p, q, r ∈ Ω, −→pr = −→pq +−→qr
— ∀ p ∈ Ω et ∀x ∈ V il existe un seul q ∈ Ω tel que x = −→pq.

V est l’espace vectoriel associé à l’espace affine Ω tel que dimΩ = dimV .

Définition 1.1.2
Un système de coordonnées affines d’origine o ∈ Ω peut être défini comme suit :
Soit { e1, ..., en} une base de V
Pour chaque point p ∈ Ω, on écrit

−→op =
n∑
i=1

xi(p)ei (1.1)

où (x1(p), ..., xn(p)) est un n-uplé de nombres réels déterminé de façon unique, appelé
les coordonnées de p. L’ensemble des fonctions { x1, ..., xn} est appelé système affine de
coordonnées.
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Si on a deux systèmes de coordonnées affines { x1, ..., xn} et { y1, ..., yn}, alors ils sont liés
par

yi =
∑

aijx
j + ci

où A = [aij] est une matrice n× n et c = (ci) est un vecteur.
Cette relation peut être exprimée par l’équation y = Ax+ c, ou sous sa forme matricielle
élargie (

y
1

)
=

(
A c
0 1

)(
x
1

)
cette forme nous aide à avoir un système linéaire

Transformation affine

Les transformations affines sont les transformations géométriques les plus utilisées en
géométrie car elle préservent quelques propriétés géométriques.
Soit f : Ω→ Ω une application un à un de Ω sur lui-même.
Pour chaque p ∈ Ω on définit une application Fp : V → V comme suit : pour chaque
x ∈ V , soit r ∈ Ω un point uniquement déterminé tel que −→pr = x.
Notons

Fp(x) =
−−−−−→
f(p)f(r)

Définition 1.1.3
On dit que f est une transformation affine si, ∀ p ∈ Ω, l’application Fp est une
transformation linéaire de V sur lui-même (et elle est non singulière, car elle est un à un
avec f). Dans ce cas, il suit que ∀ q ∈ Ω l’application Fq coïncide avec Fp.
On peut donc appeler cette application la transformation linéaire associée et notée
F .

Exemple :
— Toute translation est une application affine d’application linéaire associée l’identité
— Une application f de R dans R est affine si et seulement si elle est de la forme

f(x) = ax + b, où a et b sont deux réels ; l’application linéaire associée F est alors
donnée par F = ax

— Toute composition de rotations, translations, changement d’échelle, est une trans-
formation affine.

- Soit {x1, ..., xn} un système de coordonnées affines d’origine o est basé sur une base
{e1, ...., en} et {y1, ..., yn} le système de coordonnées affines d’origine f(o) est basé sur la
base {F (e1), ...., F (en)}, on a

yi(f(p)) = xi(p) pour p ∈ Ω

Nous pouvons écrire la relation entre le système de coordonnées {x1, ..., xn} et {y1, ..., yn}
sous la forme

xi =
n∑
j=1

bijy
j + di 1 ≤ i ≤ n

2



Définition 1.1.4
Un sous-ensemble non vide Ω′ de Ω est appelé un sous-espace affine si, pour un certain
point p ∈ Ω′, l’ensemble de vecteur {−→pq, q ∈ Ω′} de Ω forme un sous-espace vectoriel W
de V. Dans ce cas, p dans la condition peut être remplacé par n’importe quel point avec
même sous-espace vectoriel W résultant.
La dimension d’un sous-espace affine est, par définition, la dimension de l’espace vectoriel
associé.

1.2 Notions de géométrie différentielle
Dans cette section on rappelle quelques propriétés et définitions concernant les variétés.

Définition 1.2.1 (Variété topologique)
Une variété topologique de dimension n est un espace topologique séparé dont tout point
admet un voisinage U homéomorphe par une application qu’on note φ à un ouvert V de
Rn.

Définition 1.2.2 (Carte locale)
Une carte d’une variété topologique est le couple (U, φ) formé de l’ouvert U (le domaine
de la carte) et de l’homeomorphisme φ de U sur un ouvert V de Rn.

Définition 1.2.3 Deux cartes(U,X) et (V, Y ) sont C∞-compatibles si le changement de
cartes est un Cr-diffeomorphisme.

Définition 1.2.4 (Coordonnées locales)
Soit (U, φ) une carte locale de M, et soient (x1(p), ..., xn(p)) les coordonnées du point φ(p)
de Rn.
Le système {x1, ..., xn} de n fonctions définies et continues dans U est appelé un système
de coordonnées locales de la variété.

Définition 1.2.5 (Atlas)
Soient M une variété topologique et A = {(Uα, φα)}α∈I une famille de cartes locales de
M , on dit que A est un atlas de M si M =

⋃
α∈I Uα

Définition 1.2.6
Un atlas de classe Ck d’une variété topologique M est un atlas A = {(Uα, φα)}α∈I de M
dont deux cartes quelconques sont toujours compatibles.

Exemple : Le cercle peut en effet être muni d’un atlas dont les fonctions de transition
sont des translations,p artant de la paramétrisation locale (cos t, sin t)

Définition 1.2.7 Un atlas de classe Ck d’une variété topologique M est dit maximal si
toute carte compatible avec les cartes de l’atlas appartient elle-même a l’atlas (on trouvera
aussi dans la littérature les adjectifs "complet" et "saturé"). Un tel atlas est aussi appelé
structure différentielle de classe Ck.

Définition 1.2.8 (Changement de carte)
Soit A = {φi : Ui → Vi}un atlas d’une variété topologique. Les changements de cartes de
A sont les homéomorphismes φij = φj ◦φ−1i , Ce sont des homéomorphismes entre ouverts
de Rn .

3



Figure 1.1 – changement carte

Définition 1.2.9
Soient M une variété topologique et A = {(Ui, φi)}i∈I un atlas de M. On dit que A est de
classe Ck (1 ≤ k ≤ ∞), si pour tous i dans I, les applications de changement de cartes
φij sont des difféomorphismes de classe Ck.

Définition 1.2.10 (Variété diférentielle)
Une variété différentielle de classe Ck est une variété topologique munie d’une structure
différentielle de classe Ck.

Exemple :
1. Pour l’espace Rn, l’ensemble à un élément {(Rn, Id)} est un atlas de classe C1

2. La sphére unité S définie par :

S =
{
x ∈ Rn+1�‖x‖ = 1

}
⊂ Rn+1

est une variété différentiable de dimension n.

1.3 Espace tangent et cotangent

1.3.1 Vecteur tangent

Définition 1.3.1
Soit M une variété différentiable et x ∈M . Une application Ax : C∞(M)→ R est appelée
une dérivation en x, si elle satisfait les propriétés suivantes : pour tous f, g ∈ C∞(M).
1. Ax(f + g) = Ax(f) + Ax(g).
2. Ax(f.g) = Ax(f).g(x) + f(x).Ax(g).

Définition 1.3.2 (Espace Tangent)
L’ensemble de toutes les dérivations en x , s’appelle l’espace tangent de M en x , il est
noté TxM . Par définition un vecteur tangent de M en x est un élément de TxM .

4



Remarque 1.3.1

— TxM est un espace vectoriel de dimension n.
— Soit {(U, φ)} une carte locale au point x ∈M et φ = (x1, x2, ..., xn) les coordonnées

locales au voisinage de x. Les n dérivations ∂
∂xi |x forme une base de TxM .

Définition 1.3.3 (Espace Cotangent)
1. On note T ∗xM l’espace dual TxM nommé espace cotangent à M en x. On sait que
localement ∂

∂xi |x est une base de TxM . On note par (dxi|x) sa base dual, nous avons〈
dxi|x,

∂
∂xi
|x
〉
est le symbole de Kröneker défini par δji

δji = 1 si i = j

δji = 0 si i 6= j

2. T ∗M =
⋃
x∈M T ∗M est appelé le fibré cotangent de M.

1.4 Champs de vecteur
Définition 1.4.1
Un champ de vecteur X sur une variété différentiable M est une correspondance qui as-
socie à chaque point p ∈ M un vecteur X(p) ∈ TpM . En terme d’application, X est une
application de M en fibré tangent TM . Le champ est différentiable si X : M → TM est
différentiable. On note par X(M) l’ensemble de tous les champs de vecteur de classe C∞.

Considérant X : U ⊂M → TM on peut écrire :

X(p) =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi

où chaque ai est une fonction sur U et
{

∂
∂xi

}
est la base associée à x.

Lemme 1.4.1
Soient X et Y des champs de vecteurs différentiables sur une variété M . Il existe alors
un champ de vecteurs unique Z tel que, pour tout f ∈ D(M),

Zf = (XY − Y X)f

où D(M) est l’ensemble de toutes les fonctions différentiables sur M.
Le champ de vecteurs Z donné par ce lemme est appelé le crochet de Lie de X et Y noté

[X, Y ] = XY − Y X (1.2)

Proposition 1.4.1
Si X, Y et Z sont des champs de vecteur différentiables sur M , a, b sont des nombres réels
et f, g des fonctions différentiables, alors :

1. [X, Y ] = −[Y,X] (anti-commutativité),
2. [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z] (linéarité),
3. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (Identité de Jacobi),
4. [fX, gY ] = fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X
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1.5 Géométrie différentielle affine
Nous considérons maintenant l’espace réel affine standard Ω = Rn comme une variété

différentiable de dimension n.

De la construction d’un système de coordonnées affines { x1, ..., xn},cela implique que
d

dxi
comme champ de vecteurs correspond à ei, où { e1, ..., en} est une base de V sur

laquelle le système de coordonnées affines est basé. Considérons un champs de vecteur Y

arbitraire sur Rn et soit xt, a < t < b, une courbe lisse arbitraire sur Rn.
Si nous prenons un système de coordonnées affines { x1, ..., xn}, on peut écrire

Y =
n∑
i=1

Y i d

dxi
et xt = { x1(t), ..., xn(t)}

On peut définir la dérivée covariante DtY de Y le long de la courbe xt par

DtY =
n∑
i=1

dY i(xt)

dt

d

dxi
=

n∑
i,j=1

dY i

dxj
dxj

dt

d

dxi

Donc DtY est une généralisation de la dérivée directionnelle des fonctions aux champs de
vecteur.

Propriétés 1
Si X est un vecteur tangent en un point x0, alors DXY est définie par DXY = (DtY )t,
où xt est une courbe avec un point initial x0 et vecteur tangent initial X.
D la différentielle covariante a les propriétés suivantes :

(1) DX1+X2Y = DX1Y +DX2Y

(2) DφXY = φDXY

(3) DX(Y1 + Y2) = DXY1 +DXY2

(4) DX(φY ) = (Xφ)Y + φDXY

où φ est une fonction lisse et X, Y,X1, X2, Y1 et Y2 sont des champs de vecteur sur Rn .

Définition 1.5.1
Une forme volume (ou élément volume) sur une variété M de dimension n est une forme
n alternée ω telle que ωp 6= 0 ∀p ∈M .
-Une transformation affine f est dite équiaffine si elle préserve la forme volume.
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1.5.1 Connexion affine

Soit M une variété différentiable de classe C∞ de dimension n. La façon la plus pra-
tique de définir la notion d’une connexion affine (ou linéaire) se fait par différentielle
covariante d’un champ vectoriel par rapport à un autre.
On notera F(M) l’ensemble de tous fonctions différentiables et par X(M) l’ensemble de
tous les champs de vecteur lisses sur M .

Par une règle de différentiation covariante sur M , nous définissons une application

∇ : X(M)× X(M)→ X(M)

(X, Y ) 7→ ∇XY

satisfaisant les conditions suivantes :
— ∇X1+X2Y = ∇X1Y +∇X2Y

— ∇φXY = φ∇XY

— ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2

— ∇X(φY ) = (Xφ)Y + φ∇XY

tel que X, Y,X1, X2, Y1, Y2 ∈ X(M) et φ ∈ F(M).

Une connexion affine surM n’est rien d’autre qu’une règle de différentiation covariante
sur M notée par ∇.
Une connexion affine sur M induit une connexion affine sur toute sous-variété U de M .
Localement, si U est un voisinage avec des coordonnées { x1, ..., xn}, alors on peut écrire

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
=

n∑
k=1

Γkij
∂

∂xk

où les fonctions Γkij(i, j, k = 1, ..., n) sont appelées les symboles de Christoffel pour la
connexion affine.

1.5.2 Champs tensoriels

Dans cette sous-section, nous donnerons une brève introduction aux champs tensoriels
pour cela commençons par définir un tenseur

Définition 1.5.2 (Tenseur)

• Pour tout x ∈M nous définissons l’espace vectoriel

T (r,s)
x M = TxM ⊗ TxM...⊗ TxM︸ ︷︷ ︸

rfois

⊗T ∗xM ⊗ T ∗xM ⊗ ...T ∗xM︸ ︷︷ ︸
sfois

• Un élément T ∈ T (r,s)
x M est un tenseur de type (r,s) au-dessus de x.

• On note T (r,s)M =
⋃
x∈M T

(r,s)
x M

7



Définition 1.5.3 (Champs de tenseur)
Un champ de tenseur de type (r, s) sur M est une partie de T

(r,s)
x M . L’ensemble des

champs de tenseur de type (r,s) est noté par T(r,s)M

Une connexion affine ∇ conduit à une différenciation covariante des champs tensoriels
par rapport à un champ vectoriel

Plus précisément, soit K un champ tensoriel de type (r, s), c’est-à-dire avec un degré
contravariant r et un degré covariant s, est défini comme une carte multilinéaire

T : X(M)× ...× X(M)× F(M)× ...× F(M)

et soit X un champs de vecteur, alors ∇XK est un champ tensoriel du même type (r, s).

X ∈ X(M) 7→ ∇XK

Définition 1.5.4
Le tenseur de torsion T est définit par

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

c’est un tenseur de type (1, 2) qui associe à une paire de champs de vecteur (X, Y ) le
champs de vecteur T
Les composantes du tenseur de torsion T en coordonnées locales sont

T kij = Γkij − Γkji

La connexion est dite symétrique si T = 0.

Définition 1.5.5
Le tenseur de courbure R, qui est de type (1, 3), est défini par

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

tel que R(X, Y ) est une transformation linéaire de Tx(M). Les composantes en coordon-
nées locales :

R(
∂

∂xk
,
∂

∂xl
)
∂

∂xj
=
∑
i

Ri
jkl

∂

∂xi

données par

Ri
jkl = (

∂Γilj
∂xk
−
∂Γikj
∂xl

)−
∑
m

ΓmijΓ
i
km − ΓmkjΓ

i
lm

Remarque 1.5.1
Désormais, nous supposerons que le tenseur de torsion d’une connexion donnée ∇ est nul.
Nous disons également que ∇ a une torsion nulle ou que ∇ est sans torsion.

Corollaire 1.5.1 La première et la deuxième identités Bianchi sont données par :

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0

(∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z,X) + (∇ZR)(X, Y ) = 0.
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Remarque 1.5.2

— Si R est identique à 0 sur M , on dit que ∇ est une connexion affine plate.
— Ainsi, une connexion affine est plate si T = 0 et R = 0.
— ∇ est plate si et seulement si autour de chaque point, il existe un système de coor-

données local tel que Γkij = 0 ∀ i, j, k
— Si T = 0 et ∇R = 0,alors on dit que ∇ est une connexion affine symétrique.

Définition 1.5.6
-Une connexion équiaffine ∇ sur M est une connexion sans torsion qui admet un élément
de volume parallèle ω on M . Si ω est un élément volume sur M tel que ∇ω = 0, alors on
dit que (∇, ω)est un structure équiaffine sur M .

1.6 Métriques non dégénérées
Soit V un espace vectoriel réel de dimension n. Pour une forme bilinéaire donnée

f : (x, y) 7→ f(x, y) ∈ R, il existe une base en V

{e1, ..., ep, ..., ep+q, ep+q+1, ..., en}

tel que

f(ei, ej) = 0 ∀ i 6= j

f(ei, ei) = 1 ∀i, 1 ≤ i ≤ p

f(ej, ej) = −1 ∀j, p+ 1 ≤ j ≤ p+ q

f(ek, ek) = 0 ∀k, p+ q + 1 ≤ k ≤ n .

De plus, les entiers p et q sont déterminés de manière unique, ce que l’on appelle souvent
la loi d’inertie de Sylvester.

Pour f donnée , le sous-espace V0 = {x ∈ V : f(x, y) = 0 ∀y ∈ V } est appelé noyau.
Sa dimension est égale à n− (p+ q).

On dit que f est non dégénéré si l’espace nul est {0} donc f est non dégénéré si et
seulement si p+ q = n.

Une fonction bilinéaire symétrique non dégénérée est appelé un produit intérieur sur
V . La paire (p, q) est appelée sa signature.

— Si p = n,alors f(x, x) > 0 ∀x, et l’égalité est vraie si et seulement si x = 0. dans
ce cas, f est dit définie positive.

— Si q = n, alors f est dit définie négative.
— Si f est définie positive ou définie négative, on dit que f est définie.
— Sinon, f est indéfini.

M une variété différentiable de dimension n, g métrique non dégénérée sur M , un champ
tensoriel symétrique de type (0, 2) qui est non dégénéré est défini comme suit :
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— Si g(X, Y ) = 0 ∀Y ∈ Tx(M), alors X = 0. Ceci est nommé aussi une métrique
pseudo-Riemannianne (ou semi-Riemannianne).

— Si g est définie positive, on dit que g est une métrique riemannienne.
— Si f : M → E est une immersion de M dans un espace euclidien E, alors f induit

une métrique riemannienne g :

g(X, Y ) =< f∗(X), f∗(Y ) > ∀X, Y ∈ Tx(M)

où <,> désigne le produit intérieur euclidien.

Supposons queM soit munie d’une métrique non dégénérée g. Nous disons qu’une connexion
affine ∇ sur M est métrique si ∇g = 0.
Géométriquement, cette propriété implique que le déplacement parallèle préserve le pro-
duit scalaire donné par g.

Theorème 1.6.1
Étant donnée une métrique non dégénérée g sur M , il existe une connexion affine avec
une torsion nulle qui est métrique : ∇g = 0.Celle ci est unique et appelée la connexion de
Levi-Civita pour g.

Supposons qu’une variété M de dimension n soit munie d’une métrique non dégénérée
h, et une connexion affine ∇.

Nous définissons une nouvelle connexion affine ∇̄ tel que : Pour chaque X, Y, Z ∈ X(M) :

Xh(Y, Z) = h(∇XY, Z) + h(Y, ∇̄XZ)

Cette équation détermine une connexion affine unique ∇̄, nommée la connexion conju-
guée de ∇ relative à h. Si ∇ est une connexion relative à h, alors ∇ coïncide avec ∇̄. Nous
nous intéressons donc au cas où ∇ n’est pas nécessairement relative à h. Si l’on considère
la connexion conjuguée à ∇̄ relative à h, alors on revient à ∇.

Corollaire 1.6.1
Les tenseurs de torsion T et T̄ de ∇ et ∇̄, respectivement, satisfont

(∇Xh)(Y, Z) + h(Y, T (X,Z)) = (∇Y h)(X,Z) + h(Y, T̄ (X,Z))

∀ X, Y, Z ∈ X(M).

Corollaire 1.6.2
Suppose que ∇ est de torsion nulle. Alors ∇̄ est de torsion nulle si et seulement si (∇, h)
satisfait l’équation de CodazziS

(∇Xh)(Y, Z) = (∇Zh)(Y,X) ∀X, Y, Z ∈ X(M).

Si (∇, h) satisfait l’équation de CodazziS, alors (X, Y, Z) 7→ C(X, Y, Z) = (∇Xh)(Y, Z)
est une fonction symétrique 3-linéaire. Nous l’appelons la forme cubique pour (∇, h). Dans
ce cas, nous dirons également que (∇, h) est compatible.
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Corollaire 1.6.3
Si ∇ est sans torsion et (∇, h) est compatible, alors
(1) (∇̄, h) satisfait l’équation de Codazzi’s
(2) ∇̂ = 1

2
(∇+ ∇̄) est la connexion Levi-Civita pour h.

Proposition 1.6.1
Les tenseurs de courbure R et R̄ de ∇ et ∇̄ sont liés par

h(R(X, Y )Z,U) = −h(Z, R̄(X, Y )U).

Corollaire 1.6.4
R = 0 si et seulement si R̄ = 0.

1.7 Immersions affines
Nous introduisons la notion générale d’immersion affine. Nous supposerons toujours

que les connexions affines données ont une torsion nulle.
Considérons deux variétés différentiables avec des connexions affines (M̃, ∇̃) et (M,∇) de
dimensions m et n, respectivement. Soit k = m− n.

Définition 1.7.1 Une immersion différentiable f : M → M̃ est dite immersion af-
fine si la condition suivante est satisfaite ; il existe une distribution différentiable k -
dimensionnelle N le long de f : x ∈ M 7→ Nx, un sous-espace de Tf(x)(M), tel que

Tf(x)(M̃) = f∗(Tx(M)) +Nx (somme directe) (1.3)

et tel que pour tous X, Y ∈ X(M) on a

(∇̃Xf∗(Y ))x = (f∗(∇XY ))x + (α(X, Y ))x où α(X, Y )x ∈ Nx (1.4)

Dans le cas où f : M −→ M̃ est une immersion d’une variété M dans une variété
Riemannianne M̃ avec g métrique Riemannian definit positive, on peut certainement
choisir l’espace normal en chaque point, à savoir que

Nx = ξ ∈ Tf(x)(M̃) : g(ξ,X) = 0 ∀ X ∈ Tx(M) (1.5)

Dans cette situation, il est facile de montrer que la carte (X, Y ) ∈ X(M) 7→ α(X, Y )
définit réellement pour chaque point x ∈M une carte bilinéaire symétrique

Tx(M)× Tx(M) −→ Nx

Définition 1.7.2
Dans le cas où f est une immersion d’une variété M dans une variété riemannienne M̃ ,
cette applicationα est appelée la deuxième forme fondamentale.
Considérant que la première forme fondamentale fait référence à la métrique rieman-
nienne induite sur M .
Dans la géométrie des immersions affines, nous appellerons α simplement la forme fon-
damentale affine.
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1.7.1 Hypersurfaces affines

Définition 1.7.3
Nous considérons une variété différentiable M de dimension n avec une immersion

f : M −→ Rn+1

Nous appelons M une hypersurface et f une immersion hypersurface. On peut aussi ap-
peler M une hypersurface immergée.

Pour chaque point p ∈ M , nous choisissons un champ local de vecteurs transversaux
ξ : x ∈ U 7→ ξx, où U est un voisinage de p. La transversalité signifie dans ce cas :

Tf(x)(Rn+1) = f ∗ (Tx(M)) + Span {ξx} (1.6)

où Span {ξx} signifie le sous-espace unidimensionnel engendré par ξx.

Proposition 1.7.1
Pour une immersion hypersurface f : M −→ Rn+1, supposons que nous ayons un champ
vectoriel transversal ξ sur M . alors nous avons une connexion induite sans torsion ∇
satisfaisant :

DXf∗(Y ) = f ∗ (∇XY ) + h(X, Y )ξ la formule de Gauss (1.7)

où h est une fonction bilinéaire symétrique sur l’espace tangent TxM .
La fonction bilinéaire symétrique h est appelée la forme fondamentale affine (par
rapport au vecteur transversal ξ)

Définition 1.7.4
Soit (M,∇)une variété de dimension n muni d’une connexion affine ∇.Une immersion
f : M −→ Rn+1 est appelée immersion affine s’il y a un champ vectoriel ξ sur M tel que
la formule de Gauss est vérifiée.

Donc pour une immersion hypersurface f : M −→ Rn+1 un choix du champ vectoriel
transversal ξ fournit une connexion induite ∇ de telle sorte que f devienne une immersion
affine.

Proposition 1.7.2
Pour tout X ∈ X(M), on a

DXξ = −f ∗ (SX) + τ(X)ξ (formule de Weingarten) (1.8)

où S est un tenseur de type (1,1), appelé l’opérateur de forme affine, et τ est une
1-forme, appelée la forme de connexion transversale.

Proposition 1.7.3
Soit (M,∇) une variété de dimension n munie d’ une connexion affine ∇ et soit f :
M −→ Rn+1 et f̄ : M −→ Rn+1 immersions affines par rapport aux champs de vecteur
transversaux ξ et ξ̄, respectivement. Les objets h, S et τ pour ξ̄ sont notés h̄, S̄,et τ̄ Suppose
que

h = h̄, S = S̄, τ = τ̄

Alors, il y a une transformation affine A tel que f̄ = Af .
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On fixe donc une forme volume parallèle fixe ω̃ dans R. Pour une immersion hypersurface
f : M −→ Rn+1, Soit ξ un champ vectoriel transversal. En plus de la connexion induite
∇ et de la forme fondamentale affine h, nous considérons l’élément de volume suivant θ
sur M :

θ(X1, ..., Xn) = ω̃(X1, ..., Xn, ξ) (1.9)

Il est clair que θ est une forme volume sur M, appelé forme volume induite.
Nous nous intéressons à la question de savoir si (∇, θ) définit une structure équiaffine,
c’est-à-dire si ∇θ = 0 est valide. (pour la preuve voir [NKS94])

Proposition 1.7.4
On a

∇Xθ = τ(X)θ ∀X ∈ Tx(M) (1.10)

Par conséquent, les deux conditions suivantes sont équivalentes :
— ∇θ = 0

— τ = 0, c’est pourquoi, DXξ est tangentielle pour chaque X ∈ X(M)

Définition 1.7.5

— Pour l’immersion hypersurface f : M −→ Rn+1 un champ vectoriel transversal ξ
est dit équiaffine si DXξ est tangentielle à M pour tous X ∈ Tx(M), x ∈M.

— Avec un champ vectoriel transversal équiaffine ξ, on a une structure équiaffine
(∇, θ) sur M.

— Ainsi, nous pouvons appeler f : (M,∇, θ) −→ Rn+1 une immersion équiaffine.

1.7.2 Équations fondamentales

On peut imposer maintenant des équations fondamentales pour l’immersion hypersur-
face f : M −→ Rn+1.

Tout d’abord, nous considérons le cas où le champ vectoriel transversal donné ξ est
arbitraire.

Theorème 1.7.1
Pour un champ vectoriel transversal arbitraire ξ la connexion induite ∇, la forme fonda-
mentale affine h, l’opérateur de forme S et la forme de connexion transversale τ satisfont
les équations suivantes :

Gauss :R(X, Y )Z = h(Y, Z)SX − h(X,Z)SY (1.11)
Codazzi pour h :(∇Xh)(X, Y, Z) + τ(X)h(Y, Z) = (∇Y h)(X,Z) + τ(Y )h(X,Z) (1.12)
Codazzi pour S :(∇XS)(Y )− τ(X)SY = (∇Y S)X − τ(Y )SX (1.13)

Ricci :h(X,SY )− h(SX, Y ) = dτ(X, Y ) (1.14)

Corollaire 1.7.1
Le tenseur de Ricci de la connexion induite est donné par

Ric(Y, Z) = h(Y, Z)trS − h(SY, Z) (1.15)
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Remarque 1.7.1
1. D’après (1.15) et (1.14) il s’ensuit que Ric est symétrique si et seulement si dτ = 0.
2. Dans l’équation de Codazzi (1.12) on voit que le côté gauche est symétrique en X et Y
ainsi qu’en Y et Z. Par conséquent, si nous définissons

C(X, Y, Z) = (∇Xh)(Y, Z) + τ(X)h(Y, Z) (1.16)

On appelle C la forme cubique pour l’immersion affine.

L’équation dans le théorème 1.7.1 ne sont pas toute indépendantes.

Proposition 1.7.5 Soit M une variété différentiable avec une connexion affine sans tor-
sion ∇,h un champ de tenseur covariant symétrique de degré 2, un (1,1) -tenseur S, et un
τ de forme 1 qui satisfont ensemble l’équation de Gauss (1.11) et l’équation de Codazzi
pour h (1.12). Si le rang h ≥ 3, alors l’équation de Codazzi pour S (1.13) est satisfaite.

Définition 1.7.6
Le rang de la forme fondamentale affine est indépendant du choix du champ vectoriel
transversal. Nous le définissons comme le rang de l’hypersurface ou de l’immersion hy-
persurface. En particulier, si le rang est n, c’est-à-dire si h est non dégénéré, alors on dit
que l’hypersurface ou l’immersion hypersurface est non dégénérée.

1.8 Immersions de Blaschke
Soit f : M −→ Rn+1 une immersion hypersurface non dégénérée. Quel que soit le

champ transversal ξ que nous puissions choisir, la forme fondamentale affine h peut être
traitée comme une métrique non dégénérée sur M. C’est l’hypothèse de base sur laquelle
Blaschke a développé la géométrie différentielle affine des hypersurfaces.
Dans cette section, nous donnerons une base structurelle. Nous fixons un élément de
volume fixe sur Rn+1 (donné par le déterminant par exemple).
Le choix d’un champ vectoriel transversal arbitraire ξ,génère sur M la forme fondamentale
affine h, la connexion induite ∇ et l’élément de volume induit θ.
Nous voulons atteindre, par un choix approprié de ξ, les deux buts suivants :
I. (∇, ξ) est une structure équiaffine, c’est-à-dire ∇θ= 0
II. θ coïncide avec la forme volume ωh

Theorème 1.8.1
Soit f : M −→ Rn+1 une immersion hypersurface non dégénérée. Pour chaque point
x0 ∈M ,il existe un champ vectoriel transversal défini dans un voisinage de x0 satisfaisant
aux conditions I et II ci-dessus. Un tel champ vectoriel transversal est unique.

Définition 1.8.1
Un champ vectoriel transversal satisfaisant I et II est appelé champ normal affine ou
champ normal de Blaschke. Pour chaque point x ∈M , nous prenons la ligne passant par
x dans la direction du vecteur normal affine ξx.Celle ci est appelée la normale affine par
x.

Définition 1.8.2
En fixant un champ normal affine ξ, nous avons la connexion induite ∇, la forme fonda-
mentale affine h, qui est appelée métrique affine, et l’opérateur de forme affine S déterminé
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par les formules de Gauss et Weingarten.
Nous appellerons (∇, h, S) la structure Blaschke sur l’hypersurface M. L’immersion affine
f : (M,∇) −→ (Rn+1, D) avec le champ normal affine ξ est appelée une immersion Bla-
schke. Nous parlerons également de M comme d’une hypersurface Blaschke.
La connexion induite ∇ est indépendante du choix du signe pour ξ et est appelée la
connexion Blaschke.

Remarque 1.8.1
De l’unicité du théorème 1.8.1, il s’ensuit que la structure de Blaschke est invariante sous
chaque transformation équiaffine de l’espace ambiant Rn+1. Si une hypersurface M non
dégénérée est orientable, alors il existe un champ normal affine globalement défini, qui est
unique à signer. En fait, nous pouvons orienter ξ en utilisant une orientation de M.

Comme cas particulier du théorème 1.7.1, nous avons

Theorème 1.8.2
Pour une hypersurface Blaschke M, nous avons les équations fondamentales suivantes :

Equation de Gauss : R(X, Y )Z = h(Y, Z)SX − h(X,Z)SY (1.17)
Equation de Codazzi pour h : (∇h)(X, Y, Z) = (∇h)(Y,X,Z) (1.18)
Equation de Codazzi pour S : (∇XS)Y = (∇Y S)X (1.19)

Equation de Ricci : h(X,SY ) = h(SX, Y ) (1.20)
Condition équiaffine : ∇θ = 0 (1.21)
Equation de volume : θ = ωh (1.22)

Condition d’Apolarity : ∇ωh = 0 (1.23)

Proposition 1.8.1
Pour une hypersurface non dégénérée (n ≥ 2) avec la structure Blaschke, nous avons
1. S = 0 si et seulement si R = 0.
2. Le tenseur de Ricci est donné par Ric(X, Y ) = trSh(Y, Z) − h(SY, Z) comme précé-
demment, et Ric vaut 0 si et seulement si S = 0. 3. Si S = λI où λ est une fonction
scalaire, alors λ est constant.

Définition 1.8.3
-Une hypersurface Blaschke M est appelée une hypersphère impropre si S est identique
à 0.
-Si S = λI où λ est une constante non nulle, alors M est appelée une hypersphère
affine propre.

Nous donnons maintenant une définition des hypersurfaces localement homogènes, et
hypersurfaces fortement convexes localement [dillen1993homogeneous].

Définition 1.8.4
Soit f : M −→ Rn+1 une hypersurface non dégénérée munie de la structure Blaschke. On
appelle M localement homogène si pour tout point s, p et q dans M, il existe un voisinage
Up de p dans M, et une transformation équiaffine A de Rn+1, i.e A ∈ SL(n+1, R)nRn+1,
tel que A(p) = q, et A(Up) ⊂ M . Si Up = M pour tous p ∈ M , alors M est appelé
homogène.
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Proposition 1.8.2

— Chaque transformation équiaffine laissant M localement invariante, préserve la mé-
trique affine h et la connexion induite ∇.

— Si pour tous les points p et q de M, il existe des voisinages Up de p et Uq de q sur
M, et un diffeomorphisme f : Up −→ Uq, avec f(p) = f(q) tel que f préserve h et r,
alors M est localement homogène.

Définition 1.8.5 Soit f : M −→ Rn+1 une hypersurface non dégénérée munie de la
structure Blaschke. Si h est définie positive, alors nous appelons M une hypersurface for-
tement localement convexe.

Procédure pour trouver le champ normal :

1. Choisissez un champ vectoriel transversal provisoire ξ.Calculer τ .
2. Déterminer la forme fondamentale affine h d’après ξ en utilisant la formule de Gauss

Dxf∗(Y ) = f∗(∇XY ) + h(X, Y )ξ (1.24)

Vérifiez que h n’est pas dégénéré.
3. Déterminer la forme volume induite θ à partir de ξ

θ(X1, ........, Xn) = det f∗X1, ........., f∗Xn, ξ

4. Choisir une base unimodulaire {X1, ........, Xn} avec

θ(X1, ........, Xn) = 1

Définir hijh(Xi, Yj) et calculer detθh = det[hij].
5. Prendre φ = |detθh|1/(n+2) et poser ξ̄ = φξ + Z,où Z doit être déterminé par

τ +
1

φ
h(Z, .) + dlogφ = 0

Si τ = 0 cette équation est simplifié h(Z,X) = −Xφ pour tous X.
6. Une fois que nous obtenons le champ normal affine, il est facile de calculer la métrique

affine h̄ = h/φ, l’opérateur de forme affine S, et la connexion induite ∇.
Le lecteur peut trouver de nombreux exemples dans le livre de Nomizu-Sasaki [NKS94].

1.9 Forme cubique
Nous continuons avec une hypersurface non dégénérée avec sa Blaschk structure. De

l’équation de Codazzi pour h, nous voyons que la forme cubique

C(X, Y, Z) = (∇Xh)(Y, Z) (1.25)

est symétrique en X,Y et Z.
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Définition 1.9.1
Soit f : M −→ Rn+1 une hypersurface non dégénérée munie de la structure Blaschke,avec
sa forme cubique C, en plus de la connexion induite ∇ sur M, nous considérons la
connexion Levi-civita ∇̂ pour l’affine métrique h. nous considérons le tenseur de diffé-
rence de type (1,2) :

K(X, Y ) = ∇XY − ∇̂XY (1.26)

Puisque ∇ et ∇̂ sont sans torsion, nous avons K(X, Y ) = K(Y,X). Nous allons également
écrire

KXY = K(X, Y ) et KX = ∇X − ∇̂X

ainsi pour chaque X ∈ X(M), KX est un tenseur de type (1, 1). Nous pouvons maintenant
relier la forme cubique au tenseur de différence.

Proposition 1.9.1
On a

C(X, Y, Z) = −2h(KXY, Z) (1.27)

Corollaire 1.9.1
La connexion induite ∇ et la connexion Levi-Civita ∇̂ coïncident si et seulement si K = 0,
c’est-à-dire si et seulement si la forme cubique C disparaît à l’identique.

Theorème 1.9.1
Nous avons la condition d’apolarité :

trKX = pour tout X ∈ TpM (1.28)

en notation d’index
n∑
j=1

Kj
ij = 0 pour chaque i fixé

Theorème 1.9.2
La condition d’apolarité 1.28 est équivalente à chacune des conditions suivantes :

trh {(Y, Z) 7→ C(X, Y, Z)} = 0 pour tout X ∈ TpM. (1.29)

en notation d’index :
n∑

j,k=1

hjkCijk = 0 pour tous i

trh(∇Xh) = 0 pour tout X ∈ TpM (1.30)

trhK = 0 (1.31)

en notation d’index
n∑

j,k=1

hjkKi
jk = 0 ∀i

Theorème 1.9.3
Soit f : M −→ Rn+1 , n > 2 une hypersurface non dégénérée munie de la structure de
Blashcke, Si la forme cubique C disparaît à l’identique, alors f(M) est un hyperquadrique
en Rn+1.
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Lemme 1.9.1
Si la forme cubique d’une hypersurface Blaschke M est identique à 0,alors M est une
hypersphère affine

Remarque 1.9.1 Les équations de base peuvent également être exprimées en termes de
Connexion Levi-Civita du tenseur de différence. En particulier, nous avons l’équation de
Codazzi pour K qui implique que

∇̂K(X, Y, Z)− ∇̂K(Y,X,Z)

=
1

2
h(Y, Z)SX − 1

2
h(X,Z)SY +

1

2
h(SX,Z)Y − 1

2
h(SY, Z)X. (1.32)

Pour la preuve de ce lemme, et deux preuves équivalentes du théorème 1.9.3, le le lecteur
peut les trouver dans [NKS94].

Proposition 1.9.2 Soit f : M −→ Rn+1 , n > 2 une hypersurface localement fortement
convexe non dégénérée munie de la structure de Blashcke,Alors

1. Il résulte de l’équation de Ricci que l’opérateur de forme affine est diagonalisable.
2. Donc M est homogène, les valeurs propres de l’opérateur de forme sont constantes

d’aprés [Nom68]
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CHAPITRE 2

RÉSULTAT DE NON EXISTENCE

Dans ce chapitre on va démontrer le premier résultat fondamental de l’article de clas-
sification [DVL93] :

Theorème 2.0.1
Il n’existe pas d’hypersurfaces de dimension 3 localement fortement convexes, localement
homogènes dans R4 dont l’opérateur de forme S a trois valeurs propres distinctes.

Pour cela on va essayer d’implanter une méthode qui diffère de celle proposée dans l’article
[DVL93].

Démonstration
Soit l’immersion F : M → R4 et M est la sous variété différentielle de dimension 3. Pour
le reste, M désignera toujours une hypersurface de Blaschke de R4 localement fortement
convexe, localement homogène. Et nous omettons d’écrire l’immersion F dans les équa-
tions.

Puisque M est localement fortement convexe, en utilisant la proposition 1.9.2, il résulte
de l’ Équation de Ricci que l’opérateur de forme affine est diagonalisable.

Au vu des hypothèses du théorème, on admet que S a trois valeurs propres distinctes
de multiplicité 1 chacune.
Soit un point p ∈ M . On construit une base tangente {e1, e2, e3} au point p et λ1, λ2, λ3
par les valeurs propres de l’opérateur de forme S, telles que

Se1 = λ1e1 Se2 = λ2e2 Se3 = λ3e3 (2.1)

Puisque M est localement fortement convexe et S a 3 valeurs propres différentes, nous
pouvons considérer des champs vectoriels tangents h-orthonormaux E1, E2, E3 sur un
voisinage de p tel que

SE1 = λ1E1 SE2 = λ2E2 SE3 = λ3E3 (2.2)

Nous introduisons les fonctions nommées les symboles de ChristoffelΓkij pour i = 1, .., 3
, j = 1, .., 3 et k = 1, .., 3 par

∇EiEj =
3∑

k=1

ΓkijEk
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Étant donné qu’à chaque point les champs vectoriels E1, E2, E3 sont déterminés de
manière unique, les fonctions Γkij sont constantes selon 1.9.2.
Notre travail consiste à trouver toutes ces fonctions, dans ce cas, le nombre à trouver est
3 ∗ 3 ∗ 3 = 27

2.1 Première étape : Equations de Codazzi et Apolarité
Dans cette section, nous donnons les valeurs de 18 Γij

k, en utilisant les équations
Codazzi, pour h et S et la condition d’apolarité.

2.1.1 Codazzi pour S

Dans le Théorème 1.8.2, l’équation de Codazzi S 1.19 est donnée comme suit :
pour tout X, Y ∈ X(M) on a

(∇XS)Y = (∇Y S)X

Donc dans la base {E1, E2, E3} et le fait que SEi = λEi (équations 3.1), il s’ensuit que

(∇EiS)(Ej) = ∇EiSEj − S(∇EiEj) pour i = 1, .., 3 j = 1, .., 3 k = 1, .., 3

On obtient donc la formule de Codazzi S

[∇EiSEj − S(∇EiEj)]− [∇EjSEi − S(∇EjEi)] = 0

on obtient les résultats suivants :

Γ1
12 = 0 Γ2

21 = 0

Γ3
31 = 0 Γ2

23 = 0

Γ3
32 = 0 Γ1

13 = 0

Γ1
23 = −(

−λ1 + λ2
λ1 − λ3

)Γ1
32

Γ3
12 = −(

−λ1 + λ3
λ2 − λ3

)Γ3
21

Γ2
31 = −(

λ2 − λ3
λ1 − λ2

)Γ2
13

2.1.2 Codazzi pour h

Dans le Théorème 1.8.2, l’équation de Codazzi h 1.18 est donnée comme suit :
pour tout X, Y ∈ X(M) on a

(∇Xh)(Y, Z) = (∇Y h)(X,Z)

Donc dans la base {E1, E2, E3} et le fait que SEi = λEi (équations 3.1), on a que

(∇Eih)(Ej, Ek) = −h(∇EiEj, Ek)− h(Ej,∇EiEk)

= −
3∑
l=1

Γlijh(Ek, El)−
3∑
l=1

Γlikh(Ej, El)
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Donc l’équation de Codazzi pour h 1.18 devient ainsi :

3∑
l=1

((Γlij − Γlji)h(Ek, El) + Γlikh(Ej, El)− Γljkh(Ei, El)) = 0

Pour i = 1, .., 3, j = 1, .., 3 et k = 1, .., 3
Depuis la formule précédente pour S on obtient donc :

Γ2
11 = 2Γ1

21 Γ1
22 = 2Γ2

12 Γ3
11 = 2Γ1

31 Γ1
33 = 2Γ3

13 Γ3
22 = 2Γ2

32 Γ2
33 = 2Γ3

23

2.1.3 Condition d’apolarité

En utilisant la condition d’apolarité 1.23

∇ωh = 0

Cette condition dans la base {E1, E2, E3} donne pour tout i = 1, .., 3 on a :

∇Eiωh = 2
3∑
j=1

h(∇EiEj, Ej) = 0

On obtient donc

Γ1
11 = −Γ2

12 − Γ3
13 Γ2

22 = −Γ1
21 − Γ3

23 Γ3
33 = −Γ1

31 − Γ2
32

2.2 Seconde étape : Equations de Gauss
Les seules équations restantes sont donc celles obtenues à partir de l’équation de Gauss.

Ici, dans le cas où la base est complètement définie d’une manière invariante équiaffine,
nous pouvons utiliser le fait que M est affine homogène implique que tous les coefficients
de connexion sont constants.
Les coefficients de connexion restants sont :

Γ2
12,Γ

3
13,Γ

1
21,Γ

3
21,Γ

2
13,Γ

3
23,Γ

1
32,Γ

1
31,Γ

2
32

Ces derniers doivent satisfaire toutes les équations de Gauss simultanément. Par consé-
quent, avant d’exploiter les équations de Gauss, nous examinons d’abord nos conditions
de départ qui s’englobent principalement sur les valeurs propres de notre opérateur de
forme {λ1, λ2, λ3} qui devront être distinctes.
Les coefficients de connexion trouvés précédemment sont affectés et pris en considération.

On rappelle que l’équation de gauss 1.17 dans le théorème 1.8.2 est donnée par

R(X, Y )Z = h(Y, Z)SX − h(X,Z)SY

Ensuite, en évaluant l’équation de Gauss dans notre cadre, nous obtenons par calcul cela
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Lemme 2.2.1 Soit M une hypersurface homogène affine localement fortement convexe.
On assume que S a trois valeurs propres distinctes de multiplicité 1. Supposons que le cadre
est choisi d’une manière invariante affine unique de telle sorte que toutes les formules
précédentes restent valides. Ensuite, tous les coefficients de connexion sont constants et
donc les équations de Gauss sont données par

G1221 − λ1 − 2Γ
2
12(3Γ

2
12 + Γ

3
13) +

2(λ2 − λ1)Γ3
21Γ1

32

λ2 − λ3

= 0

G1331 − λ1 − 2(Γ
3
13(Γ

2
12 + 3Γ

3
13) + Γ

2
13Γ

1
32) = 0

G1212 λ2 + 2Γ
2
13Γ

3
21 + 2Γ

1
21(3Γ

1
21 + Γ

3
23)

G2332 − λ2 − 2Γ
3
23(Γ

1
21 + 3Γ

3
23) +

2(λ2 − λ3)Γ2
13Γ1

32

λ1 − λ3

= 0

G1313 6Γ
1
31

2
+ 2Γ

2
32Γ

1
31 + λ3 +

2(λ3 − λ1)Γ2
13Γ3

21

λ1 − λ2

= 0

G2323 λ3 + 2Γ
3
21Γ

1
32 + 2Γ

2
32(Γ

1
31 + 3Γ

2
32) = 0

G1231 − 2Γ
2
12Γ

2
13 +

2(λ2 − λ1)Γ3
13Γ3

21

λ2 − λ3

−
2(λ1 − λ2)(Γ2

12 + Γ3
13)Γ1

32

λ1 − λ3

= 0

G1321 Γ
2
12

(
2(λ3 − λ1)Γ2

13

λ1 − λ2

− 2Γ
1
32

)
+ Γ

3
13

(
2(λ3 − λ1)Γ3

21

λ2 − λ3

− 2Γ
1
32

)
= 0

G1232 2

(
Γ
2
13(Γ

1
21 + Γ

3
23) + (λ1 − λ2)

(
Γ1
21Γ1

32

λ1 − λ3

−
Γ3
21Γ3

23

λ2 − λ3

))
= 0

G2312
2(λ2 − λ3)Γ2

13Γ3
23

λ1 − λ2

− 2Γ
3
21Γ

3
23 + 2(λ2 − λ3)Γ

1
21

(
Γ2
13

λ1 − λ2

+
Γ1
32

λ1 − λ3

)
= 0

G1323 2

(
Γ
1
31Γ

1
32 +

(λ3 − λ1)Γ2
13Γ2

32

λ1 − λ2

+
(λ1 − λ3)Γ3

21(Γ1
31 + Γ2

32)

λ2 − λ3

)
= 0

G2313 2

(
(λ2 − λ3)Γ1

31Γ1
32

λ1 − λ3

+
(λ3 − λ2)Γ2

13Γ2
32

λ1 − λ2

+ Γ
3
21(Γ

1
31 + Γ

2
32)

)
= 0

G1211 − 6Γ
2
12Γ

1
21 − Γ

3
13Γ

1
21 +

(λ2 − λ1)Γ3
21Γ1

31

λ2 − λ3

+
2(λ2 − λ1)Γ1

31Γ1
32

λ1 − λ3

= 0

G1311 − Γ
2
12Γ

1
31 − 6Γ

3
13Γ

1
31 + Γ

1
21

(
(λ3 − λ1)Γ2

13

λ1 − λ2

− 2Γ
1
32

)
= 0

G1222 Γ
2
12(6Γ

1
21 + Γ

3
23) +

(
2Γ

2
13 +

(λ2 − λ1)Γ3
21

λ2 − λ3

)
Γ
2
32 = 0

G2322 (λ2 − λ3)Γ
2
12

(
2Γ2

13

λ1 − λ2

+
Γ1
32

λ1 − λ3

)
− (Γ

1
21 + 6Γ

3
23)Γ

2
32 = 0

G1333
(λ3 − λ1)Γ2

13Γ3
23

λ1 − λ2

+
2(λ1 − λ3)Γ3

21Γ3
23

λ2 − λ3

+ Γ
3
13(6Γ

1
31 + Γ

2
32) = 0

G2333 Γ
3
13

(
2Γ

3
21 +

(λ2 − λ3)Γ1
32

λ1 − λ3

)
+ Γ

3
23(Γ

1
31 + 6Γ

2
32) = 0

G2321 − 2Γ
2
12Γ

1
31 + 2Γ

1
21Γ

1
32 + 4(Γ

2
12 − Γ

3
13)Γ

2
32 = 0

G2331 2Γ
3
13(Γ

1
21 − 2Γ

3
23) + 4Γ

2
12Γ

3
23 +

2(λ2 − λ1)Γ1
31Γ1

32

λ1 − λ3

= 0

G1312
2(λ3 − λ2)Γ2

12Γ2
13

λ1 − λ2

+ 4(Γ
1
21 − Γ

3
23)Γ

1
31 − 2Γ

1
21Γ

2
32 = 0

G1332 4Γ
3
13(Γ

1
21 − Γ

3
23) + 2Γ

2
12Γ

3
23 − 2Γ

2
13Γ

2
32 = 0

G1213 2Γ
3
13Γ

3
21 − 2Γ

3
23Γ

1
31 + 4Γ

1
21(Γ

1
31 − Γ

2
32) = 0

G1223
2(λ3 − λ1)Γ3

21Γ3
23

λ2 − λ3

+ 4Γ
2
12(Γ

1
31 − Γ

2
32) + 2Γ

3
13Γ

2
32 = 0

G2311 − 2Γ
3
13Γ

3
21 − Γ

3
23Γ

1
31 + (λ3 − λ2)

(
2Γ2

12Γ2
13

λ1 − λ2

+
(Γ2

12 + Γ3
13)Γ1

32

λ1 − λ3

)
+ Γ

1
21Γ

2
32 = 0

G1322
(λ3 − λ1)((λ3 − λ2)Γ2

13Γ1
21 + ((λ3 − λ2)Γ2

13 + 2(λ1 − λ2)Γ3
21)Γ3

23)

(λ1 − λ2)(λ2 − λ3)
+ Γ

2
12Γ

1
31 + 2Γ

1
21Γ

1
32 − Γ

3
13Γ

2
32 = 0

G1233 Γ
3
13Γ

1
21 − Γ

2
12Γ

3
23 +

2(λ1 − λ2)Γ1
31Γ1

32

λ1 − λ3

− 2Γ
2
13Γ

2
32 +

(λ1 − λ2)Γ3
21(Γ1

31 + Γ2
32)

λ2 − λ3

= 0

Notez que dans le système précédent Gijkl signifie la composante de l’équation de Gauss
pour X = Ei, Y = Ej , Z = Ek dans la direction de El.
La résolution de ce système nous mène à plusieurs cas avec différents degrés.
Nous montrerons que tous les cas possibles conduisent à une contradiction
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Remarque 2.2.1
- Chaque cas est nommé selon ces conditions sous lesquelles il est étudié.
-Les coefficients de connexion doit être réels.
-Les valeurs propres sont distinctes.
- Les cas et sous cas sont étudiée indépendamment.
-Aprés chaque opération,les équations de Gauss sont recalculées.

Commençons par l’équation G1321

Γ2
12

(
2Γ2

13(λ3 − λ1)
λ1 − λ2

− 2Γ1
32

)
+ Γ3

13

(
2Γ3

21(λ3 − λ1)
λ2 − λ3

− 2Γ1
32

)
= 0 (2.3)

On précise deux Types possibles principaux : Type I : (Γ2
12,Γ

3
13) = (0, 0)

Type II : (Γ2
12,Γ

3
13) 6= (0, 0)

2.2.1 Type I

Ce type est caractérisé par
(Γ2

1,2,Γ
3
1,3) = (0, 0)

on obtient la G2321
2Γ1

21Γ
1
32 = 0 (2.4)

Deux cas sont envisagés tel que : CasA : Γ1
21 6= 0

CasB : Γ1
21 = 0

•Cas I.A :

Ce cas est basé sur la condition suivante

Γ1
21 6= 0

Donc selon (2.4), il résulte que Γ1
32 = 0.

Cela génère les équations G1221 et G1311 données respectivement

−λ1 = 0 et
Γ2
13Γ

1
21(λ3 − λ1)
λ1 − λ2

= 0

De G1221, on obtient λ1=0 ce qui nous mène a poser la condition

λ2 6= 0 et λ3 6= 0 (2.5)

D’après G1311, on obtient Γ2
13 = 0 car le reste des facteurs sont non nulles.
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Considérons l’équation G1211 :

λ2Γ
3
21Γ

1
31

λ2 − λ3
= 0 (2.6)

Cela mène à distinguer 2 sous cas : Cas 1 : Γ3
21 6= 0

Cas 2 : Γ3
21 = 0

∗Cas I.A.1 : Γ3
21 6= 0

D’après 2.6 :
Γ1
31 = 0

on obtient donc les équations G2313 et G2312 données respectivement

2Γ3
21Γ

2
32 = 0 et − 2Γ3

21Γ
3
23 = 0

D’une part, G2313 implique que Γ2
32 = 0 et d’autre part G2312 implique que Γ3

23 = 0
En substituant ces valeurs l’équation G2332 est donnée ainsi

λ2 = 0

Ce qui est contradictoire avec la condition posée précédemment 2.5

∗Cas I.A.2 : Γ3
21 = 0

Après l’affectation, la G2332 et G2323 sont données respectivement

−λ2 − 2Γ3
23(Γ

1
21 + 3Γ3

23) = 0 et λ3 + 2Γ2
32(Γ

1
31 + 3Γ2

32) = 0

d’après 2.5 on doit avoir nécessairement les conditions suivantes

Γ3
23 6= 0 et Γ2

32 6= 0 (2.7)

En utilisant la G2322 donné ainsi :

−(Γ1
21 + 6Γ3

23)Γ
2
32 = 0

d’aprés la condition 2.7,il s’ensuit que Γ1
21 + 6Γ3

23 = 0
ce qui est équivaut à Γ1

21 = −6Γ3
23

en substituant, les équations G1212 et G2332 sont données respectivement

λ2 + 204(Γ3
23)

2 = 0 et − λ2 + 6(Γ3
23)

2 = 0

par comparaison et en tenant compte que Γ3
23 6= 0 on remarque que λ2 possède 2 valeurs

différentes non nulles, ce qui implique une contradiction.
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•Cas I.B :

Ce cas est basé sur le fait que Γ1
21 = 0 On obtient l’équation G2311 donné ainsi :

−Γ3
23Γ

1
31 = 0

celle-ci mène a diviser 2 sous cas : Cas 1 : Γ3
23 6= 0

Cas 2 : Γ3
23 = 0

∗Cas I.B.1 : Γ3
23 6= 0

La G2311 implique donc Γ1
31 = 0

Cela génère l’équation G2322 donnée par

−6Γ3
23Γ

2
32 = 0

selon la condition du sous cas étudié on a nécessairement Γ2
32 = 0.

On obtient l’équation G1223 :

2Γ3
21Γ

3
23(λ3 − λ1)
λ2 − λ3

= 0

Il se résulte que Γ3
21 = 0 car les autres facteurs de l’équations sont non nulles.

On obtient donc les équations G1221 et G1212 données respectivement

λ1 = 0 et λ2 = 0

Ce qui est une contradiction car nos valeurs propres sont distinctes.

∗Cas I.B.2 : Γ3
23 = 0

L’équation G1332 est donnée par

−2Γ2
13Γ

2
32 = 0 (2.8)

En utilisant cette dernière, deux cas auxiliaires s’imposent : Cas i : Γ2
32 6= 0

Cas ii : Γ2
32 = 0

Cas B.2.i : Γ2
32 6= 0

L’équation 2.8 implique que Γ2
13 = 0.

Après affectation, on obtient les deux équations citées respectivement, G1331 et ¨G1212

λ1 = 0 et λ2 = 0

Ce qui est une contradiction car les valeurs propres sont distinctes.
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Cas B.2.ii : Γ2
32 = 0

On rappelle les conditions présentes

Γ1
32 6= 0 Γ3

21 6= 0 Γ2
13 6= 0 (2.9)

On obtient l’équation G2331
2Γ1

31Γ
1
32(λ2 − λ1)
λ1 − λ3

= 0

Donc d’après 2.9, il s’ensuit que Γ1
31 = 0

En substituant, l’équation G1312 est donnée par :

2Γ2
12Γ

2
13(λ3 − λ2)
λ1 − λ2

= 0

D’après 2.9, il se résulte que Γ2
12 = 0.

Maintenant, soit le système

G1331 : −λ1 − 2Γ2
13Γ

1
32 = 0

G1212 : λ2 + 2Γ2
13Γ

3
21 = 0

G2332 :
2Γ2

13Γ
1
32(λ2 − λ3)
λ1 − λ3

− λ2 = 0

G1313 :
2Γ2

13Γ
3
21(λ3 − λ1)
λ1 − λ2

+ λ3 = 0

La résolution de ce système oblige une condition λ3 = λ2 = 0 ce qui est contradictoire.
Finalement, il n’existe pas de solution d’existence pour le type I.

2.2.2 Type II

Ce type est caractérisé par
(Γ2

12,Γ
3
13) 6= (0, 0)

Notre équation principale G1321

Γ2
12

(
2Γ2

13(λ3 − λ1)
λ1 − λ2

− 2Γ1
32

)
+ Γ3

13

(
2Γ3

21(λ3 − λ1)
λ2 − λ3

− 2Γ1
32

)
= 0 (2.10)

Selon la condition caractéristique, il existe α1 telle que (La notion des vecteurs colinéaires)

Γ3
21 =

(λ2 − λ3)(α1Γ
2
12 + 2Γ1

32)

2(λ3 − λ1)
et Γ2

13 =
(λ1 − λ2)(2Γ1

32 − α1Γ
3
13)

2(λ3 − λ1)
On a l’équation de Gauss G1232

α1(Γ
2
12Γ

3
23 + Γ3

13(Γ
1
21 + Γ3

23))(λ1 − λ2)
λ1 − λ3

= 0

Deux sous cas sont discutés selon α1 Cas A : α1 6= 0

Cas B : α1 = 0
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•Cas II.A :

Ce cas est basé sur le fait que
α1 6= 0

Depuis la G1232, il existe α2 telle que

Γ1
21 = α2Γ

2
12 − Γ3

23 et Γ3
23 = −α2Γ

3
13

Cela génère la G1323 donnée par :

−α1(Γ
3
13Γ

2
32 + Γ2

12(Γ
1
31 + Γ2

32)) = 0

Pour la même raison (α1 6= 0), on peut écrire :

Γ1
31 = α3Γ

3
13 − Γ2

32 et Γ2
32 = −α3Γ

2
12

Maintenant ,en additionnant G2322 et G2332 on obtient :

(Γ2
12 + Γ3

13)(α2α3(λ1 − λ3)(Γ2
12 − Γ3

13) + (−λ2 + λ3)Γ
1
32)

λ1 − λ3
= 0

On remarque qu’on peut souligner 2 sous cas auxiliaires : Cas 1 : Γ2
12 = 0

Cas 2 : Γ2
12 6= 0

* Cas II.A.1 :Γ2
12 = 0

Comme Γ2
12 = 0, on doit avoir nécessairement Γ3

13 6= 0 selon la condition du cas principal
II.
L’équation G1332 citée sous la forme :

8α2(Γ
3
13)

2 = 0

selon la condition précedente,il s’impose que α2 = 0.
On obtient la G1311

−6α3(Γ
3
13)

2 = 0

de la même façon, on a α3 = 0
On obtient l’équation G2311

Γ3
13Γ

1
32(λ3 − λ2)
λ3 − λ1

= 0

toujours pour la même condition (Γ3
13 6= 0), il résulte que Γ1

32 = 0 Ceci implique les deux
équations G1221 et G1212 données respectivement

λ1 = 0 et λ2 = 0

ce qui est une contradiction car les valeurs propres sont distinctes.
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* Cas II.A.2 : Γ2
12 6= 0

L’équation G1311 est donnée par

−1

2
(Γ2

12 + Γ3
13)(2α3(Γ

2
12 + 6Γ3

13) + α2(α1Γ
3
13 + 2Γ1

32)) = 0

On envisage trois cas secondaire au cas 2
Cas i : Γ3

13 = −Γ2
12

Cas ii : α2 6= 0

Cas iii : α2 = 0

Cas A.2.i : Γ3
13 = −Γ2

12

On obtient les deux équations G2321 et G2332 données respectivement :

−8α3(Γ
2
12)

2 = 0 et 8α2(Γ
2
12)

2 = 0

la condition principale (Γ2
12 6= 0) implique que

α3 = 0 et α2 = 0

On obtient l’équation G2333 :

Γ2
12(λ2 − λ3)(α1Γ

2
12 + Γ1

32)

λ1 − λ3
= 0

toujours pour la même condition,il se résulte que

α1Γ
2
12 + Γ1

32 = 0

ce qui est équivaut à
Γ1
32 = −α1Γ

2
12

en substituant, l’équation G1312 résulte

α1(Γ
2
12)

2(λ2 − λ3)
λ3 − λ1

= 0

Les conditions nous mènent a imposer que λ2 − λ3 = 0 ce qui est contradictoire.

Cas A.2.ii : α2 6= 0
Depuis l’équation G1311 on a

Γ1
32 =

1

2

(
−α1Γ

3
13 −

2α3(Γ
2
12 + 6Γ3

13)

α2

)
L’affectation génère l’équation G1322

−(α1α2 + 4α3)Γ
2
12Γ

3
13 = 0
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on divise la discussion de cette dernière en deux partie :
-Partie 1 : Γ3

13 = 0
On a l’équation G2321

−8α3(Γ
2
12)

2 = 0

selon les conditions, il s’impose que α3 = 0.
En substituant ce résultat, on obtient les équations G1331 et G2332 données respective-
ment

−λ1 = 0 et − λ2 = 0

ce qui est une contradiction.

-Partie 2 : Γ3
13 6= 0

On doit donc admettre que α1α2 + 4α3 = 0, ce qui est équivaut à α3 = −1
4
(α1α2) par

substitution, l’équation G2321 est donnée par

2α1α2((Γ
2
12)

2 + Γ2
12Γ

3
13 + (Γ3

13)
2) = 0

La résolution de cette dernière par rapport Γ3
13 implique une solution unique qui est nulle

ce qui est contradictoire aux conditions.

Cas A.2.iii : α2 = 0
L’équation G2322 s’ensuit :

Γ2
12(λ2 − λ3)(α1Γ

3
13 − Γ1

32)

λ1 − λ3
= 0

selon les conditions précédente principales on a nécessairement α1Γ
3
13−Γ1

32 = 0 ce qui est
équivaut à Γ1

32 = α1Γ
3
13

La substitution génère l’équation

α1Γ
2
12Γ

3
13(λ2 − λ3)

λ1 − λ3
= 0

le seul facteur qui peut être nul est Γ3
13 donc l’équation implique Γ3

13 = 0
on obtient donc les équations G1331 et G1212 données respectivement

−λ1 = 0 et λ2 = 0

ce qui est une contradiction.

•Cas B :

Ce cas est basé sur le fait que
α1 = 0

Les équations G1221 et G1331 s’en suivent respectivement

2(Γ1
32)

2(λ1 − λ2)
λ1 − λ3

− 2Γ2
12(3Γ2

12 + Γ3
13)− λ1 = 0

2(Γ1
32)

2(λ1 − λ2)
λ1 − λ3

− 2Γ3
13(Γ

2
12 + 3Γ3

13)− λ1 = 0
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L’opération G1221−G1331
6

donne l’expression suivante :

−(Γ2
12)

2 + (Γ3
13)

2 = 0

Celle-ci nous permet d’envisager deux cas auxiliaires : Cas 1 : Γ3
13 = Γ2

12

Cas 2 : Γ3
13 = −Γ2

12

*Cas II.B.1 : Γ3
13 = Γ2

12

Après affectation on obtient la G2321 :

−2Γ2
12Γ

1
31 + 2Γ1

21Γ
1
32 = 0

on rappelle la condition principale (Γ2
12,Γ

3
13 6= 0), cela génère deux cas secondaire au cas

1 :  Cas i : Γ1
32 6= 0

Cas ii : Γ1
32 = 0

Cas B.1.i : Γ1
32 6= 0

On a l’équation G2321 :
−2Γ2

12Γ
1
31 + 2Γ1

21Γ
1
32 = 0

cela démontre l’existence de α4 tel que
Γ1
21 = α4Γ

2
12

Γ1
31 = α4Γ

1
32

en substituant, l’équation G1311 :

−8α4Γ
2
12Γ

1
32 = 0

d’après les conditions, il se résulte que α4 = 0.
On obtient l’équation G1312 :

2Γ2
12Γ

1
32(λ3 − λ2)
λ3 − λ1

= 0

depuis les condition cette équation nous impose que λ3− λ1 = 0 ce qui est une contradic-
tion.

Cas B.1.ii : Γ1
32 = 0

Après affectation on obtient les équations G1211 et 1311 respectivement :

−7Γ2
12Γ

1
21 = 0 et − 7Γ2

12Γ
1
31 = 0

les conditions impliquent que

Γ1
31 = 0 et Γ1

21 = 0

Cela génère les deux équations G1212 et G1313 respectivement

λ2 = 0 et λ3 = 0

donc une contradiction.
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*Cas II.B.2 : Γ3
13 = −Γ2

12

Soulignons l’équation G1311
5Γ2

12Γ
1
31 − Γ1

21Γ
1
32 = 0

comme Γ2
12 est non nul,on discute selon Γ1

32 en deux cas Cas i : Γ1
32 6= 0

Cas ii : Γ1
32 = 0

Cas B.2.i : Γ1
32 6= 0

De la même façon du cas précédent B.1.i et après affectation, on obtient l’équation G2321

8Γ2
12(α4Γ

1
32 + Γ2

32) = 0

comme Γ2
12 6= 0 alors α4Γ

1
32 + Γ2

32 = 0 ce qui est équivaut à Γ2
32 = −α4Γ

1
32

par substituant,on obtient l’équation G1322

(5α4Γ
2
12 + Γ3

23)Γ
1
32 = 0

ce qui est équivaut à 5α4Γ
2
12 + Γ3

23 = 0,donc on pourra remplacer tel que Γ3
23 = −5α4Γ

2
12.

Pour étudier les équations restantes, on va essayer de résoudre le système suivant

G1313 :
2(Γ1

32)
2 (2α2

4(λ1 − λ3)− λ2 + λ3)

λ1 − λ3
+ λ3 = 0

G1211 :
α4(Γ

1
32)

2(λ2 − λ1)
λ1 − λ3

− 25α4(Γ
2
12)

2 = 0

G1221 :
2(Γ1

32)
2(λ1 − λ2)

λ1 − λ3
− 4(Γ2

12)
2 − λ1 = 0

G2331 :
2α4(Γ

1
32)

2(λ2 − λ1)
λ1 − λ3

− 50α4(Γ
2
12)

2 = 0

G1212 : 100α2
4(Γ

2
12)

2 +
2(Γ1

32)
2(λ1 − λ2)(λ2 − λ3)

(λ1 − λ3)2
+ λ2 = 0

G1312 : 2Γ2
12Γ

1
32

(
25α2

4 +
λ2 − λ3
λ1 − λ3

)
= 0

G2333 :
Γ2
12Γ

1
32

(
25α42(λ1 − λ3) + λ2 − λ3

)
λ1 − λ3

= 0

La résolution de ce système nous mène a plusieurs contradictions car elle impose

λ2 = λ3 = 0

.
Cas B.2.ii :Γ1

32 = 0
Ce cas génère une contradiction qui est démontré de la même façon du cas B.1.ii

Finallement, tous les cas possibles ont aboutit à des contradictions pour les deux types
étudiés ce qui démontre le théorème de non existence.
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CHAPITRE 3

RÉSULTAT D’EXISTENCE

Dans ce chapitre on va démontrer le deuxième résultat fondamental de l’article de
classification [DVL93] :

Theorème 3.0.1
Soit M3 une hypersurface localement fortement convexe et localement homogène dans R4,
dont l’opérateur de forme a deux valeurs propres distinctes. Alors M est affine équivalent
à la partie convexe de l’une des hypersurfaces suivantes :

(y − 1

2
(x2 + z2))4w2 = 1

(y − 1

2
x2)3(z − 1

2
w2)3 = 1

(y − 1

2
x2)3v2w2 = 1

(y − 1

2
x2 − 1

2

w2

z
)4z3 = 1

Pour cela on va essayer d’implanter une méthode qui diffère de celle proposée dans l’article
[DVL93].

Soit l’immersion F : M → R4 et M est la sous variété différentielle de dimension
3. Pour le reste, M désignera toujours une hypersurface de Blaschke de R4 localement
fortement convexe, localement homogène.Et nous omettons d’écrire l’immersion f dans
les équations.

Puisque M est localement fortement convexe, en utilisant la proposition 1.9.2, il résulte
de l’ Équation de Ricci que l’opérateur de forme affine est diagonalisable.

Au vu des hypothèses du théorème, on admet que S a deux valeurs propres distinctes.
Soit un point p ∈M . On construit une base tangente {e1, e2, e3} au point p et λ1, λ2 par
les valeurs propres de l’opérateur de forme S, telles que

Se1 = λ1e1 Se2 = λ2e2 Se3 = λ2e3 (3.1)

32



Puisque M est localement fortement convexe et S a 2 valeurs propres différentes, nous
pouvons considérer des champs vectoriels tangents h-orthonormaux E1, E2, E3 sur un
voisinage de p tel que

SE1 = λ1E1 SE2 = λ2E2 SE3 = λ2E3 (3.2)

Nous introduisons les fonctions Γkij nommées symboles de Christoffel pour i = 1, .., 3,
j = 1, .., 3 et k = 1, .., 3 par

∇EiEj =
3∑

k=1

ΓkijEk

Dans le cas ou à chaque point les champs vectoriels E1, E2, E3 sont déterminés de
manière unique, les fonctions Γkij sont constantes selon 1.9.2.
Notre travail consiste à trouver toutes ces fonctions dont le nombre est 3 ∗ 3 ∗ 3 = 27

3.1 Première étape : Equations de Codazzi et apolarité
Dans cette section, nous donnons les valeurs de Gammas, en utilisant les équations

Codazzi, pour h et S et la condition d’apolarité.

3.1.1 Codazzi pour S

Dans le Théorème 1.8.2, l’équation de Codazzi S 1.19 est donnée comme suit :
pour tout X, Y ∈ X(M) on a

(∇XS)Y = (∇Y S)X

Donc dans la base {E1, E2, E3} et le fait que SEi = λEi (équations 3.1), on a que

(∇EiS)(Ej) = ∇EiSEj − S(∇EiEj) pour i = 1..3 j = 1..3

On obtient donc la formule de Codazzi S

[∇EiSEj − S(∇EiEj)]− [∇EjSEi − S(∇EjEi)] = 0

En remplaçant i, j, k on obtient les résultats suivant :

Γ1
12 = 0 Γ2

21 = 0 Γ3
21 = 0 Γ1

13 = 0 Γ2
31 = 0 Γ3

31 = 0 Γ1
32 = Γ1

23

3.1.2 Codazzi pour h

Dans le Théorème 1.8.2, l’équation de Codazzi h 1.18 est donnée comme suit :
pour tout X, Y ∈ X(M) on a

(∇Xh)(Y, Z) = (∇Y h)(X,Z)

Donc dans la base {E1, E2, E3} et le fait que SEi = λEi (équations 3.1), il s’ensuit que

(∇Eih)(Ej, Ek) = −h(∇EiEj, Ek)− h(Ej,∇EiEk)

= −
3∑
l=1

Γlijh(Ek, El)−
3∑
l=1

Γlikh(Ej, El)
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Donc l’équation de Codazzi pour h 1.18 devient ainsi :

3∑
l=1

((Γlij − Γlji)h(Ek, El) + Γlikh(Ej, El)− Γljkh(Ei, El)) = 0

Pour i = 1, .., 3, j = 1, .., 3 et k = 1, .., 3
Depuis la formule précédente pour S on obtient donc :

Γ1
21 =

1

2
Γ2
11 Γ1

22 = 2Γ2
12

Γ1
23 = Γ3

12 + Γ2
13 Γ1

31 =
1

2
Γ3
11

Γ1
33 = 2Γ3

13 Γ2
33 = 2Γ3

23 − Γ3
32

Γ2
32 =

1

2
Γ3
22 +

1

2
Γ2
23

3.1.3 Condition d’apolarité

En utilisant la condition d’apolarité 1.23

∇ωh = 0

Cette condition dans la base {E1, E2, E3} donne pour tout i = 1, .., 3 on a :

∇Eiωh = 2
3∑
j=1

h(∇EiEj, Ej) = 0

On obtient donc

Γ1
11 = −Γ2

12 − Γ3
13 Γ2

22 =
1

2
(−Γ2

11 − 2Γ3
23) Γ3

33 =
1

2
(−Γ3

11 − Γ3
22 − Γ2

23)

3.2 Seconde étape : Equations de Gauss
Par conséquent, les seules équations restantes sont celles obtenues à partir de l’équation

de Gauss. Ici, dans le cas où la base est complètement définie de manière invariante, le
fait que M est un affine homogène implique que tous les coefficients de connexion sont
constants. Ce n’est bien entendu pas le cas lorsque la base n’est pas définie de manière
unique. Par conséquent, avant d’exploiter les équations de Gauss, nous examinons d’abord
les degrés de liberté. Le fait que nous ayons,une valeur propre de multiplicité deux, signifie
qu’il y a une rotation possible dans la direction de E = span {E2, E3} qui est l’espace
propre relative à λ2.Cette rotation est donné par

Ẽ2 = cos sE2 + sin sE3 (3.3)

Ẽ3 = −sin sE2 + cos sE3 (3.4)

Cependant, on voit que le vecteur T défini par :

T = K(Ẽ2, Ẽ2) +K(Ẽ3, Ẽ3)

est indépendant de n’importe rotation, de plus si on écrit T = V + W tq V ∈ Ẽ2 et
W ∈ Ẽ3, les deux composantes sont définies d’une façon affine et invariante.
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Pour étudier tous les inter-changements des espaces propres ainsi, on doit distinguer ces
cas possibles muni des conditions de fixation de repère :

Type 1 :

{
V 6= 0

W = 0
(3.5)

Pour le cas T = 0, on a que

Γ3
11 = 0 et Γ2

11 = 0 (3.6)

On remarque donc l’opérateur K(E1, E2), K(E1, E3)(
0 Γ2

12
1
2
(Γ3

12 + Γ2
13)

0 1
2
(Γ3

12 + Γ2
13) Γ3

13

)
l’opérateur symétrique a deux valeurs propres distinctes. Dans ce cas, nous pouvons choisir
diagonaliser dans le sens de l’espace propre correspondant ce qui veut dire que Γ2

13=−Γ3
12

il s’ensuit que (
0 Γ2

12 0
0 0 Γ3

13

)
On peut fixé le repère on prenant E2 dans la direction de la grande valeur propre et
E3 dans l’autre, cela nous mène à diviser deux types selon les valeurs des deux valeurs
propres.

Type 2 :

{
T = 0

Γ2
12 6= Γ3

13

(3.7)

Type 3 :

{
T = 0

Γ2
12 = Γ3

13

(3.8)

Nous étudierons tous les types, l’un après l’autre, dans différents chapitres. Notez que
dans la base est déterminée de manière fixe dans la direction de E1.Les conditions précé-
dentes permet d’ introduire une base unique, dans l’ordre pour chaque type l’application
du lemme suivant sera possible.
En évaluant l’équation de Gauss dans notre base, nous obtenons le lemme suivant
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Lemme 3.2.1
Soit M une hypersurface affine homogène fortement et localement convexe. Supposons que
M a deux valeurs propres distinctes, l’une d’elles de multiplicité 1 et l’autre de multiplicité
2. Supposons que la base est choisie d’une manière invariante affine unique de telle sorte
que tous les précédents formules restent valables. Alors tous les coefficients de connexion
sont constants et donc les équations de Gauss sont données par

G1221 − λ1 − 2(Γ
3
12(Γ

3
12 + Γ

2
13) + Γ

2
12(3Γ

2
12 + Γ

3
13)) = 0

G1231 − 2(Γ
2
12(Γ

3
12 + 2Γ

2
13) + (2Γ

3
12 + Γ

2
13)Γ

3
13) = 0

G1321 − 2(Γ
2
12(Γ

3
12 + 2Γ

2
13) + (2Γ

3
12 + Γ

2
13)Γ

3
13) = 0

G1331 − λ1 − 2(Γ
2
13(Γ

3
12 + Γ

2
13) + Γ

3
13(Γ

2
12 + 3Γ

3
13)) = 0

G1212
3

2
Γ
2
11

2
+ Γ

3
23Γ

2
11 + λ2 − Γ

3
11Γ

2
23 = 0

G1213 Γ
2
11(Γ

3
11 − Γ

3
22)− Γ

3
11Γ

3
23 = 0

G2322
1

4
(Γ

2
11(Γ

2
23 − Γ

3
22)− 12Γ

3
22Γ

3
23 + 6(Γ

3
22 + Γ

2
23)Γ

3
32) = 0

G1313 λ2 +
1

2
Γ
3
11(3Γ

3
11 + Γ

3
22 + Γ

2
23)− Γ

2
11Γ

3
32 = 0

G2333
1

2
((Γ

3
11 + 6Γ

3
22)Γ

3
23 − (Γ

3
11 + 3(Γ

3
22 + Γ

2
23))Γ

3
32) = 0

G1211
1

2
(−Γ

3
11(3Γ

3
12 + 2Γ

2
13)− Γ

2
11(6Γ

2
12 + Γ

3
13)) = 0

G1311
1

2
(−Γ

2
11(2Γ

3
12 + 3Γ

2
13)− Γ

3
11(Γ

2
12 + 6Γ

3
13)) = 0

G2311
1

4
(Γ

2
11(Γ

3
22 − Γ

2
23) + 2Γ

3
11(Γ

3
32 − Γ

3
23)) = 0

G1312 Γ
2
11

(
Γ
3
11 −

1

2
Γ
3
22 −

1

2
Γ
2
23

)
+ Γ

3
11(Γ

3
32 − 2Γ

3
23) = 0

G2332
1

2
(−2λ2 − Γ

2
23(Γ

3
11 + Γ

3
22 + 3Γ

2
23)− (Γ

2
11 + 6Γ

3
23 − 2Γ

3
32)(2Γ

3
23 − Γ

3
32)) = 0

G2323
1

2
(2λ2 + Γ

3
22(Γ

3
11 + 3Γ

3
22 + Γ

2
23) + Γ

3
32(Γ

2
11 + 2(Γ

3
23 + Γ

3
32))) = 0

G1222 Γ
2
13Γ

3
22 −

1

2
Γ
3
12(Γ

3
22 + 3Γ

2
23) + Γ

2
12(3Γ

2
11 + Γ

3
23) = 0

G1232 Γ
2
11(Γ

3
12 + 2Γ

2
13)− Γ

3
13Γ

2
23 + 2(Γ

2
13 − Γ

3
12)Γ

3
23 + Γ

3
12Γ

3
32 = 0/

Notez que dans le lemme précédent, Gijkl signifie la composante de l’équation de Gauss
pour X = Ei, Y = Ej, Z = Ek en direction de El.

36



CHAPITRE 4

HYPERSURFACES DE TYPE 1

Ce chapitre est consacré aux études de type 1 données par le système 3.5.

Type 1 :
{
V 6= 0
W = 0

(4.1)

Comme mentionné précédemment, la base est complètement déterminé en fixant l’angle
s de la rotation pour avoir E2 en direction de V ce qui fixe E3 orthogonal à E2, ainsi nous
pouvons donc appliquer le lemme précédent.

Comme M est de type 1, nous avons que

Γ3
11 = 0 et Γ2

11 6= 0 (4.2)

D’après G1213 : −Γ2
11Γ

3
22 = 0 on en déduit que Γ3

22 = 0 car Γ2
11 6= 0

Pour la même cause on a :
d’après G2311, G1211, G1311, on a respectivement

Γ2
23=0

Γ3
13=− 6Γ2

12

Γ3
12=−

3

2
Γ2
13

En utilisant G1323
−Γ2

12Γ
3
32 = 0 (4.3)

on divise deux sous cas : {
Cas a : Γ2

12 6= 0
Cas b : Γ2

12 = 0

• Cas a Γ2
12 6= 0

D’après (4.3) on a Γ3
32 = 0,

en utilisant G1313, on en déduit que λ2 = 0.
D’après G1231 : −25Γ2

12Γ
2
13 = 0 on a que

Γ2
13 = 0
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L’addition de G1221 et G1331 résulte que

210(Γ2
12)

2 = 0

ce qui est une contradiction car
Γ2
12 6= 0

• Cas b Γ2
12 = 0

La soustraction de G1221 et G1331 donne que

−5

2
(Γ2

13)
2 = 0

ce qui est équivaut à
Γ2
13 = 0

D’après G1221 on en déduit que
λ1 = 0

Il est nécessaire de noter ici une nouvelle condition sur la deuxième valeur propre tq

λ2 6= 0

Pour le reste, on étudie la résolution du système suivant par rapport aux variables
Γ2
11,Γ

3
23,Γ

3
32 

G1212 : 3
2
(Γ2

11)
2 + Γ3

23Γ
2
11 + λ2 = 0

G1313 : λ2 − Γ2
11Γ

3
32 = 0

G2332 : −λ2 − 1
2
(Γ2

11 + 6Γ3
23 − 2Γ3

32)(2Γ3
23 − Γ3

32) = 0

G2323 : λ2 + 1
2
Γ3
32(Γ

2
11 + 2(Γ3

23 + Γ3
32)) = 0

La résolution a aboutie à quatre cas possible
Cas 1 : Γ2

11 = −2
√
−λ2√
3
, Γ3

32 = 1
2

√
3
√
−λ2, Γ3

23 = 1
2

√
3
√
−λ2

Cas 2 : Γ2
12 = 2

√
−λ2√
3
, Γ3

32 = −1
2

√
3
√
−λ2, Γ3

23 = −1
2

√
3
√
−λ2

Cas 3 : Γ2
12 = −1

2

√
3
√
−λ2, Γ3

32 = 2
√
−λ2√
3
, Γ3

23 =
√
−λ2

4
√
3

Cas 4 : Γ2
12 = 1

2

√
3
√
−λ2, Γ3

32 = −2
√
−λ2√
3
, Γ3

23 = −
√
−λ2

4
√
3

et tous les autres gammas sont nuls pour chaque cas.
Après avoir déterminer tous les gammas du type 1, le travail consiste maintenant à
quantifier ces coefficients pour atteindre une des équations du théorème 3.0.1.

Remarque 4.0.1
Dans la suite du travail on notes les dérivées partielles d’une quelconque fonction f

fx =
df

dx
, fy =

df

dy
, fz =

df

dz
, fxx =

dfx
dx
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4.1 Cas b.1
On rapelle les valeurs de nos coefficients et des valeurs propres.

Les connexions :



∇e1e2 = {0, 0, 0}
∇e1e3 = {0, 0, 0}
∇e3e1 = {0, 0, 0}
∇e1e1 =

{
0,−2

√
−λ2√
3
, 0
}

∇e2e1 =
{
−
√
−λ2√
3
, 0, 0

}
∇e2e2 =

{
0,−

√
−λ2

2
√
3
, 0
}

∇e2e3 =
{

0, 0, 1
2

√
3
√
−λ2

}
∇e3e2 =

{
0, 0, 1

2

√
3
√
−λ2

}
∇e3e3 =

{
0, 1

2

√
3
√
−λ2, 0

}

(4.4)

Valeurs propres
{
λ2 6= 0
λ1 = 0

(4.5)

À partir de là, nous pouvons montrer ce qui suit

Theorème 4.1.1 [DVL93]
Soit M3 une hypersurface localement fortement convexe et localement homogène dans R4,
dont l’opérateur de forme a deux valeurs propres distinctes. Alors M est affine équivalent
à la partie convexe de l’ hypersurface suivante :

(y − 1

2
x2)3v2w2 = 1

4.1.1 Démonstration

Calcul des crochets de lie

On rapelle la formule du crochet de Lie 1.2 dans notre base

[Ei, Ej] = ∇EiEj −∇EjEi

[E1, E2] =

{√
−λ2√

3
, 0, 0

}
[E1, E3] = {0, 0, 0} [E2, E3] = {0, 0, 0} (4.6)

Puisque les crochet de Lie dans R4 sont nulles, on va annuler tous les crochet de lie pour
cela considérons une nouvelle base tel que

E∗1 = ρE1, E∗2 = E2 , E∗3 = E3 (4.7)

où ρ est une fonction dans M .
Une nouvelle computation donne que

[E∗1 , E
∗
2 ] = (ρ

√
−λ2√

3
− E2(ρ))E1

[E∗1 , E
∗
3 ] = {0, 0, 0}

[E∗2 , E
∗
3 ] = {0, 0, 0}
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Pour avoir

[E∗1 , E2] = 0 (4.8)
∇ρE1E2 −∇E2ρE1 = 0 (4.9)
ρ∇E1E2 − E2(ρ)E1 − ρ∇E1E2 = 0 (4.10)

équivaut à E2(ρ) = ρ

√
−λ2√

3
(4.11)

d’ou E2(ln(ρ)) =

√
−λ2√

3
(4.12)

Maintenant, on a la 1-forme fermée défini par

ω(E1) =

√
−λ2√

3

Il existe donc une fonction locale telles que ω = dlnρ.

Passage aux cordonnées

En utilisant la fonction ω, nous voyons maintenant que par rapport à la nouvelle base
tous les coefficients de connexion disparaissent. Il existe donc des coordonnées locales
(x, y, z) tel que

∂

∂x
= E∗1 = ρE1,

∂

∂y
= E∗2 = E2,

∂

∂z
= E∗3 = E3 (4.13)

Une intégration entre 4.12 et 4.13 nous donne que

ρ = αe
√
−λ2√

3
y

où α est une constante positive. Par une transformation affine on peut poser que α = 1

ρ = e
√
−λ2√

3
y (4.14)

Calcul de l’immersion

On note l’immersion F : M ↪→ R4

D’après la définition de l’opérateur de forme affine S et la formule 1.8 : DEiξ = −SEi ,
on obtient

ξx = DρE1ξ = −λ1E1 = 0 (4.15)
ξy = DE2ξ = −λ2E2 = Fy (4.16)
ξz = DE3ξ = −λ2E3 = Fz (4.17)

Ainsi, on calcule les dérivées partielles de F , commençons par le calcul de Fxx. D’une
part, d’après la formule 1.24, on a

DXY (F ) = ∇XY + h(X, Y )ξ
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d’autre part on a le système de cordonnées 4.13.On obtient donc

Fxx = DρE1ρE1 = ∇ρE1ρE1 + h(ρE1, ρE1)ξ

= ρ(∇E1ρE1) + ρ2h(E1, E1)ξ

= ρ(E1(ρ) + ρ∇E1E1) + ρ2ξ

En remplaçant depuis 4.4 et 4.14, on obtient donc

Fxx = ρ2
(
ξ − 2

√
−λ2√
3

Fy

)
Dans ce qui suit, tout dérivée partielle est calculée de la même manière :

Fxx = ρ2
(
ξ − 2

√
−λ2√
3

Fy

)
Fxy = 0

Fxz = 0

Fyy = ξ −
√
−λ2

2
√

3
Fy

Fyz =
1

2

√
3
√
−λ2Fz

Fzz =
1

2

√
3
√
−λ2Fy + ξ

(4.18)

En prenant la dérivée de Fyy, nous obtenons

Fyyy +

√
−λ2

2
√

3
Fyy + λ2Fy = 0

Le résultat est une EDO en direction de y, la résolution suit la démarche suivante :
Posons Fy = g on a donc

gyy +

√
−λ2

2
√

3
gy + λ2g = 0

Ceci est une EDO de deuxième degré, calculons donc le discriminant δ = −49λ
12

étant positive, il se résulte les deux solutions ainsi que la solution triviale g = 0
g1 =

−2
√
−λ2√
3

g2 =

√
3
√
−λ2

2

(4.19)

On pose

η1 =
−2
√
−λ2√
3

, η2 =

√
3
√
−λ2

2
= 0

La solution de l’équation transitive est donc donnée

g(x, y, z) = β1(x, z)e
η1y + β2(x, z)e

η2y (4.20)
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avec β1, β2 des fonctions sur M .
On rappelle que g = Fy, donc par intégration on obtient

F (x, y, z) = A1(x, z) +
β1(x, z)

η1
eη1y +

β2(x, z)

η2
eη2y

Posons A2 = β1(x,z)
η1

et A3 = β2(x,z)
η2

La solution finale de notre EDO est donc donné par

F (x, y, z) = A1(x, z) + A2(x, z)e
η1y + A3(x, z)e

η2y (4.21)

telle que et A1, A2, A3 des fonctions sur M .

Définir les fonctions Ai

Le travail consiste maintenant à déterminer les fonctions Ai afin de trouver l’immersion
F .
On calcule Fyz de deux manières tel que d’après 4.21, on a que

Fyz = A2zη1e
η1y + A3zη2e

η2y

et d’après 4.18, on a que

Fyz =
1

2

√
3
√
−λ2Fz

en remplaçant Fz d’après 4.21

Fyz =
1

2

√
3
√
−λ2(A1z + A2ze

η1y + A3ze
η2y)

En comparant les deux formules de Fyz, on a que

A1z = 0

A2zη1 =
1

2

√
3
√
−λ2A2z équivaut à A2z = 0 car η1 =

−2
√
−λ2√
3

Il découle donc de Fyz que A2 et A1 ne dépendent pas de z, Par conséquent

F (x, y, z) = A1(x) + A2(x)eη1y + A3(x, z)e
η2y

D’après Fyy on a que

ξ = Fyy +
Fy
√
−λ2

2
√

3

Donc

Fzz = Fyy +
2
√
−λ2√
3

Fy = A3zz(x, z)e
η2y

d’autre part on a :

Fy = η1A2(x)eη1y + η2A3(x, z)e
η2y

Fyy = η21A2(x)eη1y + η22A3(x, z)e
η2y
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cela implique que

A3zz(x, z) = −7

4
A3(x, z)

La solution de cette EDO est donnée par

A3(x, z) = c1(x)eµ1z + c2(x)eµ2z

tel que µ1 = −
√
7
√
−λ2

2
, µ2 =

√
7
√
−λ2

2
et c1, c2 des fonctions de x sur M

Il découle de Fxy que A2, c1, c2 sont des constantes indépendantes.
Il s’ensuit que

F (x, y, z) = A1(x) + A2e
η1y + (c1e

µ1z + c2e
µ2z)eη2y

On a

Fxx = A1xx = ρ2
(
ξ − 2Fy

√
−λ2√
3

)
la simplification implique que

A1xx = −7

3
λ2A2

Par une intégration directe tel que la solution est

A1(x) = −7

6
λ2A2x

2 + d1x+ d2

tel que d1 est une constante et par translation on peut prendre d2 = 0

Notre immersion est ainsi définie

F (x, y, z) = −7

6
λ2A2x

2 + d1x+ A2e
η1y + (c1e

µ1z + c2e
µ2z)eη2y

Formulation de l’équation correspondante

F (x, y, z) = −7

6
λ2A2x

2 + d1x+ A2e
η1y + (c1e

µ1z + c2e
−µ1z)eη2y

On peut réécrire F tel que

F (x, y, z) =


d1x

+A2(−7
6
λ2x

2 + eη1y)

+c1(e
µ1zeη2y)

+c2(e
−µ1zeη2y)

passons par un changement de variables tel que

x1 = x (4.22)

x2 = −7

6
λ2x

2 + eη1y (4.23)

x3 = eµ1zeη2y (4.24)
x4 = e−µ1zeη2y (4.25)
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Depuis 4.22 et 4.23 on a

eη1y = x2 +
7

6
λ2x

2
1

d’autre par on sait que η1 = −4
3
η2 donc

eη2y = (x2 +
7

6
λ2x

2
1)
− 3

4

D’après 4.24 et 4.25 on obtient que

e−µ1z = (
x3
x4

)
1
2

En remplaçant le tous dans 4.25 cela donne que

x23x
2
4(x2 − (

√
7

6

√
−λ2x1)2)3 = 1

Par une homothétie sur x1,l’équation finale est donné ainsi

x23x
2
4(x2 −

1

2
x21)

3 = 1

celle ci correspond exactement à l équation du théorème 4.1.1

(y − 1

2
x2)3v2w2 = 1 (4.26)

4.2 Cas b.2
L’étude de ce cas est ramenée au Cas b.1 par une transformation affine invariante

définie par
E∗1 −→ −E1

E∗2 −→ −E2

Donc le résultat aboutit à 4.1.1

4.3 Cas b.3
On rapelle les valeurs de nos coefficients et des valeurs propres.

Les connexions :



∇e1e2 = {0, 0, 0}
∇e1e3 = {0, 0, 0}
∇e3e1 = {0, 0, 0}
∇e1e1 =

{
0, 1

2

(
−
√

3
)√
−λ2, 0

}
∇e2e1 =

{
1
4

(
−
√

3
)√
−λ2, 0, 0

}
∇e2e2 =

{
0,
√
−λ2

2
√
3
, 0
}

∇e2e3 =
{

0, 0,
√
−λ2

4
√
3

}
∇e3e2 =

{
0, 0, 2

√
−λ2√
3

}
∇e3e3 =

{
0, 1

2

(
−
√

3
)√
−λ2, 0

}

(4.27)

valeurs propres
{
λ2 6= 0
λ1 = 0

À partir de là, nous pouvons montrer ce qui suit

44



Theorème 4.3.1 [DVL93]
Soit M3 une hypersurface localement fortement convexe et localement homogène dans R4,
dont l’opérateur de forme a deux valeurs propres distinctes. Alors M est affine équivalent
à la partie convexe de l’ hypersurface suivante :

(y − 1

2
x2 − 1

2

w2

z
)4z3 = 1

4.3.1 Démonstration

Calcul des crochets de lie

On rapelle la formule du crochet de Lie dans notre base

[Ei, Ej] = ∇EiEj −∇EjEi

[E1, E2] =

{
1

4

√
3
√
−λ2, 0, 0

}
[E1, E3] = {0, 0, 0} [E2, E3] =

{
0, 0,−7

√
−λ2

4
√

3

}
Puisque les crochet de Lie dans R4 sont nulles, on va annuler tous les crochet de lie pour
cela considérons une nouvelle base tel que

E∗1 = ρ1E1, E∗2 = E2 , E∗3 = ρ3E3 (4.28)

où ρi est une fonction dans M.
Une nouvelle computation donne que

[E∗1 , E
∗
2 ] = (ρ1

√
3
√
−λ2

4
− E2(ρ1))E1

[E∗1 , E
∗
3 ] = {0, 0, 0}

[E∗2 , E
∗
3 ] = (ρ3

−7
√
−λ2

4
√

3
+ E2(ρ3))E3

∗ [E∗1 , E
∗
2 ] = 0 équivaut à

E2(ln(ρ1)) =

√
3
√
−λ2

4
(4.29)

∗ [E∗2 , E
∗
3 ] = 0 équivaut à

E2(ln(ρ3)) =
7
√
−λ2

4
√

3
(4.30)

Maintenant, des calculs montrent que les 1-formes définies par

ω1(E1) =

√
3
√
−λ2

4

ω2(E3) =
7
√
−λ2

4
√

3

sont fermées. Il existe donc une fonction locale telles que ωi = dlnρi.
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Passage aux cordonnées

En utilisant la fonction ω, nous voyons maintenant que par rapport à la nouvelle base
tous les coefficients de connexion disparaissent. Il existe donc des coordonnées locales
(x, y, z) tel que

∂

∂x
= E∗1 = ρE1,

∂

∂y
= E∗2 = E2,

∂

∂z
= E∗3 = ρ3E3 (4.31)

Une intégration entre 4.31, 4.29 et 4.30 nous impose que

ρ1 = e
√

3
√
−λ2

4
y, ρ3 = e

7
√
−λ2

4
√

3
y (4.32)

Calcul de l’immersion

On note une immersion F : M ↪→ R4

D’après la définition de l’opérateur de forme affine S et la formule DEiξ = −SEi 1.8, on
définit

ξx = Dρ1E1ξ = −λ1E1 = 0 (4.33)
ξy = DE2ξ = −λ2E2 = Fy (4.34)
ξz = Dρ3E3ξ = −λ2ρ3E3 = −λ2Fz (4.35)

Ainsi, on calcule les dérivées partielles de F :

Fxx = ρ21

(
ξ − 1

2

√
3Fy
√
−λ2

)
Fxy = 0

Fxz = 0

Fyy =
Fy
√
−λ2

2
√

3
+ ξ

Fyz =
Fz
(
2
√
−λ2

)
√

3

Fzz = ρ23

(
ξ − 1

2

√
3Fy
√
−λ2

)
En prenant la dérivée de Fyy, nous obtenons

Fyyy +
−Fyy

√
−λ2

2
√

3
+ λ2Fy = 0

La solution de cette EDO est donnée par :

F (x, y, z) = A1(x, z) + A2(x, z)e
η1y + A3(x, z)e

η2y (4.36)

telle que η1 =
−
√

3
√
−λ2

2
, η2 =

2
√
λ2√
3

et A1, A2, A3 des fonctions sur M .
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Définir les fonctions Ai

Le travail consiste maintenant à déterminer les fonctions Ai afin de finaliser l’immer-
sion F .

Il découle de Fyz que A2 et A1 ne dépendent pas de z, par conséquent

F (x, y, z) = A1(x) + A2(x)eη1y + A3(x, z)e
η2y

D’après Fyy on a que

ξ = Fyy −
Fy
√
−λ2

2
√

3

Donc
Fzz = ρ23(Fyy−η2Fy)

d’autre part on a :

Fy = η1A2(x)eη1y + η2A3(x, z)e
η2y

Fyy = η21A2(x)eη1y + η22A3(x, z)e
η2y

cela implique que

A3zz(x, z) = −7

4
λ2A2(x)

Par intégration directe on obtient

A3(x, z) = −7

8
λ2A2(x)z2 + d1(x)z + d2(x)

tq d1, d2 des fonctions de x sur M
Il découle de Fxz que A2 et d1 sont des constantes indépendantes.
Ainsi que d2 est constante d’après Fxy.
Il s’ensuit que

F (x, y, z) = A1(x) + A2e
η1y + (−7

8
λ2A2z

2 + d1z + d2)e
η2y

On a

Fxx = A1xx = ρ21

(
ξ − Fy

√
−λ2
√

3

2

)
la simplification implique que

A1xx = −7

4
λ2A2

cela nécessite une intégration directe tel que la solution est

A1(x) = −7

8
λ2A2x

2 + αx+ c

telle que α, c des constantes, par translation on peut prendre c = 0

Notre immersion est ainsi définie

F (x, y, z) = −7

8
λ2A2x

2 + αx+ A2e
η1y + (−7

8
λ2A2z

2 + d1z + d2)e
η2y
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Formulation de l’équation correspondante

F (x, y, z) = −7

8
λ2A2x

2 + αx+ A2e
η1y + (−7

8
λ2A2z

2 + d1z + d2)e
η2y

On peut réécrire F tel que

F (x, y, z) =


αx

+A2(−7
8
λ2x

2 + eη1y − 7
8
λ2z

2eη2y)

+d1(ze
η2y)

+d2(e
η2y)

passons par un changement de variables tel que

x1 = x (4.37)
x2 = zeη2y (4.38)
x3 = eη2y (4.39)

x4 = −7

8
λ2x

2 + eη1y − 7

8
λ2z

2eη2y (4.40)

Depuis 4.38 et 4.39 on a que
z =

x2
x3

on a que η1 = −3
4
η2 donc d’aprés 4.39

eη1y = x
− 3

4
3

On remplace le tous dans 4.40,il s’ensuit alors

(x4 +
7

8
λ2x

2
1 +

7

8
λ2
x22
x3

)4x33 = 1

Par homothétie sur x1, on obtient l’équation finale

(x4 −
1

2
x21 −

1

2

x22
x3

)4x33 = 1

Celle ci correspond à l’ équation du théorème 4.3.1

(y − 1

2
x2 − 1

2

w2

z
)4z3 = 1 (4.41)

4.4 Cas b.4
L’étude de ce cas est ramenée auCas 3 par une transformation affine invariante définie

par
E∗1 −→ −E1

E∗2 −→ −E2

Donc le résultat aboutit à 4.3.1
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CHAPITRE 5

HYPERSURFACES DE TYPE 2

Ce chapitre est consacré aux études de type 2 données par le système 3.7.

Type 2 :

{
T = 0

Γ2
12 6= Γ3

13

(5.1)

Comme mentionné précédemment, la base est complètement déterminé et nous pouvons
donc appliquer le lemme précédent en présence de la condition principale du type

Γ2
12 6= Γ3

13 (5.2)

Il en résulte l’équation G1212 : λ2 = 0
L’équation G1231 :

2Γ3
12(Γ

2
12 − Γ3

13) = 0

implique que Γ3
12 = 0 d’après 5.2.

De même les équations G2321 et G2331 entraîne respectivement que

Γ3
22=0 et Γ3

32 = 2Γ3
23

Il s’ensuit respectivement de G2323 et G2332 que

(Γ3
23=0)(Γ2

23=0)

La soustraction G1221 et G1331 donne

6(Γ3
13)

2 − 6(Γ2
12)

2 = 0

D’après 5.2, il est nécessaire que Γ2
12=− Γ3

13

La résolution de l’équation restante G1331

−4(Γ3
13)

2 − λ1 = 0

génère deux cas possible selon Γ3
13{

Cas 1 : Γ3
13=−

√
−λ1

2
, Γ2

12 =
√
−λ1

2

Cas 2 : Γ3
13=

√
−λ1

2
, Γ2

12 = −
√
−λ1

2

et tous les autres gammas sont nuls pour chaque cas.

Après avoir déterminer tous les gammas du type 2, le travail consiste maintenant à
quantifier ces coefficients pour atteindre une des équations du théorème 3.0.1 de la même
façon appliquer au type 1
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5.1 Cas 1
On rappelle les coefficient de connexion ainsi que les valeurs propres

Les connexions :



∇e1e1 = {0, 0, 0}
∇e2e1 = {0, 0, 0}
∇e2e3 = {0, 0, 0}
∇e3e1 = {0, 0, 0}
∇e3e2 = {0, 0, 0}
∇e1e2 =

{
0,
√
−λ1

2
, 0
}

∇e1e3 =
{

0, 0,−
√
−λ1

2

}
∇e2e2 =

{√
−λ1, 0, 0

}
∇e3e3 =

{
−
√
−λ1, 0, 0

}
(5.3)

valeurs propres
{
λ1 6= 0
λ2 = 0

À partir de là, nous pouvons montrer ce qui suit

Theorème 5.1.1 [DVL93]
Soit M3 une hypersurface localement fortement convexe et localement homogène dans R4,
dont l’opérateur de forme a deux valeurs propres distinctes. Alors M est affine équivalent
à la partie convexe de l’ hypersurface suivante :

(y − 1

2
x2)3(z − 1

2
w2)3 = 1

5.1.1 Démonstration

Calcul des crochets de lie

On rapelle la formule du crochet de Lie dans notre base

[Ei, Ej] = ∇EiEj −∇EjEi

[E1, E2] =

{
0,

√
−λ1
2

, 0

}
[E1, E3] =

{
0, 0,−

√
−λ1
2

}
[E2, E3] = {0, 0, 0}

(5.4)

Puisque les crochet de Lie dans R4 sont nulles, on va annuler tous les crochet de lie pour
cela considérons une nouvelle base tel que

E∗1 = E1, E∗2 = ρ2E2 , E∗3 = ρ3E3 (5.5)

où ρi est une fonction dans M.
Une nouvelle computation donne que

[E∗1 , E
∗
2 ] = (ρ2

√
−λ1
2

+ E1(ρ2))E2

[E∗1 , E
∗
3 ] = (−ρ3

√
−λ1
2

+ E1(ρ3))E3

[E∗2 , E
∗
3 ] = {0, 0, 0}
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∗ [E∗1 , E
∗
2 ] = 0 équivaut à

E1(ln(ρ2)) = −
√
−λ1
2

(5.6)

∗ [E∗1 , E
∗
3 ] = 0 équivaut à

E1(ln(ρ3)) =

√
−λ1
2

(5.7)

Maintenant, des calculs montrent que les 1-formes définies par

ω2(E2) = −
√
−λ1
2

ω3(E3) =

√
−λ1
2

sont fermées. Il existe donc une fonction locale telles que ωi = dlnρi.

Passage aux cordonnées

En utilisant la fonction ω, nous voyons maintenant que par rapport à la nouvelle base
tous les coefficients de connexion disparaissent. Il existe donc des coordonnées locales
(x, y, z) tel que

∂

∂x
= E∗1 = E1,

∂

∂y
= E∗2 = ρ2E2,

∂

∂z
= E∗3 = ρ3E3 (5.8)

Une intégration entre 5.6,5.7 et 5.8 entraîne que

ρ2 = e−
√
−λ1
2

x ρ3 = e

√
−λ1
2

x (5.9)

Calcul de l’immersion

On note une immersion F : M ↪→ R4

D’après la définition de l’opérateur de forme affine S et la formule 1.8, DEiξ = −SEi, on
définit

ξx = DE1ξ = −λ1E1 = −λ1Fx (5.10)
ξy = Dρ2E2ξ = −λ2E2 = 0 (5.11)
ξz = Dρ3E3ξ = −λ2ρ3E3 = 0 (5.12)

Ainsi, on calcule les dérivées partielles de F :

Fxx = ξ

Fxy = 0

Fxz = 0

Fyy = ρ22

(
Fx
√
−λ1 + ξ

)
Fyz = 0

Fzz = ρ23

(
ξ − Fx

√
−λ1

)
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En prenant la dérivée de Fxx, nous obtenons

Fxxx + λ1Fx = 0

La solution de cette EDO est donnée par :

F (x, y, z) = A1(y, z) + A2(y, z)e
η1x + A3(y, z)e

η2x (5.13)

telle que η1 = −
√
−λ1, η2 =

√
−λ1 et A1, A2, A3 des fonctions sur M .

Définir les fonctions Ai

Le travail consiste maintenant à déterminer les fonctions Ai afin de finaliser l’immer-
sion F .

Il découle de Fxy que A2 et A3 ne dépendent pas de y.
Puis, il s’ensuit de Fxz que A2 et A3 sont des constantes.
Par conséquent

F (x, y, z) = A1(y, z) + A2e
η1x + A3e

η2x (5.14)

On a
Fyy = ρ22

(
Fx
√
−λ1 + ξ

)
équivaut à

Fyy = ρ22

(
Fx
√
−λ1 + Fxx

)
donc selon 5.14 d’une part

Fyy = −2λ1A3

et d’autre part
Fyy = A1yy

Par intégration directe, on obtient

A1(y, z) = −λ1A3y
2 + d1(z)y + d2(z)

tq d1(z), d2(z) des fonctions de z sur M .

On a Fyz = 0 ce qui est équivaut à A1yz = 0
d’autre part

A1yz = d
′

1 = 0

il en découle donc que d1 est une constante.
Par conséquent

F (x, y, z) = −λ1A3y
2 + d1y + d2(z) + A2e

η1x + A3e
η2x

De la même démarche, il se résulte d’après Fzz que

A1zz = −2λ1A2

d’autre part
A1zz = d

′′

2
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Par intégration,il se découle que

d2(z) = −λ1A2z
2 + α1z + α2

tq α1, α2 constantes (α2 = 0 par translation)
Notre immersion est ainsi définie

F (x, y, z) = −λ1A3y
2 + d1y + (−λ1A2z

2 + α1z) + A2e
η1x + A3e

η2x

Formulation de l’équation correspondante

F (x, y, z) = −λ1A3y
2 + d1y + (−λ1A2z

2 + α1z) + A2e
η1x + A3e

η2x

On peut réécrire F tel que

F (x, y, z) =


d1y

+α1z

+A2(e
η1x − λ1z2)

+A3(e
η2x − λ1y2)

passons par un changement de variables tel que

x1 = y (5.15)
x2 = z (5.16)
x3 = eη1x − λ1z2 (5.17)
x4 = eη2x − λ1y2 (5.18)

On retient que eη2x = e−η1x

D’après 5.15 et 5.16, les équations 5.17 et 5.18 sont reformulées ainsi

x3 = eη1x − λ1x22, x4 = eη2x − λ1x21

Il s’ensuit que
eη1x = x3 + λ1x

2
2

ce qui équivaut à
eη2x = (x3 + λ1x

2
2)
−1

Le remplacement dans 5.18 entraîne que

(x4 + λ1x
2
1)

3(x3 + λ1x
2
2)

3 = 1

Par homothétie sur x1,l’équation finale est donnée ainsi

(x4 −
1

2
x21)

3(x3 −
1

2
x22)

3 = 1

Celle ci correspond à l’ équation du théorème 5.1.1

(y − 1

2
x2)3(z − 1

2
w2)3 = 1 (5.19)

53



5.2 Cas 2
L’étude de ce cas est ramenée auCas 1 par une transformation affine invariante définie

par
E∗1 −→ −E1

E∗2 −→ −E2

Donc le résultat aboutit à 5.19
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CHAPITRE 6

HYPERSURFACES DE TYPE 3

Ce chapitre est consacré aux études de type données par le système 3.8.

Type 3 :
{
T = 0
Γ2
12 = Γ3

13

(6.1)

Comme mentionné précédemment, la base est complètement déterminé et nous pouvons
donc appliquer le lemme précédent.

Comme M est de type 3, nous avons que Γ2
12 = Γ3

13, le repère dans ce cas est libre,donc
une séparation de cas est nécessaire pour traiter toutes possibilités. La matrice K(Ei, Ei)
pour i = 2 et i = 3 donné ainsi(

Γ3
13 −Γ3

23
1
2
Γ3
22 + 1

2
Γ2
23

Γ3
13 Γ3

23
1
2
(−Γ3

22 − Γ2
23)

)
On sépare les cas comme suit :{

Cas 1 : Γ2
12 = Γ3

13 et h(K(ei, ei), ei) admet un max
Cas 2 : Γ2

12 = Γ3
13 et h(K(ei, ei), ei) n’admet pas de max

6.1 Type 3.1
En suppose que h(K(ei, ei), ei) admet un maximum en {e2, e3}, alors on le prend dans

la direction de e2, le repère est donc fixé en générant la condition

−Γ3
23 6= 0 (6.2)

Il se découle de G1212 que λ2 = 0.
On a la G2333

3Γ3
22Γ

3
23 −

3

2
(Γ3

22 + Γ2
23)Γ

3
32 = 0

d’après 6.2, il est donné que
{Γ3

23,Γ
3
32} 6= {0, 0}
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Il existe donc α tq

Γ3
22=

1

3
αΓ3

32

Γ2
23=

1

3
2αΓ3

23 − Γ3
22

On a la G1222
Γ3
23(Γ

3
13 − αΓ3

12)

D’après 6.2, il s’ensuit que Γ3
13 = αΓ3

12

On a donc la G1322

−1

3

(
α2 + 9

)
Γ3
12Γ

3
23 = 0

Il s’entraine que Γ3
12 = 0 car les autres facteurs sont non nuls.

Cela génère d’après G1221 que λ1 = 0, ce qui est contradictoire car λ2 = 0
Il n’existe donc pas d’hypersurfaces de types 3.1

6.2 Type 3.2
On rapelle la forme de notre opérateur(

Γ3
13 −Γ3

23
1
2
Γ3
22 + 1

2
Γ2
23

Γ3
13 Γ3

23
1
2
(−Γ3

22 − Γ2
23)

)
Comme h(K(ei, ei), ei) n’admet pas de maximum, alors le repère est libre en {E2, E3}, ce
fait impose que

Γ3
23=0 et Γ2

23=− Γ3
22

Ainsi les coefficients de connexion restants sont :

Γ3
13 Γ3

12 Γ3
22 Γ3

32

Les valeurs des tenseurs sont données ainsi
−2Γ3

13 0 0
0 Γ3

13 0
0 0 Γ3

13

Γ3
13 0 0
0 0 0

Γ3
13 0 0


D’une part on a que Γ3

13 est dans la droite fixe E1 alors celui ci est une constante.D’autre
part les coefficients restants sont les droites libres, ils sont donc admis comme fonctions.

Pour pouvoir continuer les calculs, la formule de connexion est reformulée pour prendre
en considération la nouvelles natures des gammas.

∇̄Ei

(
∇̄EjEk

)
=
∑(

∇̄EiΓ
l
jk.El + Γljk∇̄EiEl

)′
Le reste des calculs est réalisé en ce terme pour pouvoir déterminer la valeur de Γ3

13

Il se découle de G1212 que λ2 = 0.
La résolution de l’équation G1221 :

−8(Γ3
13)

2 − λ1
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génère deux cas : {
Cas a : Γ3

13=−
√
−λ1

2
√
2

Cas b : Γ3
13=−

√
−λ1

2
√
2

Pour les deux cas, les crochets de Lie sont sous forme d’équations différentielles ainsi
que les équations de Gauss, la résolution implique que les fonctions gammas restantes
(Γ3

12 Γ3
22 Γ3

32) sont identiquement nulles, ainsi que les autres coefficients. Après
avoir déterminer tous les gammas du type 3, le travail consiste maintenant à quantifier
ces coefficients pour atteindre une des équations du théorème 3.0.1 de la même façon
appliquer au type 1

6.2.1 Cas a

On rappelle les coefficient de connexion ainsi que les valeurs propres

Les connexions :



∇e2e1 = {0, 0, 0}
∇e2e3 = {0, 0, 0}
∇e3e1 = {0, 0, 0}
∇e3e2 = {0, 0, 0}
∇e1e1 =

{
−
√
−λ1√
2
, 0, 0

}
∇e1e2 =

{
0,
√
−λ1

2
√
2
, 0
}

∇e1e3 =
{

0, 0,
√
−λ1

2
√
2

}
∇e2e2 =

{√
−λ1√
2
, 0, 0

}
∇e3e3 =

{√
−λ1√
2
, 0, 0

}

(6.3)

valeurs propres
{
λ1 6= 0
λ2 = 0

À partir de là, nous pouvons montrer ce qui suit

Theorème 6.2.1 [DVL93]
Soit M3 une hypersurface localement fortement convexe et localement homogène dans R4,
dont l’opérateur de forme a deux valeurs propres distinctes. Alors M est affine équivalent
à la partie convexe de l’ hypersurface suivante :

(y − 1

2
(x2 + z2))4w2 = 1

6.2.2 Démonstration

Calcul des crochets de lie

On rapelle la formule du crochet de Lie dans notre base

[Ei, Ej] = ∇EiEj −∇EjEi

[E1, E2] =

{
0,

√
−λ1

2
√

2
, 0

}
[E1, E3] =

{
0, 0,

√
−λ1

2
√

2

}
[E2, E3] = {0, 0, 0} (6.4)
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Puisque les crochet de Lie dans R4 sont nulles, on va annuler tous les crochet de lie pour
cela considérons une nouvelle base tel que

E∗1 = E1, E∗2 = ρ2E2 , E∗3 = ρ3E3 (6.5)

où ρi est une fonction dans M.
Une nouvelle computation donne que

[E∗1 , E
∗
2 ] = (ρ2

√
−λ1
2

+ E1(ρ2))E2

[E∗1 , E
∗
3 ] = (−ρ3

√
−λ1
2

+ E1(ρ3))E3

[E∗2 , E
∗
3 ] = {0, 0, 0}

∗ [E∗1 , E
∗
2 ] = 0 équivaut à

E1(ln(ρ2)) = −
√
−λ1x
2
√

2
(6.6)

∗ [E∗1 , E
∗
3 ] = 0 équivaut à

E1(ln(ρ3)) = −
√
−λ1x
2
√

2
(6.7)

Maintenant, des calculs montrent que les 1-formes définies par

ω2(E2) = −
√
−λ1x
2
√

2

ω3(E3) = −
√
−λ1x
2
√

2

sont fermées. Il existe donc une fonction locale telles que ωi = dlnρi.

Passage aux cordonnées

En utilisant la fonction ω, nous voyons maintenant que par rapport à la nouvelle base
tous les coefficients de connexion disparaissent. Il existe donc des coordonnées locales
(x, y, z) tel que

∂

∂x
= E∗1 = E1,

∂

∂y
= E∗2 = ρ2E2,

∂

∂z
= E∗3 = ρ3E3 (6.8)

Une intégration entre 6.6,6.7 et 6.8 entraîne que

ρ2 = e
−
√
−λ1x

2
√

2 ρ3 = e
−
√
−λ1x

2
√

2 (6.9)

Calcul de l’immersion

On note une immersion F : M ↪→ R4

D’après la définition de l’opérateur de forme affine S et la formule DEiξ = −SEi, on
définit

ξx = DE1ξ = −λ1E1 = −λ1Fx (6.10)
ξy = Dρ2E2ξ = −λ2E2 = 0 (6.11)
ξz = Dρ3E3ξ = −λ2ρ3E3 = 0 (6.12)
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Ainsi, on calcule les dérivées partielles de F :

Fxx = ξ − FX
√
−λ1√
2

Fxy = 0

Fxz = 0

Fyy = ρ22

(
Fx
√
−λ1√
2

+ ξ

)
Fyz = 0

Fzz = ρ23

(
Fx
√
−λ1√
2

+ ξ

)
En prenant la dérivée de Fxx, nous obtenons

Fxxx +
Fx
√
−λ1√
2

Fxx + λ1Fx = 0

La solution de cette EDO est donnée par :

F (x, y, z) = A1(y, z) + A2(y, z)e
η1x + A3(y, z)e

η2x (6.13)

telle que η1 = −
√
−2λ1, η2 =

√
−λ1√
2

et A1, A2, A3 des fonctions sur M .

Définir les fonctions Ai

Le travail consiste maintenant à déterminer les fonctions Ai afin de finaliser l’immer-
sion F .

Il découle de Fxz = 0 que A2 et A3 ne dépendent pas de z.
De même, il découle de Fxy = 0 que A2 et A3 ne dépendent pas de y, donc ce sont des
constantes.
On a donc

F (x, y, z) = A1(y, z) + A2e
η1x + A3e

η2x (6.14)

On a

Fyy = ρ22

(
Fx
√
−λ1√
2

+ ξ

)
Après remplacement et simplification on a

Fyy = −3

2
λ1A3

d’autre part,d’après 6.14
Fyy = A1yy

Par intégration on obtient

A1(y, z) = −3

4
λ1A3y

2 + d1(z)y + d2(z)
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tq d1(z), d2(z) fonctions sur M .
Il se découle de Fyz = 0 que d1(z) est une constante.
On a

Fzz = ρ23

(
Fx
√
−λ1√
2

+ ξ

)
Après remplacement et simplification on a

Fzz = −3

2
λ1A3

d’autre part,Fzz = d
′′
2(z) donc il s’ensuit que

d2 = −3

2
λ1A3z

2 + αz

tq α constante.
Notre immersion est ainsi donnée

F (x, y, z) = −3

4
λ1A3y

2 + d1y −
3

2
λ1A3z

2 + αz + A2e
η1x + A3e

η2x (6.15)

Après les démarche de re-formulation, l’équation de l’immersion exprime exactement l’
équation du théorème 6.2.1

(y − 1

2
(x2 + z2))4w2 = 1

6.2.3 Cas b

L’étude de ce cas est ramenée au Cas a par transformation affine.
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CONCLUSION

Finalement, nous avons démontrer la classification réaliser par Dillem-Vrancken des
hypersurfaces affines tridimensionnelles homogènes localement fortement convexes dont S
l’opérateur de forme possède deux valeurs propres de multiplicité 1 et 2, ainsi prouver son
théorème d’inexistence d’hypersurfaces dont S possède 3 valeurs propres distinctes.
Ce travail à été réaliser en associant le programme de calcul formel Mathematica qui a
rendu les calculs plus fluides et pratiques.
Le domaine de classification d’hypersurfaces affines a passer plusieurs niveaux importants
en ce temps ; les derniers travaux enregistrées concernent la dimension 4 réalisée par
A.C.Salah et L.Vrancken voir [CV17], ainsi pour la dimension 5, il existe une classification
quasi-ombilical établie par Dillen et Vranken voir [DV94].
Ce genre de résultats contemporain est d’une utilité importante pour les travaux d’optique
moderne. Beaucoup de terrains de recherches restent ouvert à l’heure actuel dans ce
domaine, offrant par cela de nouvelles perspectives plus profondes. mybibliography
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