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    : المطبوعة تقديم

مهمــا  ) ة(تي يتوجــب علـى كـل طالـبالـ الضـروريةمـن المقـاييس بمختلـف أصــنافه  "الاحصـاء"بر مقيـاس تـيع    
الـتحكم في مـن يمكـن كونه الأساسية،   وأساليبهأن يلم بمفاهيمه ، أو مستواه التعليمي كان التخصص الذي يدرسه

عــن مختلـــف الظــواهر الــتي تــدخل ضــمن مجـــال الإختصــاص، ســواء كــان في العلـــوم والنــوعي التعبــير الكمــي أدوات 
ــة، ال الأكاديميــة في الجامعــات أو  بيولوجيــة، الزراعيــة أو غــير ذلــك مــن التخصصــاتالاجتماعيــة، الاقتصــادية، الطبي

  .رساالمعاهد أو المد

، والذي يسمى )الرياضيالاحصاء ( من علم الاحصاء الثاني بالمستوىوبما أن محتوى هذه المطبوعة يتعلق   
 الثـانيتقديمـه خـلال السداسـي الـذي يـتم  )02(في برنامج التعليم القاعـدي المشـترك لشـهادة ليسـانس بــ الاحصـاء 

 ميـدانفي  )02(ومعامـل ) 04(، ضمن وحدة التعلـيم المنهجيـة برصـيد )LMD(طلبة السنة أولى جذع مشترك ل
يقسـم محتـواه إلى الـذي تقديمه وفـق البرنـامج المعتمـد، و  العلوم الاقتصادية، التجارية وعلوم التسيير، فإننا سنركز على

نظريـة الإحتمـالات مـن خـلال  الـتحكم في مـن ) ة(الطالـب الهدف منها هو تمكـين متكاملة، أساسية فصول  أربعة
ــة مــن خــلال عمليــة جمــع وتنظــيم وتلخــيص البيانــات وعرضــها ثم  الاقتصــادية لوصــف مختلــف الظــواهر بطــرق علمي

ذا الغـرض ى هـوبنـاءا علـ و السـليمة، تحليلها وتفسيرها للوصول đا إلى معلومات تساعد في إتخـاذ القـرارات الحاسـة
بـأهم المصـطلحات المتعلقـة đـا المتمثلــة في وذلــك بـالتعريف  ،كمـدخل للاحتمـالاتفقـد تم تخصـيص الفصـل الأول  

التجربة العشوائية و أنواعها، الحوادث وأهم العمليات المطبقة عليهـا، طـرق العـد وتصـنيفاēا؛ التبـديلات، الترتيبـات 
الفصــل الثــاني فقــد تناولنــا فيــه المتغــير العشــوائي بنوعيــه المنفصــل  ا، أمــثم التوفيقــات، أيضــا الإحتمــال وطــرق حســابه

وذلك بالتعريف بقانون الإحتمال والتوزيـع التراكمـي ودالـة كثافـة الإحتمـال وكـدا دالـة ) المستمر(والمتصل ) المنقطع(
لرياضــي، التبــاين الأمــل ا(للمتغــير العشــوائي التراكميــة، إلى جانــب التطــرق إلى أهــم الخصــائص الإحصــائية  التوزيــع

، بـالتعرض التوزيعـات الإحتماليـةفقـد تم تخصيصـهما إلى رابـع وال الثالـثالفصلين في حين أن  ،)والإنحراف المعياري 
إلى أهــم القــوانين الإحتماليــة حســب طبيعــة المتغــير العشــوائي المــدروس، إذ تم التطــرق في قــوانين التوزيــع الإحتمــالي 

،  )كثــير الحــدود(والمتعــدد  التوزيــع البرنــولي، التوزيــع الثنــائي الحــديننــتظم المنفصــل،  التوزيــع الم: لمتغــير منفصــل إلى 
، التوزيع الثنائي السالب ؛ أمـا بالنسـبة )الهندسي الزائد(التوزيع فوق الهندسي التوزيع البواسوني ، التوزيع الهندسي ، 

الإحتمــالي  التوزيــع الطبيعــي زيــع المنــتظم متصــل،التو : قــوانين التوزيــع الإحتمــالي لمتغــير متصــل فقــد تم التطــرق إلى ل
توزيــع ، التوزيــع الأســي أيضــا تم تنــاول ،والمعيــاري مــع التعــرض إلى تقريبــات التوزيعــات المنفصــلة إلى التوزيــع الطبيغــي
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مـع الإشــارة إلى حالـة خاصــة منــه  توزيـع وايبــولبيتــا، توزيـع ، توزيـع غامــا، ، توزيـع فيشــرتوزيــع كـاي مربــع، سـتودنت
  .ف بتوزيع رايليتعر 

دوال الأول خـاص بـ ،وđـدف تبسـيط عمليـة حسـاب وفهـم التوزيعـات الإحتماليـة فقـد تم إضـافة ملحقـين  
Excel  ،وحـتى لا لإستخراج التوزيعات الإحتمالية المنفصـلة والمتصـلة، والثـاني متعلـق بالجـداول التوزيعـات الجـاهزة

 كـل فصـل بسلسـلةĔايـة  ، فقـد تم تـدعيم مجـردة إحصـائيةأو في شـكل علاقـات وصـيغ يكون محتوى المطبوعة نظريـا 
العشـوائية و  تفسـير مضـمون التجـاربتمارين مع إرفاقهـا بالحـل النمـوذجي ليـتمكن القـارئ مـن التـدرب علـى من ال

ــة بيهــا ــار المــدارك والمفــاهيم الــتي إكتســبها في الجانــب وفــق حــالات مختلفــة مــن أجــل ، إحتمــال تحقــق كــل حال إختب
    .النظري 
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  مدخل لنظرية الإحتمالات: الفصل الأول                 
  أهداف الفصل؛

  :لهذا الفصل سيكون باستطاعته أن ) ة(بعد إتمام الطالب
  ؛ 02يحدد الهدف من دراسة مقياس الاحصاء 
 ؛...التجربة، الحدث، الإحتمال، : الرياضي حصاء التحكم في مصطلحات الا 
  ؛طرق عد الحالات الممكنة أوالملائمة لتجربة عشوائية 
  ؛المستقل أو المشروط التحكم في طرق حساب الإحتمال 

  المحاور المستهدفة؛
  :ية المتمثلة فيمايليبغرض تحقيق أهداف هذا الفصل، فإننا سوف نتطرق إلى المحاور الأساس

 تعريفه، أنواعه وحدوده؛ :  التجربة العشوائية 
  ؛التبديلات، الترتيبات، التوفقيات: طرق العد 
 ؛الاحتمالات البسيطة 
 ؛الاحتمال الشرطي 
 ؛نظرية بايز والاحتمال الكلي 
 سلسلة تمارين مع حلول نموذجية. 

  المدى الزمنى للفصل ؛ 
  :سيتم تغطية محتوى هذا الفصل وفق المتطلب الزمني الأتي 

  ؛)ثلاثة حصص( ات ونصفساعأربع : حصة محاضرة 
  ثلاثة حصص(أربع ساعات ونصف : حصة أعمال موجهة(.  
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 الفصل الأول 
  مدخل لنظرية الإحتمالات 

عب  فهم وتحليل ةمحاولتعتبر نظرية الاحتمال من أهم أسس الإحصاء الرياضي كوĔا تعتمد على    لُ
، لهذا )Hieronymus Cardanus(جيرولامو كاردانوكان أطلقه عليها عالم الرياضيات الايطالي  الحظ

متعلقة بألعاب الفُرص، وتم استخدام نظرية حساب الاحتمالات في حساب  هانظرية الاحتمالات جذور نجذ أن 
أنواع ، وذلك مع الأخذ بعين الاعتبار الفرص لظهور عناصر من بين مجموعة كبيرة من العناصر الأخرى

أو مستحيلة، كما أن  مؤكدةتنافية أو غير متنافية، م، أيضا المستقلةأو مشروطة ، فيما إذا كانت تالاحتمالا
  .والتي تعرف في العديد من المراجع بالتحليل التوفيقي العدبطرق لنظرية الاحتمالات علاقة وثيقة 

حتمالات، وبما أĔا ظاهرة لهذا قبل التطرق إلى الاحتمالات سوف نقوم بالتعرض إلى التجربة في ميدان الا   
  . قابلة للعد سيتم التطرق إلى طرق عد الحالات الممكنة والملائمة في كل تجربة 

  مفاهيم أساسية في نظرية الاحتمالات. 1
 تعتمد نظرية الاحتمال على مجموعة من المفاهيم الأساسية التي سيتم التعريف đا في هذا الجزء على النحو الأتي؛ 

يشــير مصــطلح التجربــة إلى كــل عمليــة تـــؤدي إلى ملاحظــة أو قيــاس يتعلــق بنتــائج معينــة وفـــق :  التجربــة. 1-1
معلومــة مســبقا ولكــن لا يمكــن التنبــؤ المحتملــة لــتي تكــون جميــع نتائجهــا شــروط محــددة، وبالتــالي فــإن التجربــة هــي ا

 لامـن حـدوثها بشـكل مؤكـد إ لا يمكـن التحقـقأولا أو أيهما يحدث قبل الأخـر، لهـذا  بحدوث أي من هذه النتائج
  . بعد إجراء تلك التجربة بشكل فعلي

  :وعلى العموم يمكن تقسيم التجربة إلى نوعين هما   
 ــة ــة النظامي هــي الــتي يمكننــا أن نتوقــع نتائجهــا مســبقا بالاعتمــاد علــى مجموعــة مــن القواعــد والقــوانين :  التجرب

تــؤدي إلى نتيجـة واحــدة، فعلــى سـبيل المثــال إذا علمــت  العلميـة المحــددة، إنطلاقــا مـن جملــة مــن المشـروط،  الــتي
  :  يحسب كما يلي ) P( ، فإن الثقلgو أن الكتلة تقدر بـ  mالجاذبية تقدر بـ 

gmP  
  .وبالتالي فإن القيمة المطلوبة تحدد بشكل وحيد ومعرف يعتمد على معطى التجربة 

 ا بإمكاننا معرفـة جميـع نواتجهـا الممكنـة قبـل إجرائهـا، إلا أنـه لا يمكـن هي كل تجربة نقو :  التجربة العشوائيةđ م
، بمعنى أĔـا كـل تجربـة يمكـن تكرارهـا تحـت )العشوائية(تحديد الناتج الذي سيقع فعلا، لأĔا تعتمد على الصدفة 

نقـود في الهـواء،  نفس الشـروط ولكنهـا لا تعطـي نفـس النتـائج، فعلـى سـبيل المثـال إذا تم تنفيـذ تجربـة رمـي قطعـة
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فلــيس بمقــدورنا أن نعــرف النتيجــة مســبقا، فيمــا إذا كانــت ســوف تســقط علــى جانــب الكتابــة أو علــى جانــب 
  . ونفس الشيء إذا كانت التجربة تتمثل في التصويب نحو هدف معينالصورة، 

قبـل تنفيـذ التجربـة، فـإن  وبما أن التجربة معروفة النتائج الممكنة مسبقا إلا أنه لا يمكننا تحديد النتيجة بدقـة  
مثـل هـذه العمليـة تـدعى بالتجربـة العشـوائية أو الاحتماليـة، وبمـا أن نظريـة الاحتمـال تعتمـد علـى التجربـة العشـوائية 

  :فإنه يجب أن تتوفر đا شرطين أساسيين هما 
  إمكانية تحديد ووصف جميع النتائج الممكنة للتجربة قبل القيام بتنفيذها؛ -
 .فة نتيجة التجربة بدقة إلا بعد التنفيذ لا يمكن معر  -

  :ومن أبسط أمثلة التجربة الحالات الآتية 
  في الهواء؛ النرد) زهرة(حجر ، أو رمي قطعة النقود -
 كمية تساقط الأمطار في مدينة ما، أو درجة الحرارة؛  -
  ، أو عدد نبضات القلب؛قياس ضغط الدم لمريض -
  .إصابة الهدف في تجربة التصويب  -

تعـــبر عــن جميــع النتـــائج الممكنــة لتجربــة العشـــوائية، تــدعى أيضــا بفـــراغ العينــة أو اĐموعـــة : فضــاء العينــة . 1-2
  الأساسية ويرمز لها بـ 

Ω  .فعلى سبيل المثال فإن فضاء العينة، إذا كان الهدف القيام بالتجارب الآتية؛  
  : ، فإن فضاء العينة هو)لظهور الكتابةترمز  Pترمز لظهور الصورة و F(رمي قطعة نقود في الهواء  -

 PF ,  
  : ، فإن فضاء العينة هو)رمي حجر نرد،  -

 6,5,4,3,2,1  
  :في تجربة إلقاء قطعة نقدية ثلاثة مرات متتالية، ونقوم بتسجيل الوجه الظاهر، سنحصل على الشكل الأتي  -

  
  
  
  
  
  
  
  
 

  الثانيةالرمية   الثالثةالرمية   نتائج الرميات الثلاث

 Fالصورة  

 Pالكتابة 

 Fالصورة  

 Pالكتابة 

 Fالصورة  

 Pالكتابة 

 Fالصورة  

 Pالكتابة 

 Fالصورة  

 Pالكتابة 

 Fالصورة  

 Pالكتابة 

 Fالصورة  

 Pالكتابة 

FFF 

FFP 

FPF 

FPP 

PFF 

PFP 

PPF 

PPP 

  الرمية الأولى

نقدية رمي قطعة 
 اءو في اله
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  : نة هو ومنه فإن فضاء العي
                PPPFPPPFPFFPPPFFPFPFFFFF ,,;,,;,,;,,;,,;,,;,,;,,  

  

هنــاك مــن يطلــق عليــه لفــظ الإمكانيــة لكوĔــا تعــبر عــن النتــائج الممكنــة لتحقــق واقعــة أو صــفة : الحــدث . 1-3
معينة، ويقصد بالحدث كل إمكانية أو نتيجة ما من بين أحداث أو نتائج أخرى ضمن فراغ العينة وقـد تكـون هـي 

  .اĐموعة الأساسية
، فعلـى سـبيل المثـال إذا تم رمـي زهـرة نـرد )( مـن فـراغ العينـة) iA(الحدث هو مجموعـة جزئيـة  وعليه فإن  

  : في الهواء، فإن فراغ العينة هو  
 6,5,4,3,2,1  

  :وإذا كانت التجربة ēتم بالأحداث الآتية 
: يعبر عن ظهور الرقم الفردي، أي أن ) 1A(الحدث  - 5,3,11 A  
: يعبر عن ظهور الرقم الزوجي، أي أن ) 2A(الحدث  - 6,4,22 A  
: ، أي أن 4يعبر عن ظهور رقم أكبر من ) 3A(الحدث  - 6,53 A  
: أو رقم أولي، أي أن  4يعبر عن ظهور رقم ظهور رقم أكبر من ) 4A(دث الح - 6,5,3,2,14 A   
في تجربة رمي زهرة نرد وقطعة  3يعبر عن ظهور كتابة ورقم زوجي أو صورة ورقم أصغر من ) 5A(الحدث  -

:نقدية في أن واحد، أي أن           2.,1.,6.,4.,2.5 FFPPPA   

  وبالتالي فإنه يتم تقسيم الحوادث إلى حوادث أولية وأخرى مركبة، وذلك كما يلي؛

 موعة الأساسية  :  الحوادث الأوليةĐهي التي تكون مشكلة من عنصر أو مفردة واحدة من ا)( في المثال ،
مي زهرة نرد، أو توفر خاصية معينة في الرقم الظاهر، كأن Ĕتم السابق إذا كان الاهتمام بظهور رقم معين عند ر 

  .بظهور رقم أولي مثلا
 علـى الأقـل، بحيـث إذا ) حـدثين أوليـين(هي الحوادث التي تتشكل مـن مجمـوعتين جـزئيتين :  الحوادث المركبة

 تجربـة رمـي زهـرة يعـبر في Bتحقق أحداها فذلك يعني بالضرورة تحقق الحدث المركب، فعلى سبيل المثال الحدث 
  : أو رقم أولي، أي أن  4نرد عن ظهور رقم أكبر من 

 

 
 6,5,3,2,1

5,3,2,1

6,5

2

1













B

B

B
 

في  5أو صورة والعدد  3يعبر عن ظهور صورة ورقم فردي أو صورة ورقم أصغر من  Mأو أن الحدث   
  : تجربة رمي زهرة نرد وقطعة نقدية في أن واحد، أي أن 
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      
    
  

        5.,3.,2.,1.
5.

2.,1.
5.,3.,1.

3

2

1

FFFFM
FM

FFM
FFFM















  

للحــوادث أنــواع مختلفــة يجــب التمييــز بينهــا مــن أجــل الــتحكم الجيــد في قواعــد نظريـــة : أنــواع الحــوادث . 1-4
، وأيضـــا نجـــذ )E(، والحـــدث النقـــيض )(، والحـــدث المســـتحيل )(الاحتمـــالات، لـــذلك نجـــد الحـــدث الأكيـــد

  .نافية والحوادث المستقلةالحوادث المت
 هــو الحــدث الــذي يكــون تحققــه مؤكــد وحتمــي، لكــون عناصــره تتشــكل مــن جميــع عناصــر :  الحــدث الأكيــد

  . للتجربة العشوائية، ويرمز له بالرمز ) فراغ العينة(اĐموعة الأساسية 
تجربـة رمـي زهـرة نـرد في الهـواء، نلاحـظ  في 6يعبر عن ظهور رقم أقل من أو يساوي  Aبرفض أن الحدث   

  : أن أي رقم سوف يظهر سيحقق حتما هذا الحدث، أي أن 
 6,5,4,3,2,1 A  

 موعـة الأساسـية بمعـنى عـدم :  الحدث المستحيلĐهـو الحـدث الـذي لا يحتـوى علـى أي عنصـر مـن عناصـر ا
 (يقـع أو يتحقـق، ويرمــز لـه باĐموعـة الخاليــة  إشـتراكه مـع فـراغ العينــة في ولا عنصـر واحـد، لهــذا لا يمكـن أن

   ).أو
في تجربـة رمـي زهـرة نـرد في الهـواء، نلاحـظ أن عـدم  6يعبر عـن ظهـور رقـم أكـبر مـن  Bبرفض أن الحدث   

بالتــالي مســتحيل أن يتحقــق، لهــذا وجـود أي عنصــر في اĐموعــة الأساســية للتجربــة العشــوائية يوافــق هــذا الحــدث، و 
  . نقوم عنه حدث مستحيل

 ــه أيضــا الحــدث المعــاكس:  الحــدث النقــيض أو المــتمم، وهــو الحــدث الــذي يعــنى تحققــه ) العكســي(يطلــق علي
بالضـرورة عـدم تحقـق الحـدث الأساسـي، والعكـس صــحيح لأن تقاطعهمـا ينـتج عنـه مجموعـة خاليـة، ويـتم تمييــزه 

: الأساسي، مثل متمم أو معاكس الحدث الأكيد هو الحدث المسـتحيل، أي أن بوضع خط فوق رمز الحدث 
 .  

يعــبر عــن ظهــور رقــم فــردي في تجربــة رمــي زهــرة نــرد في الهــواء، فــإن الحــدث النقــيض  Cبــرفض أن الحــدث    
  : يتمثل في ظهور رقم زوجي، أي أن 

 6,4,2C  
 تعبر عن الأحداث التي تحقق إحداها ينفي تحقق الحدث أو الأحـدث الأخـرى، بمعـنى لا :  الحوادث المتنافية

 Bو  Aنقـول عـن حـدثين يمكن أن تتحقق في آن واحد، مثـل حـدوث الحـدث الأساسـي ومعاكسـه، وبالتـالي 
  الية؛أĔما متنافيين إذا كان تقاطعهما يشكل اĐموعة الخالية، وهو ما يمكن التعبير عنه بالصيغة الت

   BA ومنه فإن الحدثينA  وB متنافيين، والعكس صحيح.  
  :وبشكل عام، فإن الأحداث المتنافية هي التي تحقق الشرط الأتي 
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   ji AAji ;  
  ة عـن التنافي لا يعنى بالضرورة الاستقلالية، لهذا فإن الاستقلالية تمكن مـن إضـافة معلومـ: الحوادث المستقلة

أĔما مسـتقلين إذا  Bو  Aإمكانية وقوع أو عدم وقوع الحادث أو الأحداث الأخرى، لهذا نقول عن الحدثين 
  : تم التأكد من أن

  :وكذلك تقاطعهما لا يساوي اĐموعة الخالية، أي أن  Bوالحدث  Aالحدث : الشرط الأول  -
    BABA  

  :ط الأول فإن الحكم على إستقلالية الحدثين أم لا يتوقف على تحقق إذا تحقق الشر : الشرط الثاني  -
  BABA   الحدثينA  وB  مستقلين عن بعضهما البعض، أي أن وقوع إحداهما لا يؤثر على وقوع

  الأخر؛
  BABA  الحدثينA  وB ل يؤثر على وقوع ، وبالتالي فإن وقوع الحدث الأو )مرتبطين(غير مستقلين

  .الحدث الثاني
فعلى سبيل المثال إذا قلنـا بـأن الآلات تعمـل بصـورة مسـتقلة بعـض بعضـها الـبعض، فهـذا يعـنى أنـه إذا تعطلـت     

ســوف يتوقــف، بينمــا إذا كانــت غــير مســتقلة فــإن توقــف الأولى يعـــنى ) العمــل(إحــداها فهــذا لا يعــنى أن الإنتــاج 
  .ة بالضرورة توقف العمل في الثاني

ــات علــى  الحــوادث . 1-5 تتعلــق تطبيقــات نظريــة الاحتمــالات في الغالــب بعــدد مــن الحــوادث المركبــة : عملي
والمتداخلة فيما بينها أكثر مما تتعلـق بحـادث أولي، كـأن يكـون الهـدف مـن التجربـة العشـوائية الاهتمـام بمعرفـة مـا إذا  

الحدثين على الأقـل، أو مـن  ىبالإمكان وقوع إحد في أن واحد أو إذا كان BوAكان من الممكن وقوع الحدثين 
  .أو غير ذلك من الأهداف المرتبطة بالتجربة العشوائية  Bوعدم وقوع الحدث  Aالممكن وقوع الحدث 

وللإجابة على هذه التساؤلات و أخرى، نقوم بدراسة العلاقات الثنائية والمتعددة بـين الحـوادث بالاعتمـاد   
  الحوادث الأولية أو الحوادث المرتبطة بتجربة عشوائية على مفهوم اĐموعات في 

  مـــوعتين أو أكثـــر، يتوجـــب تحديـــد فيمـــا إذا كانـــت متنافيـــة أم غـــير :  عمليـــة الجمـــعĐفي عمليـــة الجمـــع بـــين ا
أĔمــا متنـافيين إذا كـان تقاطعهمــا يشـكل اĐموعـة الخاليــة، وهـو مــا  Bو  Aمتنافيـة، بحيـث نقــول عـن حـدثين 

  عنه بالصيغة التالية؛يمكن التعبير 
   BA ومنه فإن الحدثينA  وB ،متنافيين  
   BA ومنه فإن الحدثينA  وB غير متنافيين.  

  تأخذ الصيغة الصورة الأتية ؛: حالة تنافي الأحداث  -
  BABA  
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  CBACBA   

  
عن متتالية من الحوادث وبشكل عام، نقول    nAAAA ...,,,, ، بأĔا متنافية مثنى Eالمرتبطة بتجربة 321

  مثنى إذا كان كل حدثين متنافيين، والذي يتم التعبير عنه بالصيغة الآتية؛
   ji AAji ;  

  
  

n

i
i

n

i
in AAAAA

11
21 ...



   

  تأخذ الصيغة الصورة الأتية ؛ :حالة عدم تنافي الأحداث  -
o  إذا كان الحدثينA وB  حدثين غير متنافيين، فإن الصيغة تأخذ الشكل الأتي:  

       BABABA   
 

 
 
 
 
  
 

o  إذا كان لدينا ثلاثة حوادثA وB  وC  أحداث غير متنافية، فإن الصيغة تأخذ الشكل الأتي: 
               CBACBCABACBACBA   

  :والصورة التالية تبين ذلك 

A B 

C 

Ω 
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  :وبشكل عام، لدينا 

      




















 
n

i
i

n
n

m
k
i

mki

n

k
i

ki

n

i
i

n

i
i AAAAAAAAmki

1

1

3
2

1
2

111

1...;... 

  فــرق الحــدث ): الفــرق(عمليــة الطــرحA  عــن الحــدثB  يعــبر عــن جميــع العناصــر الــتي تنتمــي إلى الحــدثA 
BAأو  BA: ، وتأخذ الرمز Bوغير المنتمية إلى الحدث    ؛ويعطى بالصيغة الآتية، \

  
   BABA   
   ABAB   

  ومنه نلاحظ بأن؛
   ABBA   

يعبر عن العناصر  Bو  Aوتجدر الإشارة إلى أن الفرق بين الحدثين وعكسهما، بمعنى الفرق التناظري للحدثين 
  ، ويعطى بالصيغة الآتية؛BAالتي تنتمي إلى أحد الفرق بين الحدثين، ويرمز لها بـ  

   ABBABA   
  

  في عمليــة الضــرب علــى مجمــوعتين أو أكثــر، يتوجــب تحديــد فيمــا إذا كانــت مســتقلة أم غــير : عمليــة الضــرب
أĔما مستقلة إذا كان وقوع حدث غير مرتبط بحدث أخر، وهـو مـا  Bو  Aمستقلة، بحيث نقول عن حدثين 

  بالصيغة التالية؛يمكن التعبير عنه 
    BABorABA  \\  

حالة الأحداث المستقلة، إذا كان وقوع الحدثين في أن واحد، مع أĔما مستقلين عن بعضهما البعض،   
  فإن الصيغة التي يعبر عنها تأخذ الصورة الآتية؛

   BABA *  
   CBACBA **  

Ω 
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 ولدينا أيضا؛
    AAAAA *  
       AAAA*  

  :وبشكل عام، لدينا 
  

n

i
i

n

i
in AAAAA

11
21 *...**


   

  في حالة كان الحدثين غير مستقلين فإن؛
   BABA *  

        AABBAorBBABA **   
تعرف بالإحتمال الشرطي، وهذا ما سوف ) المرتبطة(قاعدة الضرب في حالة الأحداث غير المستقلة : ملاحظة 

  .تعرض إليه في العنصر الموالي ن
بين الأحداث والعلاقة بينهما في الجدول ) التقاطع(والضرب ) الإتحاد(خيص عمليات الجمع بشكل عام؛ يمكن تل

   :الأتي 
  عمليات التقاطع بين الأحداث  عمليات الإتحاد بين الأحداث

  AAA   
   ABBA   
   CBACBA   

AAA   
   AA  

AA   
  BABA   

  AAA   
   ABBA   
   CBACBA   

AAA   
     AA  

AA   
  BABA   

     CABACBA   
     CABACBA   

  
  طرق العد . 2

ـــة الاحتمـــالات علـــى تحديـــد عـــدد الحـــالات الممكنـــة في التجربـــة بالإضـــافة إلى عـــدد الحـــالات    تعتمـــد نظري
الملائمة، ونظرا لتعقد عملية تحديد هذه الحالات في حالة البيانات الكبيرة، فقد تم إيجاد صيغ رياضية يـتم المفاضـلة 

  شكل أسئلة كما يلي؛ بينها على أساس ثلاثة معايير أساسية، نطرحها في
  هل الغرض من عملية العد يعتمد على ترتيب جميع عناصر اĐموعة أو جزء منها فقط ؟ -
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  هل عملية ترتيب العناصر مهم أو غير مهم ؟ -
  هل يمكن تكرار أو استعمال عنصر من اĐموعة أكثر من مرة واحدة ؟ -

  . ناسبة لتحديد عدد النتائج الممكنة لتجربة معينةفبالإجابة على هذه الأسئلة يمكن تحديد طريقة العد الم
 
يعبر مصطلح التبديلة عن عدد الحالات الممكنة لترتيب جميع عناصر اĐموعة التي عددها :  التبديلات. 2-1
)n( موعة، ويرمز لها بالرمزĐبحيث نأخذ بعين الاعتبار إمكانية تكرار عنصر أو أكثر ضمن ا ،P(n) .  

حالة التبديلات بدون تكرار العناصر، والتبديلات مع تكرار عنصر واحد على  لهذا نميز بين    
  الأقل، وبناءا عليه تأخذ علاقة حساب التبديلات الصيغة التالية كما يلي؛

 إذا كان كل عنصر يستعمل مرة واحدة في كل تبديلة، فإن العلاقة تأخذ :  التبديلة بدون تكرار العنصر
  الشكل الأتي؛

      23...21!  nnnnnP  

في بعض الحالات يكون لدينا أكثر من تقسيم واحد ضمن نفس اĐموعة، لذلك فإن الصيغة : 01ملاحظة 
  تعدل لتأخذ العلاقة المعممة الأتي؛

           



m

i
ikkk nPnnnPnPnPnPnnnP

1
212121 ;...;;...;...;;  

  يمكن أن تكون التبديلات مقيدة بعنصر أو أكثر، لهذا سيتم الاعتماد على الصيغة الآتية؛: 02ملاحظة 
   !knknP   

حول طاولة مستديرة، ) n(فعلى سبيل المثال إذا كانت الهدف معرفة عدد حالات ترتيب مجموعة عدد عناصرها 
فإن التبديلات تكون مقيدة بأول عنصر، وبالتالي فإن علاقة حساب التبديلات على طاولة مستديرة تأخذ 

  :الشكل الأتي 
   !11  nnP  

 إذا كان الغرض تحديد عدد حالات ترتيب مجموعة من العناصر، على أن يتم :  ة مع تكرار العنصرالتبديل
 إستعمال عنصر واحد على الأقل أكثر من مرة كل تبديلة، فإن العلاقة تأخذ الشكل الأتي؛

 
   !...!!

!

!

!;
11

1

m
m

i
i

i kkk
n

k

nknP







 

من اĐموعة الكلية ) k(أو العناصر  تعتمد على عملية اختيار أو انتخاب عدد من المفردات:  الترتيبات. 2-2
)n( من أجل ترتيبها وفق عدد الحالات الممكنة، ويرمز لها بالرمز ، k

nA .  

  :وبما أن عملية الترتيب تأخذ بعين الإعتبار إمكانية تكرار العنصر المختار، فإننا نميز بين الحالتين التاليتين   
 إذا كــان كــل عنصــر يســتعمل مــرة واحــدة فقــط، فــإن العلاقــة تأخــذ الشــكل :  ربــدون تكــرار العنصــ ةالترتيبــ

  الأتي؛
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 !
!
kn

nAk
n 
  

 موعـة، "القائمـة"يطلـق عليهـا أيضـا :  مع تكرار العنصـر ةالترتيبĐبحيـث إذا كـان هنـاك عناصـر مكـررة في ا ،
  :لعلاقة تأخذ الشكل الأتي وبالتالي إمكانية إستعمالها أكثر من مرة واحدة في الترتيبة، فإن ا

   



k

i
ik

k nnnnn
1

21 ...  

إذا كان عدد العناصر المختارة يساوي عدد عناصر اĐموعة : ملاحظة  kn  ،فإن الترتيبة تتحول إلى تبديلة ،
  :ويتم البرهنة على ذلك كمايلي 

 

  !
!0
!

!
!

!
!

nAn
nn

nA
kn

kn
nA

n
n

n
n

k
n
























 

لعد إستخدام في نظرية الاحتمالات، ولهذا نفس خصائص الترتيبات، غير تعتبر أكثر طرق ا:  التوفيقات. 2-3
، وبالتالي فهي تعبر عن عدد الحالات الممكنة لتكوين مجموعات جزئية )k(أĔا لا تشترط ترتيب العناصر المختارة 

الرمز توافيق عنصر يتم إختيارها أو إنتخاđا من اĐموعة الكلية دون الاهتمام بالترتيب، وتأخذ ال) k(تضم  k
nC 

.  

وبما أن عملية تحديد اĐموعات الجزئية تأخذ بعين الاعتبار إمكانية تكرار العنصر المختار، فإننا نميز بين     
  :الحالتين التاليتين 

 إذا كان كل عنصر يستعمل مرة واحدة فقط، فإن العلاقة تأخذ الشكل:  التوافيق بدون تكرار العنصر 
  الأتي؛

  !!
!

kkn
nC k

n 
  

 موعــة، وبالتــالي إمكانيــة :  التوافيــق مــع تكــرار العنصــرĐيمكــن أن نجــد أن هنــاك عنصــر أو أكثــر مكــررة في ا
  :استعماله أكثر من مرة داخل اĐموعة الجزئية الواحدة، وبناءا عليه فإن العلاقة تأخذ الشكل الأتي 

 
  !!1

!1
rn

rnK r
n 


 
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  الات الاحتم. 3
 PASCAL ،FERMATشهد القرن السـادس عشـر اهتمـام كبـير لـدى علمـاء الرياضـيات أمثـال   

ـــا وخاصـــة في فرنســـا علـــى  BERNOULLIو وغـــيرهم إلى إيجـــاد قواعـــد حســـابية تســـاعد المقـــامرين في أوروب
اتج حســاب فرصــهم في الكســب أو الخســارة، فــتم تكــوين الاحتمــال كــي نســتخلص نتــائج التكــرارات النســبية للنــو 

ــا نعــني đــذا أن الظــواهر " مــن الممكــن أن تمطــر الســماء هــذا اليــوم"التجريبيــة، فعلــى ســبيل المثــال عنــدما نقــول  فإنن
ــنفس الظــواهر الطبيعيــة في أوقــات ســابقة الــتي حــدث فيهــا تســاقط  الطبيعيــة المحيطــة بنــا خــلال هــذا اليــوم مشــاđة ل

  .نية الرياضية للأمطار، ونفس الشيء مع باقي الاستعمالات لهذه التق
هو مقياس عددي لإمكانية وقوع حدث معين يكون محصور ما بين الصفر و الواحـد : تعريف الاحتمال . 3-1

  .يعبر عن حظوظ وقوع هذا الحدث
هــو عــدد الحــالات الممكنــة، فــإن  n، وكــان Aيعــبر عــن عــدد الحــالات الملائمــة للحــدث  mفــإذا كــان   

  :ة التالية يكون وفق العلاق Aإحتمال وقوع الحدث 
  1 mnsi

n
mAP  

  علما أن؛
A  :حدث معين؛  
m  : للحدث ) المواتية(عدد الحالات الملائمةA؛  
n  :عدد الحالات الممكنة ؛  

 AP : احتمال وقوع الحدثA.  
التجربة، بحيث يقصد نفرق بين الحالات الممكنة والحالات الملائمة على أساس طبيعة النتائج في : 01 ملاحظة

بالحالات الممكنة عدد النتائج المختلفة التي يمكن أن تظهر كنتيجة عند إجراء تجربة معينة، وبالتالي فإن عدد 
حالات ممكنة، ويرمز لعدد  6، وفي حالة رمي زهرة نرد هي 2الحالات الممكنة عند تجربة رمي قطعة نقدية هو 

المفردات الممكنة في اĐموعة بـ  Card.  
أما بالنسبة للحالات الملائمة فهي تعبر عن عدد النتائج التي تؤدي إلى تحقيق الحدث الذي Ĕتم بوقوعه   

عند إجراء التجربة، فعلى سبيل المثال إذا كان الحدث الذي Ĕتم به هو ظهور رقم زوجي أثناء إلقاء زهرة نرد على 
، أيضا عدد الحالات الملائمة ) 6أو 4، 2(أي  3لتي تحقق هذا الحدث هو الأرض، وبالتالي فإن عدد الحالات ا

، ويرمز لعدد المفردات الملائمة في اĐموعة بـ 1لظهور صورة عند رمي قطعة نقدية هو  ACard.  
كلية فإĔا تأخذ وبناءا عليه فإن العلاقة الرياضية لقياس الاحتمال عند التعامل مع اĐموعات الجزئية وال  

  :الصيغة الأتية 
   

 
Card

ACardAP  
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يتم التفرقة بين التكرار النسبي والاحتمال على أساس أن الاحتمال يتولد من اĐتمع الاحصائي، : 02 ملاحظة
  .أما التكرار النسبي فيعبر عن النسبة التي نحصل عليها من العينة 

  
خـواص الاحتمـال علينـا أن نشــير إلى البـديهيات الثلاثـة الـتي قــدمها قبـل التعــرض إلى : خـواص الاحتمـال . 3-2

ــة الموضــوعية Kolmogorovالعــالم كولمــوغروف  ، والــتي تتعلــق بــالمميز العــددي الــذي يعــبر عــن درجــة الإمكاني
أي بالقياس الاحتمالي المعبر عنه بالرمز  Aلظهور الحدث  APالحـدث  ، والذي يقرئ باحتمـال وقـوعA  والمحقـق

  :الآتية ) بديهيات كولموغروف(للشروط 
  من أجل أي حدث وليكن على سبيل المثال الحدث : البديهية الأولىA فإن إحتمال وقوعه ،P(A)  يجب

  أن يحقق المتراجحة الثنائية الآتية ؛
  01  AP  

  احتمال وقوع الحادث الأكيد : البديهية الثانيةيساوي الواحد الصحيح، أي أن ؛ ،  
  1P  

  احتمال اجتماع متتالية قابلة للعد من الحوادث : البديهية الثالثةiAAAA ...,,, المنتهية لصف الأحداث  321
 ،أي أن ؛والمتنافية مثنى مثنى، يساوي مجموع احتمالات هذه الحوادث  

 














 n

i
i

n

i
i APAP

11
  

  :فهذه البديهيات الثلاث تدعى بالبديهيات المعرفة للاحتمال، وإضافة إليها نعرض الخواص الأتي   
 احتمال الحدث المستحيل يساوي الصفر     :   0EP  
 المتمم(احتمال الحدث المعاكس : (  

   APAP 1  
  متممه احتمال الحدث و :  

      1 PAPAP  
  
  خواص الاحتمال للأحداث المتنافية:  

o  إذا كان لدينا الحدثينA وB  حدثين متنافيين فإن الاحتمال يأخذ الصيغة الآتية:  
     BPAPBAP   

o قابلة للعد من الحوادثإذا كان لدينا الأحداث المتتالية ال A ،B ، ...وZ  أحداث متنافية فإن
  :لاحتمال يأخذ الصيغة الآتية ا

       ZPBPAPZBAP  ......  
  :وبشكل عام تأخذ الصيغة العبارة التالية 
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  خواص الاحتمال للأحداث غير المتنافية:  

o  إذا كان لدينا الحدثينA وB  حدثين غير متنافيين فإن الاحتمال يأخذ الصيغة الآتية:  
       BAPBPAPBAP   

o  بينما إذا كان لدينا الأحداثA وB وC  أحداث غير متنافيين فإن الاحتمال يأخذ الصيغة الآتية:  

               CBAPCBPCAPBAPCPBPAPCBAP   
o قابلة للعد من الحوادثأما إذا كان لدينا الأحداث المتتالية ال A1 ،A2 ، ...وAi  أحداث غير متنافية

  :تية فإن الاحتمال يأخذ الصيغة العامة وفق الشكل الآ
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  مـا مسـتقلينĔقاعدة الضرب في حالة الأحـداث المسـتقلة، إذا كـان إحتمـال وقـوع حـدثين في أن واحـد، مـع أ

  عن بعضهما البعض، فإن الصيغة التي يعبر عنها تأخذ الصورة الآتية؛
   BAPBAP *  
   CBAPCBAP **  

  :وبشكل عام، لدينا   
 

 
n

i
i

n

i
i APAP

11 








  

  تعرف بالاحتمال الشرطي، وهذا ما سوف نتعرض ): المرتبطة(قاعدة الضرب في حالة الأحداث غير المستقلة
، وبنــاءا عليــه فــإن الاحتمــال  Bيشــترط تحقــق الحــدث  Aإليــه في العنصــر المــوالي، و باختصــار فــإن تحقــق الحــدث 

 :الشرطي يكتب كما يلي 

   
    0\/ 


 BP
BP

BAPBAP  

  خواص الاحتمال لعمليتي التقاطع والاتحاد: 

         CBAPCBPAPCBAP   
          CBAPCAPBAPCABAP   
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  :يمكن أن نميز بين حالتين للعلاقة الثنائية للأحدث هما : دراسة العلاقة بين ثنائية الأحداث . 3-3
  نقول عن حدثين : التنافيA  وB  ما متنافيين إذا كان تقاطعهما يشكلĔموعة الخالية، أو احتمال أĐا

  التقاطع يساوي الصفر، وهو ما يمكن التعبير عنه بالصيغة التالية؛
    0 BAPBA  ومنه فإن الحدثينA  وB متنافيين، والعكس صحيح.  

  لدراسة إستقلالية الحدثين : الاستقلاليةA  وB يجب التأكد من أن :
      0;0;0  BPAPBAP  ثم التحقق من الشرط الأتي؛كمرحلة أولى ،   

o      BPAPBAP   الحدثينA  وB مستقلين عن بعضهما البعض ؛  
o      BPAPBAP   الحدثينA  وB  مرتبطين(غير مستقلين. ( 

عنـــدما يكـــون تحقـــق حـــدث مـــرتبط بتحقـــق ســـابقا، فإننـــا أمـــام احتمـــال مشـــروط، :  الاحتمـــال الشـــرطي. 3-4
فإنـــه يســــمى بالاحتمـــال الشــــرطي، والـــذي يرمــــز لـــه بــــالرمز   Bمشــــروط بتحقـــق الحــــدث  Aث وبفـــرض أن الحـــد

 BAP أو  / APBويحسب بالصيغة الآتية؛  
   

 BP
BAPBAP 

/  

بحيث أن     0BP  
، أي أن Aاض وقــوع الحــدث بــافتر  Bوبشــكل مشــابه يحــدد الاحتمــال الشــرطي لوقــوع الحــدث     

  :قد تحقق فعلا، ويحسب بالصيغة الآتية  Aبشرط أن يكون الحدث  Bاحتمال تحقق الحدث 
   

 AP
ABPABP 

/  
بحيث أن   0AP  

  نعرف الخواص المتعلقة بتحقق احتمال مرتبط بتحقق احتمال مسبقا، على : خواص الاحتمال الشرطي
  ؛ النحو الأتي

  
   0/1  BAP  
   1/  BP  
   1/ BBP  
    BAPBAP /1/   

      
     







ABPAPBAP
BAPBPBAP

/*
/*  

         
     BACPABPAP

BACPBAPCBAPCBAP



/*/*

/*  

        CBAPCBPCAPCBAP /\\\   
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o إذا كانــت لـدينا متتاليــة الحـوادث :  يخاصـية التقــاطع فـي الاحتمــال الشـرطA1 ،A2 ، ...وAi بلــة قا
 :للعد ومتنافية فإن الاحتمال الشرطي يأخذ الصيغة العامة وفق الشكل الآتية 

               12211123431232121
1
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
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  :إذا كانت الحوادث المتتالية مستقلة فإن الصيغة تأخذ الشكل الأتي :  ملاحظة
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o وادث إذا كانـت لــدينا متتاليـة الحـ:  يخاصـية الاتحـاد فــي الاحتمـال الشـرطA1 ،A2 ، ...وAi  قابلــة
 :للعد ومتنافية فإن الاحتمال الشرطي يأخذ الصيغة العامة وفق الشكل الآتية 
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  :وبدلالة التقاطع يمكن كتابتها كما يلي 
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  :ولدينا  
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  : وبالتالي فإن 
 

 BP

BAP
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قبل التطرق إلى نظريـة بـايز يتوجـب علينـا التعـرف علـى الاحتمـال الكلـي :  الاحتمال الكلي و نظرية بايز. 3-5

الذي يعتبر جزء من عملية التعميم لقانون الاحتمال الشرطي في حالة تعدد الحوادث المتنافية، بمعـنى يعـالج إحتمـال 
ــيكن  kGGG(دث المتنافيــة و المتكاملــة والــذي يكــون مرافقــا للحــوا Dتحقــق حــدث معــين ول ,...,, ، فعلــى ســبيل )21

، فإن صيغة حساب الاحتمال الكلي تأخذ الشكل GG,21يتحقق بشرط تحقق الحدثين  Dالمثال إذا كان الحدث 
  :الأتي 

   21 GDGDD   
  :وبدلالة الاحتمال تأخذ الصيغة التالية 

       IGDPGDPDP 21   
  بالاعتماد على علاقة الاحتمال الشرطي نجذ؛
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         IIGPGDPGDP
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GDPGDP kkk
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k
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  ):k=2(نحصل على الصيغة التي تعبر عن الاحتمال الكلي لحدثين ) II(و) I(من المعادلتين 
         2211 .\.\ GPGDPGPGDPDP   

  :مال الكلي يأخذ الصيغة الآتية ، فإن الاحت)k=3(وبطريقة مشاđة إذا كان هناك ثلاثة حوادث متنافية ومتكاملة
              332211 /// GDPGPGDPGPGDPGPDP   

يمكــــن تعمــــم الصــــيغة المتعلقــــة بالاحتمــــال الكلــــي، بحيــــث إذا كانــــت لــــدينا الحــــوادث المتنافيــــة والمتكاملــــة   
nEEE ,...,,   :كما هو مبين في الشكل الأتي   A، والحدث 21

  
ــتم بواســطتها حســاب احتمــال الحــدث    بشــرط أن  A، أي احتمــال تحقــق الحــدث Aفــإن العلاقــة الــتي ي

nEEEتتحقق الحوادث المتنافية والمتكاملة  ,...,,   كما يلي؛  21

     
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i
ii EAPEPAP
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/  

  :الكلي بالصيغة الآتية  يتم حساب متمم الاحتمال: ملاحظة 
     




n

i
ii EAPEPAP
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/  

  
  نظرية بايز أو دستور بايز يطلق عليها قانون احتمال السببية، يستخدم لحساب الاحتمالات : نظرية بايز

بشرط  G1الشرطية لحوادث متنافية ومتكاملة المرافقة لحدث معين، فإذا كان الاحتمال الشرطي لتحقق الحدث 
 :إن الاحتمال الشرطي يأخذ الصيغة الأتية ، فDتحقق الحدث 

   
   I
DP

DGPDGP 


 1
1 \  

  :قد تحقق فعلا، تأخذ الصيغة الآتية  G1بشرط أن يكون  Dوبالتالي فإن الاحتمال الشرطي لتحقق الحدث 
   

         IIGPGDPDGP
GP

DGPGDP 111
1
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1 .\\ 
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  :فإذا كان لدينا الاحتمال الكلي بالصيغة الأتي 
           IIIGPGDPGPGDPDP 2211 .\.\   

سنحصل على الصـيغة الـتي تعـبر عـن الاحتمـال الشـرطي ) I(في المعادلة ) III(و) II(ويض المعادلتين بتع  
  ):k=2(لحدثين ) قانون بايز(المتعدد 
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، فإن الاحتمال الشرطي المتعدد يأخذ )k=3(وبطريقة مشاđة إذا كان هناك ثلاثة حوادث متنافية ومتكاملة

  :ة الصيغة الآتي
   
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يمكن تعمم الصيغة المتعلقة بالاحتمال الشرطي المتعدد، بحيث إذا كانت لدينا الحوادث المتنافيـة والمتكاملـة   

nEEE ,...,,   :لا يتحقق إلا بتحقق احد هذه الحوادث كما هو مبين في الشكل الأتي  A، والحدث 21

  
nkبصفة عامة، يتم حساب الاحتمالات الشرطية لحوادث متنافية ومتكاملة   EEEE ,...,,..,, ومرافقة 21
  :الذي لا يتحقق إلا بتحقق احد هذه الحوادث فإن الصيغة العامة تأخذ الشكل الأتي  Aللحدث 
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  :أو بالاعتماد على الصيغة المختصرة الأتي   
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  : 01تمرين رقم 
  :العينة في التجارب الآتية ) فضاء(حدد فراغ 

  رمي زهرة نرد مرة واحدة؛. 1
  رمي قطعتين نقديتين في الهواء؛. 2
  .رمي قطعة نقود مع زهرة نرد في أن واحد . 3

  : 02قم تمرين ر 
  تجربة عشوائية يتم فيها رمي زهرة نرد مرة واحدة، ولتكن لدينا الحوادث الأتية؛في 

 ؛4الرقم الظاهر أقل من :  Aالحدث  -
 ؛3الرقم الظاهر أكبر من أو يساوي :  Bالحدث  -
 الرقم الظاهر زوجي ؛:  Cالحدث  -
 .الرقم الظاهر فردي :  Dالحدث  -

  تحديد مايلي؛: المطلوب 
CADCBA: ينة والحوادث فضاء الع. 1   ؛,,,,,
: أوجد الحوادث الآتية . 2 BA، BA، DC ، AB ، AB، BA*، DC *.  
: ين أوجد الحدثين التالي. 3 CBA **، DBA **.  

  : 03تمرين رقم 
تخصص إدارة وتسيير المنظمات للموسم ) د.م.ل(للمشاركة في مسابقة الدكتوراه  طالب 30تم اختيار 

طالبة، فإذا كانت اللجنة التي تشرف على المسابقة ترغب في ترتيبهم في  18الجامعي الماضي، كان من ضمنهم 
  قاعة الإمتحان حسب معدلاēم الانتقائية؛

  بكم طريقة يمكن ترتيبهم ؟. 1
  بكم طريقة يمكن ترتيبهم، على أن يتم جمع الطلاب لوحدهم والطالبات لوحدهن ؟. 2
تخصص إدارة الأعمال،  10إذا علمت بأن الطلبة المختارين للمسابقة لهم تخصصات مختلفة، منهم . 3

  :تخصص تسيير عمومي؛ فبكم طريقة يمكن ترتيب 5تخصص تسيير المؤسسات و 15و
  طلبة كل تخصص على حدى ؟. 1- 3
  ترتيبهم حسب تخصصاēم ؟ . 2- 3

  مارين الفصلسلسلة ت
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  : 04تمرين رقم 
أعضاء بما فيهم رئيس النادي، فإذا كان لديهم إجتماع بمقر النادي  12يتكون نادي رياضي لكرة اليد من 

  لقة بالنادي، بكم طريقة يمكن إجلاس الأعضاء ؟على طاولة مستديرة الشكل لدراسة المسائل العا
  إذا علمت أن المقرر يجب أن يجلس على يمين رئيس النادي، بكم طريقة يمكن إجلاس الأعضاء ؟ -

  

  : 05تمرين رقم 
؛ بكم )رئيس ونائب له(طالب، وترغب الإدارة في تعيين ممثلين لطلبة في هذا الفوج  38يتكون فوج من   

  :طريقة يمكن 
  تيار طلبين من الفوج ؛اخ. 1
  ؛ أو لا يترشحان إذا تم اختيار أحدهما دون الأخر  بفرض أن طالبين يرغبان في الترشح بشرط أن يكونان معا. 2
إذا فرضنا أن الأستاذ الذي كان يدرس أتناء عملية التعيين، اختار الطالب المميز في الفوج لأن يكون أحد . 3

  ؛ )رئيس أو نائب(ممثلي الطلبة 
  إذا وافق أحد الطلبة على الترشح بشرط أن لا يقبل إلا بالتمثيل كرئيس للفوج ؛. 4
  بفرض أن طالبين يرفضان تمثيل طلبة الفوج إذا تم اختيارهما معا؛ . 5

  : 06تمرين رقم 
عامل لديها في مجال التلحيم، والمطلوب  20لوحدة غارداية بتكوين  ALFAPIPEقامت شركة   

  ة؛دراسة الحالات الأتي
  عمال لفتح ورشة جديد؟ 05بكم طريقة يمكن اختيار . 1
 6للورشة الأولى،  10بكم طريقة يمكن توزيع العمال المكونين حديثة على ثلاثة ورشات، بحيث يكون . 2

  عمال للورشة الثالثة ؟  4للورشة الثانية، و

  : 07تمرين رقم 
علم، وأرادت توزيعهم على خمسة مدارس م 12قامت مديرية التربية لولاية غارداية بتوظيف بتوظيف   

  إبتدائية؛
بكم طريقة يمكن توزيع هؤلاء المعلمين على المدارس، إذا علمت بأن المدارس المختارة يمكن أن تستقبل . 1

  معلم أو أكثر، كما يمكنها أن لا تستقبل ولا معلم ؟ 
  بفرض أنه يتم توزيع معلم واحد على الأقل لكل مدرسة ؟. 2
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  : 08تمرين رقم 
 4كرات بيضا،   5كرات ذات ألوان مختلفة لا يمكن التمييز بينها باللمس،   11يحتوى صندوق على   

، والمطلوب تحديد عدد الحالات الممكنة في أن واحدكرات   3حمراء، نسحب من الصندوق  2سوداء 
  لسحوبات الآتية؛

  سحب ثلاثة كرات من الصندوق ؟ . 1
  سحب ثلاثة كرات بيضاء ؟ . 2
  حب كرة بيضاء واحدة على الأقل ؟س. 3
  الكرتين المسحوبتين لهما نفس اللون ؟. 4
  :حدد ما يلي  على التوالي دون إرجاع الكرة المسحوبة؛بفرض أن سحب الكرات الثلاثة كان . 5

  عدد الحالات الممكنة لسحب ثلاثة كرات بيضاء ؟ -  
  ؟ عدد الحالات الممكنة لسحب كرة بيضاء واحدة على الأقل  -  

الكرة  على التوالي مع إرجاع، بفرض أن عملية سحب الكرات كانت )5(نفس المطلوب السابق . 6
  .المسحوبة 

  

  : 09تمرين رقم 
مصابيح تالفة، فإذا تم سحب مصباحين من  10مصباح كهربائي، من ضمنها  50علبة على  ىتحتو   

سحب مع (ل قبل عملية السحب الثانية الصندوق بطريقة عشوائية متتالية بحيث يتم إرجاع المصباح الأو 
  ، أحسب مايلي؛)الإرجاع

  احتمال أن يكون المصباحين صالحين ؟. 1
  احتمال أن يكون المصباحين تالفين ؟. 2
  احتمال أن يكون المصباح الأول صالح و الثاني تالف ؟. 3
  بين تالفين ؟بفرض أن عملية السحب بدون إرجاع، فما هو احتمال أن يكون المصباحين المسحو . 4
بفرض أن عملية سحب المصباحين تكون عشوائية وفي أن واحد، فما هو احتمال أن يكون المصباحين . 5

  المسحوبين تالفين؟ 
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  : 10تمرين رقم 
حسب محاضر الامتحان النهائية للسداسي الأول في قسم الجدع المشترك، تبين أن نسبة الرسوب في   

  . %10، وفي المقياسين معا بـ %25الرياضيات  ، وفي مقياس%20مقياس الإحصاء هي 
  :إذا تم اختيار طالبا من المحاضر بطريقة عشوائية، حدد الإحتمالات التالية   

  إذا كان هذا الطالب راسب في الإحصاء، فما هو احتمال أن يكون راسبا في الرياضيات ؟. 1
   الرياضيات،  ؟ما هو احتمال أن يكون راسبا في الإحصاء، علما أنه راسب في. 2
  إذا كان هذا الطالب راسب في الرياضيات، فما هو احتمال أن يكون ناجحا في الإحصاء ؟. 3
  ما هو احتمال أن يرسب في الرياضيات أو الإحصاء ؟. 4

  : 11تمرين رقم 
 Bاقتصادية؛  .ع: A(على طالب في السنة أولى جدع مشترك أن يختار شعبة من بين الشعب الأربعة   

ليحدد مسار دراسته الجامعية، بحيث أن احتمال اختياره ) مالية ومحاسبة.ع:  Dتجارية و.ع:  Cتسيير؛ .ع:
هو  )Cأو  Bأو  A(لكل شعبة 

3
1 ،

4
و  1

6
على التوالي، أما احتمال عدم قبول الشعبة المختارة من طرف  1

لإنتقاء فهو لجنة ا
10
1 ،

5
1  ،

3
و  2

2
  .لكل شعبة على التوالي  1

  أحسب ما يلي؛:  المطلوب
  ؟) D(احتمال أن يكون الطالب قد اختار شعبة العلوم المالية والمحاسبة . 1
  الإنتقاء على اختيار الطالب ؟احتمال أن لا توافق لجنة . 2
بفرض أن الطالب لم توافق لجنة الانتقاء على اختياره، فما هو احتمال أن يكون قد إختار شعبة علوم . 3

  التسيير ؟ 
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  : 12تمرين رقم 
، إذ تم سحب بطاقة )50إلى  1(داخل صندوق بطاقات مرقمة ترقيم تسلسلي من الواحد إلى الخمسين   

  :ئية، ولتكن الأحداث الآتية واحدة بطريقة عشوا
A  : الرقم المسحوب قابل للقسمة على
  ؛2

  C  : الرقم المسحوب قابل للقسمة على
  ؛5

B  : الرقم المسحوب قابل للقسمة على
  ؛3

  D  : الرقم المسحوب قابل للقسمة على
11 .  

  أجب على ما يلي؛:  المطلوب
A ،B ،C ،D ،: الأحداث الآتية أوجد احتمال . 1 BA ،

 CA، CB، DC ، CBA  . 
  .   Dو  Cثم  Cو B؛  Cو A؛  Bو A: أدرس العلاقة بين ثنائية الأحداث التالية . 2
أحسب احتمال الحدثين . 3  CBAP   و  CBAP ؛  
  ؟) واحد من هذه الأرقام على الأقل( 5أو  3أو  2ما احتمال أن يكون الرقم المسحوب قابلا للقسمة على . 4

  : 13تمرين رقم 
 %35 : يتوزع طلبة السنة الثانية ضمن مسار العلوم الاقتصادية على ثلاثة أفواج وذلك على النحو الأتي  

، فإذا علمت أن نسب النجاح )G3(للفوج الثالث  %40و) G2(ني للفوج الثا 25%، )G1(للفوج الأول 
في امتحان مقياس رياضيات المؤسسة لكل فوج على التوالي ) 10الطلبة الحاصلين على معدل يفوق أو يساوي (

  .  %60و 80%، 65%

  يلي ؛ ا، أحسب م10بفرض أن أستاذ المقياس التقى مع أحد الطلبة الحاصلين على معدل أقل من :  المطلوب
  احتمال أن يكون هذا الطالب فعلا غير ناجح ؟. 1
  ؟) A( احتمال أن يكون الطالب من الفوج الأول. 2
  ؟) C(أو الفوج الثالث) A(احتمال أن يكون الطالب من الفوج الأول. 3
  ؟)المتمم(؟ تحقق من النتيجة بطريقة الحدث المعاكس ) C(احتمال أن لا يكون الطالب من الفوج الثالث. 4
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  : 01تمرين رقم 
  :العينة في التجارب الآتية ) فضاء(تحديد فراغ 

  :رمي زهرة نرد مرة واحدة . 1
 6;5;4;3;2;11   

  :رمي قطعتين نقديتين في الهواء . 2
        PPFPPFFF ,;,;,;,2   

  :رمي قطعة نقود مع زهرة نرد في أن واحد . 3
                        PFPFPFPFPFPF ,6;,6;,5;,5;,4;,4;,3;,3;,2;,2;,1;,13   

  : 02 تمرين رقم
  :تجربة عشوائية يتم فيها رمي زهرة نرد مرة واحدة، نحدد الحوادث الآتية في 

  :فضاء العينة  -
 6;5;4;3;2;1  

  4الرقم الظاهر أقل من :  Aالحدث  -
 3;2;1A 

  3الرقم الظاهر أكبر من أو يساوي :  Bالحدث  -
 6;5;4;3B 

 الظاهر زوجي الرقم :  Cالحدث  -
 6;4;2C 

 الرقم الظاهر فردي :  Dالحدث  -
 5;3;1D  

 4، والذي يعبر عن الرقم الظاهر أكبر من أو يساوي Aالحدث العكسي للحدث : Aالحدث  -
 6;5;4A  

 ، والذي يعبر عن الرقم الظاهر فردي Cللحدث  الحدث العكسي: C الحدث -
 5;3;1 DC 

  : إيجاد الحوادث الآتية . 2
     6;5;4;3;2;1BABA  

 الحلول النمودجية لسلسلة التمارين
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     2;1 BABA  
     6;5;4;3;2;1DCDC 
     6;5;4 ABAB  
     3*  BABA 

،       DCDC *  
  :التاليين أوجد الحدثين . 3

      CBACBA **،  
     3**  DBADBA.  

  : 03تمرين رقم 
  :لدينا المعطيات التمهيدية للتمرين كالأتي 

 12;1830  HFN   
ترتيب جميع العناصر وبدون تكرار، : بما أن العملية مرتبطة بـ : عدد طرق ترتيب المترشحين في قاعة الإمتحان . 1

اس المناسب هو تبديلة بدون تكرارفإن المقي nP والتي تأخذ الصيغة التالية ،  
      3210652,212...293030!3030!  PPnnP   

) : الطلاب لوحدهم والطالبات لوحدهن ( عدد طرق ترتيب المترشحين في قاعة الإمتحان على أساس الجنس . 2
كرار، فإن المقياس المناسب هو تبديلة بدون تكرارترتيب جميع العناصر وبدون ت: بما أن العملية مرتبطة بـ  nP ،

  والتي تأخذ الصيغة التالية 
                2...17182...111218;12!18!1218;12; 212121  PnnPnPnPnnP 

  
  729600640237418418;12 21  nnP  

لدينا اĐموعات الجزئية للمترشحين حسب : عدد طرق ترتيب المترشحين في قاعة الإمتحان وفقا للتخصص. 3
  ؛التخصصات كمايلي
 10 مترشحين في تخصص إدارة الأعمال؛  
 15 مترشح في تخصص تسيير المؤسسات؛  
 5  مترشحين في تخصص تسيير عمومي. 

  يتم التعبير عنها بالصيغة التالية ؛: عدد طرق ترتيب المترشحين وفق كل تخصص على حدى . 1- 3

             !5!15!105;15;10
5
15
10

321321

3

2

1














nnnPnPnPnP
n
n
n

  

  92013076779965;15;10 321  nnnP  
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  : 04تمرين رقم 
  :المعطيات التمهيدية للتمرين كالأتي لدينا 

:  عدد الأعضاء  - 11112 N؛ 
 الجلوس على طاولة مستديرة الشكل -
ترتيب جميع العناصر : بما أن العملية مرتبطة بـ : عدد طرق إجلاس الأعضاء على طاولة مستديرة الشكل . 1

روبدون تكرار، فإن المقياس المناسب هو تبديلة بدون تكرا nP ترتيب (، لكن هذا الترتيب على طاولة مستديرة
يعتمد على ضرورة إجلاس أحد الأعضاء قبل البدء بإيجاد تبديلات باقي الأعضاء، وعليه تأخذ ) متسلسل ومغلق

  :التبديلة الصيغة التالية 
        3991680012...101111!11112!11  PPnnP   

  
النادي  رة الشكل بحيث يجلس المقرر على يمين رئيسعدد طرق إجلاس الأعضاء على طاولة مستدي. 2
وفق هذه الحالة نقوم أولا بإجلاس الرئيس ومقرره، ثم البدء في إيجاد تبديلات باقي الأعضاء :  2n وعليه ،

  :تأخذ التبديلة الصيغة التالية 
        362880012...1010!10212!22  PPnnP   

  : 05تمرين رقم 
  :هيدية للتمرين كالأتي لدينا المعطيات التم

 38n) :  الطلاب(عدد الأفراد  -
 .تعيين ممثلين لطلبة الفوج، بحيث الأول يكون رئيسا، والثاني نائب الرئيس  -
اختيار جزء من الكل و أن الترتيب : بما أن العملية مرتبطة بـ : ) رئيس ونائبه(عدد طرق اختيار الممثلين . 1

k(غير ممكن، فإن المقياس المناسب هو الترتيبة بدون تكرار  مهم والتكرار
nA( والتي تأخذ الصيغة التالية ،:  

 !
!
kn

nAk
n 
  

  1406
!238

!38
2
38 2

38
2
38 











AA
k
n

  

  . طريقة لاختيار رئيس ونائبه لتمثيل طلبة الفوج  1406ومنه فإن هناك 
أو   بفرض أن طالبين يرغبان في الترشح بشرط أن يكونان معا) ونائبهرئيس (عدد طرق اختيار الممثلين . 2

تتمثل في عدد حالات التي يكون فيها الطالبين معا، وعدد :   لا يترشحان إذا تم اختيار أحدهما دون الأخر
  :، ويتم التعبير عنهما كما يلي )اختيار طالبين أخرين(الحالات التي لا يكونان معا 
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، ثم ضرđا في معامل الترتيب 2من  2تتمثل في اختيار : التي يكون الطالبين معا عدد الحالات  -  
"22

2 A "؛  

من الطلبة الباقين  2تتمثل في اختيار ) :  اختيار طالبين أخرين(عدد الحالات التي لا يكونان معا  -  
)36( ،" 2

36A" .  

  :عدد الحالات التي يكون فيها الطالبين معا أو لا يكونان معا، يحسب كما يلي وبناءا عليه فإن تحديد 
    1262
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طريقة لاختيار رئيس ونائبه لتمثيل طلبة الفوج، بحيث يكون إحدى الطالبين  1262ومنه فإن هناك   
  . الأخر  اللذين يرغبان في الترشح معا أو لا يكونان معا إذا تم اختيار أحدهما دون

إذا فرضنا أن الأستاذ الذي كان يدرس أتناء عملية التعيين، ) رئيس ونائبه(عدد طرق اختيار الممثلين . 3
بما أن الأستاذ حدد أحد :  )رئيس أو نائب(اختار الطالب المميز في الفوج لأن يكون أحد ممثلي الطلبة 

، مع ضرورة ترجيح عدد )طالب 37من  1(لباقين الممثلين، فإنه يبقى تحديد الممثل الأخر من بين الطلبة ا
  :الحالات بمعامل ترتيب المناصب، وبالتالي تأخذ المعلية الصيغة التالية 
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  . طريقة لاختيار رئيس ونائبه لتمثيل طلبة الفوج، وفق هذه الحالة 74ومنه فإن هناك   
الطلبة على الترشح بشرط أن لا يقبل إلا بالتمثيل كرئيس  عدد طرق اختيار الممثلين، إذا وافق أحد. 4

يتمثل في عدد الحالات الكلية مع حذف الحالات التي يمكن أن يكون فيها نائبا، ويتم التعبير عن هذه : للفوج 
  : الصياغة كمايلي 
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  . الفوج، وفق هذه الحالةطريقة لاختيار رئيس ونائبه لتمثيل طلبة  1369ومنه فإن هناك   
يتمثل : عدد طرق اختيار الممثلين، بفرض أن طالبين يرفضان تمثيل طلبة الفوج إذا تم اختيارهما معا . 5

  : في عدد الحالات الكلية مع حذف الحالات التي يكونان معا، ويتم التعبير عن هذه الصياغة كما يلي 
      14042114062 55
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  . طريقة لاختيار رئيس ونائبه لتمثيل طلبة الفوج، وفق هذه الحالة 1404ومنه فإن هناك   

 
 
 
 



 مصطفى طويطي/ د: عدادإ                                            ؛دروس و تمارين محلولة:  02محاضرات في الاحصاء  

31 
 

  : 06تمرين رقم 
  20n :لدينا المعطيات التمهيدية المتمثلة في عدد العمال   

اختيار جزء من : بما أن العملية مرتبطة بـ : عمال لفتح ورشة جديد  05عدد الطرق التي يمكن اختيار . 1
والتكرار غير ممكن، فإن المقياس المناسب هو التوفيقة ) لا يتم التمييز بين العمال(أن الترتيب غير مهم  الكل و

k(بدون تكرار 
nC( والتي تأخذ الصيغة التالية ،:  
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  . ة من خمسة عمال طريقة لتشكيل مجموعة مكون 1140ومنه فإن هناك 
توزيع جميع : بما أن العملية مرتبطة بـ : عدد الطرق التي يمكن توزيع العمال المكونين حديثة على ثلاثة ورشات . 2

، فإن المقياس المناسب )يمكن أن تأخذ أكثر من عامل واحد" الورشة"لأن اĐموعة (العناصر و أن التكرار ممكن
(هو التبديلة مع تكرار  iknP   :، والتي تأخذ الصيغة التالية );
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  :لدينا توزيع العمال على الورشات التالية كما يلي 
101(عمال  10: الورشة الأولى  - k( 
62(عمال  6: الورشة الثانية  - k( 
43(عمال  4: الورشة الثالثة  - k(  

  :بالتعويض في علاقة التبديلة مع التكرار نحصل على النتيجة التالية 
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  :يمكن الحصول على نفس النتيجة بإستخدام التوفيقات، وذلك على النحو الأتي :  ملاحظة
  ، ويتم ذلك كما يلي؛عامل 20عمال من  10اختيار : عدد الحالات الممكنة لاختيار عمال الورشة الأولى  -
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  عمال من الباقي، ويتم ذلك كما يلي؛ 6اختيار : عدد الحالات الممكنة لاختيار عمال الورشة الثانية  -
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بير عنها  تتمثل في تشكيلة العمال الباقين، كما يمكن التع: عدد الحالات الممكنة لاختيار عمال الورشة الثالثة  -
  كما يلي؛
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  ومنه فإن عدد الحالات الكلية يحسب كمايلي؛
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طريقة لاختيار تشكيلة العمال في كل ورشة من الورشات الثلاثة للشركة  38798760ومنه فإن هناك 
ALFAPIPE .   

  : 07تمرين رقم 
معلم، و ترغب المديرية في توزيعهم على خمسة مدارس  12في توظيف  لدينا المعطيات التمهيدية، المتمثلة

  إبتدائية؛
20n  

: بما أن العملية مرتبطة بـ : عدد الطرق التي يمكن بها توزيع المعلمين على خمسة مدارس إبتدائية . 1
لمهمة، بينما هناك تكرار لأن المدرسة اختيار الجزء من الكل و الترتيب غير مهم لأن كل المعلمين يؤدون نفس ا

المختارة يمكن أن تستقبل معلم أو أكثر، كما يمكنها أن لا تستقبل ولا معلم، وبالتالي فإن المقياس المناسب هو 
r(التوفيقة مع تكرار 

nK( والتي تأخذ الصيغة التالية ،:  
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r  و) تكرار(تمثل عدد المعلمینn  ،بالتعويض في العلاقة، نحصل على تمثل عدد المدارس المعنیة بالتوزیع
  :النتيجة التالية 
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م أو طريقة لتوزيع المعلمين على المدارس، بحيث يمكن للمدرسة الواحدة أن تستقبل معل 1820ومنه فإن هناك 
  .أكثر، كما يمكنها أن لا تستقبل ولا معلم 

  بفرض أنه يتم توزيع معلم واحد على الأقل لكل مدرسة ؟. 2
حتى نضمن تحقق شرط حصول  : عدد الطرق التي يتم توزيع معلم واحد على الأقل لكل مدرسة إبتدائية . 2

لكل مدرسة، وبالتالي يصبح عدد  كل مدرسة على معلم واحد على الأقل فإننا نختار بطريقة عشوائية معلم
  :المعلمين 

7'5'  rrr  
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وعلى هذا التكرار نقوم بتوزيع هؤلاء المعلمين على المدارس بحيث يمكن أن تستقبل المدرسة معلم أو    
  :أكثر، كما يمكنها أن لا تستقبل ولا معلم، ويتم ذلك كما يلي 
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طريقة لتوزيع المعلمين على المدارس، بحيث يمكن لكل مدرسة معلم واحد على  330ك ومنه فإن هنا  
  .الأقل 

  
  : 08تمرين رقم 

 4كرات بيضا،   5كرية ذات ألوان مختلفة لا يمكن التمييز بينها باللمس،   11لدينا صندوق يحتوى على   
  .كرات   3حمراء، نسحب من الصندوق  2سوداء 

الممكنة لسحوبات، إذا كانت عملية سحب الكرات الثلاثة من الصندوق في أن واحد تحديد عدد الحالات  -أولا
  ؛

بما أن العملية مرتبطة بسحب أكثر من كرة واحدة في أن واحد، فهذا يعني أن المقياس المناسب هو التوفيقة بدون 
  :إرجاع، والتي تأخذ الصيغة التالية 
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بما أنه لم يتم التمييز بين الكرات المسحوبة، : ت الممكنة لسحب ثلاثة كرات من الصندوق تحديد عدد الحالا. 1
  :فإن الصيغة المناسبة لهذا المطلب تأخذ العبارة التالية 
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واحد  بما أنه تم تحديد لون الكرات المسحوبة بلون: تحديد عدد الحالات الممكنة لسحب ثلاثة كرات بيضاء . 2
  :، فإن الصيغة المناسبة لهذا المطلب تأخذ العبارة التالية 5كرات من   3فقط و التي تمثل 
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بما أنه أشترط أن تكون من ضمن : تحديد عدد الحالات الممكنة لسحب كرة بيضاء واحدة على الأقل . 3
  :إن الصيغة المناسبة لهذا المطلب تأخذ العبارة التالية الكرات المسحوبة كرة واحدة على الأقل ذات لون أبيض، ف

                 1106101553
0
6

3
5

1
6

2
5

2
6

1
53  NCCCCCCN  
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، )المتمم(يمكن الحصول على النفس النتيجة، إذا تم الإعتماد على طريقة الحدث العكسي :  ملاحظة  

  والذي يعنى عدم الحصول على أي كرة بيضاء، وصياغته تكون كما يلي؛
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بما أنه أشترط أن تكون  :  تحديد عدد الحالات الممكنة لتكون الكرتين المسحوبتين لهما نفس اللون. 4
كرتين لهما نفس اللون، بمعنى إما أن تكون كرتين بيضاء أو كرتين سوداء أو كرتين حمراء، فإن الصيغة المناسبة لهذا 

  المطلب تأخذ الشكل الأتي؛
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تحديد عدد الحالات الممكنة لسحوبات، إذا كانت عملية سحب الكرات الثلاثة من الصندوق تكون على  -ثانيا

  التوالي دون إرجاع الكرة المسحوبة ؛
فهذا يعني أن  بما أن العملية مرتبطة بسحب أكثر من كرة واحدة على التوالي دون إرجاع الكرة المسحوبة،  

الترتيب مهم دون تكرار، وبالتالي فإن المقياس المناسب هو الترتيبة بدون تكرار، والتي تأخذ علاقتها الصيغة التالية 
:  
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الصيغة المناسبة لسحب ثلاثة كرات بيضاء تكون : عدد الحالات الممكنة لسحب ثلاثة كرات بيضاء.5-1
  على الشكل الأتي؛
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  يمكن إيجاد نفس النتيجة، بالإعتماد على العلاقة بين التوفيقة والترتيبة، وذلك كمايلي؛: ملاحظة 
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الصيغة المناسبة لسحب كرة بيضاء :  عدد الحالات الممكنة لسحب كرة بيضاء واحدة على الأقل. 5-2
  العبارة الأتي؛واحدة على الأقل تكون وفق 
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  :باستخدام طريقة الحدث العكسي، نحصل على النتيجة الأتية 
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تحديد عدد الحالات الممكنة لسحوبات، إذا كانت عملية سحب الكرات الثلاثة من الصندوق تكون على  -ثالثا 
  بة الموالية ؛التوالي مع إرجاع الكرة المسحوبة قبل السح
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بما أن العملية مرتبطة بسحب أكثر من كرة واحدة على التوالي مع إرجاع الكرة المسحوبة، فهذا يعني أن   
، والتي تأخذ علاقتها )القائمة(الترتيب مهم ومع التكرار، وبالتالي فإن المقياس المناسب هو الترتيبة مع التكرار 

  :الصيغة التالية 
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الصيغة المناسبة لسحب ثلاثة كرات بيضاء تكون : عدد الحالات الممكنة لسحب ثلاثة كرات بيضاء.5-1

  على الشكل الأتي؛
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الصيغة المناسبة لسحب كرة بيضاء :  عدد الحالات الممكنة لسحب كرة بيضاء واحدة على الأقل. 5-2
  الأتي؛ واحدة على الأقل تكون وفق العبارة
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  :باستخدام طريقة الحدث العكسي، نحصل على النتيجة الآتية 
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ومنه فإن عدد الحالات الممكنة لسحب كرة واحدة بيضاء على الأقل عند عملية السحب على التوالي مع الإرجاع 
  .حالة 1115هي 

  : 09تمرين رقم 
  مصابيح تالفة، وبالتالي نعرف ما يلي؛ 10مصباح كهربائي، منها  50 لدينا داخل علبة  

A  : ،حدث سحب مصباح صالحP(A)  احتمال الحصول على مصباح صالح، يقدر بـ  8,0
50
40

AP؛  

B  : ،حدث سحب مصباح تالفP(B)  احتمال الحصول على مصباح تالف، يقدر بـ  2,0
50
10

BP؛  

تم سحب مصباحين من الصندوق بطريقة عشوائية متتالية بحيث يتم إرجاع المصباح الأول قبل عملية  إذا -أولا
  ؛) سحب مع الإرجاع(السحب الثانية 

   بالإعتماد على المعادلة التالية؛: احتمال أن يكون المصباحين صالحين . 1
         APAPAPAPAAP   

  64,0
50
40

50
40














 AAP  

  .أن يتم سحب مصباحين صالحين من علبة المصابيح  %64سبة يعنى أن هناك ن  
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  : احتمال أن يكون المصباحين تالفين . 2
  04,0

50
10

50
10














 BBP  

  .أن يتم سحب مصباحين غير صالحين من علبة المصابيح  %4هناك نسبة   
  :احتمال أن يكون المصباح الأول صالح و الثاني تالف . 3

  16,0
50
10

50
40














 BAP  

  .أن يتم سحب مصباح  صالح و الأخر غير صالح من علبة المصابيح  %16هناك نسبة   
  تم سحب مصباحين من الصندوق بطريقة عشوائية متتالية دون إرجاع المصباح المسحوب؛إذا  -ثانيا

ة وفق هذا المعطى فإن الترتيب مهم كما أن التكرار غير ممكن، لذلك نعتمد على مقياس التريبة بالطريق  
  للحدث على عدد الحالات الكلية الممكنة؛) الموافقة(الإحتمالية، عدد الحالات الملائمة 

E  : ،حدث سحب مصباحين تالفينP(E)  احتمال الحصول على مصباحين تالفين، والذي يحسب وفق
  العلاقة التالية؛

   
 

Card
ACardEP  

  لدينا عدد الحالات الملائمة لسحب مصباحين تالفين 
      90

!210
!102

10 


 ACardAACard   

  لدينا عدد الحالات الممكنة لسحب مصباحين من علبة المصابيح، 
  

      2450
!250

!502
50 


 CardACard   

  : ومنه فإن احتمال سحب مصباحين تألفين هو  
    036735,0

2450
90

 EPEP  

  إرجاعيمكن الحصول على نفس النتيجة بإستخدام جداء الإحتمالات، مع مراعاة السحب بدون :  ملاحظة
      APAPEP kk 1  

    036735,0
50
9

50
10














 EPEP  

وفق هذا المعطى فإن الترتيب غير مهم  : تم سحب المصباحين من العلبة بطريقة عشوائية وفي أن واحد إذا  -ثالثا
) وافقةالم(كما أن التكرار غير ممكن، لذلك نعتمد على مقياس التوفيقة بالطريقة الإحتمالية، عدد الحالات الملائمة 

  على عدد الحالات الكلية الممكنة؛
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   
 

Card
ACardEP  

  لدينا عدد الحالات الملائمة لسحب مصباحين تالفين 
      45

!2!210
!102

10 


 ACardCACard   

  لدينا عدد الحالات الممكنة لسحب مصباحين من علبة المصابيح، 
  

      1225
!2!250

!502
50 


 CardCCard   

  : و ومنه فإن احتمال سحب مصباحين تألفين ه 

    037,0
1225

45
 EPEP  

  . .أن يتم سحب مصباحين في أن واحد ويكونان تالفين %3,7نلاحظ أن هناك نسبة 

  : 10تمرين رقم  
  :لدينا من معطيات التمرين البيانات التالية   

S  : ،حدث أن يكون الطالب راسب في مقياس الإحصاءP(S)  احتمال الرسوب في مقياس الإحصاء
  2,0SP؛  

M  : ، حدث أن يكون الطالب راسب في مقياس الرياضياتP(M)  احتمال الرسوب في مقياس الرياضيات
  25,0MP؛  

E  : ،حدث أن يكون الطالب راسب في المقياسين معاP(E)  احتمال الرسوب في المقياسين الإحصاء
  1,0MSP.  

  :با من المحاضر بطريقة عشوائية، حدد الإحتمالات التالية إذا تم اختيار طال  
بما أن احتمال رسوب الطالب في : احتمال أن يكون الطالب راسبا في الرياضيات إذا كان راسبا في الإحصاء . 1

  :الرياضيات مشروط برسوبه في الإحصاء، فإننا سنعتمد على علاقة الاحتمال الشرطي، وذلك على النحو الأتي 
   

 SP
MSPSMP 

/  

بالتعويض نحصل على احتمال رسوب الطالب في مقياس الرياضـيات بشـرط أن يكـون راسـبا في مقيـاس الاحصـاء، 
  وذلك بـ 

   
    5,0/

2.0
1,0/  SMPSMP  
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بما أن احتمال رسوب : احتمال أن يكون الطالب راسبا في الإحصاء إذا كان راسبا في الرياضيات. 2
شروط برسوبه في الرياضيات ، فإننا سنعتمد على علاقة الاحتمال الشرطي، وذلك على الطالب في الإحصاء م

  :النحو الأتي 
   

     
    4,0/

25.0
1,0// 


 MSPMSP

SP
MSPMSP   

بما أن احتمال نجاح :  احتمال أن يكون الطالب ناجحا في الإحصاء إذا كان راسبا في الرياضيات. 3
سنعتمد على علاقة الاحتمال الشرطي للحدث المتمم، الطالب في الإحصاء مشروط برسوبه في الرياضيات ، فإننا 

  :وذلك على النحو الأتي 
          6,0/4,01//1/  MSPMSPMSPMSP   

  يتم صياغة هذا الاحتمال بالعبارة التالية؛:  احتمال أن الطالب راسب في الرياضيات أو الإحصاء. 4
       SMPSPMPSMP   

على احتمال أن یكون الطالب راسب في الریاضیات أو بالتعویض قیم الاحتمال في العلاقة السابقة نحصل 
  الاحصاء، وذلك كما یلي؛

          35,01,02,025,0  SMPSMP  
  لدينا المعطيات التالية ؛   : 11تمرين رقم 

A  : ،حدث اختيار شعبة العلوم الاقتصاديةP(A)  احتمال اختيار شعبة علوم إقتصادية بـ 
3
1

AP؛  

B  : شعبة علوم التسيير، حدث اختيارP(B)  احتمال اختيار شعبة علوم التسيير بـ 
4
1

BP؛  

C  : ،حدث اختيار شعبة العلوم التجاريةP(C)  احتمال اختيار شعبة علوم التجارية بـ 
6
1

CP؛  
D  : ،حدث اختيار شعبة علوم المالية والمحاسبةP(D) لوم المالية والمحاسبة احتمال اختيار شعبة ع.  
F  : ،حدث عدم موافقة لجنة الإنتقاء على الشعبة التي اختيارها الطالبP(F)  احتمال رفض اللجنة لشعبة التي

  .اختيارها الطالب
  :كما لدينا أيضا 

:  احتمال عدم قبول اللجنة لشعبة المختارة، إذا كانت شعبة علوم إقتصادية بـ  - 
10
1/ AFP 

:  احتمال عدم قبول اللجنة لشعبة المختارة، إذا كانت شعبة علوم التسيير بـ  - 
5
1/ BFP  

:  احتمال عدم قبول اللجنة لشعبة المختارة، إذا كانت شعبة علوم تجارية بـ  - 
3
2/ CFP  

:  والمحاسبة بـ  احتمال عدم قبول اللجنة لشعبة المختارة، إذا كانت شعبة علوم المالية - 
2
1/ DFP 

  



 مصطفى طويطي/ د: عدادإ                                            ؛دروس و تمارين محلولة:  02محاضرات في الاحصاء  

39 
 

بما أن مجموع الإحتمالات يساوي ) : D(احتمال أن يكون الطالب قد اختار شعبة العلوم المالية والمحاسبة . 1
  :الواحد الصحيح، فإن قيمة احتمال اختيار شعبة علوم المالية والمحاسبة هو 

           
4
1

12
911

6
1

4
1

3
11 






 




















 DPDPDPCPBPAP  

  . 0,25ار الطالب لشعبة علوم المالية والمحاسبة هو ومنه فإن احتمال اختي
يتمثل في احتمال : احتمال أن لا توافق لجنة الإنتقاء على اختيار الطالب . 2 FP والذي مجموع جداء ،

  احتمال اختيار الشعبة في احتمال عدم موافقة اللجنة عليها، وذلك وفق العلاقة التالية ؛
                 DFPDPCFPCPBFPBPAFPAPFP ////   

  :بالتعويض نحصل على النتيجة التالية 
    31944,0

2
1

4
1

3
2

6
1

5
1

4
1

10
1

3
1
























































 FPFP  

  .أن لا توافق اللجنة على اختيار الطالب للشعبة المختارة %31,19بمعنى، هناك   
بما أننا نسعى : احتمال عدم موافقة لجنة الانتقاء على اختيار الطالب إذا كان قد إختار شعبة علوم التسيير . 3
، والتي Bayés، فإنه يتم الإستعانة بعلاقة بايز )عدم موافقة اللجنة(حساب احتمال من احتمال جزئي  إلى

  تأخذ وفق هذه الحالة الصيغة التالية؛
     

 
   

               DFPDPCFPCPBFPBPAFPAP
BFPBP

FP
BFPBPFBP

////
///









  :بالتعويض نحصل على النتيجة التالية 

     
      1564,0/

3194,0
5
1

4
1

/// 


















 FBPFBP
FP

BFPBPFBP   

شعبة فقت على اختيار الطالب إذا كان قد إختار أن لا تكون اللجنة قد وا %15,64بمعنى، هناك   
  .علوم التسيير

إلى  1(صندوق يحتوى على بطاقات مرقمة ترقيم تسلسلي من الواحد إلى الخمسين  لدينا  : 12تمرين رقم 
 :، والتجربة تعتمد على سحب بطاقة واحدة بطريقة عشوائية، وليتم تعريف الأحداث الآتية )50

A  :؛2اقة المسحوبة من الصندوق تحمل رقم قابل للقسمة على حدث أن تكون البط  
B  : ؛3حدث أن تكون البطاقة المسحوبة من الصندوق تحمل رقم قابل للقسمة على  
C  : ؛5حدث أن تكون البطاقة المسحوبة من الصندوق تحمل رقم قابل للقسمة على  
D  :11قسمة على حدث أن تكون البطاقة المسحوبة من الصندوق تحمل رقم قابل لل .  

  

  : إيجاد الاحتمالات. 1
  ) : عدد الحالات الممكنة الإجمالية(فضاء العينة  -



 مصطفى طويطي/ د: عدادإ                                            ؛دروس و تمارين محلولة:  02محاضرات في الاحصاء  

40 
 

    5050;...;10;9;7;6;5;4;3;2;1  Card  
احتمال  - AP : 

    2550;48;46;44;42;40;38;36;34;32;30;28;26;24;22;20;18;16;14;12;10;8;6;4;2  ACardA 

   
    5,0

50
25




 AP
Card

ACardAP   

احتمال  - BP :  
    1648;45;42;39;36;33;30;27;24;21;18;15;12;9;6;3  BCardB  

   
    32,0

50
16




 BP
Card

BCardBP   

احتمال  - CP  :  
    1050;45;40;35;30;25;20;15;10;5  CCardC  

   
    2,0

50
10




 CP
Card

CCardCP   

احتمال  - DP :  
    444;33;22;11  DCardD  

   
    08,0

50
4



 DP

Card
DCardDP   

احتمال  - BAP  :  
      848;42;36;30;24;18;12;6  BACardBA  

   
    16,0

50
8





 BAP
Card

BACardBAP   
احتمال  - CAP  :  

      550;40;30;20;10  CACardCA  

   
    1,0

50
5





 CAP
Card

CACardCAP  
احتمال  - CBP  :  

      345;30;15  CBCardCB  

   
    06,0

50
3





 CBP
Card

CBCardCBP   

احتمال  - DCP  :  
      0 DCCardDC  

   
    0



 DCP
Card

DCCardDCP   

احتمال  - CBAP  :  
      130  CBACardCBA  
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   
    02,0

50
1





 CBAP
Card

CBACardCBAP   
  :يمكن أن نميز بين حالتين للعلاقة الثنائية للأحدث هما : دراسة العلاقة بين ثنائية الأحداث التالية . 2
، أو احتمال أĔما متنافيين إذا كان تقاطعهما يشكل اĐموعة الخالية Bو  Aنقول عن حدثين : التنافي  -

  التقاطع يساوي الصفر، وهو ما يمكن التعبير عنه بالصيغة التالية؛
    0 BAPBA  ومنه فإن الحدثينA  وB متنافيين، والعكس صحيح.  

: يجب التأكد من أن Bو  Aلدراسة إستقلالية الحدثين : الاستقلالية  -
      0;0;0  BPAPBAP   من الشرط الأتي؛كمرحلة أولى ، ثم التحقق  

     BPAPBAP   الحدثينA  وB مستقلين عن بعضهما البعض ؛  
     BPAPBAP   الحدثينA  وB  مرتبطين(غير مستقلين. (  

  :لدينا القيم الإحتمالية للأحدث، وتقاطعاēا على النحو الأتي 
  5,0AP      16,0 BAP  
  32,0BP      1,0CAP  
  2,0CP      06,0CBP  
  08,0DP      0DCP  

بما أن احتمال كل حدث، وكذا احتمال تقاطع الحدثين غير :  Bو  Aدراسة العلاقة بين الحدثين . 1- 2
  .غير متنافيين، وبالتالي يمكن أن يكونان مستقلين معدوم، فإن الحدثين 

                  BAPBPAPBPAPBPAPBAP  16,032,05,0
??

  
  .مستقلين عن بعضهما البعض  Bو  Aومنه فإن الحدثين   

بما أن احتمال كل حدث، وكذا احتمال تقاطع الحدثين غير :  Cو  Aدراسة العلاقة بين الحدثين . 1- 2
  .يمكن أن يكونان مستقلين معدوم، فإن الحدثين غير متنافيين، وبالتالي 

                  CAPCPAPCPAPCPAPCAP  1,02,05,0
??

  
  .مستقلين عن بعضهما البعض  Cو  Aومنه فإن الحدثين   

بما أن احتمال تقاطع الحدثين غير معدوم، فإن الحدثين غير :  Cو  Bدراسة العلاقة بين الحدثين . 3- 2
  .متنافيين، وبالتالي يمكن أن يكونان مستقلين 

                  CBPCPBPCPBPCPBPCBP  064,02,032,0
??

  
  .غير مستقلين عن بعضهما البعض، أي أن إحداهما مرتبط بالأخر  Cو  Bومنه فإن الحدثين   

بما أن احتمال تقاطع الحدثين معدوم، فإن الحدثين متنافيين، :  Dو  Cدراسة العلاقة بين الحدثين . 4- 2
  .وبالتالي لا يمكن دراسة الإستقلالية 
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  0 DCPافيين الحدثين متن.  

  
حساب احتمال الحدثين . 3  CBAP   و  CBAP  : لدينا علاقة حساب احتمال إتحاد

  حدثين بالصيغة الأتية ؛
       BAPBPAPBAP   

إيجاد احتمال الحدث . 1- 3  CBA   

         CBAPCBPAPCBAP   
  :نحصل على النتيجة التالية بتعويض القيم الإحتمالية 

            54,002,006,05,0  CBAPCBAP  
إيجاد احتمال الحدث . 2- 3  CBA   

  :يتم تبسيط هذا الحدث المركب على النحو الأتي
      CABACBA   

  ومنه فإن؛
          CBAPCAPBAPCABAP   

  :بتعويض القيم الإحتمالية نحصل على النتيجة التالية 
                24,002,01,016,0  CABAPCABAP  

يتم التعبير عن هذه الصيغة باحتمال :  5أو  3أو  2احتمال أن يكون الرقم المسحوب قابلا للقسمة على . 4
  الحدث الأتي؛

               CBAPCBPCAPBAPCPBPAPCBAP   
  :بالتعويض القيم الإحتمالية نحصل على النتيجة التالية 

                  72,002,006,01,016,02,032,05,0  CBAPCBAP  
   . 5أو  3أو  2البطاقة المسحوبة تحمل رقما قابلا للقسمة على  أن تكون %72ومنه فإن هناك 

  يمكن التعبير عن معطيات هذا التمرين بالشكل المبين على النحو الأتي؛   : 13تمرين رقم 
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  نحدد الأحداث الأتية؛
G1  : حدث أن يكون الطالب من الفوج الأول، احتمال أن يكون الطالب من الفوج الأول هو

  35,0
100
35

1 GP؛  
G2  : حدث أن يكون الطالب من الفوج الثاني، احتمال أن يكون الطالب من الفوج الثاني هو

  25,0
100
25

2 GP؛  
G3  : حدث أن يكون الطالب من الفوج الثالث، احتمال أن يكون الطالب من الفوج الثالث هو

  4,0
100
40

3 GP.  
في مقياس رياضيات  10الطالب حاصل على معدل يفوق أو يساوي حدث أن يكون ) D(لدينا أيضا 

  المؤسسة، وبالتالي فإن ؛
احتمال أن يكون الطالب نجاح في المقياس علما أنه يدرس في الفوج الأول هو  -  65,0/ 1 GDP؛ 
احتمال أن يكون الطالب نجاح في المقياس علما أنه يدرس في الفوج الثاني هو  -  8,0/ 2 GDP؛  
احتمال أن يكون الطالب نجاح في المقياس علما أنه يدرس في الفوج الثالث هو  -  6,0/ 3 GDP.  
  يتم حساب هذا الاحتمال بتطبيق الصيغة التالية؛: احتمال أن يكون هذا الطالب فعلا غير ناجح  . 1

  ة ؛احتمال عدم موافقة اللجنة عليها، وذلك وفق العلاقة التالي
             332211 /// GDPGPGDPGPGDPGPDP   

  :بالتعويض نحصل على النتيجة التالية 
             3325,06,014,08,0125,065,0135,0  DPDP  

  
  يمكن الحصول على نفس النتيجة بالاعتماد على الحدث المعاكس، وذلك كما يلي؛:  ملاحظة

                  332211 ///11 GDPGPGDPGPGDPGPDPDPDP   
              6675,016,04,08,025,065,035,01  DPDP  

  3325,0DP  
  يتم التعبير عن هذا الاحتمال بالصيغة التالية؛) : G1( كون الطالب من الفوج الأولاحتمال أن ي. 2

     
           332211

11
1 ///

//
GDPGPGDPGPGDPGP

GDPGPDGP



  

  بالتعويض نحصل على النتيجة التالية؛
    

    368,0/
3325,0

35,035,0/ 11  DGPDGP  

  .أن يكون الطالب غير ناجح في مقياس رياضيات المؤسسة من الفوج الأول  %36,8ومنه فإن هناك 
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احتمال هذا  يتم التعبير عن) : G3(أو الفوج الثالث) G1(أن يكون الطالب من الفوج الأول احتمال. 3
  الحدث بالصيغة التالية ؛

           
           332211

3311
31 ///

////
GDPGPGDPGPGDPGP

GDPGPGDPGPDGPDGP



  

  بالتعويض نحصل على النتيجة التالية؛
         

      8496,0//
3325,0

4,04,035,035,0// 3131 


 DGPDGPDGPDGP  

سسة من الفوج الأول أو الفوج أن يكون الطالب غير ناجح في مقياس رياضيات المؤ  %84,96ومنه فإن هناك 
  .الثالث 

الاحتمال بالحدث المعاكس  يتم التعبير عن هذا) : G3(احتمال أن لا يكون الطالب من الفوج الثالث. 4
  :، وذلك على النحو الأتي)المتمم(

         
      

















 


3325,0
4,04,01//1//1/ 3

33
333 DGP

DP
GDPGPDGPDGPDGP 

   5188,0/3 DGP  
اجح في مقياس الرياضيات المؤسسة من الفوج أن لا يكون الطالب غير الن %51,88ومنه فإن هناك 

  .  )G3(الثالث 
يمكن الحصول على نفس النتيجة، بإعادة صياغة الحدث، حيث يعبر عنه باحتمال أن يكون الطالب :  ملاحظة

  :من الفوج الأول أو الفوج الثاني، والذي يأخذ الصيغة التالية 
     DGPDGPDGP /// 213  

 والتي تأخذ الشكل الأتي؛
             

           332211

2211
213 ///

/////
GDPGPGDPGPGDPGP

GDPGPGDPGPDGPDGPDGP



  

  بالتعويض نحصل على النتيجة التالية؛
       

    5188,0
3325,0
1725,0/

3325,0
25,02,035,035,0/ 33 











 DGPDGP
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   المتغيرات العشوائية :الثاني    الفصل   
  أهداف الفصل؛

  :لهذا الفصل سيكون باستطاعته أن ) ة(بعد إتمام الطالب
 التمييز بين المتغير العشوائي المنفصل و المتغير العشوائي المتصل في التجربة العشوائية؛  
  تمال والتوزيع التراكمي في المتغير العشوائي المنفصل؛تحديد قانون الإحطرق 
 طرق صياغة دالة  كثافة الاحتمال والدالة التراكمية في المتغير العشوائي المتصل؛ 
  أساليب تحديد المميزات الإحصائية للمتغيرات العشوائية من حيث القيمة التعرف على

 . وسطة المتوقعة وكذا مدى تشتت مختلف القيم حول القيمة المت

  المحاور المستهدفة؛
  :بغرض تحقيق أهداف هذا الفصل، فإننا سوف نتطرق إلى المحاور الأساسية المتمثلة فيمايلي

  ؛ )المنقطع(المتغير العشوائي المنفصل 
  ؛ )المستمر(المتغير العشوائي المتصل 
 ؛)اف المعياريالتوقع الرياضي، التباين، الانحر ( الخصائص الإحصائية للمتغير العشوائي 
 سلسلة تمارين مع حلول نموذجية. 

 

  المدى الزمنى للفصل ؛
  :سيتم تغطية محتوى هذا الفصل وفق المتطلب الزمني الأتي 

  ؛)محاضرتين(ثلاثة ساعات : حصة محاضرة 
  حصتين(ات ثلاثة ساع: حصة أعمال موجهة.(  
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   الثانيالفصل 
  المتغيرات العشوائية 

  
إن الإحصائي عند قيامه بالتجربة العشوائية يهتم بالنتائج المتولـدة عنهـا أكثـر مـن اهتمامـه بتحقـق الحـدث   

الأحــداث المختلفــة في الظــاهرة المدروســة، لاســيما عنــدما يقــوم بتكــرار التجربــة أكثــر مــن مــرة واحــدة وفــق نفــس  أو
الشروط، وبالتالي سيحصل على نتائج مرتبطة بتكرار التجربة، والتي إما أن تكون رقمية كمـا هـو الحـال علـى سـبيل 

كما هو الحـال في تجربـة رمـي قطعـة النقـود، هـذه النتـائج   )ترميزية(المثال في تجربة رمي زهرة نرد، أو أن تكون عددية 
  .تعرف بالمتغيرات العشوائية التي تعبر عن كل تجربة

ونظر لأهمية دراسة المتغيرات العشوائية في التجارب العشوائية فإننا سـوف نتطـرق في هـذا الجـزء إلى مـدلول   
ل وكــــذا التوزيعــــات والــــدوال التراكميــــة، إلى جانــــب المتغــــير العشــــوائي وأنواعــــه بمــــا في ذلــــك قــــوانين ودوال الاحتمــــا

  .  الخصائص الإحصائية للمتغير العشوائي
  المتغير العشوائي -1

بما أن التجربة العشوائية تولد مجموعة من الحوادث الأوليـة والـتي يـنجم عنهـا نتـائج عدديـة أو رقميـة عنـدما   
أشمل لها بالاعتماد على مصـطلح المتحـول أو المتغـير  ، فإننا نلجأ إلى إعطاء وصف رياضي)غير كمية(تكون كيفية 

 .العشوائي
يقصد به المتغير الذي يأخذ قيم رقمية أو عددية مختلفة تعـبر عـن نتـائج فضـاء :  العشوائيتعريف المتغير . 1-1

 Xير العينة، وترتبط قيمه بإحتمال تحقق هذه النتائج ضمن مجـال هـذا المتغـير، ونعطـي للمتغـير العشـوائي حـرف كبـ
nxxx، وبالنسـبة للقـيم الـتي يأخــذها أحـرف صـغيرة ....أو  Yأو  ....,,, nyyyأو 21 ....,,, بحســب الرمـز المعـبر عــن  21

لقيمة المتغير بـ ) المقابل(المتغير العشوائي، بينما نرمز للاحتمال المرافق  ixXP  .  
  :ومن أمثلة المتغير العشوائي   

  عند رمي زهرة نرد متجانس أربعة مرات متتالية؛ 6عدد المرات التي نحصل فيها على الرقم  -
، مرة أو مرتين أو ثلاث مرات أو أربعة أو ولا مرة  6نلاحظ أن نتائج التجربة يمكن تظهر الرقم *  

الرمي، فإنه سيأخذ القيم  في تجربة 6يعبر عن عدد مرات ظهور الرقم Xواحدة، وبالتالي إذا كان المتغير العشوائي 
  :الآتية 

 4,3,2,1,0X  
  مصباح ؛ nعدد المصابيح غير الصالحة ضمن علبة تتكون من  -

  :يعبر عن عدد المصابيح غير الصالحة في العلبة، فإنه سيأخذ القيم الأتية  Yإذا كان المتغير العشوائي *  
 nY ...,,3,2,1,0  
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  هامةملاحظات 
أن لا تكون قيم المتغير العشوائي محـددة إذا مـا كـان فضـاء العينـة غـير محـدد، فعلـى سـبيل المثـال ، في تجربـة يمكن  -

 1يأخـذ القـيم  Zلأول مـرة، إن المتغـير العشـوائي ولـيكن  Pرمي قطعة نقدية عدة مرات حتى نحصل على الكتابـة 
  . ∞.....أو  2أو 
فعلــى ســبيل المثــال؛ إذا كــان في تجربــة رمــي قطعــة نقديــة متجانســة  يمكــن أن يأخــذ المتغــير العشــوائي قــيم ســالبة، -

ســوف يخســر (P)ســيربح نقطــة في حــين إذا ظهــرت الكتابــة ) F(خمســة مــرات متتاليــة، بحيــث إذا ظهــرت الصــورة
  . نقطة

يعــبر عــن عــدد النقــاط الــتي سيحصــل عليهــا في هــذه التجربــة، فإنــه ســيأخذ  Zإذا كــان المتغــير العشــوائي *  
  :تية القيم الأ

 5,3,1,1,3,5 Z  
أو متصــلا  Discreteالمتغــير أو المتحــول العشــوائي يمكــن أن يكــون منقطعــا : العشــوائي أنــواع المتغيــر . 1-2

Continouns ويتم التمييز بينهما كما يلي ،:  
 ة مـن يصطلح عليه أيضـا بـالمتغير العشـوائي المنفصـل، وهـو الـذي يأخـذ قيمـ:  المتغير العشوائي المنقطع

 .، على أن تعبر عن وحدة قياس واحدة غير قابلة للتجزئة)n، ....، 2، 1، 0( قيم الأعداد الصحيحة 
مثــال ذلــك عــدد الشــاحنات المقطــورة الــتي تمــر علــى مدينــة غاردايــة في اليــوم، أو عــدد الأهــداف   

ذلـك مـن الأمثلـة غـير  المسجلة للفريق الوطني في كأس العالم بروسيا أو عـدد الطالبـات في الفـوج، إلى غـير
 .  قابلة لتجزئة القيمة التي يأخذها المتغير العشوائي في التجربة

 ــه المتغــير العشــوائي المســتمر، وهــو المتغــير الــذي يأخــذ أي قيمــة :  المتغيــر العشــوائي المتصــل يطلــق علي
مسـتمرة أو وبالتالي فهـو يعتمـد علـى وحـدة قيـاس ) عددا لا متناهيا ضمن مجال محدود(داخل مجال معين 

كلـم، ميـل، (؛ المسـافة .....)ثانيـة، دقيقـة، سـاعة، يـوم،(؛ الـزمن ...)سـم، مـتر(قابلة للتجزئة مثل الطول
؛ الحجم؛ السرعة؛ الوزن، إلى غـير ذلـك مـن التجـارب الـتي يأخـذ đـا المتغـير العشـوائي إلى قـيم قابلـة ....)

 .  لتجزئة 
  

  شوائي المنفصلالتوزيع الاحتمالي والتراكمي للمتغير الع -2
لا نكتفي في التجربة العشوائية بتحديد القيم التي تعبر عن المتغير العشوائي، وإنمـا نبحـث أيضـا في العلاقـة   

أو بشكل /و) التوزيع الاحتمالي(الموجودة بين القيم التي تعبر عن النتائج الممكنة له والقيم الإحتمالية بشكل ثنائي 
الذي يعبر عن قيمة الاحتمال عندما يأخذ المتغير العشوائي قيما أقل من أو ) اكميالتوزيع التر (تراكمي أو تجميعي 
 . يساوي قيمة معينة



 مصطفى طويطي/ د: عدادإ                                            ؛دروس و تمارين محلولة:  02محاضرات في الاحصاء  

48 
 

  للمتغير العشوائي المنفصلالتوزيع الاحتمالي . 2-1
يعرف على أنه قانون الاحتمال الذي يتضمن جميع القيم الممكنة للمتغير العشوائي المنقطع مع الاحتمال 

  الخواص الآتية؛ل ثنائي، كما يتطلب أن يتوفر التوزيع الاحتمالي على الخاص بكل منها بشك
RXقيم المتغير العشوائي تأخذ قيم حقيقية  -  
: احتمال قيم المتغير العشوائي تكون محصور بين الصفر و الواحد  -  01  ixXP بحيث أن ،)i ( تأخذ

 قيم تسلسلية تضمن اĐال ni ;1. 
: مجموع القيم الاحتمالية لقيم المتغير العشوائي تساوي الواحد الصحيح  -  1

1




n

i
ixXP  

nxxx: الذي يأخذ قيم مختلفة كالأتي  Xويتم التعبير عن قانون الاحتمال لمتغير عشوائي وليكن المتغير  ....,,, 21 ،
بحيث يقابلها القيم الاحتمالية      nxXPxXPxXP  ....,,,   : بإحدى الطريقين ، 21

 ــتم التعبــير عــن العلاقــة الموجــودة بــين قــيم المتغــير العشــوائي وقــيم الاحتمــال :   جــدول قــانون الاحتمــال ي
 :المقابلة لها وفق الصورة التي يأخذها الجدول الآتية 

  Xقانون الاحتمال للمتغير العشوائي (..) : الجدول رقم 

∑ nx  …  2x  1x  X  

1   nxXP   …   2xXP    1xXP    ixXP   

  ـــاني لقـــانون الاحتمـــال ـــل البي ـــيم المتغـــير العشـــوائي وقـــيم: التمثي ـــة بـــين ق ـــير الهندســـي للعلاق  يأخـــذ التعب
 :الاحتمال المقابلة لها الشكل البياني كما يلي 

  
  Xالتمثيل البياني لقانون الاحتمال للمتغير العشوائي (..) : الشكل رقم 

  

 nxXP   

 ...xXP   

 ixXP   

1 

  
  

  

  

  
0  

0 

 2xXP 

 1xXP   

 

     1x     2x      ix       ...x        nx  
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  للمتغير العشوائي المنفصل التوزيع التراكمي. 2-2
المقابلــة لجميــع النتـائج الممكنــة الــتي تقــل أو  التوزيـع التراكمــي لمتغــير منفصــل هـو عبــارة عــن مجمــوع القـيم الاحتماليــة

تســـاوي قيمـــة معينـــة في المتغـــير العشـــوائي أي أن  xXP  ـــة ، وتـــدعى أيضـــا تـــابع التوزيـــع أو دالـــة التوزيـــع أو الدال
التجميعية ورمز لها بالرمز  xF ، حيث أن :  

       



n

i
ixXPxFxXPxF

1

  

  :خصائص التوزيع التراكمي ما يلي ومن أهم   
   01  xF  
     0;1  FF  
        aFbFbXaPba  :,  

يتم التعبير عن التوزيع التراكمي بأسلوب مماثل لقانون الاحتمال، يتم ذلك إما بالاعتماد على الجـدول أو   
  :الشكل البياني، وذلك على النحو الأتي 

nxxx :الـذي يأخـذ القـيم الآتيـة  Xالمتغير العشـوائي المنقطـع بفرض أنه لدينا   ، والـتي لهـا قـيم إحتماليـة 21....
nPPP ,....,,    :، فإن 21

  Xالتوزيع التراكمي للمتغير العشوائي المنفصل (..) : الجدول رقم 
∑ nx  …  2x  1x  X  

1   nxXP   …   2xXP    1xXP    ixXP   

-  nxXP    2xXP   1xXP   xF 

لا يمكن أن (تغير العشوائي المنقطع فيأخذ شكلا سلميا تصاعدي أما بالنسبة لشكل التوزيع التراكمي للم  
  ).أكبر قيمة ممكنة لدالة التوزيع هي الواحد(في أي مجال ولا يمكن أن يتجاوز الواحد الصحيح ) يكون متناقصا

   xXPxFx  :  

  :ومنه فإن الحدود تأخذ الصيغة الآتية 
    0; 1  xFxx  
     




n

i
in xXPxFxxx

1
1 ;  

    1;  xFxx n  
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  :، فيكون وفق الصورة الآتية Xأما بالنسبة لتمثيل البياني لتوزيع التراكمي للمتغير العشوائي المنفصل 

  Xالتمثيل البياني لتوزيع التراكمي للمتغير العشوائي المنفصل (..) : الشكل رقم 

 العشوائي المتصلدالة الكثافة الاحتمالية والتراكمية للمتغير  -3

يختلف أسلوب دراسة العلاقة بين قيم المتغير العشوائي و الاحتمال المقابل له في حالة المتغير غير المنقطع،   
، من حيث أنه لا يمكن التعبير عنه في صيغة الجدول، لهذا ضمن مجال محدود الذي له عدد غير منتهي من الأعداد

على أن تعبر الاحتمالات المرافقة في المساحة التي تقع ضمن  لى معرف ع) f(يتم اللجوء إلى تابع حقيقي 
 .مجال تعريف المتغير العشوائي 

  دالة كثافة الإحتمالية. 3-1
يقصد đا الدالة التي تعبر عن التوزيع الاحتمالي لمتغير متصل، بمعنى تلك الدالة التي بواسطتها نحدد القيمة   

لمعبرة عن الحوادث الأولية بواسطة المتغير العشوائي المستمر، ويرمز لها بالرمز الاحتمالية ا xf إذا كان المتغير)X (
  :يمثل المتغير العشوائي المستمر، كما يجب أن تتوفر دالة كثافة الاحتمال على الخاصيتين التاليتين 

   0:  xfx  

   1




dxxf  

ويتم تحديد القيمة الاحتمالية بالاعتماد على المساحة الواقعة ضمن اĐال الذي يعرف المتغير المستمر وليكن  
 abx , ال و التي تقع ما بين المنحنى ومحور المتغير المستمرĐبحيث تمثل المساحة ضمن هذا ا ،)X (

  :أخذ الصيغة الآتية القيمة الاحتمالية المقابلة له، والتي ت
      badxxfbXaPba

b

a

  \:,  

  :ويتم التعبير عن هذه القيمة الاحتمالية بالشكل الموضح فيما يلي 

  1 nxXP

 
 3xXP   

 
 

 2xXP   

 
 1xXP   

 

1x       2x  3x ….    nx  

 xF  

X
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ضمن أي مجال يعبر عن التكامل الرياضي لدالة كثافة  xوبناءا عليه فإن احتمال تحقق المتغير العشوائي   

تساوي المساحة ما بين المنحنى الاحتمال في اĐال المحدد، ويعبر عنها هندسيا بقيمة  xfوخط المحور)X (
ضمن حدود هذا اĐال  ','' abx.  

  الدالة التراكمية. 3-2
ــة الكثافــة الاحتماليــة ضــمن اĐــال    ــة أو التجميعيــة عــن مقــدار التكامــل الرياضــي لدال تعــبر الدالــة التراكمي
 x, تعطي بالصيغة الآتية ، و :  

     



x

dxxfxXPxF  

  :ويتم التعبير عن الدالة التراكمية بالشكل الأتي 

   














bx
bxaxf

ax
XF

1

0
  

  :ومن أهم خواص هذه الدالة الاحتمالية للمتغير العشوائي المستمر نذكر ما يلي 
   01  xF  
     0;1  FF  
          aFbFdxxfbxaPba

b

a

 :,  

    xXPxXP   
    

b

a

dxxfbXaP  

    xXPxXP  1  

        bFdxxfbXPbXP
b

 


 

        bFdxxfbXPbXP
b

 


1  

    xXPxXP  1  
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  :ملاحظات هامة 
: ، أي أن لمتغــــير المســــتمر تكــــون معدومــــة مهمــــا تكــــن قيمــــة هــــذا الثابــــت الثابتــــةل القيمــــة بمــــا أن احتمــــا -1

  0 AXP  
( في المتغير العشوائي المستمر لا يهم تمام أو عدم تمام المتراجحة  -2 or  (و ) or ( أي أن ، :  

       bxaPbxaPbxaPbxaP   
ــ -3 الــتي  kقيمــة ه لــدينا تفيــد دالــة الكثافــة الاحتماليــة في تحديــد قيمــة الثابــت الــذي يحــدد الدالــة، فبفــرض أن

  :، وبما أن دالة كثافة احتمالية، إذا تحققت الصيغة الآتية Xدالة كثافة احتمالية للمتغير  f(x)تحقق 
 





 1dxxf  

  :بالتعويض نحصل على الأتي

          


 




a b

a b

dxxfdxxfdxxfdxxf 1  

  صياغة دالة التوزيع التراكمي xF  للمتغير العشوائي)X ( ال ؛: ضمن مجال محددĐليكن ا  
  bXabax  ;  

  فإن الطريقة تتم كالأتي؛

 
 

 












bax

bXaxf
xf

;0
  

           
 


x x

i duufduufduufxXPxF
0

0

  

     0;  xFax  

 
         

 








x

a

x

a

ax

duuf

duufduduufxFbax 0;

 

     0;  xFbx  
ومنه فإنه يمكن كتابة دالة التوزيع التراكمي  xF على النحو الأتي؛  

   


















 
bX

bXaduuf

aX

xF
x

a

1

0

  

 

دالة التوزيع التراكمي  صياغة xF  للمتغير العشوائي)X ( لتكن : ضمن عدة مجالات محدد
 لدينا الدوال الجزئية المتتالية       xfxfxfxf k,,...,, :والمعرفة على ضمن اĐالات على النحو الأتي  321
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 

 

 

 

 

  
































maxWiseOther

mXnxf

dXcxf

cXbxf

bXaxf

xf

k

0

..............................
3

2

1

  

     



x

i duufxXPxF  

إذا كان  - ax ;  : ال خارج مجال تعريف المتغير العشوائي فإنه يساوي الصفر، أيĐبما أن هذا ا:  

    0;  xFax  

إذا كان  - bax ;  :ال على النحو الأتي؛Đتحسب القيمة التراكمية ضمن هذا ا 

         

 








x

a

x

a

ax

duuf

duufduduufxFbax 0;
  

إذا كان  - cbx ;  :ال على النحو الأتي؛Đتحسب القيمة التراكمية ضمن هذا ا 

         

   








x

b

b

a

x

b

bx

duufduuf

duufduufduufxFcbx ;
  

إذا كان  - dcx ;  :ال على النحو الأتي؛Đتحسب القيمة التراكمية ضمن هذا ا 

         

   








x

c

c

a

x

c

cx

duufduuf

duufduufduufxFdcx ;
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إذا كان  - mnx ;  :ال على النحو الأتي؛Đتحسب القيمة التراكمية ضمن هذا ا 

         

   








x

n

n

a

x

n

nx

duufduuf

duufduufduufxFmnx ;
  

  
إذا كان  -  ;mx  :ال على النحو الأتي؛Đتحسب القيمة التراكمية ضمن هذا ا 

         

  1

0;











m

a

m

mx

duuf

duduufduufxFmxmx 

  

  
ومنه فإنه يتم كتابة دالة التوزيع التراكمي  xF على النحو الأتي؛  

 

 

   

   

   


















































mX

mXnduufduuf

dXcduufduuf

cXbduufduuf

bXaduuf

aX

xF

x

n

n

a

x

c

c

a

x

b

b

a

x

a

1

....................

0

    
  الخصائص الإحصائية للمتغير العشوائي. 4

ــائج المحتملــة في التجربــة فــإن الباحــث الإحصــائي لا يهــتم بقــيم الــتي يأخــذها المتغــير     ــة النت ــالنظر إلى أهمي ب
ديـد المــرات إلى معرفــة مـدى تمركــز هـذه النتــائج حــول العشـوائي والاحتمــالات المقابلـة لهــا وفقــط، وإنمـا يهــدف في ع

نتيجــة معينــة، بالإضــافة إلى دراســة مــدى إنتشــار أو تشــتت هــذه النتــائج حــول النتيجــة المعــبرة مــن طــرف عناصــر 
ومفـردات التجربـة، وهـذا مــا سـوف نحـاول التعـرف علــى أسـاليب تحديـدها بالاعتمـاد علــى التوقـع الرياضـي والتبــاين 

 . المعياري وكذا الانحراف 
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يطلق عليه أيضا مصطلح التوقع الرياضي وهو عبارة عن متوسط المتغير العشوائي الذي : الأمل الرياضي . 4-1
يحدد القيمة التي تتمركز حولها باقي القيم التي يأخذها المتغير، مع الأخذ بعين الاعتبار الأوزان التي يعبر عنها 

وزن كل قيمة هو مقدار إحتمالها مع التذكير بأن مجموع الأوزان يساوي  بالاحتمالات المقابلة لتلك القيم، أي أن
الواحد، ويرمز للتوقع الرياضي بالرمز  xE  ا التوقع الرياضي تختلف حسب طبيعةđ غير أن  العلاقة التي يحسب ،

  :المتغير العشوائي، لذلك نميز بين الصيغتين الآتيتين 
 إذا كان لدينا المتغير العشوائي : ي المنقطع المتغير العشوائX الذي يأخذ  أعداد صحيحة 

nxxxX ....,,,:  :، وأن الاحتمال المقابل لكل قيمة منها هي 21       nxPxPxPXP ....,,,: ، فإن الصيغة 21
  :الرياضية للتوقع الرياضي للمتغير العشوائي المنقطع تعطى كما يلي 

      

        222211

1

.... xPxxPxxPx

xXPxxE
n

i
ii






  

  إذا كان لدينا المتغير العشوائي : المستمرالمتغير العشوائيX  الذي له دالة كثافة إحتمالية كالأتي Xf ،
  :فإن الصيغة الرياضية للتوقع الرياضي للمتغير العشوائي المستمر تعطى كما يلي 

    




 dxxfxxE .
  

  :ية فإن صيغة التوقع الرياضي تأخذ الشكل المختصر الأتي إذا كانت دالة الكثافة الاحتمال: ملاحظة 

          





b

b

a

a

dxxfxdxxfxdxxfxxE ...
  

  :ونعلم أن قيمة دالة كثافة الاحتمالية خارج مجال التعريف تكون معدومة، وذلك كمايلي 
  

    

    

























0.;

0.;

b

a

dxxfxbx

dxxfxax

  

  : لهذا فإنه بالتعويض نحصل على النتيجة التالية:ومنه فإن العلاقة تكتب كمايلي 
      baxdxxfxxE

b

a

;\.    

 ا التوقع الرياض للمتغيرات العشوائي والتي : التوقع الرياضي  خواصđ هناك مجموعة الخصائص التي يتميز
  :نقدمها في النقاط الآتية 

   aaE   

                                                
   یمكن أن نرمز للتوقع الریاضي بـx .  
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     bXaEbaXE   
      YEXEYXE   
      YEXEYXE **   
              





 dxxfxXExXPxXE
n

i
ii .22

1

22  

                




 dxxfxgxgExXPxgxgE
n

i
iii .

1

 

يشرح مدى تشتت قيم المتغير العشوائي حول توقعها الرياضي، ويعرف أيضا بالعزم المركزي من : التباين . 4-2
الدرجة الثانية، ويرمز للتباين بالرمز  xV ا التباين لا تختلف من حيث الصيغة فيماđ كما أن العلاقة التي يحسب ،

  :إذا كان المتغير العشوائي منقطع أو مستمر، وعليه فإن تكتب كما يلي 
      




n

i
ii xXPxxV

1

2

  :وبالإعتماد على الصيغة الرياضية للتوقع الرياضي فإنه يمكن حساب التباين بالعلاقة الأتية   
      22 xExExV   

  : فإن الصيغة الرياضية  لحساب التباين تأخذ الشكل الأتي  ،)iM(العزومعلاقة وبالإعتماد على أيضا على 
  2

12 MMxV  
 من أجل توضيح أهمية خـواص التبـاين، فإننـا نفـرض أنـه لـدينا المتغـيرين العشـوائيين : التباين  خواصX  وY 

  دينا الخواص الآتية ؛، وبالتالي فإنه لaبالإضافة إلى الثابت بشرط أĔما مستقلين عن بعضهما البعض، 
   constant:\0 aaV   
    XVaXV   
    XVaaXV .2  
        XVabVaXVbaXV .2  
      YVXVYXV   

  

يقصد به المتوسط التربيعي للانحرافات عن التوقع الرياضي لقيم المتغير العشوائي، : الانحراف المعياري . 4-3
رمز ويرمز له بال x،  ويحسب بإدخال الجذر على مقدار التباين، لهذا يأخذ الصيغة المختصرة كالأتي:   

   xVx   
  : وبالإعتماد على العلاقة العامة التي تأخذ الصيغة الآتية 

      22 xExEx   
  :ونجذ من أهم خواص الانحراف المعياري العبارة الآتية 

       XaXVabaXVbaX  ..2   
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  : 01تمرين رقم 
في التجربة عشوائية لرمي قطعة نقود متزنة مرتين متتاليتين، أوجد مجموعة القيم الممكنة للمتغيرات العشوائية 

  :التالية 
  الذي يمثل عدد الصور الظاهرة في السطح العلوي؛ Xالمتغير العشوائي . 1
  مربع عدد الصور ؛الذي يمثل  Yالمتغير العشوائي . 2
  الذي يمثل عدد الصور مطروحا منه عدد الكتابات؛ Zالمتغير العشوائي . 3

  بفرض أن التجربة تمت برمي زهرة نرد مرتين متتاليتين، حدد المتغير العشوائي وفق الحالات الأتية؛
  ؛  3الذي يمثل عدد مرات ظهور الرقم  ’Xالمتغير العشوائي . 4
  .الذي يمثل الفرق بين العددين الظاهرين  ’Yالمتغير العشوائي . 5

  : 02تمرين رقم 
  بين فيما إذا كانت الجداول التالية تعبر عن التوزيع الاحتمالي  منقطع أم لا؛

  الحالة الأولى 
2  1  0  -1  -2  X 

1/12  3/12  1/12  -3/12  -1/9  f(x) 
  الحالة الثاني 

3 2  1  0  X 
1/8 4/8  3/8  1/8  f(x) 

  الحالة الثالث 
12  11  10  X 
1/5  6/10  1/5  f(x) 

  

 
 
 
 

  مارين الفصلسلسلة ت
 



 مصطفى طويطي/ د: عدادإ                                            ؛دروس و تمارين محلولة:  02محاضرات في الاحصاء  

58 
 

  : 03تمرين رقم 
  :على النحو الأتي  Xليا متقطعا للمتغير العشوائي احتماليكن لدينا الجدول الأتي الذي يمثل توزيعا 

3 2  1  0  X 
1/8 k 3/8  1/8  f(x) 

  أجب على ما يلي؛: المطلوب 
  ؟ Xلعشوائي التي تحقق التوزيع الاحتمالي  للمتغير ا kأوجد قيمة الثابت . 1
أحسب التوقع الرياضي . 2 xE  والانحراف المعياري x ؟  
  : ، حيث أن Mو  Zثم  Yأحسب التوقع الرياضي للمتغير العشوائي . 3

12;;*  XYYXZYXM  
  : 04تمرين رقم 

تم سحب كريتين في أن واحد بطريقة ، فإذا 10إلى  01كرات، مرقمة من   10يحتوى صندوق على   
دج إذا كانت الكرة المسحوبة تحمل رقم أقل من أو يساوي 500عشوائية، وبفرض أننا سنحصل على ربح قدره 

، بينما نخسر 8و  4دج إذا كانت الكرة المسحوبة تحمل رقم محصور ما بين 1000، ونحصل على ربح قدره 3
  . 8قم أكبر من دج إذا كانت الكرة المسحوبة تحمل ر  250

  .يمثل الناتج النقدي لعملية السحب  Xإذا كان المتغير العشوائي   
  ؛ Xالاحتمال ؟ مثل بيانيا التوزيع الاحتمال للمتغير العشوائي ) التوزيع(أوجد قانون :  المطلوب

  : 05تمرين رقم 
التي نحصل عليها، ) F(الصور يمثل عدد  Xعند إلقاء ثلاثة قطع نقدية متزنة، وباعتبار أن المتغير العشوائي 

  :والمطلوب 
  أوجد التوزيع الاحتمالي  لهذا المتغير العشوائي ؟. 1
أوجد دالة التوزيع التراكمي . 2 xF  ؟ ثم تمثيلها بيانيا ؟  
: أحسب الاحتمالات التالية . 3       6,24,0,2;20;3  XPXPXPXP  
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  : 06تمرين رقم 
وكالة ، أعلنت SONELGAZءة عمال الشركة الوطنية للكهرباء و الغاز في إطار تحسين كفا  

) 04(غارداية عن فتح مجال الترشح للعمال الراغبين في التكوين لثلاثة مناصب فقط، فتقدم بطلب التكوين أربعة 
للجنة عاملات، وعند الإختيار وجد أن جميع المترشحين لهم نفس المؤهل و الخبرة، فقررت ا) 06(عمال و ستة 

  .إتباع طريقة الإختيار العشوائية 
  حدد ما يلي ؛: المطلوب 

  التوزيع الاحتمالي  لعدد العاملات المختارات ؟. 1
أحسب متوسط عدد العاملات المختارات . 2 xE  ؟ ثم الإنحراف المعياري x ؟  

  : 07تمرين رقم    
مطابقة الملف لشروط (لعدد من المناصب، يمر المتسابقين بثلاثة إختبارات متسلسلة  في مسابقة التوظيف  

، وبالنظر إلى عدد المترشحين فإن احتمال النجاح في )المنصب المطلوب، إمتحان كتابي، إمتحان شفوي
جاح đا للفوز عدد الإختبارات التي يمكن للمترشح الن) X(، فإذا اعتبرنا المتغير العشوائي 0,75الإختبار هو 

  .بالمنصب 
  أجب على ما يلي؛:  المطلوب

  ؟) X(لمتغير العشوائي حدد قانون الاحتمال ل. 1
التعبير عن التوزيع الاحتمالي  بالصيغة الرياضية لدالة الاحتمال . 2 xF؟   
أحسب التوقع الرياضي . 3 xE التباين ؛ xV  والإنحراف المعياري x؟  

  : 08تمرين رقم 

  كما يلي ؛  Xلتكن لدينا دالة كثافة الاحتمال للمتغير العشوائي المستمر   

 




 


WiseOther

X
xf

0

33
6
1

  

  أرسم دالة كثافة الاحتمال لهذا المتغير ؛. 1
: أوجد الاحتمالات التالية . 2       0;5,25,1;11;2  XPXPXPXP  
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  : 09تمرين رقم 
عن الزمن الذي يستغرقه الزبون عند شباك البريد لتلقيه الخدمة، فإذا تم التعبير  Xيعبر المتغير العشوائي   

  :عنها بالدالة الاحتمالي ة التالية 

 






 


WiseOther

XkX
xf

0

31
  

  ؛Xدالة كثافة احتمالية للمتغير  f(x)حتى تكون  kأوجد قيمة . 1
أوجد  . 2 21  XP  
  مثل بيانيا هذه الدالة ؛. 3
أكتب دالة التوزيع التراكمي . 4 xF  لهذا المتغير.  

  : 10تمرين رقم 
  ؛الة كثافة الاحتمال له تأخذ الصيغة التاليةمتغيرا عشوائيا، ود Xإذا كانت   

 




 


WiseOther

Xx
xf

0

20
2
1

  

  حدد ما يلي؛:  المطلوب
  لة كثافة الاحتمال لهذا المتغير ؛أرسم دا. 1
أحسب التوقع الرياضي . 2 xE  
الإنحراف المعياري. 3 x ؛  
  :أوجد الاحتمالات التالية . 4

       1;21;1;1  XPXPXPXP.  
 

  : 11تمرين رقم 
ات الشركة، بحيث يتم التعبير عن إقبال حجم الطلب على أحد منتج Xيمثل المتغير العشوائي المستمر   

  :المستهلكين وفقا لمراحل حياة هذا المنتج وذلك المعرف بالدالة الاحتمالي ة التالية 

 

 

  
























410

43
2

2

32
2
1

211
2
1

xWiseOther

Xx

X

Xx

xf  
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  أجب على ما يلي؛: المطلوب 
  دالة كثافة احتمالية ؟  f(x)بين أن . 1
أوجد . 2 2XP ، 5,2XP ،  105,3  XP؟  
  ؟ ماذا تلاحظ ؟ f(x)أرسم دالة كثافة احتمالية . 3
  أحسب التوقع الرياضي والإنحراف المعياري ؟ فسر القيم المتحصل عليها إقتصاديا؟. 4
دالة التوزيع التراكمي أوجد . 5 xF  لهذا المتغير.  

  : 12تمرين رقم 
  : المعبر عنها بالصورة التالية  f(x)ا دالة الكثافة الاحتمالي ة لتكن لدين  

 
  













220

20
02

xWiseOther
XkX
XkX

xf  

  أوجد ما يلي ؛: المطلوب 
  ؟ Kقيمة الثابت . 1
  ؟ F(x)دالة التراكمية . 2
احتمال .  3 5,12,1  XP ؟  
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  : 01تمرين رقم 

  وائيتين التاليتين تحديد قيم المتغير العشوائية في التجربتين العش
  .تجربة رمي قطعة نقود متزنة مرتين متتاليتين  -أولا

  للتجربة، وذلك كمايلي؛قبل تحديد الحالات الممكنة للمتغير العشوائي، نقوم بايجاد فضاء العينة   
ذا فإن فضاء ، لهPأو  F، وبالتالي فن النتائج الممكنة تتمثل في Pوللكتابة بالرمز  Fلنرمز لظهور الصورة بالرمز 

  :العينة هو 
  
 
 
  
  
 
 
  

  

  :ومنه فإن فضاء العينة هو 
        FFFPPFPP ;;;  

  

  الذي يمثل عدد الصور الظاهرة في السطح العلوي؛ Xالمتغير العشوائي . 1
X   : يمثل عدد مرات ظهور الصورة على السطح العلوي، ويتم التعبير عن المتغير العشوائي كدالة في الجدول

  الأتي؛
  

  PP PF  FP  FF  نقطة العينة 
قيمة المتغير 

  العشوائي
0  1  1  2  

: يأخذ القيم الآتية  )X(ومنه فإن المتغير العشوائي  2;1;0X  
  الذي يمثل مربع عدد الصور؛ Yالمتغير العشوائي . 2
Y   :في الجدول الأتي؛ يمثل مربع عدد مرات ظهور الصورة، ويتم التعبير عن المتغير العشوائي كدالة  

 الحلول النمودجية لسلسلة التمارين

F 

P 

F 

P 
F 

P 

  ناتج التجربة         الرمیة الثانیة     الرمیة الأولى      

FP 

FF 

PP 

PF 
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  PP PF  FP  FF  نقطة العينة 
قيمة المتغير 

  العشوائي
0  1  1  4  

: يأخذ القيم الأتية  )Y(ومنه فإن المتغير العشوائي  4;1;0Y  
  الذي يمثل عدد الصور مطروحا منه عدد الكتابات؛ Zالمتغير العشوائي . 3
Z   :وح منها عدد الكتابات، ويتم التعبير عن المتغير العشوائي كدالة في مطر   يمثل مربع عدد مرات ظهور الصورة

  الجدول الأتي؛
  PP PF  FP  FF  نقطة العينة 

قيمة المتغير 
  العشوائي

-2  0  0  2  

: يأخذ القيم الأتية ) Z(ومنه فإن المتغير العشوائي  2;0;2Z  
  .تجربة رمي زهرة نرد مرتين متتاليتين  -ثانيا

  للتجربة، وذلك كمايلي؛بل تحديد الحالات الممكنة للمتغير العشوائي، نقوم بإيجاد فضاء العينة ق
  
  
  
  
 
 
  
 
 

  

  :ومنه فإنه  يعبر عن فضاء العينة كما يلي 
   
                       
                       
                        

















6;6,5;6,4;6,3;6,2;6,1;6,6;5,5;5,4;5,3;5,2;5,1;5
,6;4,5;4,4;4,3;4,2;4,1;4,6;3,5;3,4;3,3;3,2;3,1;3

,6;2,5;2,4;2,3;2,2;2,1;2,6;1,5;1,4;1,3;1,2;1,1;1
6;5;4;3;2;16;5;4;3;2;1

  

 
 
 
 
 
  

1 

3 4 5 6 1 2 

2 

3 4 5 6 1 2 

3 

3 4 5 6 1 2 5 

3 4 5 6 1 2 

4 

3 4 5 6 1 2 

6 

3 4 5 6 1 2 
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  ؛  3الذي يمثل عدد مرات ظهور الرقم  ’Xالمتغير العشوائي . 4
X’   : ومنه فإن المتغير العشوائي  ،3يمثل عدد مرات ظهور الرقم)X’(  يأخذ القيم الأتية: 

 3;2;1;0'X  
  .الذي يمثل الفرق بين العددين الظاهرين  ’Yالمتغير العشوائي . 5

Y’   :يمثل الفرق بين العددين الظاهرين، ويتم التعبير عن المتغير العشوائي كدالة في الجدول الأتي؛  
 نتيجة الرمية الأولى  

1  2  3  4  5  6  

نتيجة الرمية الثانية
  

1   110    121    132    143    154    165   
2   211   220   231   242   253   264  

3   312   321   330   341   352   363  

4   413   422   431   440   451   462  

5   514   523   532   541   550   561  

6   615   624   633   642   651   660  

 :يأخذ القيم الأتية  )’Y(ومنه فإن المتغير العشوائي 
 5;4;3;2;1;0;1;2;3;4;5 X  

  : 02تمرين رقم 
  التوزيع الاحتمالي  منقطع، إذا تحققت الخواص الأتية ؛أنه يعبر عن نقول عن جدول 

RXقيم المتغير العشوائي تأخذ قيم حقيقية  -  
: احتمال قيمة المتغير العشوائي تكون موجبة  -  0 ixXP  
: احتمال قيم المتغير العشوائي تكون محصور بين الصفر و الواحد  -  01  Xf 
: مجموع القيم الاحتمال لقيم المتغير العشوائي تساوي الواحد الصحيح  -  1

1




n

i
ixXP  

  دراسة حالات جداول التوزيع الاحتمالي. 1
   الحالة الأولى 

2  1  0  -1  -2  X 
1/12  3/12  1/12  -3/12  -1/9  f(x) 

ة، نلاحظ من الجدول بأن هناك قيمة احتمالية سالب      01&02  XPXP مما یعنى ،

  .الجدول لا يمثل قانون الاحتمال أن 
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  الحالة الثاني 
3 2  1  0  X 

1/8 4/8  3/8  1/8  f(x) 
نلاحظ من الجدول بأن مجموع القيم الاحتمالية للمتغير العشوائي تتجاوز الواحد الصحيح،   

  1
8
94

1


i
ixXP قانون الاحتمال  الجدول لا يمثل، مما یعنى أن.  

  الحالة الثالث 
12  11  10  X 
1/5  6/10  1/5  f(x) 

  

   
RX(نلاحظ من الجدول بأن خواص التوزيع الاحتمالي محققة  ،  01  ixXP،  1

3

1


i
ixXP (، 

  .الجدول يمثل قانون الاحتمال مما یعنى أن 
  : 03تمرين رقم 

  :على النحو الأتي  Xليا متقطعا للمتغير العشوائي احتماينا الجدول الأتي الذي يمثل توزيعا ليكن لد

3 2  1  0  X 
1/8 k 3/8  1/8  f(x) 

  :   Xالتي تحقق التوزيع الاحتمالي  للمتغير العشوائي  kإيجاد قيمة الثابت . 1
          132101

4

1




XPXPXPXPxXP
i

i  

  :تالية بتعويض قيم الاحتمال نحصل على النتيجة ال

8
31

8
1

8
3

8
1





















 kk

  
01بما أن   k فإن الجدول يعبر عن قانون الاحتمال ،.  

أحسب التوقع الرياضي . 2 xE والتباين xV  : تعطى الصيغة الإحصائية لتوقع الرياضي والتباين للمتغير
  تي؛بالشكل الأ) X(العشوائي 

                  22

1

2

1
& xExExXPxxVxXPxxE

n

i
ii

n

i
ii  


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  يتم ذلك على الجدول الأتي؛) : الجدولية(الطريقة المباشرة  -
 i 1 2 3  4 المجموع

-  3 2  1  0  xi 
1 1/8 3/8  3/8  1/8  P(xi) 

12/8  3/8  6/8  3/8  0     ii xPx  
24/8  9/8  12/8  3/8  0     ii xPx 2 

  . 0,75: ، أما التباين فيقدر بـ 1,5:يقدر بـ ) X(لرياضي للمتغير العشوائي ومنه فإن قيمة التوقع ا

  بالتعويض في علاقة حساب المقياسين نحصل على النتيجة التالية ؛:  الطريقة الحسابية -
التوقع الرياضي * xE :  

                

  5,1
8
13

8
32

8
31

8
10

1


































xE

xExXPxxE
n

i
ii   

التباين * xV :  
                  

  75,0

5,1
8
13

8
32

8
31

8
10 2222222








































xV

xVxExExV   

  : Mو  Zثم  Yأحسب التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية . 3
  تم تعريف هذا المتغير بالصيغة التالية ؛:  Yالتوقع الرياضي للمتغير العشوائي  -

12  XY  
  :لدينا من خواص التوقع الرياضي للقيمة الثابتة العبارة الأتي 

    bXaEbaXE   
  ومنه فإن ؛

           
  4

15,121212



YE

YEXEYEXEYE   

  تم تعريف هذا المتغير بالصيغة التالية ؛:  Z التوقع الرياضي للمتغير العشوائي -
YXZ   

  :لدينا من خواص التوقع الرياضي لجمع توقعين العبارة الأتي 
     YEXEYXE   

  ومنه فإن ؛

        5,545,1  ZEZE  
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  تم تعريف هذا المتغير بالصيغة التالية ؛:  Mالتوقع الرياضي للمتغير العشوائي  -
YXM *  

  :لدينا من خواص التوقع الرياضي جداء توقعين العبارة الأتي 
     YEXEYXE **   

  ومنه فإن ؛
        64*5,1  MEME  

  : 04تمرين رقم 
، فإذا تم سحب كريتين في أن واحد بطريقة 10إلى  01رات، مرقمة من ك  10يحتوى صندوق على   

دج إذا كانت الكرة المسحوبة تحمل رقم أقل من أو يساوي 500عشوائية، وبفرض أننا سنحصل على ربح قدره 
، بينما نخسر 8و  4دج إذا كانت الكرة المسحوبة تحمل رقم محصور ما بين 1000، ونحصل على ربح قدره 3

  . 8إذا كانت الكرة المسحوبة تحمل رقم أكبر من دج  250
  .يمثل الناتج النقدي لعملية السحب  Xإذا كان المتغير العشوائي   

  :  الاحتمال) التوزيع(إيجاد قانون . 1
  DAXA 5003;2;1 *   
  DAXB 10008;7;6;5;4 *   
   DAXC 25010;9 *   

بما أن العملية مرتبطة بإختيار جزء من الكل، : لى النحو الأتي تحديد عدد الحالات الممكنة حسابيا، وذلك ع
r(والترتيب غير مهم بينما يمكن تكرار العنصر، فإن المقياس المناسب هو التوفيقة مع التكرار 

nK( والتي تعطى ،
  بالشكل الأتي؛

 
  !!1

!1
rn

rnK r
n 


  

 
  6

!2!2
!4

!2!13
!123

2
3 2

3
2
3 















KK
r
n

  

  :Đموعة تأخذ الشكل الأتيومنه فإن ا  
            CCCBBBCABAAAN ;;;;;  

  وبتقدير قيمة مجموع الكرتين المسحوبتين المعبر عن قيم المتغير العشوائي يأخذ الشكل الأتي؛
  AA AB  AC  BB  BC  CC  الحالات الممكنة
المتغير العشوائي 

)x(  
1000  1500  250  2000  750  ) -500(  
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  يأخذ الشكل الأتي؛وبناء عليه فإن المتغير العشوائي 
 2000;1500;1000;750;250;500X 

 حساب القيمة الاحتمالية لحالات المتغير العشوائي على النحو الأتي ؛ -
  : عدد الحالات الممكنة*

      45
!2!210

!102
10 


 CardCCard

  
  .دج 500: احتمال الحصول على كرتين مجموعهما يعادل خسارة تقدر بـ . 1-1

 :دج  500: رتين مجموعهما يعادل خسارة تقدر بـ لدينا عدد الحالات الملائمة لسحب ك  
        1500 2

2  CCcardCCCcardCCX   
  :ومنه فإن قيمة الاحتمال تقدر بـ 

   
   

45
1




 CCP
Card

CCCardCCP 
  

  .دج 250: احتمال الحصول على كرتين مجموعهما يعادل ربح يقدر بـ . 1-2
 دج 250: ـ لدينا عدد الحالات الملائمة لسحب كرتين مجموعهما يعادل ربح يقدر ب  

      6250 1
2

1
3  ACcardCCACcardACX   

  :ومنه فإن قيمة الاحتمال تقدر بـ 
 

45
6

ACP  
  .دج 750: احتمال الحصول على كرتين مجموعهما يعادل ربح يقدر بـ . 1-3

 :دج  750: لدينا عدد الحالات الملائمة لسحب كرتين مجموعهما يعادل ربح يقدر بـ   
      10750 1

2
1
5  BCcardCCBCcardBCX   

  :ومنه فإن قيمة الاحتمال تقدر بـ 
 

45
10

BCP  
  .دج 1000: احتمال الحصول على كرتين مجموعهما يعادل ربح يقدر بـ . 1-4

 دج 1000: لدينا عدد الحالات الملائمة لسحب كرتين مجموعهما يعادل ربح يقدر بـ   
      31000 2

3  AAcardCAAcardAAX   
  :ـ ومنه فإن قيمة الاحتمال تقدر ب

 
45
3

AAP 
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  .دج 1500: احتمال الحصول على كرتين مجموعهما يعادل ربح يقدر بـ . 1-5
 دج 1500: لدينا عدد الحالات الملائمة لسحب كرتين مجموعهما يعادل ربح يقدر بـ   

      151500 1
5

1
3  ABcardCCABcardABX   

  :ومنه فإن قيمة الاحتمال تقدر بـ 
 

45
15

ABP  
  .دج 2000: احتمال الحصول على كرتين مجموعهما يعادل ربح يقدر بـ  .1-6

 دج 2000: لدينا عدد الحالات الملائمة لسحب كرتين مجموعهما يعادل ربح يقدر بـ   
      52000 2

5  BBcardCBBcardBBX   
  :ومنه فإن قيمة الاحتمال تقدر بـ 

 
45
10

ACP  
  :وفق الصورة الآتية ) X(متغير العشوائي ويتم تحديد جدول التوزيع الاحتمالي لل

2000  1500  1000  750  250  -500  X  
10  15  3  10  6  1  Card(x)  

10/45  15/45  3/45  10/45  6/45  1/45  f(x)  
  
) X(يأخذ قانون الاحتمال المنقطع للمتغير العشوائي :  Xتمثيل التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي . 2

  الشكل الأتي؛

  
  التمثيل البياني لقانون الاحتمال المنقطع(..) : الشكل رقم 

  
 

10/45 

15/45 

3/45 

15/45 

 
10/45 

 
5/45 

 

0 

10/45 

6/45 

1/45 

-500   250  750 1000  1500  2000 
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  : 05تمرين رقم 
  .التجربة تتمثل في إلقاء ثلاثة قطع نقدية متزنة 

  X   عدد الصور المتغير العشوائي الذي يعبر عن)F ( التي نحصل عليها.  
وفق ) X(تم تحديد قانون الاحتمال للمتغير العشوائي ي: أوجد التوزيع الاحتمالي  لهذا المتغير العشوائي . 1

  :الخطوات الآتية 
 لنرمز لظهور الصورة بالرمز :  فضاء العينةF  وللكتابة بالرمزP وبالتالي فإن النتائج الممكنة تتمثل في ،F 

  :لكل رمية، لهذا فإن شكل شجرة الحالات الممكنة يأخذ الصورة الآتية  Pأو 
  
  
 
 
  
  
  
  
  
  
 
 
  
  

 :فإن فضاء العينة لتجربة إلقاء قطعة نقود في الهواء ثلاثة مرات كمايلي  ومنه
  :لدينا عدد الحالات الممكنة 

  82222 3   NN  
  :والذي يتم التعبير عنها بالشكل الأتي 

                PPPPPFPFPPFFFPPFPFFFPFFF ;;;;;;;  
 المتغير العشوائي  تحديد)X: ( 

 3;2;1;0X  

  خذ جدول التوزيع الاحتمالي الشكل الأتي؛يأ: قانون الاحتمال 

FFF F 

P 

PFF 

FPP 

PPF 

FPF 

PPP 

PFP 

FFP 
 

F 

 

P 

F 

P 

F 

P 

  ة الثالثة      الرمیة الثانیة        الرمیة الأولىناتج التجربة          الرمی

F 

P 
F 

P 
F 

P 
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 f(x)الاحتمال   الحالات الملائمة  Xقيمة المتغير 
0    PPP  1/8 
1        PPFPFPFPP ;;  3/8  
2        PFFFPFFFP ;;  3/8  
3    FFF  1/8  

تحديد دالة التوزيع التراكمي . 2 xF:  يمكن التعبير عن القيم الاحتمالية التراكمية وفق الجدول الأتي؛ 
x  0  1  2  3  

  F(x)  1/8 4/8  7/8  1  التراكم الاحتمالي
  

دالة التوزيع التراكمي وبناءا عليه فإن  xF تأخذ الشكل الأتي؛  
  

 






























31

32
8
7

21
2
1

10
8
1

00

x

x

x

x

x

XF  

ي تمثيل دالة التوزيع التراكم - xF  :  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 F(x)التمثيل البياني لدالة التراكمية   
   

X 

1  

0.75  

0.5  

0.25  

0 

0  1  2  3 
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  : إيجاد الاحتمالات. 3
قيمة احتمال  - 3X ؛  

     
8
1333  XPXPXP  

قيمة احتمال  - 20  X ؛  
         

8
4

8
3

8
120101020  XPXPXPXPXP  

قيمة احتمال  - 2X ؛  
 

8
32 XP  

قيمة احتمال  - 6,24,0  X ؛  
         

8
6

8
3

8
36,24,021216,24,0  XPXPXPXPXP  

  : 06تمرين رقم    
عاملات،  6، منهم 10لدينا عدد المترشحين للتكوين هو    4;610  HFN   

  .3kمناصب،  3عدد المناصب  -
  :د حالات إختيار ثلاثة عمال من ضمن المترشحين هو وبالتالي فإن عد

  120
!3!310

!10 3
10

3
10 


 CC  

  يتم تحديد قانون الاحتمال كمايلي؛:  التوزيع الاحتمالي  لعدد العاملات المختارات. 1
يمثل المتغير العشوائي عدد العاملات المختارات، لهذا فقد يتم إختيار ثلاثة : ) X(المتغير العشوائي  -  

ثنين أو واحدة فقط، كما يمكن عدم إختيار ولا عاملة، وبالتالي فغن المتغير العشوائي لهذه الدراسة يأخذ أو إ
  الشكل الأتي؛

 3;2;1;0X  
  :يتم حساđا على النحو الأتي :  قيم الاحتمال -  

  جدول قانون الاحتمال
 X  0  1  2  3  اĐموع

1203
10 C  200

4
3
6 CC  601

4
2
6 CC  362

4
1
6 CC  43

4
0
6 CC  N(x)  

1  






120
20  







120
60  







120
36  







120

4   XP  
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حساب متوسط عدد العاملات المختارات . 2 xE   والإنحراف المعياري x  : يمكن إيجاد قيمة الأمل
  الرياضي والإنحراف المعياري بالطريقة المباشرة كما هو مبين في الجدول الأتي ؛

  اĐموع
4  3  2  1  i 
3  2  1  0  

ix 
1  







120
20  







120
60  







120
36  







120

4   ixP  

 XE 8,1
120
216  5,0

120
60

  1
120
120

  
120
36  0     ii xPx   

- 1,44 0,04 0,64 3,24   2XExi  
 XV56,0 0,24 0,02 0,192 0,108     2XExxP ii  

 28,3
120
456 XE 







120
180  








120
240  







120
36  0     ii xPx 2 

            
 
      748,056,0

56,0
8,18,3 222






xxVx

xV
xVxExExV





  

ومنه فإنه من المتوقع أن يتم إختيار عاملتين     2XE  للتكوين من إجمالي المترشحين، كما أن هذا
  .أي بما يعادل عاملة واحدة فقط، عن العاملات المختارات للتكوين  0,748التوقع يمكن أن يبتعد بـ 

  : 07تمرين رقم    
مطابقة الملف لشروط (ر المتسابقين بثلاثة إختبارات متسلسلة التوظيف لعدد من المناصب، يمفي مسابقة   

  :، فإننا نعبر عن الأحداث التالية )المنصب المطلوب، إمتحان كتابي، إمتحان شفوي
A  : ،حدث قبول ملف المتسابق AP احتمال قبول ملف المتسابق؛  
B  : ،حدث النجاح في الإمتحان الكتابي BP احتمال النجاح في الإمتحان الكتابي؛  
C  : ،حدث النجاح في الإمتحان الشفوي CP احتمال النجاح في الإمتحان الشفوي.  

 :، فإننا نعبر عن ذلك بالصيغة التالية 0,75وبما أن احتمال النجاح في أي إختبار هو 

      75,0 CPBPAP  
  ) X(لمتغير العشوائي قانون الاحتمال لتحديد . 1

بما أن المترشح يجب أن يجتاز الإمتحان الأول حتى يمر إلى الإمتحان :  )X(تحديد المتغير العشوائي  -أولا
  : الموالي، ثم الإمتحان الذي يليه، فإن المتغير العشوائي يأخذ القيم التالية 

الحالة الأولى   0X: ان ملف المتسابق غیر مقبولإذا ك A.  

الحالة الثانية   1X:  إذا كان ملف المتسابق مقبول A ولم ینجح في الإمتحان الكتابي B والذي ،

یمكن التعبیر عنھ بـ  BA؛  
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الثة  الحالة الث 2X:  إذا كان ملف المتسابق مقبول A ونجح في الإمتحان الكتابي B  ولكنه لم ينجح
في الإمتحان الشفوي  C وعلیھ یمكن التعبیر عن ھذه الحالة بـ ، CBA ؛  

الرابعة  الحالة  3X:  إذا كان ملف المتسابق مقبول A ونجح في الإمتحان الكتابي B  وأيضا ناجح
في الإمتحان الشفوي  C وعلیھ یمكن التعبیر عن ھذه الحالة بـ ، CBA .  

  :تأخذ الشكل الأتي ) X(ا على ما سبق فإن قيم المتغير العشوائي وبناء  
 3;2;1;0X  

  يعبر عنه بالشكل الأتي؛:  جدول التوزيع الاحتمالي -ثانيا 

 X  0  1  2  3  اĐموع
-       CPBPAP        CPBPAP      BPAP    AP  

 XP  1    422,075,0 3       141,025,075,0 2      1875,025,075,0     25,075,01   
التعبير عن التوزيع الاحتمالي  بالصيغة الرياضية لدالة الاحتمال . 2 xF : یمكن التعبیر عن دالة الاحتمال

 وفق الجدول الأتي؛  التراكمیة
x  0  1  2  3  

 F(x)  0,25 0,4375 0,5785 1  التراكم الاحتمالي
  

وبناءا عليه فإن دالة التوزيع التراكمي  xF تأخذ الشكل الأتي؛  
  

 






















31
325785,0
214375,0
1025,0
00

x
x
x
x

x

XF  

  

حساب التوقع الرياضي . 3 xE التباين ؛ xV  والإنحراف المعياري x يتم حساب هذه المقاييس ،
  :وذلك على النحو الأتي بالإعتماد على الصيغة الإحصائية لكل منها 

التوقع الرياضي . 3-1 xE: يعطى بالعلاقة التالية؛  
      




4

1i
ii xXPxxE  

  :لأتية بالتعويض نحصل على النتيجة ا
                 

  736,1
422,03141,021875,0125,00




xE
xE 
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التباين . 3-2 xV  :يعطى بالعلاقة التالية؛  
      22 xExExV   

  :بالتعويض نحصل على النتيجة الأتية 
                    

  536,1
736,1422,03141,021875,0125,00 22222




xV
xV  

التباين . 3-2 x  :يعطى بالعلاقة التالية؛  
   xVx   

  : الآتيةبالتعويض نحصل على النتيجة 
    239,1536,1  xx   

، و يتحقق %50الكتابي بـ  الامتحانوبناءا عليه فإنه من المتوقع أن يقبل ملف المتسابق، وأن ينجح في   
  .عن ما هو متوقع  1,239معياري يقدر بـ بانحرافذلك 

  : 08تمرين رقم 
  كما يلي ؛  Xمال للمتغير العشوائي المستمر لتكن لدينا دالة كثافة الاحت  

 




 


WiseOther

X
xf

0

33
6
1

  

الشكل ) X(تأخذ دالة كثافة الاحتمالية للمتغير العشوائي : أرسم دالة كثافة الاحتمال لهذا المتغير . 1
  الأتي؛

  
   : أوجد الاحتمالات التالية. 2

   ة على النحو الأتي؛يتم إيجاد القيم الاحتمالي  
قيم احتمال . 1- 2 0X :للمتغير المستمر تكون معدومة مهما تكن قيمة  الثابتةل القيمة بما أن احتما

 ، فإن؛هذا الثابت

 (x) 

f(x) 

167,0  

-3 -2 -1 0 1 2 3
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  00)1 XP 
قيم احتمال . 2- 2 5,25,1  X:  

       
3
25,25,1

6
15,25,1

6
15,25,1)2 5,2

5,1

5,2

5,1







 


 XPxXPdxXP

  
قيم احتمال . 3- 2 5,25,1  X:  

        
3
11111

6
1

6
111)3 1

1   XPxXP  
قيم احتمال. 4- 2 2X :  

   

        
6
5232

6
1

6
102

6
1

6
12

6
12)4

2
3

2 3 2

3































 
  

XPxXP

dxdxXPdxXP
  

  :يمكن التأكد من ناتج الاحتمال، بإستخدام الاحتمال المعاكس وذلك على النحو الأتي 
       

      
6
5223

6
112

6
112

6
11212

3

2

3

2









 

XPXP

XPdxXPXP x
  

  : 09تمرين رقم 
ن الزمن الذي يستغرقه الزبون عند شباك البريد لتلقيه الخدمة، فإذا تم التعبير ع Xيعبر المتغير العشوائي   

  :عنها بالدالة الاحتمالي ة التالية 

 






 


WiseOther

XkX
xf

0

31
  

  ؛Xدالة كثافة احتمالية للمتغير  f(x)التي تحقق  kإيجاد قيمة . 1
  :دالة كثافة احتمالية، إذا تحققت الصيغة الأتية  f(x)لدينا 

 




 1dxxf  

  :بالتعويض نحصل على الأتي

          


 




1 3

1 3

1dxkxdxkxdxkxdxkx
  

 
4
1113

2
10

2
0 22

3

1
2






















kkxk
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  :، والتي تأخذ الشكل الأتي Xدالة كثافة احتمالية للمتغير العشوائي  f(x)ومنه فإن 

 
 

















3;10

31
4
1

x

XX

xf  

إيجاد قيمة الاحتمال  . 2 21  X  

       
8
112

2
1

4
121

2
1

4
121

4
121

2

1

2
2

1







 























  XPxXPdxxXP  

تمثيل دالة كثافة الاحتمالية . 3 xf؛  
  
  
  
  
  
  
  
  

التمثيل البياني لدالة كثافة الاحتمالية  xf  
  

صياغة دالة التوزيع التراكمي . 4 xF  لهذا للمتغير العشوائي)X (  
         

    


































  
 

22

0

2

0

0

0

8
1

2
1

4
1

24
1

4
10 xxxFuduuxF

duufduufduufxXPxF

xx

x x

i

  

نه يمكن كتابة دالة التوزيع التراكمي ومنه فإ xF على النحو الأتي؛  

 


















31

30
8
1

00

2

X

Xx

X

xF  

0,75  

  
0,25 

0  1  2  3
  

 (x) 

f(x) 
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  : 10تمرين رقم 
  ؛الة كثافة الاحتمال له تأخذ الصيغة التاليةمتغيرا عشوائيا، ود X لدينا  

 




 


WiseOther

Xx
xf

0

20
2
1

  

  تمثيل دالة كثافة الاحتمال. 1
  
  
  
  
  
  
  
  
د قيمة التوقع الرياضي إيجا. 2 xE :تعطى علاقة حساب التوقع الرياضي بالصيغة التالية؛  

    




 dxxfxxE .  

  :بالتعويض نحصل على النتيجة التالية 

               











2

02

2

0

0

0
2
10... dxxxxEdxxfxdxxfxdxxfxxE  

   
3
4

3
8

2
1

3
1

2
1 2

0

3 
















 xExxE  

  . 1,33: ومنه فإن قيمة التوقع الرياضي تقدر بـ 
حراف المعياريالإن. 3 x  :تعطى علاقة حساب الإنحراف المعياري بالصيغة التالية؛  

   
      

      22
22

xExEx
xExExV

xVx













  

       22. xEdxxfxx  




  

  :ومنه لدينا 

 لحتمادالة كثافة الا
1  

  
 

0  1  2  
 (x) 

f(x) 
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         

    2
4
1

2
1

0.0.

2
2

0

42

2

0

2222







 




xExxE

dxxfxxEdxxfxxE
  

  :بالتعويض نحصل على النتيجة التالية 

             471,0
9
2

3
42

2
22 






 xxxExEx    

  . 0,471: ف المعياري تقدر بـ ومنه فإن قيمة الانحرا
  إيجاد القيم الاحتمالات. 4
قيمة احتمال . 4-1 1X : بما أن احتمال القيمة الثابتة في المتغيرات العشوائي المستمرة يكون معدوم مهما

  تكن قيمة هذا الثابت، فإن ؛ 
  01 XP  

 قيمة احتمال. 4-2 21  X  

     
4
3

2
14

2
121

2
1

2
121

2
121

2

1

2
2

1







 
























  XPxXPdxxXP  

 قيمة احتمال. 4-3 1X  
         

 


1 0 1

0

1 dxxfdxxfdxxfXP  

  :بالتعويض نحصل على النتيجة التالية 

       
4
11

2
1

2
11

2
101

1

0

2
1

0












  XPxXPdxxXP  

 قيمة احتمال. 4-4 1X  

           
4
310

2
1

2
111

2

1

2

1

2

1 2












   

 

XPxXPdxxfdxxfdxxfXP  

لإعتماد على طريقة الاحتمال المتمم، حيث أن القاعدة تنص على يمكن الحصول على نفس النتيجة، با  
  :أنه 

   aXPaXP  1  
  :والاعتماد على هذه الصيغة نحصل على النتيجة الأتية  

       
4
31

4
111111 





  XPXPXPXP   
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  : 11تمرين رقم 
ب لأحد منتجات الذي يعبر عن حجم الطل Xلدينا دالة كثافة الاحتمال للمتغير العشوائي المستمر   

  :الشركة، بالصيغة الآتية 

 

 

  
























410

43
2

2

32
2
1

211
2
1

xWiseOther

Xx

X

Xx

xf  

  أĔا دالة كثافة احتمالية إذا تحققت الصيغة الآتية؛ f(x)نقوم عن :  دالة كثافة احتمالية f(x)إثبات بأن . 1
 





 1dxxf  

  ومنه فإن؛ 
            11

1 2

1

4

3 4

3

2

    


 



dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxf  

  :ية بالتعويض نحصل على النتيجة التال

    10
2

2
2
11

2
101

2

1

4

3

3

2







 






  





dxxdxdxxdxxf  

   1
4
1

2
1

4
11

4
2

2
1

22
1

4

3

2
3
2

2

1

2







 



































xxxxx  

تعبر عن دالة كثافة  f(x)بما أن نتيجة التكاملات الجزئية مساوية للواحد الصحيح، فهذا يعنى أن الدالة   
  . Xاحتمالية للمتغير العشوائي 

  إيجاد قيمة الاحتمال. 2
قيمة احتمال . 2-1 5,2X؛  

              
 

2

1

5,2

2

5,2 1

1
2
11

2
15,25,2 dxxdxxdxxfXPdxxfXP  

  :بالتعويض نحصل على النتيجة التالية 

       5,0
4
1

4
105,2

2
1

22
105,2 5,2

2

2

1

2

















 XPxxxXP  

قيمة احتمال . 2-2 2X؛  
           

 

2

1

2 1

1
2
122 dxxdxxfXPdxxfXP  

  :بالتعويض نحصل على النتيجة التالية 



 مصطفى طويطي/ د: عدادإ                                            ؛دروس و تمارين محلولة:  02محاضرات في الاحصاء  

81 
 

    25,0
4
105,2

22
102

2

1

2

















 XPxxXP  

قيمة احتمال . 2-3 105,3  X؛  
        






 

10

4

4

5,3

10

5,3 2
2105,3105,3 dxxfdxxXPdxxfXP  

  :بالتعویض نحصل على النتیجة التالیة 

    0625,0105,30
4

2105,3
4

5,3

2

















 XPxxXP  

  

  يتم التعبير عن دالة كثافة الاحتمال بالشكل الأتي ؛ : f(x)رسم دالة كثافة احتمالية  -
  
  
  
  
  
  
  
  
  

جد تمثل نقطة التناظر لدالة كثافة الاحتمالية، لذلك و ) X(للمتغير العشوائي  2,5نلاحظ بأن القيمة   
أن قيمة احتمال  5,2X تعادل نصف مساحة دالة الكثافة الاحتمالية التي تساوي الواحد الصحيح .  

  حساب قيمة التوقع الرياضي والإنحراف المعياري . 3
  تعطى علاقة حساب التوقع الرياضي بالصيغة التالية؛: ) الأمل الرياضي(التوقع الرياضي . 3-1

    




 dxxfxxE .  

                   





1 2

1

4

3 4

3

2

..... dxxfxdxxfxdxxfxdxxfxdxxfxxE  

  :بالتعويض نحصل على النتيجة التالية 
     














 





























 

2

1

4

3

3

2

0
2

2.
2
1.1

2
1.0 dxxxdxxdxxxxE  

    5,2
6
5

4
5

12
5

622
1

232
1

4

3

3
2

3

2

22

1

23







 


















































 xExxxxxxE  

  . 2,5: ومنه فإن قيمة التوقع الرياضي تقدر بـ   

2,5 

 لحتمادالة كثافة الا
0,5  

 

0 1 2 3 4 
 (x) 

f(x) 
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الإنحراف المعياري. 3-2 x  : التالية؛تعطى علاقة حساب الإنحراف المعياري بالصيغة  
      22 xExEx   

  :ومنه لدينا 

                     

   

    667,6
83

2
32

1
342

1

0
2

2.
2
1.1

2
1.0

......

2

4

3

4
3

3

2

32

1

34
2

2

1

4

3

2
3

2

222

1 2

1

4

3 4

22
3

2

222222



































































 





























 



 

   






xExxxxxxE

dxxxdxxdxxxxE

dxxfxdxxfxdxxfxdxxfxdxxfxxEdxxfxxE

  

  :بالتعويض نحصل على النتيجة التالية 

               645,0416,05,2667,6 222  xxxExEx    

  . 0,645: ومنه فإن قيمة الانحراف المعياري تقدر بـ 
نه من المتوقع أن يرتفع حجم الطلب على منتجات تشير قيمتي التوقع الرايضي والإنحراف المعياري، على أ  
  .  0,645وحدة، وذلك بتشتت عن هذا التوقع بـ  2,5الشركة بـ

صياغة دالة التوزيع التراكمي . 4 xF  للمتغير العشوائي)X. (  

     



x

i duufxXPxF  

إذا كان  - 1;x  :ال خاĐرج مجال تعريف المتغير العشوائي فإنه يساوي الصفر، أي بما أن هذا ا:  
    01;  xFx  

إذا كان  - 2;1x  :ال على النحو الأتي؛Đتحسب القيمة التراكمية ضمن هذا ا 

          





 



xx

duududuufxFx
1

1

1
2
102;1  

         22
2

1

2

1
4
112

4
11

22
10

22
10 

























 xxxxFxxxFuuxF

x

  

       22 1
4
112

4
12;1  xxxxFx  

إذا كان  - 3;2x  :ال على النحو الأتي؛Đتحسب القيمة التراكمية ضمن هذا ا 

         









xx

duduufduufxFx
2

2

2
13;2  
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                32
4
1421

4
12

2
1

4
1

2
11

4
1

2

2

*

2 









  xxxFxxFuxxF x  

       32
4
1421

4
13;2  xxxFx  

إذا كان  - 4;3x  :ال على النحو الأتي؛Đتحسب القيمة التراكمية ضمن هذا ا 

         





 



xx

duuduufduufxFx
3

3

2
24;3  

         128
4
1

4
96

4
2

4
3

4
232

4
1 2

2

3

23

*





































  xxxFxxxFuuxxF

x

      128
4
14;3 2  xxxFx  

إذا كان  -  ;4x  :ال على النحو الأتي؛Đتحسب القيمة التراكمية ضمن هذا ا 
         






4

4

04;4 duduufduufxFxx
x

  

      10128
4
1 4

*

2 



  xFxxxF  

    1;4  xFx  

ومنه فإنه يتم كتابة دالة التوزيع التراكمي  xF على النحو الأتي؛  

 

 































41

433
4

2

32
4

32

211
4
1

10

2

2

X

Xxx

Xx

Xx

X

xF  

  : 12تمرين رقم 
  : المعبر عنها بالصورة التالية  f(x)لتكن لدينا دالة الكثافة الاحتمالية   

 
  













220

20
02

xWiseOther
XkX
XkX

xf  

  ي ؛تعبر عن دالة كثافة احتمالية كما يل f(x)إذا كانت  kتكون قيمة الثابت :  Kقيمة الثابت . 1

  تعطى بالعلاقة التالية؛: الطريقة الجبرية . 1-1
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          11
2 0

2

2

0 2

    






 



dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf  

  :بالتعویض نحصل على النتیجة التالیة 

      1001
0

2

2

0

  


 

dxkxdxkxdxxf  

      
4
11221

22

2

0

20

2

2






































kkkxkxk  

  . 0,25: هي  kومنه فإن قيمة الثابت 
دالـة كثافــة احتماليـة، بالمســاحة رسـم الدالــة  f(x) يـتم تحديـد قيمــة الثابـت الــتي تحقـق:  الطريقـة الهندســية. 1-2

  ضمن مجال تعريفها، وذلك على النحو الأتي ؛
  
  
  
  

   
  

  ) .D(و) G(ومنه فإن قيمة دالة الكثافة الاحتمالية تعبر عن مجموع مساحة المثلثين 
، )B(في قاعدته ) H(تمثل مساحة المثلث نصف جداء إرتفاع المثلث : (S)علاقة حساب مساحة المثلث  -

  :والذي يعطى بالصيغة الأتية 
  BHS

2
1

  

  مساحة المثلثG  : لدينا إرتفاع المثلث بـ : kH 2 وقاعدته بـ 2B وبالتالي فإن مساحته تقدر ،
  : بـ 

       kGSkGS 222
2
1

 

  مساحة المثلثD  : لدينا إرتفاع المثلث بـ : kH 2 وقاعدته بـ 2B وبالتالي فإن مساحته تقدر ،
  : بـ 

       kDSkDS 222
2
1

 

 (x) 

f(x) 

k2  

-2      -1             0           1 2
  

G D 
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دالة كثافة احتمالية فإن مساحة المثلثين يجب أن تساوي الواحد الصحيح، وبالتالي فإن  f(x)إذا كانت   
  تقدر كما يلي ؛ kقيمة الثابت 

   
4
11221  kkkDSGS  

، وهي ذات النتيجة المتحصل عليها في الطريقة الجبرية، وبالتالي 0,25تقدر بـ  kأي أن قيمة الثابت   
  : تأخذ الصورة التالية  f(x)فإن دالة كثافة الاحتمال 

 

  






















220

20
4
1

02
4
1

xWiseOther

XX

XX

xf  

  يتم التعبير عن دالة التوزيع التراكمي كما يلي؛:  F(x)دالة التراكمية . 2

     



x

i duufxXPxF  

إذا كان  - 2; x  : ال خارج مجال تعريف دالة كثافة الاحتمالية للمتغير العشوائيĐبما أن هذا ا
)X ( ال، أيĐا تكون معدومة في هذا اĔفإ:  

    01;  xFx  
إذا كان  - 0;2x  :Đال على النحو الأتي؛تحسب القيمة التراكمية ضمن هذا ا 
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إذا كان  -  ;2x  : ال على النحو الأتي؛تحسب القيمة الترĐاكمية ضمن هذا ا 
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




2

2

02;2 duduufduufxFxx
x

  



 مصطفى طويطي/ د: عدادإ                                            ؛دروس و تمارين محلولة:  02محاضرات في الاحصاء  

86 
 

    10
8

4
2

*

2








 
 xFxxF  

ومنه فإنه يتم كتابة دالة التوزيع التراكمي  xF على النحو الأتي؛  
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  التوزيعات الإحتمالية للمتغير العشوائي المنفصل :ثالث  ال  الفصل   
  أهداف الفصل؛

  :لهذا الفصل سيكون باستطاعته أن ) ة(بعد إتمام الطالب
  مختلف قوانين التوزيع الاحتمالي لمتغير العشوائي المنفصل؛التعرف على  
  ؛) برنولي.ت&منتظم.ت(ة قوانين التوزيع الاحتمالي لمتغير عشوائي منقطع أحادي التجرب التمييز بين 
  ؛ثنائية أو متعددة الحدودالتمييز بين  قوانين التوزيع الاحتمالي لمتغير عشوائي منقطع متعدد المحاولات 
 تحديد قوانين التوزيع الاحتمالي لمتغير عشوائي منقطع متعدد المحاولات المشروط بوحدة زمنية أو منطقة؛ 
  للتجارب المستقلة والتجارب غير المستقلة عن بعضها البعض؛التمييز بين قوانين التوزيع الاحتمالي 
  تحديد قانون التوزيع الإحتمال الملائم للتجارب العشوائية المرتبطة بوقوع الحدث أول مرة أو بعدد مرات

 . محدد بعد عدة محاولات في التجربة العشوائية المستقلة
  المحاور المستهدفة؛

  :بغرض تحقيق أهداف هذا الفصل، فإننا سوف نتطرق إلى المحاور الأساسية المتمثلة فيمايلي
 التوزيع المنتظم المنفصل؛ 
 التوزيع البرنولي؛ 
  ؛)كثير الحدود(التوزيع الثنائي الحدين و المتعدد  
  ؛ني التوزيع البواسو  
  ؛التوزيع الهندسي  
  ؛)الهندسي الزائد(التوزيع فوق الهندسي  
 التوزيع الثنائي السالب  
 سلسلة تمارين مع حلول نموذجية. 

  المدى الزمنى للفصل ؛
  :سيتم تغطية محتوى هذا الفصل وفق المتطلب الزمني الأتي 

  ؛)رتينمحاض(ثلاثة ساعات : حصة محاضرة 
  حصتين(ثلاثة ساعات : حصة أعمال موجهة.(  
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   الثالثالفصل 
  التوزيعات الإحتمالية للمتغير العشوائي المنفصل

تعد عملية التوصيف الدقيق للتجارب العشوائية أمر بالغ الأهمية لا سيم عند التعامل مع ظروف متماثل،   
وانين التوزيع الاحتمالي حتى تسرع عملية الوصول إلى نتائج، والتي نجذ منها التوزيعات التي تعتمد قحيث تم وضع 

على نفس قيمة الاحتمال مثل التوزيع المنتظم، والتوزيع الذي يأخذ فيه المتغير العشوائي قيمتين فقط كالتوزيع 
التنائي، وهناك من يعتمد على تكرار التجربة  البرنولي، وهناك من يتطلب تحقق حدثين الأصلي والنافي مثل توزيع

إلى غاية الحصول على أو نتيجة، ولدينا أيضا التوزيع الذي يطبق في حالة الاعتماد على البعد الزمني أو المكاني في 
  . تقدير القيمة الاحتمالية 

   خواص التوزيعات الاحتمالية للمتغير العشوائي المنفصل. 1
لتي تبسط حساب مختلف القوانين الاحتمالية للمتغير العشوائي، وذلك على النحو فيما يلي أبرز الصيغ ا  

  :الأتي 

 

   

     nxPxPxP

xXPkXP

k

k

i
i



 


...10 21

1

 

    1 kXPkXP  
    

 kXP
kXPkXP



1
1  

      1 AXPAXPAXP  
      1 aXPbXPbXaP  
      aXPbXPbXaP   
      aXPbXPbXaP  1  

 
  وزيع المنتظم المنفصلالت. 2

حتمالات المقابلة لقيم المتغير العشوائي متساوي، لهذا ا تكون الام يتم الاعتماد على هذا التوزيع عند  
  :يعبر عنها بالصيغة الرياضية الأتي 









n
UnifX 1~  
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 
n

kXP
n

UnifX 11~ 







  

  ا ستة أوجه، فإن القانون الاحتمالي بما أن زهرة النرد متجان: كتابة قانون التوزيع الاحتماليđسة و
  يكتب كمايلي؛

  61
6
1

 kkXP  
  1  2  3  4  5  6  اĐموع

ix  
1 6

1  
6
1  

6
1  

6
1  

6
1  

6
1   ixXP   

  

  ويأخذ التوزيع الاحتمالي الشكل البياني الأتي؛

  التمثيل البياني لقانون الاحتمال في تجربة إلقاء زهرة نرد مرة واحدة
  تتمثل المميزات الاحصائية للتوزيع المنتظم فيما يلي : للتوزيع المنتظم خصائص القانون الإحتمالي:  

 ضي التوقع الريا:  
  




n

i
ix

n
XE

1

1  

   التباين:  
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 

n
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
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 المعياري الانحراف  :  
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  التوزيع البرنولي . 3
، )1(أو الواحد الصحيح ) 0(يأخذ إحدى القيمتين إما الصفر   )X(إذا كان لدينا المتغير العشوائي   

  :التوزيع البرنولي، وفق الصيغة الأتية فهذا فإننا نقول بأن المتغير يتبع 
 PBX ~  

  الفوز في السباق أو (بما أن المعطيات تتعلق بحدث وحيد، وله احتمالين متنافيين : قانون الاحتمال بيانيا
  :، فإن التوزيع الاحتمالي الملائم هو توزيع برنولي، والذي يعرف كمايلي )عدم الفوز

   1,0~ XPBX   
  ومنه فإن قيم الاحتمال للمتغير العشوائي تأخذ الشكل الأتي؛

   
      PXPechecPXP

succePXP



100

1  

  :ويأخذ قانون الاحتمال البرنولي الشكل الأتي 
  0  1  المجموع

ix  
1  P  1-P  ixXP   

  
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  
  

 فيما يلي  البرنوليزات الاحصائية للتوزيع تتمثل الممي:  خصائص القانون الإحتمالي:  
 
  التوقع الرياضي:  

   succePXE   
  التباين: 

   
  PXE

PPXV



1.

1. 

 المعياري الانحراف  :  
  

  qpX .  

1 

8,0  

0       1 

P

2,0  

X
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  التوزيع الثنائي الحدين . 3
  :نقطع، حيث يتطلب توفير الشروط الأتي يعتبر أكثر التوزيعات الاحتمالية إستخدام في المتغير العشوائي الم   
  ؛......)نعم أو لا، يصيب أو لا يصيب، (تؤول كل محاولة إلى نتيجة واحدة من بين نتيجتين متنافيتين  -
nk(من المرات ) k(حدث معين يتحقق خلالها  ، على أنفي نفس الظروفو مرة  nتنفيذ التجربة يتم  - 0(؛  
ل محاولة مستقلة عـن نتـائج المحـاولات الأخـرى، وبالتـالي فـإن إحتمـال التحقـق الحـدث المطلـوب يسـاوي نتيجة ك -

  حاصل ضرب إحتمالات مختلف الحالات المحققة ؛
    .ثبات إحتمال التحقيق مهما تعددت المحاولات  -

  :ويتم التعبير عن قانون التوزيع الثنائي كما يلي   
 PnBX i ;~ 

         
  knkknkk

ni qp
kkn

nkXPouqpCkXPPnBX 











!!

!;~  

 خصائص القانون الإحتمالي 

  بتطبيق علاقة التوقع الراضي نحصل على النتيجة التالية؛:  الرياضيالتوقع  
  nPXE  

  التباين: 
 

  PXE
npqXV




1.
  

   المعياري الانحراف  :  
  npqX  

 بفرض أن المتغير العشوائي:  حالة خاصة W  يعبر عن مجموع قيم المتغيرين العشوائيين المتكاملين
   '& XX بنفس القيمة الإحتمالية 'xx PP فإن القانون يعرف كمايلي؛ ،  

 PnnBXXW xxi ;~' ' 

  وبناءا عليه فإن المميزات الإحصائية تأخذ الصيغ الآتية؛
  التوقع الرياضي لـW  :  

        PnWEXXEWE W '  
  التباين لـW  :  

       qpnWVXXVWV W ..'   
  الانحراف المعياري لـW  :تمثل الجدر التربيعي للتباين،وتحسب كمايلي؛  

     qpnXXVW W ..'   
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  التوزيع البواسوني . 4
فإن التوزيع  أو المكان في تحديد القيمة الاحتمالية، ي العشوائي يعتمد على عنصر الزمانإذا كان المتغ  

  :الاحتمالي المناسب هو التوزيع البواسوني الذي يعرف بالصيغة الأتية 
 PX ~ 

  







 

k

k
ekXP

!
 

  التوزيع التراكمي للقانون بواسوني

  

























m

k

k

k
emXP

0 !
 

  خصائص القانون الإحتمالي
     XVXE 

 يتم الاعتماد على قانون ثنائي الحـد كتقريـب لتحديـد القيمـة الاحماليـة :  نائي الحدقانون بواسون كتقريب لت
  :للمتيغير إذا حدث أن القيمة الاحتمالية كبيرة، ويتم تعريف التقريب بالصيغة الأتية 

  
 pnPX .~  

ا نقوم بتقريب توزيع ثاني الحد كبير، فإنن) n(صغير جدا، وأن حجم الطلبية ) P(بما أن إحتمال الوحدة التالفة 
  :إلى توزيع بواسوني، وبالتالي نعرفه على النحو الأتي 

 
nP

n

qorP















30

1,0
  

 15المستخرجة، والتي يجب أن لا تتجاوز الحد الأقصى ) (هناك شرط ثالث يتعلق بقيمة لامدا   
)15nP( فإنه يتم اللجوء إلى تقريب التوزيع البواسوني بالتوزيع الطبيعي المعياري، بوضع  ، وفي حال تم ذلك

   و   كما سوف نوضحه في الفصل المقبل.  
   








 









5,0

;15

x

xFxXP Poission

  

  التوزيع الهندسي . 5
ضها البعض، لذلك فعدما لا يتحقق هذا وضع هذا التوزيع ليتجاوز عن شرط استقلالية الاحداث عن بع  

  :الشرط فإن التوزيع المناسب للمتغير العشوائي يصبح التوزيع الهندسي، والتي يكتب بالصيغة الأتية 
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 القانون الإحتمالي خصائص  
  بتطبيق علاقة التوقع الراضي نحصل على النتيجة التالية؛:  الرياضيالتوقع  
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زمتين لتوزيع ثانئي الحد والمتمثلتين في يعتبر أنسب التوزيعات الملائمة عندما لا تتحقق الصفتين الملا  
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 يعرف بالاختصار الأتي؛:  ع الثنائي الحدتقريب توزيع فوق الهندسي بالتوزي  
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، )n(كبــير جــدا مقارنـة بعــدد الوحــدات المســحوبة ) N(عنـدما يكــون حجــم اĐتمـع ) في أن واحــد(بـدون إرجــاع 

  ة للتوزيع تأخذ الشكل الأتي؛وبناءا عليه فإن المميزات الإحصائي
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  التوزيع الثنائي السالب. 7
يعتبر من التوزيعات الاحتمالية المعممة لتوزيع ثنائي الحد، حيث يستخدم في التجارب التي تعتمد على   

  : صيغة الأتي تكرار التجربة إلى غاية الحصول على الحدث المراد تحقيقه في التجربة، ويتم كتابته بال
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 خصائص القانون الإحتمالي
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 : 01تمرين رقم 

  : طبيعة قانون التوزيع الاحتمالي الموافق للحالات المدروسة التالية، مع التعليلحدد 
، ضمن الإنتاج اليومي الذي Philips ة يتم مراقبة المصابيح غير الصالحة في مصنع المصابيح الكهربائية لشرك. 1

  ؛LEDمصباح كهربائي من نوع  1000يضم 
  ؛ 02على أسئلة ورقة الامتحان في مقياس الاحصاء ) ة(إجابة طالب. 2
  على السؤال الشفوي للأستاذ أثناء المحاضرة ؛) ة(إجابة طالب. 3
  ؛ )دقيقة 60(مكالمات في الساعة الواحدة  10يتلقى مستقبل المكالمات في قسم الشرطة بولاية ورقلة متوسط . 4
  رة على الوجه العلوي؛رمي زهرة نرد مرة واحدة ، وندون النتيجة الظاه. 5
، تمكن مترشح حر من اجتياز المسابقة في شعبة إقتصاد وتسيير لأول مرة 2017في مسابقة البكالوريا لعام . 6

  محاولات؛ 06بعد 
أمرآة، علما أن نصيب هذه  180مواطن، من بينهم  600ببلدية غارداية  2018سجل في قرعة الحج لعام . 7

  رخصة فقط؛ 50عام هو البلدية من رخص الحج لهذا ال
طلقات، بحيث يجب عليه أن يصيب ثلاثة طيور حتى ينتقل  10تمنح للاعب " الصياد البري"في لعبة الفيديو . 8

  إلى المرحلة الموالية في اللعبة؛
أو أستاذ التعليم " أ"محاضر (أساتذة من مصف الأستاذية  10وصل عدد أستاذة جامعة غارداية إلى معدل . 9

  ل كلية؛بك) العالي
ضد الحصبة، مع العلم ) اللقاح(ساكن يحتاجون إلى التطعيم  30000يوجد في أحدى دوائر ولاية ورقلة . 10

  . 0,0001أن احتمال أن يكون  التطعيم له تأثير مضاد على تلقيح الشخص هو 

  : 02تمرين رقم 
رقم الذي يظهر على الوجه في تجربة إلقاء زهرة نرد متجانسة مرة واحدة، وبفرض أن الرامي يهتم بال  
  .العلوي 

  أكتب القانون الاحتمالي ؟ ثم مثله بيانيا ؟. 1
  ؟ 5ما احتمال أن يظهر رقم أقل من . 2
  ؟ 3ما احتمال أن يظهر رقم أكبر من . 3
  أحسب التوقع الرياضي والإنحراف المعياري ؟. 4

  

  مارين الفصلسلسلة ت
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  : 03تمرين رقم 
 همتر، باعتبار  1500، في إختصاص 2020اد طوكيو سيشارك العداء الجزائري توفيق مخلوفي في أولمبي  

  . مشاركات  10ميداليات من أصل  8الإختصاص الذي حقق فيه 
  أجب على ما يلي؛:  المطلوب
  ماهو احتمال أن يفوز بميدالية في هذا السباق ؟ . 1
  مثل قانون الاحتمال بيانيا ؟. 2
  ذا الفوز ؟ ما هو توقع أن يفوز في هذا السباق ؟ وما هو تباين ه. 3

  : 04تمرين رقم 
على الوجه العلوي  3بظهور الرقم ) X(مرة، ونعرف المتغير العشوائي  24تجربة عشوائية لرمي زهرة نرد في 

.  
 أحسب مايلي؛ :  المطلوب

  مرات بالضبط ؟) 08(احتمال الحصول على الرقم ثمانية . 1
  احتمال عدم ظهور الرقم المحدد ؟. 2
مرات على الأكثر ؟ ثم تأكد من قيمة الاحتمال وفق جدول التوزيع ) 07(الرقم سبعة  احتمال الحصول على. 3

  التراكمي؟
  مرات على الأقل ؟) 08(احتمال الحصول على الرقم ثمانية . 4
  ماهو توقع عدد مرات الحصول على الرقم المحدد، وما قيمة الإنحراف المعياري المقابل له ؟. 5
  يع الثنائي، تأكد من نتائج قيم الاحتمال للأسئلة الأربعة الأولى ؟إعتمادا على جداول التوز . 6

  : 05تمرين رقم 
، وفق الجدول التوزيع الاحتمالي P=0,7يتبع توزيع ثنائي الحدين، علما أن ) X(إذا كان المتغير العشوائي 

  الأتي؛

 X  0  1  2  3  اĐموع
1  0,343  0,441  0,189  0,027   ixP  

  أجب على ما يلي؛: طلوب الم
  أحسب التوقع الرياضي و التباين لهذا التوزيع ؟. 1
  تأكد من النتائج، بالإعتماد على خصائص الاحصائية لتوزيع ثنائي الحدين ؟. 2
: ، المعرف بالخصائص التالية X'بفرض أن المتغير العشوائي . 3 7,0;5~' BX  

  :يعرف بالصيغة التالية  Z فإذا علمت بأن المتغير العشوائي
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'XXZ   

   أوجد التوقع الرياضي و الإنحراف المعياري للمتغير العشوائيZ ؟  

  : 06تمرين رقم 
التأشير على (أسئلة، ذات الإجابة التحديدية لأربعة خيارات  10لامتحان كتابي يضم ) ة(تقدم طالب

  .في كل سؤال، بحيث يحصل على نقطتين لكل إجابة صحيحة ) ةالإجابة الصحيحة من ضمن الخيارات المقترح
  إذا كان الطالب قد أجاب على جميع الأسئلة، أوجد قم الاحتمال التالية ؛ :  المطلوب
 في هذا الامتحان ؟ 10احتمال أن يحصل الطالب على علامة  .1
 أسئلة على الأكثر ؟) 05(احتمال أن يجيب على خمسة .2
 أسئلة على الأقل ؟) 05( احتمال أن يجيب على خمسة .3
 أسئلة ؟ 05و  03احتمال أن يجيب ما بين  .4
 أسئلة ؟) 06(وأقل من ستة ) 01(احتمال أن يجيب على أكثر من سؤال واحد  .5
 أسئلة ؟) 06(وأقل من أو يساوي ستة ) 01(احتمال أن يجيب على أكثر من سؤال واحد  .6
 احتمال أن يأخذ العلامة صفر في هذا الإمتحان ؟ .7
 أن يحصل على أول إجابة صحيحة في الإجابة الرابعة ؟ احتمال .8
 تأكد من نتائج قيم الاحتمال بالإعتماد على جداول التوزيع التراكمي الثنائي ؟ .9

  : 07تمرين رقم 
  مرات متتالية، أدرس الحالات الأتية؛ 10إلقاء زهرة نرد في تجربة   

مرة  5و 4مرتين، والرقم  3مرتين، والرقم  2، والرقم أربع مرات 1إذا كانت متناظرة، ما إحتمال ظهور الرقم . 1
  ؟ 6واحدة، وعدم ظهور الرقم 

مرة واحدة، فما  2مرتين، والرقم  3ثلاثة مرات، والرقم  6بفرض أن زهرة النرد غير متزنة، بحيث يتكرر الرقم . 2
  ثلاثة مرات ؟ 2مرتين، والرقم  3خمسة مرات، والرقم  6احتمال الحصول على الرقم 

  : 08تمرين رقم 
، وضمن الخط الرابط بين ولايتي الأغواط وغارداية، تحدث حوادث سير 01عبر الطريق الوطني رقم   

  . حوادث في الشهر 04بمعدل 
  أدرس احتمالات الأحداث الآتية؛: المطلوب 

  احتمال أن يحدث نفس عدد الحوادث في الشهر المقبل ؟. 1
  هر القادم ؟احتمال عدم حدوث ولا حادث في الش. 2
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  حوادث على الأكثر في الشهر ؟ 6إحتمال أن تقع . 3
  حوادث في الشهر ؟ 6و 4إحتمال أن يحدث ما بين . 4
  :بالإعتماد على جدول توزيع البواسوني التراكمي، أوجد قيم الإحتمالات التالية . 5

         42;4;4;41;51  XPXPXPXPXP  

  : 09تمرين رقم 
في كل ) 02(يخصصها لغرس القمح، بأنه يصطاد بمعدل فأرين صرح مزارع يملك قطعة أرض فلاحيت   

  واحد هكتار، والمطلوب أدرس الحالات التالية؛
  ما إحتمال أن يكون هناك فأر واحد فقط في كل واحد هكتار ؟. 1
  ما إحتمال أن لا يكون هناك فأر في حقل القمح ؟. 2
   كل واحد هكتار ؟ما إحتمال أن يكون هناك أكثر من فأر واحد على الأقل في. 3
  فإران على الأكثر في كل واحد هكتار ؟ 5ما إحتمال أن يكون هناك . 4
  أكتب قانون الإحتمال لهذا المزارع المعبر عن إحتمال عدد الفأران في كل واحد هكتار ؟. 5
  أوجد الخصائص الإحصائية لهذا التوزيع الإحتمالي؟. 6
  

  : 10تمرين رقم 
كيس من حليب البقر   3000بنة صنديل بضاية بن ضحوة في ولاية غارداية بإنتاج يقوم مجمع الحليب لمل  

  . 0,005يوميا، فإذا علمت أن هناك إحتمال ان يكون كيس متقوب أو تالف في الإنتاج اليومي هو 
  كيس، فأجب على مايلي؛  100فإذا تم التعاقد من أحد المتاجر على توفير طلبية يومية تضم 

  وى هذ الطلبية على كيسين تالفين فقط ؟إحتمال أن تحت. 1
  إحتمال أن لا تكون هناك وحدة تالفة في الطلبية ؟. 2
ثم إلى  500، 400، 300، 200إذا تم دراسة إمكانية رفع طلبية المتجر اليومية وفق الحالات التالية . 3

لخص ذلك في (؛ فما إحتمال أن تكون هناك وحديتين فقط تالفة ضمن هذه الحالات ؟ 2000أو  1000
  ).جدول
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    : 11تمرين رقم 
يصوب صياد على طائر الحجل مجموعة من الطلقات، فإذا كان من المتوقع أن يصيب أول طائر في   

  المحاولة الرابعة، فأجب على مايلي؛ 
  احتمال أن يصيب الطائر في الطلقة الثانية ؟. 1
  أكتب القانون الاحتمالي ؟. 2
  المعياري لطلاقات الصياد على طائر الحجل ؟أحسب التباين والإنحراف . 3

      : 12تمرين رقم 
كرات في أن واحد   3كرات بيضاء، يتم سحب بطريقة عشوائية   6كرات منهم   10يحتوى صندوق على   

  :، والمطلوب أحسب الاحتمالات التالية )سحب بدون إرجاع(
  أن تكون أحد الكرات بيضاء ؟. 1
  قل ؟أن تكون كرة بيضاء على الأ. 2
  أن تكون كرة غير بيضاء ؟. 3
  أحسب التوقع الرياضي والإنحراف المعياري لهذه التجربة ؟. 4

  : 13تمرين رقم 
طالـب مـنهم  30يضم فوج في السنة أولى جدع مشترك بكلية العلوم الإقتصادية، التجارية وعلوم التسـيير   

طــلاب ) 3(، إختيــار ثلاثـة 01اس المحاسـبة طـلاب حاصــلين علـى بكالوريــا شـعبة علــوم، فـإذا قــرر أسـتاذ مقيــ 10
أوجد قيم : المطلوب بطريقة عشوائية من الفوج لتكليفهم بتحضير حل تمرين معين من السلسلة للحصة المقبلة، و

  الاحتمالات التالية ؛
  احتمال أن يكون أحد الطلاب حاصل على بكالوريا شعبة علوم؟. 1
  لى بكالوريا شعبة علوم؟احتمال أن يكون طالب على الأقل حاصل ع. 2
  احتمال أن يكون ولا طالب حاصل على بكالوريا شعبة علوم؟. 3
  احتمال أن يكون الطلاب المختارين حاصل على بكالوريا شعبة علوم؟. 4
  أحسب التوقع الرياضي والإنحراف المعياري لإختيار طلاب  حاصل على بكالوريا شعبة علوم ؟. 5
طالب لهذه  800طالب من أصل  60اصلين على بكالوريا علوم في الدفعة هو بفرض أن مجموع الطلاب الح. 6

  ؟)إختيار في أن واحد(السنة، فما احتمال إختيار ثلاثة طلاب بطريقة عشوائية لإستجواđم عن صعوبات المقياس 
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     : 14تمرين رقم 
بعملية السحب  ، وعند القيام 12إلى  1من : كرات تحمل أرقام متسلسلة   12يحتوى صندوق على   

) X(، وبالتالي نعرف المتغير العشوائي  4بطريقة عشوائية Ĕتم بالحصول على كرة تحمل رقم يقبل القسمة على 
  عدد محاولات السحب اللازمة للحصول على ثلاثة كرات، 

  أجب على مايلي؛:  المطلوبو
  ؟ Xتحديد التوزيع الاحتمالي لـ . 1
، عند عدد محاولات السحب ثالثة 4ت التي تحقق أرقامها القسمة على الكرا 03ما احتمال الحصول على . 2
  ؟) 03(
، عند عدد محاولات السحب العاشرة 4الكرات التي تحقق أرقامها القسمة على  03ما احتمال الحصول على . 3
  ؟) 10(
سحب الخمسة ، عند عدد محاولات ال4الكرات التي تحقق أرقامها القسمة على  03ما احتمال الحصول على . 4

  ؟) 15(عشر 
، عند عدد محاولات السحب لا 4الكرات التي تحقق أرقامها القسمة على  03ما احتمال الحصول على . 5

  ؟ 10يتجاوز 
  ، عند إحدى عشرة محاولة على الأقل ؟4كرات تحقق أرقامها القسمة على   03ما احتمال الحصول على . 6
  ؟أحسب الخصائص الإحصائية لهذه التجربة . 7
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 : 01تمرين رقم 
طبيعة قانون التوزيع الاحتمالي الموافق للحالات المشار إليها في هذا التمرين على النحو المبين في يتم تحديد 

  الجدول الأتي؛

  التعليل  نوع التوزيع  الحالات المدروسة  الرقم
يتم مراقبة المصابيح غير الصالحة   01

في مصنع المصابيح الكهربائية 
، ضمن الإنتاج Philips ة لشرك

 1000اليومي الذي يضم 
  LEDمصباح كهربائي من نوع 

  القانون الثنائي الحد
 PnBX i ;~  

  )المصباح صالح أو غير صالح(نتيجة التجربة ثنائية  -
  ؛)المصابيح(تعدد التجربة  -
احتمال أن (احتمال التحقق ثابت من عملية إلى أخرى  -

  ؛)يكون المصباح غير صالح
  )مراقبة مصباح مستقلة عن المصباح الأخر(النتائج مستقلة -

على أسئلة ورقة ) ة(إجابة طالب  02
الامتحان في مقياس الإحصاء 

02  
  القانون الثنائي الحد

 PnBX i ;~  

  تعدد الأسئلة؛ -
  النتيجة ثنائية، إما إجابة صحيحة أو إجابة خاطئة؛ -
  ثابت في كل سؤال؛ احتمال الاجابة الصحيحة -
الإجابة الصحيحة لسؤال مستقل عن إجابة السؤال  -

  .الأخر
على السؤال ) ة(إجابة طالب  03

  الشفوي للأستاذ أثناء المحاضرة
  قانون برنولي

 PBX ~  
  )سؤال واحد(التجربة واحدة فقط  -
  النتيجة ثنائية، إما إجابة صحيحة أو إجابة خاطئة؛ -

قى مستقبل المكالمات في قسم يتل  04
 10الشرطة بولاية الجلفة متوسط 
 60(مكالمات في الساعة الواحدة 

  )دقيقة

  قانون بواسون
 PX ~  

متوسط عدد المكالمات في : إرتباط الحدث بعنصر الزمن 
  .الساعة الواحدة 

رمي زهرة نرد مرة واحدة ، وندون   05
  جه العلويالنتيجة الظاهرة على الو 

  القانون المنتظم









n
UnifX 1~  

  )رمية واحدة(التجربة واحدة فقط  -
احتمالات الحالات الممكنة للوجه الظاهر متساوية  -
)1/6(  

في مسابقة البكالوريا لعام   06
، تمكن مترشح حر من 2017

اجتياز المسابقة في شعبة إقتصاد 
 06وتسيير لأول مرة بعد 

  محاولات

  ن التوزيع الهندسيقانو 
 PGeamX ~  

  تعدد المحاولات؛ -
  إستقلالية التجارب؛ -
  الاهتمام بتحقق الحدث لأول مرة؛ -

 الحلول النمودجية لسلسلة التمارين
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  : 02تمرين رقم 
بما أن الرامي يهتم بنتيجة التجربة العشوائية، المقابلة لرمية واحدة، فإن التوزيع المناسب لهذه التجربة هو   

  تب كما يلي؛القانون المنتظم، والذي يك
 

n
kXP

n
UnifX 11~ 








  

  :ويعرف المتغير العشوائي لهذه التجربة كمايلي 
 6;5;4;3;2;1X  

 2018سجل في قرعة الحج لعام   07
مواطن، من  600ببلدية غارداية 

أمرآة، علما أن  180بينهم 
نصيب هذه البلدية من رخص 

رخصة  50الحج لهذا العام هو 
  فقط

  نون التوزيع فوق الهندسيقا
 mNnGHX ;.~  

  ) .سحب بدون إجاع(عدم إستقلالية التجارب  -

" الصياد البري"في لعبة الفيديو   08
طلقات، بحيث  10تمنح للاعب 

يجب عليه أن يصيب ثلاثة طيور 
حتى ينتقل إلى المرحلة الموالية في 

  اللعبة

قانون التوزيع الثنائي 
  السالب

 PrnNBX ;;.~  

  تعدد المحاولات؛
  .تكرار المحاولات حتى تحقيق العدد اللازم لحدث معين

وصل عدد أستاذة جامعة غارداية   09
أساتذة من مصف  10إلى معدل 
أو أستاذ " أ"محاضر (الأستاذية 

  .بكل كلية ) التعليم العالي

  قانون بواسون
 PX ~  

متوسط عدد الأساتذة من : لمكان إرتباط الحدث بعنصر ا
  .مصف الأستاذية في الكلية

يوجد في أحدى دوائر ولاية ورقلة   10
ساكن يحتاجون إلى  30000
ضد الحصبة، مع ) اللقاح(التطعيم 

العلم أن احتمال أن يكون  
التطعيم له تأثير مضاد على تلقيح 

  0,0001الشخص هو 

قانون بواسون كتقريب 
  لتنائي الحد

 pnPX .~  

  تعدد السكان، وأن  عددهم كبير جدا؛ -
احتمال أن يكون  التطعيم له تأثير مضاد ثابت لكل  -

  شخص، و هو احتمال صغير جدا ؛
النتيجة ثنائية، إما أن يكون للقاح تأثير مضاد أو لا  -

  يكون له تأثير ؛
  إستقلالية تأثير اللقاح من شخص إلى أخر؛ -
صغيرة، فإننا سنعتمد على معامل  Pو  كبيرة  nبما أن  -

  :بواسون لمتوسط الأشخاص الذين لهم تأثير مضاد للقاح 
   30001,030000  nP  
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بما أن زهرة النرد متجانسة وđا ستة أوجه، فإن القانون الاحتمالي يكتب  : كتابة قانون التوزيع الاحتمالي . 1
  كمايلي؛

  61
6
1

 kkXP  
  1  2  3  4  5  6  اĐموع

ix  
1 6

1  
6
1  

6
1  

6
1  

6
1  

6
1   ixXP   

  

  ويأخذ التوزيع الاحتمالي الشكل البياني الأتي؛

  لبياني لقانون الاحتمال في تجربة إلقاء زهرة نرد مرة واحدةالتمثيل ا
  يتم حساب هذا الاحتمال كمايلي؛:  3حساب احتمال أن يكون الرقم الظاهر أقل من . 2

   
6
2

6
1

6
123

2

1














 



XPPXP
i

i  

  يتم حساب هذا الاحتمال كمايلي؛:  4حساب احتمال أن يظهر رقم أكبر من . 3
   

6
2

6
1

6
154

6

5














 





XPPXP
n

i
i  

بالإعتماد على الصيغ الإحصائية نحصل على النتيجة :  اب قيمة التوقع الرياضي والإنحراف المعياريحس. 4
  التالية؛
  التوقع الرياضي:  

          5,3
2

16.6
6
1654321

6
1

6
1 6

1







 

 


XEXExXE
i

i   

   التباين:  

 
 

             

  917,2
6

5,17
6

5,365,355,345,335,325,31
6

222222

6

1

2











XV

XV
Xx

XV i
i

  

  

1     2   3     4     5 6 

1 
P

6
1  

X
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  الانحراف المعياري: 
    708,1917,2  XX   

   : 03تمرين رقم 
متر، هي  1500لدينا عدد السباقات التي فاز đا توفيق مخلوفي في إختصاص :  ي السباقاحتمال الفوز ف. 1
  :مشاركات، وبالتالي فإن احتمال أن يفوز في هذه الدورة يقدر بـ  10من أصل  8

   
    8,0

10
8
 succeP

NCard
succeCardsucceP  

الفوز في السباق (نافيين بما أن المعطيات تتعلق بحدث وحيد، وله احتمالين مت: تمثل قانون الاحتمال بيانيا . 2
  :، فإن التوزيع الاحتمالي الملائم هو توزيع برنولي، والذي يعرف كمايلي )أو عدم الفوز

   1,0~ XPBX   
  ومنه فإن قيم الاحتمال للمتغير العشوائي تأخذ الشكل الأتي؛

   
      2,0100

8,01



PXPechecPXP

succePXP  

  :ويأخذ قانون الاحتمال البرنولي الشكل الأتي 
  0  1  المجموع

ix  
1  0,8  0,2   ixXP   

  
  
  
  
  
  
  

بالإعتماد على  :متر  1500في إختصاص  2020حساب توقع فوز مخلوفي في أولمبياد طوكيو . 3
  الصيغ الإحصائية للتوقع وفق قانون برنوللي و الذي يأخذ الشكل الأتي؛ 

  التوقع الرياضي:  
    8,0 succePXE  

  . %80ومنه فإنه من المتوقع أن يفوز في هذا التظاهرة الرياضية بـ 
   التباين: 

         16,02,0.8,0.  XVXVqpXV   
، بمعنى قد يرتفع احتمال %16وبالاعتماد على قيمة التباين، فإنه من التوقع أن يتغير احتمال الفوز بـ   
   . %64، كما قد ينخفض إلى %96الفوز إلى 

  

1 

8,0  

0       1 

P

2,0  

X
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  : 04قم تمرين ر 
  :لدينا من معطيات التمرين البيانات التالية   

  ؛24nمرة، أي أن   n : (24(عدد مرات تكرار التجربة  -
  :على الوجه العلوي في كل رمية ) 3(احتمال ظهور الرقم المحدد  -

6
1

)(
)(





Card
xcardP  

  :كل رمية   على الوجه العلوي في) 3(احتمال عدم ظهور الرقم  -

6
5

)(
)'(





Card
xcardq  

علــى الوجــه  3ظهــور الــرقم (بمــا أن معطيــات التجربــة تتعلــق بعــدة تجــارب، وأĔــا تحتمــل نتيجتــين متنــافيتين   
، أيضـا احتمـال )غـير مرتبطـة(، كما أن نتيجـة كـل تجربـة مسـتقلة عـن التجربـة الأخـرى )العلوي، أو عدم ظهر الرقم

ثابت في كل رمية، فإن التوزيع الاحتمـالي الملائـم هـو التوزيـع ثنـائي ) في الوجه العلوي 3ظهور الرقم (تحقق الحدث 
  :الحد، والذي يعطى بالصيغة التالية 

          
  knkknkk

ni qp
kkn

nkXPouqpCkXPPnBX 











!!

!;~   

، وبالتعويض في علاقة توزيع k=8يعنى أن :  مرات بالضبط) 08(احتمال الحصول على الرقم ثمانية . 1 
  :ة الاحتمال التالية تنائي الحد نحصل على قيم

   
 

  024,08
6
5

6
1

!8!824
!248

8248










































XPXP  

، وبالتعويض في علاقة توزيع تنائي الحد نحصل على k=0يعنى بأن : احتمال عدم ظهور الرقم المحدد . 2
  :قيمة الاحتمال التالية 

   
 

  0126,00
6
5

6
1

!0!024
!240

0240










































XPXP  

 6مرات أو  7كن أن يظهر مما يعنى أنه يم:  مرات على الأكثر) 07(احتمال الحصول على الرقم سبعة . 3
  : أو عدم ظهور الرقم، ويتم التعبير عنه بالمتراجحة ضمن الاحتمال كالأتي ...أو 

   



7

0
7

i
iXPXP  

  ومنه يتم تقدير الاحتمالات كمايلي؛
  2139,044  XPi      0126,000  XPi  
  1711,055  XPi      0604,011  XPi  
  1084,066  XPi      1389,022  XPi  
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  0557,077  XPi      2037,033  XPi  
  :وبناءا على هذه القيم فإن 

   
  9647,07

0557,01084,01711,02139,02037,01389,00604,00126,07



XP
XP  

  :يمكن الحصول على نفس لنتيجة بالإعتماد على الجداول التراكمية لتوزيع ثنائي الحد، وذلك على النحو الأتي 
 
    9745,07

8909,072,0
9745,0715,0









XPMinP
XPP
XPP  

ما يعنى أن الظهور المطلوب لرقم هو ثمانية :  مرات على الأقل) 08(احتمال الحصول على الرقم، ثمانية . 4
، ويتم التعبير عنه بالمتراجحة ضمن الاحتمال  )مرة 20(أو يجب أن يظهر في كل التجارب ...مرات، أو تسعة أو 

  : كالأتي 
   




20

8
8

i
iXPXP  

تفاد من اجابة السؤال السابق في هذا الحل، وذلك بالاعتماد على الاحتمال المكمل، والذي تأخذ صياغته ويس
  الشكل الأتي؛

       718818  XPXPXPXP  
  :لدينا 

  9647,07 XP  
  ومنه فإن؛

        0353,09647,018718  XPXPXP   
يتم : نحراف المعياري المقابل له حساب التوقع لعدد مرات الحصول على الرقم المحدد، وقيمة الإ. 5

  حساب المميزات العددية لهذه التجربة كمايلي؛
  بتطبيق علاقة التوقع الراضي نحصل على النتيجة التالية؛:  التوقع الرياضي. 5-1

        4
6
124 





 XEXEnPXE   

ظهور الرقم على الوجه مرة هو  24عند تكرار تجربة رمي زهرة النرد  3أي أنه من المتوقع أن يظهر الرقم      
  .مرات 4العلوي 

  بتطبيق علاقة الإنحراف المعياري نحصل على النتيجة التالية؛:  الانحراف المعياري. 5-2

        826,1
6
5

6
124 













 XXnpqX    
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، تقريبا مرتين زيادة أو 1,826على الوجه العلوي هو  3مدى تشتت قيمة توقع عدد مرات ظهر الرقم      
  .نقصان 

  : 50تمرين رقم 
  يتم حساب الإحصائيتين بتطبيق العلاقة التالية ؛:  حساب التوقع والتباين -أولا

           22
4

1
. XEXEXVetxPxXE

i
ii 



  

  :وبالإعتماد على طريقة الحساب ألجدولي المباشرة، نحصل على النتائج الآتية 

 X  0  1  2  3  اĐموع
1  0,343  0,441  0,189  0,027   ixP  

  1,2XE  1,029 0,882 0,189  0  ii xPx .  
  04,52 XE  3,087 1,764 0,189  0    ii xPx .2  

               63,01,204,5 222  XVXVXEXEXV   
  : وبناءا عليه فإن المميزات الإحصائية لهذا التوزيع تأخذ القيم التالية 
    63,01,2  XVetXE  

  لدينا خصائص التوزيع كمايلي؛ :  د النتائج وفق خصائص التوزيعتأكي -ثانيا
      7,03 XEnPXE   
            63,07,017,031  XVXVPnPXV   

نلاحظ تطابق النتائج، سواء بالإعتماد على الصيغ الحسابية للتوقع الرياضي و التباين وفق المتغير العشوائي 
  .الحد  أو بالإعتماد على المميزات الإحصائية لتوزيع ثنائي

يمثل مجموع  Zبما أن المتغير العشوائي :  Zحساب التوقع الرياضي و الإنحراف المعياري للمتغير  -ثالثا
تأخذ  Zاللذين لهما نفس قيمة احتمال تحقق الحدث، فإن الخصائص الإحصائية لـ  ’Xو Xالمتغيرين العشوائيين 

  الشكل الأتي؛
   7,0;5~'7,0;3~ BXetBX  

  :يعرف كمايلي  Zالمتغير العشوائي وبناءا عليه فإن 

   7,0;8~;~' ' BZPnnBXXZ xx   
  التوقع الرياضي لـZ  :لدينا العبارة التالية؛  

                6,57,08'  ZEZEPnZEXXEZE z  
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  قيمة التباين لـZ  :لدينا الصيغة المعبر عنها كمايلي؛  

                68,17,017,08..'  ZVZVqpnZVXXVZV z  
  الانحراف المعياري لـZ  :،وتحسب كمايلي؛تمثل الجدر التربيعي للتباين  

          296,168,1..'  ZZqpnXXVZ z   
  : 06تمرين رقم 

  :لدينا من معطيات التمرين البيانات التالية 
  ؛10nأسئلة، أي أن   n : (10(عدد مرات تكرار التجربة  -
  :احتمال الإجابة الصحيحة على السؤال  -

25,0
4
1

)(
)(





Card

xcardP  

إجابـة صـحيحة، أو أن تكـون (تعلق بعدة تجارب، وأĔا تحتمل نتيجتين متنـافيتين بما أن معطيات التجربة ت  
، أيضـا احتمـال تحقـق الحـدث )غـير مرتبطـة(، كما أن نتيجة كل تجربة مسـتقلة عـن التجربـة الأخـرى )إجابته خاطئة

  :يغة التالية ثابت في كل سؤال، فإن التوزيع الاحتمالي الملائم هو التوزيع ثنائي الحد، والذي يعطى بالص
       kkkCkXP  10

10 75,025,0  
المتعلق  لتوزيع الثنائي) 03(وبما أن الإجابة تعتمد على جداول التوزيع، فإننا نأخذ مقطع من الملحق رقم   

  ؛*، وذلك على النحو الأتيn=10:  10عند حجم عينة  توزيعذا الله الاحتمالي الة التراكمبد
  

  

  
       


















n

i

xnx

ii
i

ii PP
xxn

nxXPxF
0

1
!!

!  
ix =k : le nombre d’occurrences parmi n 

  

                                                
  calculator/binomial.aspx-http://stattrek.com/online: یمكن الإعتماد على الرابط، كبدیل لجدول توزیع ثنائي الحد كمایلي  * 

http://stattrek.com/online
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 10يحصل الطالب على علامة :  في هذا الامتحان 10حساب احتمال أن يحصل الطالب على علامة . 1

  أسئلة، وبناءا عليه فإن الاحتمال يحسب كما يلي ؛) 5(إذا أجاب على خمسة 
               

  0584,05

75,025,0
!5!510

!10575,025,05 5551055
10




 

XP

XPCXP 

  

  :ل التوزيع التراكمي، لدينا مايلي وبالإعتماد على جدو 
       

  0584,05

9219,09803,05455





XP

XPXPXPXP
 

  .في هذا الإمتحان   10أن يحصل هذا الطالب على علامة  %5,84بمعنى، أن هناك احتمال 
يتم التعبير عن هذا الاحتمال بالصيغة : أسئلة على الأكثر ) 05(احتمال أن يجيب على خمسةحساب . 2

  التالية؛
             

           9803,0575,025,0
!!10

!105

0123455
5

0

10 
















 XP
ii

XP

XPXPXPXPXPXPXP

i

ii 

، لدينا النتيجة P=0,25باحتمال  k=5و ،n=10حجم عينة وبالإعتماد على جدول التوزيع التراكمي عند 
  :التالية 

  9803,05 XP  
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يتم التعبير عن هذا الاحتمال بالصيغة :  أسئلة على الأقل) 05(حساب احتمال أن يجيب على خمسة . 3
  التالية؛

             

           0781,0575,025,0
!!10

!105

10987655
10

5

10 
















 XP
ii

XP

XPXPXPXPXPXPXP

i

ii 

  الإعتماد على جدول التوزيع التراكمي، وفق متمم الاحتمال كمايلي؛وب
       415515  XPXPXPXP  

(  0,9219: بـ  4لدينا من جدول قيم التراكم الاحتمالي للعدد     9219,04 XP( وبالتعويض ،
  في الصيغة السابقة نحصل على النتيجة التالية ؛

    0781,059219,015  XPXP  

  .أسئلة على الأقل في هذا الامتحان ) 05(أن يجيب على خمسة  %7,81عني بأن هناك احتمال هذا ي
  يتم التعبير عن هذا الاحتمال بالصيغة التالية؛:  أسئلة 05و  03احتمال أن يجيب ما بين . 4

       

        

  4547,02503,0146,00584,053

75,025,0
!!10

!1053

34553
5

3

10






















XP

ii
XP

XPXPXPXP

i

ii  

  لتالية؛وبالإعتماد على جدول التوزيع التراكمي، يتم التعبير عنها بالصيغة ا
     2553  XPXPXP  

  :لدينا من جدول قيم التراكم الاحتمالي القيم التالية 
 
      4547,0535256,09803,053

5256,02
9803,05









XPXP
XP
XP  

  .أسئلة في هذا الامتحان  05و  03أن يجيب على ما بين  %45,47ومنه، فإن هناك احتمال 
يتم التعبير عن هذا : أسئلة ) 06(وأقل من ستة ) 01(احتمال أن يجيب على أكثر من سؤال واحد . 5

  الاحتمال بالصيغة التالية؛
           

  736,02816,02503,0146,00584,061

23455261





XP

XPXPXPXPXPXP  

  وبالإعتماد على جدول التوزيع التراكمي، يتم التعبير عنها بالصيغة التالية؛
       155261  XPXPXPXP  

  :لدينا من جدول قيم التراكم الاحتمالي القيم التالية 
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 
      7363,061244,09803,061

244,01
9803,05









XPXP
XP
XP  

أسئلة في ) 06(وأقل من ستة ) 01(أن يجيب على أكثر من سؤال واحد  %73,63ك احتمال ومنه، فإن هنا
 .هذا الامتحان 

يتم التعبير :  أسئلة) 06(وأقل من أو يساوي ستة ) 01(احتمال أن يجيب على أكثر من سؤال واحد . 6
  عن هذا الاحتمال بالصيغة التالية؛

             

  7525,02816,02503,0146,00584,00162,061

234566261





XP

XPXPXPXPXPXPXP  

  دول التوزيع التراكمي، يتم التعبير عنها بالصيغة التالية؛وبالإعتماد على ج
       166261  XPXPXPXP  

  :لدينا من جدول قيم التراكم الاحتمالي القيم التالية 
 
      7525,061244,09965,061

244,01
9965,06









XPXP
XP
XP  

وأقل من أو يساوي ) 01(أن يجيب على أكثر من سؤال واحد  %75,25ومنه، فإن هناك احتمال   
 .هذا الامتحان  أسئلة في) 06(ستة 

إذا لم يجب إجابة  00يحصل الطالب على علامة : احتمال أن يأخذ العلامة صفر في هذا الامتحان . 7
  صحيحة على جميع الأسئلة، وبناءا عليه فإن الاحتمال يحسب كما يلي ؛

             

  0563,00

75,025,0
!0!010

!10075,025,00 1001000
10






XP

XPCXP 

  

ليس قبلها  لأنه، P=0,25 عند الاحتمال وبالإعتماد على جدول التوزيع التراكمي، فإĔا تقابل القيمة الأولى
  قيمة احتمالية أخرى؛

  0563,00  XP 
  .في هذا الامتحان  00أن يحصل هذا الطالب على علامة  %5,63بمعنى، أن هناك احتمال 

 
نلاحظ بأن بعدد عدد من المحاولات في :   احتمال أن يجيب أول إجابة صحيحة في السؤال الرابعة. 8

بة على أسئلة هذا الإمتحان، لم يتمكن الطالب في الإجابة الصحيحة إلا في المحاولة الرابعة، لهذا فإن توزيع الإجا
  الاحتمال المناسب هو التوزيع الهندسي، ويحسب هذا الاحتمال كما يلي؛

     1.~  kqpkXPPGeamX   
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  التالي؛، وب k=4: بما أن أول محاولة صحيحة كانت عند المحاولة الرابعة، فإن 
        1055,0475,0.25,04 14   XPXP  

في هذا  أن تكون أول إجابة صحيحة لهذا الطالب عند السؤال الرابع %10,55بمعنى، أن هناك احتمال 
  .الامتحان 

  : 07تمرين رقم 
  :لدينا من معطيات التمرين البيانات التالية   

  ؛10n  مرات، أي أن 10إلقاء زهرة نرد ) : n(عدد مرات تكرار التجربة  -
  .الأحداث، تختلف باختلاف الحالة المدروسة، والتي تشتمل على أكثر من حدثين في كل منهااحتمال  -

6)(
)( ii

i
n

Card
xcardP 


  

ظهـور أرقـام أوجــه (بمـا أن معطيـات التجربـة تتعلــق بعـدة تجـارب، وأĔـا تحتمــل أكثـر مـن نتيجتـين متنــافيتين   
، أيضــا احتمــال تحقــق الحــدث )غــير مرتبطــة(نتيجــة كــل تجربــة مســتقلة عــن التجربــة الأخــرى  ، كمــا أن)مكعــب نــرد

  :، والذي يعطى بالصيغة التالية *ودالحد المتعدد، فإن التوزيع الاحتمالي الملائم هو التوزيع رميةثابت في كل 

   kn
k

nn

k
k PPP

nnn
nnnnP .......

!...,!!
!...,,, 21

21
21

21 







  

رة النرد متناظرة فهذا يعنى أن احتمال ظهور كل رقم بما أن زه:  إذا كانت متناظرةدراسة التجربة  -اولا
  :متساوية، ويقدر بـ 

.6,5,4,3,2,1\
6
1

)(
)(1 


 i

Card
xcardPn i

ii  

 5و 4مرتين، والرقم  3مرتين، والرقم  2أربع مرات، والرقم  1إحتمال ظهور الرقم يتم تحديد وبناءا عليه، فإنه    
  ، كما يلي؛6وعدم ظهور الرقم  مرة واحدة،

 
 
 
 
 
 

  621
621

621
621

6

5

4

3

2

1

.......
!...,!!

!...,,,

06
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14
23
22
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nnn PPP
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nnnnP
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nk
nk
nk
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































  

  ة الأتية؛جبالتعويض نحصل على النتي

                                                
  http://stattrek.com/online-calculator/multinomial.aspx: یمكن الإعتماد على الرابط، كبدیل لجدول توزیع ثنائي الحد كمایلي   *

http://stattrek.com/online-calculator/multinomial.aspx
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 

000625,0
6
1.

!1!1!2!2!4
!10

6
1.

6
1.

6
1.

6
1.

6
1.

!1!1!2!2!4
!101,1,2,2,4

10

11224




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
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



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
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





















P

  

 3مرتين، والرقم  2أربع مرات، والرقم  1أن نحصل على الرقم  %0,0625هذا يعني بأن هناك إحتمال   
  .، ، إذا كانت زهرة النرد متزنة 6مرة واحدة، وعدم ظهور الرقم  5و 4مرتين، والرقم 

بما أن زهرة النرد غير متزنة، فهذا يعنى أن احتمال ظهور : إذا كانت زهرة النرد غير متزنة  دراسة التجربة -ثانيا
  رقم يختلف عن ظهور رقم أخر على أساس عدد التكرارات، وبناءا عليه فإن إحتمال كل وجه يحدد كما يلي؛

6
1

)(
)(2

6
2

)(
)(3

6
3

)(
)(6

3
33

2
22

1
11
















Card
xcardPx

Card
xcardPx

Card
xcardPx

  

، ثلاثة مرات 2مرتين، والرقم  3خمسة مرات، والرقم  6لرقم احتمال الحصول على اوبناءا عليه، فإنه يتم تحديد    
  كما يلي؛

 
 
 

 
325

3

2

1

6
1.

6
2.

6
3.

!3!2!5
!103,2,5

32
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
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
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
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
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




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
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P
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  : ومنه فإن القيمة الاحتمال تقدر بـ 
  

  041,03,2,5 P  
 2مرتين، والرقم  3خمسة مرات، والرقم  6أن نحصل على الرقم  %4,1هذا يعني بأن هناك إحتمال   

مرة واحدة  2مرتين، والرقم  3ثلاثة مرات، والرقم  6ت زهرة النرد غير متزنة وفق تكرار الرقم ثلاثة مرات، إذا كان
.  
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  : 08تمرين رقم 
، وبالتالي فإن الاحتمال 4:  4لدينا من معطيات الحالة المدروسة، معدل الحوادث الشهري بـ   

  : *زيع الإحتمالي المناسب هو التوزيع البواسوني الذي يعرف كمايليمرتبط بوحدة مقارنة زمنية، مما يعنى أن التو 

    







 

k

k
ekXPPX

!
~    

  :يأخذ الشكل الأتي لتوزيع البواسوني ووفقا لهذه التجربة، فإن كتابة قانون الاحتمال 

  







 

k

k
ekXP

!
44  

ن عدد الحوادث في الشهر نظرا لأ: حساب احتمال أن يحدث نفس عدد الحوادث في الشهر المقبل . 1
حوادث، فإننا في هذا الحالة ندرس إحتمال تكرار نفس عدد الحوادث في الشهر المقبل، والذي  4الماضي كانت 

  :يتم التعبير عنه بالصيغة التالية

    1954,04
!4

44
4

4 







  XPeXP  

دث في يتم حساب إحتمال عدم وقوع حا:  حساب احتمال عدم حدوث ولا حادث في الشهر القادم. 2
  والأغواط كمايلي؛ غاردايةالشهر القادم عبر الطريق الوطني الرابط بين ولايتي 

    0183,00
!0

40
0

4 







  XPeXP  

  .أن لا يقع حادث في الشهر المقبل %1,83هناك إحتمال ضعيف جدا يقدر بـ 

على  حوادث 6يتم تقدير إحتمال أن تكون هناك :   حوادث على الأكثر في الشهر 6إحتمال أن تقع . 3
  الأكثر كمايلي؛

               01234566  XPXPXPXPXPXPXPXP  

  :يأخذ الشكل الأتي لتوزيع البواسوني وبالاعتماد كتابة قانون الاحتمال 

    8893,06
!
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0

4 



















 



 XP
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eXP
k

k

  

  .حوادث على الأكثر 6أن يكون عدد الحوادث في الشهر المقبل  %88,93نلاحظ بأن هناك إحتمال 

                                                
   calculator/poisson.aspx-http://stattrek.com/online: یمكن الإعتماد على الرابط، كبدیل لجدول التوزیع البواسوني كالأتي  * 

http://stattrek.com/online
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حوادث   4يتم حساب قيمة الإحتمال بين عدد :  في الشهر حوادث 6و 4إحتمال أن يحدث ما بين . 4
  حوادث كحد أقصى، وفق الصيغة التالية؛ 6كحد أدنى و

         

  4559,01042,01563,01954,064

!
46445664

6

4

4





















 





XP

k
eXPXPXPXPXP

k

k

  

  .أن يكون عدد الحوادث ما بين أربعة وستة حوادث الشهر المقبل  %45,59هناك إحتمال 

توزيع البواسوني التراكمي الذي يأخذ الشكل لدينا من جدول ال:  تحديد قيم الإحتمال للأحداث الأتية. 5
  الأتي؛

  
  قيم إحتمال 42  XP؛ 

     1442  XPXPXP  

  :لدينا من جدول التوزيع البواسوني التراكمي القيم التالية 
 
 

  5373,041
0916,01

6288,04











XP

XP

XP
  

  قيم إحتمال 4XP؛ 
   314  XPXP  

  :من جدول التوزيع البواسوني التراكمي القيم  لدينا

   4335,03 XP  

  :ومنه فإن 

    5665,044335,014  XPXP  
  قيم إحتمال 4XP؛ 



 مصطفى طويطي/ د: عدادإ                                            ؛دروس و تمارين محلولة:  02محاضرات في الاحصاء  

116 
 

     344  XPXPXP  

  :لدينا من جدول التوزيع البواسوني التراكمي القيم التالية 
 
 

  1954,04335,06288,04
4335,03

6288,04









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XP

XP

XP
  

  قيم إحتمال 41  XP؛ 
     1441  XPXPXP  

  :لدينا من جدول التوزيع البواسوني التراكمي القيم التالية 
 
 

  0,53720916,06288,041
0916,01

6288,04



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  

  قيم إحتمال 51  XP؛ 
   4151  XPXP  

  :ومنه فإن القيمة الإحتمالية تقدر بـ 
     

0,5372
1451


 XPXPXP  

  : 09رقم  تمرين
، وبالتالي فإن 2: لدينا من معطيات المزارع بأن هناك فأرين في كل واحد هكتار، مما يعني بأن   

الاحتمال مرتبط بوحدة مقارنة مكانية، مما يعنى أن التوزيع الإحتمالي المناسب هو التوزيع البواسوني الذي يعرف  
  :كمايلي 
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  :يأخذ الشكل الأتي لتوزيع البواسوني ووفقا لبيانات هذا المزارع، فإن كتابة قانون الاحتمال 

  
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k

k
ekXP

!
22  

يتم التعبير عن إحتمال وجود فأر :  حساب احتمال أن يكون هناك فأر واحد فقط في كل واحد هكتار. 1
  واحد فقط كمايلي؛

    2707,01
!1

21
1

2 







  XPeXP  
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  يقدر إحتمال عدم وجود فأر في الحقل كمايلي؛:  احتمال أن لا يكون هناك فأر في حقل القمححساب . 2

    1353,00
!0

20
0

2 







  XPeXP  

إن إحتمال وجود فأر واحد :  حساب احتمال أن يكون هناك فأر واحد على الأقل في كل واحد هكتار. 3
  :على الأقل يعبر عنه بالمتراجحة الإحتمالية التالية 

       nXPXPXPXP  ...211  
  :وبالإعتماد على متمم الإحتمال نحصل على النتيجة التالية 

   011  XPXP  
(لدينا من السؤال السابق قيمة الإحتمال الصفري   1353,00 XP(وبالتالي فإن ؛ ،  

         8647,011353,011011  XPXPXPXP  
يتم التعبير عن هذا الإحتمال :  كل واحد هكتار  فأران على الأكثر في 5حساب احتمال أن يكون هناك . 4

  بالصيغة التالية؛
             0123455  XPXPXPXPXPXPXP  

  :يأخذ الشكل الأتي لتوزيع البواسوني وبالاعتماد على كتابة قانون الاحتمال 

    9834,05
!
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

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
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



 



 XP
k

eXP
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ار وفق جدول التوزيع يتم التعبير عن إحتمال عدد الفأران في كل واحد هكت:  كتابة قانون الإحتمال. 5
  الإحتمالى الأتي؛

k … 5  4  3  2  1  0  
ix  









k

k
e

!
22  … 0,0361  0,0902  0,1804  0,2707  0,2707 0,1353   ixXP   

1 … 0,9834  0,9473  0,8571  0,6767  0,406 0,1353   ixF 

نعرف أن المميزات الإحصائية لتوزيع بواسوني تتمثل في قيمة متوسط وقوع :  ص الإحصائيةتحديد الخصائ. 6
  :حدث معين تبعا لوحدة زمنية أو منطقة محددة، وبالتالي فإن التوقع الرياضي و التباين يقدر بـ 

    2 XVXE  

  . كل واحد هكتارأي أن توقع عدد الفأران والتباين في الحقل يعبر عن وجود فأرين في
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  : 10تمرين رقم 
  :لدينا من معطيات مجمع الحليب البيانات التالية   

  ؛ N=3000:حجم الإنتاج اليومي  -
  ؛P=0,005: إحتمال وجود كيس متقوب أو تالف في الإنتاج اليومي  -
  . n=100: حجم الطلبية اليومية من الإنتاج اليومي تقدر بـ  -

كبير، فإننا نقوم بتقريب توزيع ثاني الحد ) n(صغير جدا، وأن حجم الطلبية ) P(لفة بما أن إحتمال الوحدة التا
  :إلى توزيع بواسوني، وبالتالي نعرفه على النحو الأتي 

  
5,0

005,0100



 nP  

  وعليه يأخذ التوزيع الإحتمالي الشكل الأتي؛

 
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












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
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,...,2,1,0\
!
5,05,0 k

k
ekXP

k

  

يتم تقدر إحتمال أن تحتوى الطلبية : لى كيس واحدة فقط تالفة حساب إحتمال أن تحتوى هذ الطلبية ع. 1
  على كيس واحد فقط تالف كما يلي؛

    0758,02
!2
5,02

2
5,0 








  XPeXP  

يتم حساب إحتمال أن لا تحتوى الطلبية على  :  حساب إحتمال أن لا يكون هناك كيس تالفة في الطلبية .2
  كيس تالف كما يلي؛

    6065,00
!0
5,00

0
5,0 








  XPeXP  
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يتم المقارنة بين نتائج إحتمال الوحدات التالفة وفق :  ة حالات الرفع من طلبية المتجر اليوميةدراس. 3
  ثنائي الحد و البواسوني كتقريب لثنائي الحد على النحو المبين في الجدول التالي؛ : التوزيعين الإحتماليين 

  حجم الطلبية
)n(  

إحتمال الكيس 
  )P(التألف 

معدل التألف 
 )(اليومي 

قيمة الإحتمال 
وفق توزيع ثنائي 

  الحد

 PnBX i ;~  

قيمة الإحتمال 
وفق توزيع 
  البواسوني

 PX ~  
100  

0,005  

0,5 0,0757 0,0758 
200  1 0,1844 0,1839 
300  1,5 0,2517 0,251 
400  2 0,2713 0,2707 
500  2,5 0,2569 0,2565 

1000  5 0,0839 0,0842 
2000  10 0,0022 0,0022 

نلاحظ بأن نتائج قيم الإحتمال لتوزيع البواسوني كتقريب لتوزيع ثنائي الحد متساوية، مما يعنى أنه يفضل   
صغير جدا ) P(وإحتمال تحقق الوحدات  كبير جدا،) n(الإعتماد على توزيع بواسوني عندما تكون حجم العينة 

.  

  : 11تمرين رقم 
لدينا بأنه من المتوقـع إصـابة أول طـائر الحجـل في المحاولـة الرابعـة، ممـا يعـنى بـأن التوزيـع الاحتمـالي المناسـب  

 ، )تحديد احتمال تحقق الحدث المرغوب فيه لأول مرة(هو التوزيع الهندسي الذي يستخدم لهذا الغرض 
      11~  kPPkXPPGeamX  

  :بالصيغة التالية لهذا التوزيع ويعطى التوقع الرياضي 
 

P
XE 1

  

  :وبما أن الصياد أستطاع إصابة الهدف في الطلقة الرابعة، فهذا يعنى بأن احتمال إصابته لطائر هو 
  25,0

4
114  P

P
XE  

بتعويض في صيغة تعريف التوزيع الهندسي برتبة : حساب احتمال أن يصيب الطائر في الطلقة الثانية . 1
  : الطلقة، نحصل على قيمة الاحتمال المقابل لها، والمقدرة بـ 

           1875,0225,0125,0212 121   XPXPPPXP k
  
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يتم تعريف المتغير العشوائي الذي يعبر عن عدد الطلقات لإصابة الصياد لطائر :  أكتب القانون الاحتمالي. 2
  : الأتي الحجل في أول مرة، على النحو 

 nX ;....;4;3;2;1  
  :وبما أن التوزيع يعرف كما يلي 

     175,025,0  kkXP  
  :فإن قيم الاحتمال المقابلة للمتغير العشوائي تأخذ الشكل الأتي 

      

      

      

      

     1

14

13

12

11

75,025,0

....

105,0475,025,04

141,0375,025,03

1875,0275,025,02

25,0175,025,01





















nnXP

XPXP

XPXP

XPXP

PXPXP

  

  وبناءا عليه فإن قانون الاحتمال لهذا الصياد سيأخذ الشكل المبين في الجدول الأتي ؛
n  …  4  3  2  1  0  

ix  
   125,0125,0  n  …  0,105  0,141  0,1875  P=0,25 ليس لها معنى   ixXP   

  
تعطى علاقة حساب التباين :   حساب التباين والإنحراف المعياري لطلاقات الصياد على طائر الحجل. 3

  ايلي؛والإنحراف المعياري لتوزيع الهندسي كم

    22
11

P
PXet

P
PXV 




   
  :وبتعويض في العلاقة نحصل على قيمتي التباين و الإنحراف المعياري لطلاقات الصياد على طائر الحجل كما يلي

   
 

  12
25,0

25,011
22 






 



 XVXV

P
PXV   

   
 

  464,3
25,0

25,011
22 






 



 XX

P
PX    

 . 3,464نلاحظ بأن إنحراف إصابة طائر الحجل هو 
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  : 12تمرين رقم 
رين، نلاحظ بأن الأحداث غير مستلقة لأن السحب يتم بدون إرجاع، وبالتالي فإن من معطيات التم  

  :*التوزيع الاحتمالي المناسب هو التوزيع فوق الهندسي، و الذي يعرف بالصيغة التالية 
    n

N

kn
mN

k
m

C
CCkXPmNnGHX




.;.~   

  :حيث أن
  ؛N=10عدد مجموع الكرات في الصندوق 

  ؛m=6: لسحب هو وعدد الكرات التي Ĕتم đا في عملية ا
  . n=3سحب ثلاثة كرات في أن واحد: أما عدد الكرات المسحوب بدون إرجاع بطريقة عشوائية 

  وبناءا عليه فإن القانون الاحتمالي يعرف كما يلي ؛
   

120
.. 3

46
3
10

3
6106

kkkk CCkXP
C
CCkXP


   

  يتم التعبير عنها بالصيغة التالية؛: أن تكون أحد الكرات بيضاء . 1
    3,0

120
361

120
.1

2
4

1
6  XPCCXP  

  يتم التعبير عنها بالصيغة الأتية؛:  أن تكون كرة بيضاء على الأقل. 2
         

    9667,0
120

2060361
120

.
120

.
120

.1

120
.13211

0
4

3
6

1
4

2
6

2
4

1
6

3

1

3
46








































 





XPCCCCCCXP

CCXPXPXPXPXP
k

kk

  

  :وبإستخدام الاحتمال المتمم،نحصل على النتيجة التالية 
       

    9667,01
120

411

011111











XPXP

XPXPXPXP
  

والباقي الكرتين تحمل لون ) X(تعنى بأن تكون كرة واحدة فقط غير بيضاء : أن تكون كرة غير بيضاء . 3
  أبيض، وهذا ما يعبر عنه بالصيغة الأتية؛ 

      5,0
120
602

120
.21

1
4

2
6 








 XPCCXPXP  

  
بالإعتماد على العلاقة الإحصائية لحساب التوقع و :  حساب التوقع الرياضي والإنحراف المعياري. 4

  الإنحراف المعياري وذلك على النحو الأتي؛

                                                
  calculator/hypergeometric.aspx-ttrek.com/onlinehttp://staیمكن الإعتماد على الرابط، كبدیل لجدول توزیع فوق الھندسي كالأتي  * 

http://sta
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  لاقة التالية ؛يعطى بالع:  التوقع الرياضي. 4-1
  

      8,1
10
63 












 XEXE

N
mnXE   

  .ومنه فإنه من المتوقع أن يتم سحب بطريقة عشوائية كرتين بيضاء من أصل ثلاثة كرات مسحوبة 
  تعطى بالعلاقة التالية ؛:  التباين والانحراف المعياري. 4-2

  
















 








1N
nN

N
mN

N
mnXV  

  :بالتعويض نحصل على النتيجة التالية 
    56,0

900
504

110
310

10
610

10
63 

















 






 XVXV

  
  :ومنه فإن قيمة الإنحراف المعياري تقدر بـ 

      748,056,0  XXVX    
  . 0,748ومنه فإنه من المتوقع أن تتشتت نتيجة التجربة عن قيمة توقعها الرياضي بـ 

  

  : 13تمرين رقم 
، وبالتالي فإن بما أن عملية إختيار الطلبة الثلاثة تتم في أن واحد فهذا يعنى بأن الأحداث غير مستلقة  

  :التوزيع الاحتمالي المناسب هو التوزيع فوق الهندسي، والذي يعرف بالصيغة التالية 
    n

N

kn
mN

k
m

C
CCkXPmNnGHX




.;.~   

  :حيث أن
  ؛N=30: عدد الطلاب في الفوج 

  ؛m=10: في عملية السحب هو  ) اصلين على بكالوريا شعبة علومالطلاب الح(طلبة عنصر الإهتمام عدد 
  . n=3ثلاثة طلاب : طريقة عشوائية وفي أن واحد المراد إختيارهم بعدد الطلبة 

  وبناءا عليه فإن القانون الاحتمالي يعرف كما يلي ؛
   

4060
.. 3

2010
3
30

3
103010

kkkk CCkXP
C
CCkXP


   

  يتم التعبير عنها بالصيغة التالية؛: احتمال أن يكون أحد الطلاب حاصل على بكالوريا شعبة علوم. 1
    468,0

4060
190101

4060
.1

2
20

1
10 






 

 XPCCXP  

  يتم التعبير عنها بالصيغة الأتية؛:  تمال أن يكون طالب على الأقل حاصل على بكالوريا شعبة علوماح. 2
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         

    7192,0
4060

12090019001
4060

.
4060

.
4060

.1

4060
.13211

0
20

3
10

1
20

2
10

2
20

1
10

3

1

3
2010







 





































 





XPCCCCCCXP

CCXPXPXPXPXP
k

kk

  

  :وبإستخدام الاحتمال المتمم، نحصل على النتيجة التالية  

       

    7192,01
4060
114011

4060
.1011111

3
20

0
10



















XPXP

CCXPXPXPXP
  

ن يكون الطلاب الثلاثة المختارين تعني أ:  احتمال أن يكون ولا طالب حاصل على بكالوريا شعبة علوم. 3
  غير حاصلين على بكالوريا شعبة علوم، وهذا ما يتم التعبير عنه بالصيغة الآتية؛

      2808,0
4060
11400

4060
.03

3
20

0
10 








 XPCCXPXP  

  :وبإستخدام الاحتمال المتمم، نحصل على النتيجة التالية  

       

    2808,00
4060

120900190010

4060
.101103

3

1

3
2010







 











 





XPXP

CCXPXPXPXP
k

kk

  

تعني أن الطلاب الثلاثة المختارين :  لوريا شعبة علوماحتمال أن يكون الطلاب المختارين حاصل على بكا. 4
  حاصلين على بكالوريا شعبة علوم، وهذا ما يتم التعبير عنه بالصيغة الآتية؛

    0296,0
4060
1203

4060
.3

0
20

3
10 








 XPCCXP 

: لإختيار طلاب  حاصل على بكالوريا شعبة علوم حساب التوقع الرياضي والإنحراف المعياري. 5
  حصائية لحساب التوقع و الإنحراف المعياري وذلك على النحو الأتي؛بالإعتماد على العلاقة الإ

  يعطى بالعلاقة التالية ؛:  التوقع الرياضي. 4-1
      1

30
103 













 XEXE

N
mnXE   

ومنه فإنه من المتوقع أن يتم إختيار طالب واحد حاصل على بكالوريا شعبة علوم طبيعة و حياة بطريقة 
  . طلاب في الفوج 10عشوائية من أصل 

  تعطى بالعلاقة التالية ؛:  التباين والانحراف المعياري. 4-2
  

















 








1N
nN

N
mN

N
mnXV  

  :بالتعويض نحصل على النتيجة التالية 
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    621,0
26100
16200

130
330

30
1030

30
103 

















 






 XVXV  

  :ومنه فإن قيمة الإنحراف المعياري تقدر بـ 
      7878,0621,0  XXVX    

  . 0,7878ن قيمة توقعها الرياضي بـ ومنه فإنه من المتوقع أن تتشتت نتيجة التجربة ع
لـدينا عـدد الطـلاب في ): إختيـار بـدون إرجـاع(احتمال إختيـار ثلاثـة طـلاب بطريقـة عشـوائية فـي أن واحـد. 6

، وسيتم إختيار ثلاثة طـلاب m=60: بكالوريا شعبة علوم طالب حاصل على  60، منهم N=800: الدفعة 
  .n=3: بطريقة عشوائية 

ختيار تتم في أن واحد، فهـذا يعـنى أن الاحـداث غـير مسـتقلة عـن بعضـها الـبعض، بحيـث بما أن عملية الإ  
أن احتمال إختيار طالب يؤثر على احتمال إختيار الطالـب الـذي بعـده، لهـذا فـإن التوزيـع الاحتمـالي المناسـب هـو 

  :التوزيع فوق الهندسي، والذي يعرف بالصيغة التالية 
    3

800

3
6080060.60800;3.~

C
CCkXPGHX

kk 
   

  ذ قانون الاحتمال الشكل الأتي؛ويأخ 
  0  1  2  3  المجموع

ix  
1  0,0004  0,0154  0,193  0,7912   ixXP   

  
  : 14تمرين رقم 

  لدينا من التجربة العشوائية المعطيات الآتية ؛ 
  ؛N=12: عدد الكرات في الصندوق  -
  :، باحتمال يقدر بـ r=3: التجربة  عدد الكرات اللازمة لتحقيق الهدف من -
A : موعة التالية ؛4يمثل حدث الحصول على كرة تقبل القسمة على العددĐوالتي تأخذ ا ،  

 12;8;4A  
  :، هو 4ومنه فإن احتمال سحب كرة تحمل رقم قابل للقسمة على العدد 

   
    25,0

12
3



 AP

Card
ACardAP   

بما أنه في التجربة Ĕتم بعدد محاولات السحب من الصندوق للحصول :   X تحديد التوزيع الاحتمالي لـ. 1
فإن التوزيع هو التوزيع الثنائي السالب، والذي يعرف    ،4على ثلاثة كرات تحمل رقم يقبل القسمة على العدد 

  ؛*كمايلي
      rnrrn

n PPCnXPPrnNBX 
  1;;.~ 1  

                                                
  binomial.aspx-calculator/negative-http://stattrek.com/onlineیمكن الإعتماد على الرابط، كبدیل لجدول توزیع الثنائي السالب كالأتي  * 

http://stattrek.com/online
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  :ويتم كتابة قانون الاحتمال المناسب لهذه التجربة كما يلي 
      333

1 75,025,0 
 nn

nCnXP  
3: ويتم تبسيط العبارة 

1



n
nC على النحو الأتي؛ ،  

 
 

   
  2

23
!2!3

!321
!2!3

!1 2
3
1

3
1

3
1











 








nnC
n

nnnC
n
nC n

n
n
n

n
n  

  :وبناءا عليه فإن قانون التوزيع الاحتمالي يأخذ الصيغة التالية 

      33
2

75,025,0
2

23 







 
 nnnnXP  

 : 03، عند عدد محاولات السحب 4احتمال الحصول على ثلاثة كرات تحقق أرقامها القسمة على . 2
  :محاولات بالصيغة التالية  03يتم تحديد قيمة الاحتمال عند 

            0156,025,0375,025,0
2

233333 3333
2








 
  XPXPn   

 : 10، عند عدد محاولات السحب 4احتمال الحصول على ثلاثة كرات تحقق أرقامها القسمة على . 3
  :محاولات بالصيغة التالية  10يتم تحديد قيمة الاحتمال عند 

          0751,01075,025,0
2

2103101010 3103
2








 
  XPXPn   

 : 15، عند عدد محاولات السحب 4احتمال الحصول على ثلاثة كرات تحقق أرقامها القسمة على . 4
  :محاولة بالصيغة التالية  15يتم تحديد قيمة الاحتمال عند 

          045,01575,025,0
2

2153151515 3153
2








 
  XPXPn   

 : 10اولات لا يتجاوز ، عند عدد مح4احتمال الحصول على ثلاثة كرات تحقق أرقامها القسمة على . 5
  :محاولات بصيغة المتراجحة الاحتمالية التالية  10يتم تحديد قيمة الاحتمال عند عدد محاولات لا يتعدى 

                 10987654310  XPXPXPXPXPXPXPXPXP

  :وبالإعتماد على الصيغة الرياضية للقانون الإحتمالي، نحصل على النتيجة التالية 

     

 
  4744,010

0751,00779,00779,00742,00659,00527,0035,00156,0

75,025,0
2

2310
10

3

33
2



















 
 





XP

nnXP
n

n

  

، عند إحدى عشرة محاولة على 4ول على ثلاثة كرات تحقق أرقامها القسمة على احتمال الحص. 6
محاولة على الأقل، أي أكثر من عشرة محاولات بصيغة المتراجحة  11يتم تحديد قيمة الاحتمال عند  :الأقل

  :الاحتمالية التالية 

       nXPXPXPXP  ...121111  
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ا نعتمد في إيجاد قيمة الإحتمال على المتمم، والذي يكتب  وبما أن الحد الأقصى للمحاولات غير معروف، فإنن
  :كمايلي 

            5256,04744,0111101111111  XPXPXPXPXP  
، عند إحدى عشرة محاولة على 4الحصول على ثلاثة كرات تحقق أرقامها القسمة على ومنه فإن إحتمال   

  . % 52,56الأقل يقدر بـ 

رياضي وكذلك التباين والإنحراف المعياري لهذا يتم حساب التوقع ال:  حساب الخصائص الإحصائية لتجربة. 7
  التوزيع كما يلي؛

 تعطى علاقة حساب التوقع لتوزيع الثنائي السالب كمايلي؛:  التوقع الرياضي  

 
P
rXE   
  :وبتعويض في العلاقة نحصل على قيمة التوقع كمايلي 

    12
25,0
3







 XE

P
rXE   

  .محاولة  12، عند 4على ثلاثة كرات أرقامها تقبل القسمة على  من المتوقع أن يتحقق الحصول  
 تعطى علاقة حساب التباين والإنحراف المعياري لتوزيع الثنائي السالب  :  التباين والانحراف المعياري

  كمايلي؛

       
22

11
P

PrXet
P

PrXV 



   

  :ربة كما يليوبتعويض في العلاقة نحصل على قيمتي التباين و الإنحراف المعياري لهذه التج

       
 

  36
25,0

25,0131
22 







 



 XVXV

P
PrXV   

       
 

  6
25,0

25,0131
22 







 



 XX

P
PrX    

نلاحظ بأن إنحراف تحقق قيمة التوقع بـأن يتحقـق الحصـول علـى كـرات أرقامهـا تقبـل القسـمة علـى العـدد   
 6محاولة كما يمكن أن يـنخفض إلى  18محاولات، بمعنى ممكن أن يرتفع عدد المحاولات إلى  6، يكون في مدى 4

 .ت متوقعة فقط محاولا
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  التوزيعات الإحتمالية للمتغير العشوائي المتصل :الرابع    الفصل   
  أهداف الفصل؛

  :لهذا الفصل سيكون باستطاعته أن ) ة(بعد إتمام الطالب
  ؛ مختلف التوزيعات الاحتمالية للمتغير العشوائي المتصلالتعرف على 
 تحكم في المتغير العشوائي التابع للتوزيع الطبيعي، وكيفية تحويل المتغير إلى متغير معياري؛ال 
 كيفية تقريب التوزيع الطبيعي ببعض قوانين الاحتمال لمتغير عشوائي منقطع. 

  المحاور المستهدفة؛
  :ض تحقيق أهداف هذا الفصل، فإننا سوف نتطرق إلى المحاور الأساسية المتمثلة فيمايليبغر 

  العام؛التوزيع الطبيعي 
 ؛)القياسي( التوزيع الطبيعي المعياري  
  ثنائي الحد، البواسوني وفوق الهندسي(تقريبات التوزيعات المنفصلة بالتوزيع الطبيعي(  
   توزيع ستودنت 
  توزيع كاي مربع 
 فيشر  توزيع 
  التوزيع المنتظمloi uniform  
 توزيع غاما  
 الأسي  التوزيع 

 توزيع بيتا  
  2(رايلي & توزيع وايبول  ( 
 سلسلة تمارين مع حلول نموذجية. 

  المدى الزمنى للفصل ؛
  :سيتم تغطية محتوى هذا الفصل وفق المتطلب الزمني الأتي 

  ؛)ثلاثة محاضرات(أربع ساعات ونصف : حصة محاضرة 
  ثلاثة حصص(أربع ساعات ونصف : حصة أعمال موجهة.(  
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   الرابعلفصل ا
  التوزيعات الإحتمالية للمتغير العشوائي المتصل

إسـتكمالا للتوزيعـات الاحتماليـة الـتي يــتم بواسـطتها التعـرف علـى احتماليـة تحقــق حـدث معـين وفـق متطلبــات   
مـــاد علــى القـــانون المناســـب، حيـــث نجـــذ التوزيــع المنـــتظ للمتغـــير المســـتمر، التوزيـــع أساســية علـــى أساســـية يـــتم الاعت

الطبيعــي والطبيعــي المعيــاري، تويــع فيشــر، ســيودنت وكــذلك التوزيــع كــاي مربــع اللامعلمــي، إلى جانــب التوزيعــات 
   .ع بيتا وغاما وريتلي التعتمد على زمن تحقق الحدث المراد دراسته أو ميعرف بتوزيعات المعاملات الاحتمالية كتوزي

،  وفي هذا الفصل الأخير سيتم التطرق بالتفصيل إلى هذه التوزيعات التي تناسـب المتغـير العشـوائي المسـتمر  
  .كما بينا ذلك في الفصلين الأول والثاني

   loi uniformالتوزيع المنتظم . 1
  :بالصيغة التالية تعطى دالة كثافة الإحتمال لتوزيع المنتظم : دالة كثافة الإحتمال  -

  bxa
ab

Xf 



1  

  :تعطى هذه الدالة بالصيغة التالية : دالة التوزيع التراكمي -

     



















bx

baxbxa
ab
ax

ax

xXPXF

1

0

  

  الخصائص الإحصائية للتوزيع
  اضي نحصل على النتيجة التالية؛يبتطبيق علاقة التوقع الر :  الرياضيالتوقع  

 
2

abXE 
 

 المعياري لانحرافالتباين وا: 

       
1212

22 abXetabXV 



   

  
يعتـــبر مــن أهـــم التوزيعـــات الاحصــائية المتصـــلة، كونــه يعتـــبر التوزيـــع الملائــم لكثـــير الظـــواهر :  التوزيــع الطبيعـــي. 2

بحيث تأخذ الصيغة العامة لكثافة الاحتمال الشكل الأتي  الطبيعة، مثل الأطوال، الأوزان، الدخل، إلى غير ذلك، 
:  
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  






 


XeXf

x 2

2
1

.
2
1 




  

  
  ;~ NX  

  





 



xZPxXP  

 أقل من(يمكن الإعتماد على القيمة الإحتمالية في تحديد عدد العناصر، وفق لمعياري معين  xX  أكبرمن ،
 xX  أو يعادل xX (صيغة التي تشير إلى تحديد عدد الأفراد الأقل من أو يساوي ، وذلك وفق الk  ،
  كمايلي؛

       kNNkXPNN kXkX ..    
 
  التوزيع الطبيعي المعياري. 3

الذي يتبـع التوزيـع الطبيعـي المعيـاري بوسـط حسـابي معـدوم وإنحـراف معيـاري ) X(نعرف المتغير العشوائي   
  ؛ *يساوي الواحد الصحيح، أي أن

 1;0~ NX  
    xxZP   

    
 x

xZPxZP



1
1  

       5,0000  ZPZP  
       1 ZPZP  
       5,0000  ZPZP  
      abbZaP    
    aZaP   
      bbbZP   1  
      babZaP    
         5,005,00  bbZPetaZaP   
       1 abbZaP   

يتم تحديد هذا المدى بالإعتماد على :من الطلاب إمتحانهم  %95المدى الزمني الذي يكمل فيه تحديد 
  شكل الأتي؛

                                                
  calculator/normal.aspx-http://stattrek.com/online: یمكن الإعتماد على الرابط، كبدیل لجدول التوزیع الطبیعي كمایلي  * 

http://stattrek.com/online
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من الطلاب يكون بتغـير ضـعف الإنحـراف المعيـاري عـن  %95نلاحظ بأن المدى الذي يقع ضمنه تقريبا   

الوسط الحسابي  2تم تحديده على كما يلي؛، والذي ي  

 
 

 












40102602

80102602
2;2




  

  ومنه فإن؛
   80;402;2%95    

 80دقيقة و 40من الطلاب المعنيين بالامتحان يقع المدى الزمني الذي يكمل فيه ما بين  %95هناك   
  .دقيقة 

  )يع فوق الهندسيالبواسوني والتوز & ثنائي الحد (التوزيع الطبيعي تقريبات التوزيعات المنفصلة ب. 4
  
  تقريب التوزيع الثنائي بواسطة التوزيع الطبيعي  -1

يعتمد تقريب التوزيع الطبيعي المعياري للتوزيع الثنائي على قانون لابلاس ونظرية الحدود، بالإعتماد على القيمة 
  كتابة التالية؛، وذلك وفق ال)n(إلى ما لاĔاية  nالمتوقعة والتباين عندما تؤول 

   npqnPNPnBi   ;~;  
  : وبناءا عليه فإن توزيع المتغير العشوائي المعياري يأخذ الصيغة التالية 

 
npq

PnxZ
npq

Pn
n

.

5
15.

30















  

  ومنه فإن الوسط الحسابي و الإنحراف المعياري لهذه الدراسة تحسب كمايلي؛
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الــتي تتبــع التوزيــع الثنــائي منقطــع وأن التوزيــع الطبيعــي يتبعــه المتغــير العشــوائي  وبمــا أن قــيم المتغــير العشــوائي  
إلى طـرف الأيمـن ) 0,5(المستمر، لهذا يجب القيام بإستعمال معامـل التصـحيح للإسـتمرارية وذلـك بإضـافة نصـف 

)5,0x ( وطـــرح نصـــف مـــن الطـــرف الأيســـر)5,0x (لمتغـــير العشـــوائي لقـــيم ا)x( بالإعتمـــاد علـــى الصـــيغة ،
  التالية؛

   

   









 




npq
PnxPnxF

xXfxXP

B

B

.5,0,;

5,0


 

   
   

   









 





npq
PnxPnxF

xXfxXf
xXPxXP

B

BB

.5,0,;

5,05,01
1



 

     

     









 










 




npq
Pnx

npq
PnxPnxF

xXPxXPxXP

B
.5,0.5,0,; 

 

  تقريب التوزيع البواسوني بواسطة التوزيع الطبيعي -2
ع الثنائي، والذي یتم تقریبھ بواسطة التوزیع مع التوزی nPمن يتم إشتقاق توزيع بواسون   

الطبیعي مرة أخرى بواسطة التوزیع البواسوني بالإعتماد على التوزیع P  عندما يتحقق وأن يتجاوز
لتوزيع الطبيعي ، وفي حال تم ذلك فإنه يتم اللجوء إلى تقريب التوزيع البواسوني با)15nP( 15الحد الأقصى 

المعياري، بوضع     و   كما سوف نوضحه في الفصل المقبل.  
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  وأيضا في الحالتين الآتيتين؛
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.5,0.5,0;   

  لتوزيع الطبيعي تقريب التوزيع التوزيع فوق الهندسي بواسطة ا -3
يتم تقريب توزيع فوق الهندسي لمتغير عشوائي منقطع، عندما يتعلق السحب أو إختيار مفردات العينة   

  بدون إرجاع، بالتوزيع الطبيعي للمتغيرات المستمرة، وذلك وفق الصيغة الأتية ؛
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  : أخذ الصيغة التالية وبناءا عليه فإن توزيع المتغير العشوائي المعياري ي
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  ومنه فإن الوسط الحسابي و الإنحراف المعياري لهذه الدراسة تحسب كمايلي؛
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وبمـــا أن قـــيم المتغـــير العشـــوائي الـــتي تتبـــع التوزيـــع فـــوق الهندســـي منقطـــع وأن التوزيـــع الطبيعـــي يتبعـــه متغـــير   
يجـب القيـام بإســتعمال معامـل التصـحيح للإســتمرارية، وفـق نفـس الطريقــة لتقريـب توزيعــات عشـوائي مسـتمر، لهــذا 

  . المنقطعة بالتوزيع الطبيعي
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  التوزيع الأسي . 5
  :صيغة التالية ال وفقدالة كثافة الإحتمال المعبرة عن الزمن  يتم التعبير عن

  
    Xexf x 0;. .  

  :كما يتم التعبير عن الدالة التراكمية بالصورة التالية 
     xexXPxF .1   
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  بتطبيق علاقة التوقع الراضي نحصل على النتيجة التالية؛:  الرياضيالتوقع  

 

1

XE 

 المعياري التباين والانحراف: 

    22
11





 XetxV  
  

  توزيع ستودنت  . 6
، حيث تأخذ قيم )v(بدرجات حرية ) t(الذي يتبع توزيع ستودنت ) X(نعرف المتغير العشوائي   

  ؛*احتمال مختلفة حسب درجة الحرية، كما هو مبين في الجدول الأتي
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  مربع  توزيع كاي. 7
، حيث تأخذ قيم )v(بدرجات حرية ) 2(الذي يتبع توزيع كاي مربع ) X(نعرف المتغير العشوائي   

  ؛*احتمال مختلفة حسب درجة الحرية، كما هو مبين في الجدول الأتي
         2
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  http://stattrek.com/online-calculator/t-distribution.aspx: كمایلي  ستودنتتوزیع كبدیل لجدول یمكن الإعتماد على الرابط،   *

  square.aspx-calculator/chi-ttp://stattrek.com/onlineh: یمكن الإعتماد على الرابط، كبدیل لجدول توزیع كاي مربع كمایلي  * 

http://stattrek.com/online-calculator/t-distribution.aspx


 مصطفى طويطي/ د: عدادإ                                            ؛دروس و تمارين محلولة:  02محاضرات في الاحصاء  

134 
 

  دالة الكثافة الإحتمالیة لتوزیع كاي مربع) : 02(الشكل رقم 

  

  دالة التوزیع التراكمي لتوزیع كاي مربع) : 02(الشكل رقم 
  

  توزيع فيشر . 8

21(حرية ات بدرجات حرية درج) F(بع توزيع الذي يت) X(نعرف المتغير العشوائي    ;vv( حيث تأخذ ،
  .*قيم احتمال مختلفة حسب درجتي الحرية
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فيما يلي بيان العلاقة الثنائية بين توزيع فيشر وبعض التوزيعات :  العلاقة بين التوزيعات وتوزيع فيشر 
  الأخرى كمايلي؛

11(عـديم الإتجـاه، عنـد درجـة حريـة البسـط  tومربع توزيع  Fين قيم توزيع العلاقة ب - v ( وبـدرجات حريـة المقـام
  ) .(مختلفة عند مستوى معنوية 

  :تأخذ الصيغة الأتية  tوتوزيع ستودنت  Fمما سبق نستنتج بأن العلاقة بين توزيع 
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  distribution.aspx-calculator/f-http://stattrek.com/online: یمكن الإعتماد على الرابط، كبدیل لجدول توزیع كاي مربع كمایلي  * 

http://stattrek.com/online
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ــة  2و نســبة توزيــع Fالعلاقــة بــين قــيم توزيــع  - إلى درجــة الحري
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ــة المقــام لاĔــائي  ، وذلــك عنــد درجــة حري
)2v ( وبدرجات حرية البسط مختلفة عند مستوى معنوية). (  

  :تأخذ الصيغة الأتية  2وتوزيع  Fن العلاقة بين توزيع مما سبق نستنتج بأ
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2(و مربـع التوزيـع الطبيعـي غـير المتجـه  Fالعلاقة بين قيم توزيـع  -
Z

11(عنـد درجـة حريـة البسـط )   v ( ودرجـة
  .عند مختلف مستويات المعنوية ) 2v(ة حرية المقام لاĔائي

  :، تأخذ الصيغة الأتية Zوالتوزيع الطبيعي  Fمما سبق نستنتج بأن العلاقة بين توزيع 

 
2

;1;1
2

1 






 

  ZF  
 
المعوليـة يعـد التوزيـع المناسـب للتوزيعـات الـتي تعتمـد علـى عنصـر الـزمن ، خاصـة عنـد تقـدير دالـة :  توزيع غاما. 9
، مثل المدة الزمنية المستغرقة لفحص مريض أو عطب في ألة، أو كالفترة الزمنيـة لبقـاء إنسـان أو دالة البقاء) الثبات(

لهـذا ، على قيد الحياة بعض الاصابة بمرض خطـير، أو كـالفترة الزمنيـة بـين وصـول حـافلتين متتـاليتين لأحـد المحطـات
  .تغير العشوائي موجبةيشترط أن تكون القيم التي يأخدها الم

وفـق لتوزيـع قامـا بدالـة التوزيـع الإحتمـالي لتوزيـع قامـا ) X(وبناءا عليه فإنه يعرف المتغير العشوائي المتصل   
  بالإعتماد على الشكل العام الذي يأخذ الصورة التالية؛
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  :ويعبر إختصار عن توزيع بيتا بالصيغة الأتية 
  ;~ GX  

  حيث أن؛
    )دائما موجبين(تعبران عن معلمات توزيع قاما : ;

  : تمثل دالة قاما.  
فإن توزيع قاما يتحول إلى التوزيع الأسي، والتي تعتبر حالة ) 1(عندما تكون قيمة المعلمة :  01ملاحظة
 من توزيع قاما، خاصة 
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  n ( فإن توزيع قاما يتحول إلى توزيع كاي مربع بدرجة
 ، والتي تعتبر حالة خاصة من توزيع قاما، والمعرفة بالمعادلة الأتية؛ )n(حرية 
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  أهم قيم دالة قاما نوجزها فيمايلي ؛ : م دالة غاماقي -

143,3
2
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
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2
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2
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
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
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  ى النحو الأتي؛لدينا الجزء الثاني من قيم دالة قاما، عل
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
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 
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2.

4
1sin

4
11

4
1

4
3

4
1)'























 






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











c

  

  يتم حساب القيم بالاعتماد على العلاقة دالة قاما التي تأخذ الصورة الآتية؛
   




0

1 . dxex x  

  : وتسهيلا لعملية الحساب، سنضع 
1.  kex xk   

  
  بيتا للحالات المدروسة تكون كمايلي؛ ومنه فإن قيم دالة

 

 
120!5

6

15.)''
0

5







 dxexa x
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



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





 

 



 

2
1

1
2
1

)''
0

2
1

0 2
1 dxexdx

x

ec x
x

  

يتم حساب القيم بالاعتماد على الصيغة المشتركة لدالة بيتا مع دالة قاما :  قيم الدالة بيتا بدلالة الدالة قاما. 2
  و التي تأخذ الصورة الآتية؛

     
 





;B  

  ومنه فإن قيم دالة بيتا للحالات المدروسة تكون كما يلي؛
     
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  وبناءا عليه، نستنتج بأن؛
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  على العلاقة دالة بيتا التي تأخذ الصورة الآتية؛ يتم حساب القيم بالاعتماد:  قيم دالة بيتا. 3
        

1

0

11 1.; dxxxB   

  :وتسهيلا لعملية التقدير، فإننا نعتبر 

    

 
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
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1
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
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  ومنه فإن قيم دالة بيتا للحالات المدروسة تكون كمايلي؛
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  :نقول عن دالة أĔا دالة كثافة إحتمالية إذا تحقق الشرطين الأتيين :  دالة كثافة إحتمالية

     



0

11&0 dxxfxFxf  

  بالشكل الأتي؛ يتم التعبير عن دالة التوزيع التراكمي لتوزيع قاما :  إيجاد دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع
       

  
 




















x X

x

dxeX

dxxfXFxXPXF

0

1

0

β
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  قع الراضي نحصل على النتيجة التالية؛بتطبيق علاقة التو :  الرياضيالتوقع  

  .αXE  

 المعياري التباين والانحراف: 

       22 αXαXV   et  
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يعتبر من أهم التوزيعات الاحصائية المسخدمة في دراسة سلوك بعض المتغيرات العشوائية،  :  بيتاتوزيع . 10
الاعتماد على ألة أو جهاز معين، فإذا تم تعريف المتغير  كدراسة نسبة الأمطار أو الرطوبة أو دراسة دراسة

  :دالة التوزيع الإحتمالي على النحو الأتي فإن التوزيع وفق توزيع بيتا شكل ) x(العشوائي المتصل 
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  :ويعبر إختصار عن توزيع بيتا بالصيغة الأتية 
  ;~ BX  

  
  :نقول عن دالة أĔا دالة كثافة إحتمالية إذا تحقق الشرطين الأتيين :  يةدالة كثافة إحتمال

      
1

0

11&0 dxxfxFxf  

  يتم التعبير عن دالة التوزيع التراكمي لتوزيع بيتا بالشكل الأتي؛ :  إيجاد دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع
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  لتوقع الراضي نحصل على النتيجة التالية؛بتطبيق علاقة ا:  الرياضيالتوقع  
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 المعياري التباين والانحراف: 
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الصيغة الدالة المبينة على  لتوزيع وايبول دالة التوزيع الإحتماليتأخذ  :) 2(رايلي & توزيع وايبول . 11

  النحو الأتي؛
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  تأخذ دالة التوزيع الكثافة الإحتمالية الصورة الأتية؛) و معلمة الإزاحة  معلمة القياس (وفي حالة معلمتين 
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  دالة التوزيع التراكمية لتوزيع ويبل الصورة التالية؛
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  بتطبيق علاقة التوقع الراضي نحصل على النتيجة التالية؛:  الرياضيالتوقع  
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 المعياري التباين والانحراف: 
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يعد توزيع ريلـي حالـة خاصـة مـن توزيـع ويبـل عنـدما تكـون معلمـة الشـكل :  توزيع ريلي  2β  ، والـذي تم

، ويســتخدم في التحلــيلات المفــردة وفي تحلــيلات Lord Rayleighاقتراحــه مــن طــرف العــالم الإنجليــزي 
الخطــأ لمختلــف الأنظمــة، كمــا يعــد نمــوذج جيــد لتعبــير عــن الفشــل في الحيــاة، كمــا يســتخدم في دراســة ظــاهرة 

ت اللاســــلكية في ســـاعات الــــذروة ســـرعة الريــــاح وارتفـــاع الأمــــواج البحريـــة في المحيطــــات ومعرفـــة قــــوة الإشـــارا
  :الصيغة التالية ) معلمة القياس(للاتصالات، وتأخذ الدالة الاحتمالية لتوزيع ذو المعلمة الواحدة 
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
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  .تمثل معلمة القياس ) (حيث أن 

  تية؛، تأخذ الصيغة الآ)التجميعية(بالنسبة لدالة التوزيع التراكمي 

  










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2

1
x

exF  
الذي يسمح بالتطبيق على ) معلمة الإزاحة و  معلمة القياس (أما في حالة توزيع رايلي ذو معلمتين   

ولـيس ) (المكائن والمعدات ذات معدل فشل متغير مع الزمن، وأيضا إذا كـان وقـت الفشـل يبـدأ مـن زمـن معـين 
تمثل مدة العمر المضمون وتستخدم هذا المعلمة لوصف مدة الضـمان أو المـدة الـتي ) (من الصفر، إذ أن المعلمة 

  . لا تحدث فيها أعطال ابتدائية
(وبناءا عليه فإن دالة التوزيع التراكمية لتوزيع رايلي بمعلمتين    تأخذ الصيغة الآتية؛) ;
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  : 01تمرين رقم 
دقيقة بشكل منتظم خلال أيام الدراسة  45كل    )A(تنطلق حافلة النقل الجامعي من الموقف الرئيسي 

  .مساءا) 17:00(امسة صباحا إلى غاية الخ) 7:00(بالجامعة، وذلك ابتدءا من الساعة السابعة 
  أوجد ما يلي ؛: المطلوب 

دالة الكثافة الإحتمالية التي تعبر عن زمن بقاء الحافلة في الموقف ؟ وأكتب دالة التوزيع التراكمي للمتغير . 1
  ؟)X(العشوائي 

  دقائق الأخير على الأقل ؟10ما هو إحتمال أن تنطلق الحافلة خلال . 2
  دقائق الأخيرة ؟ 15افلة خلال ما هو إحتمال أن تنطلق الح. 3
  بإتجاه موقف الجامعة ؟) A(أحسب القيمة المتوقعة والإنحراف المعياري لإنطلاق الحافلة من الموقف الرئيسي . 4

  
  : 02تمرين رقم 

الذي يمثل عدد السنوات التي يقضيها الطالب بالجامعة للحصول على ) X(ليكن لدينا المتغير العشوائي 
: ، أي أن 2تتبع توزيع قاما بالمقدار يعادل ) (و) (، فإذا علمت بأن قيمة المعلمتين شهادة الليسانس
 2  فالمطلوب الإجابة على الآتي ، :  

: أحسب قيم قاما للحالات التالية . 1









2
1، 2 ، 3 ، n؟  

  أوجد دالة التوزيع الإحتمالي ؟ بين أĔا دالة كثافة إحتمالية ؟.2
  أوجد دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع ؟. 3
  سنوات على الأكثر في الجامعة للحصول على شهادة الليسانس ؟   5ما إحتمال أن يبقى الطالب . 4
ما إحتمال أن يكون عدد السنوات التي يقضيها الطالب بالجامعة للحصول على شهادة الليسانس ما . 5

    ؟سنوات  5و 3بين 
أحسب عدد السنوات المتوقع أن يقضيها الطالب للحصول على شهادة الليسانس، وما مقدار التباين . 6

  والانحراف المعياري المقابل لها ؟
  
  
  

  مارين الفصلسلسلة ت
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  : 03تمرين رقم 
 5تتبع التوزيع الأسي بمتوسط  بنك التنمية المحليةن الفترة الزمنية اللازمة لإĔاء خدمة العميل في إذا علمت أ

  دقائق ، فأوجد مايلي؛
  دالة كثافة الإحتمال التي تعبر عن الفترة الزمنية اللازمة لإĔاء خدمة العميل ؟. 1
  ؟) كثردقائق على الأ4(دقائق  4إحتمال إĔاء خدمة العميل في أقل من . 2
  دقائق ؟) 04(و أربع ) 02(ما إحتمال أن يتم إĔاء خدمة العميل ما بين دقيقتين. 3
  أحسب التباين و الإنحراف المعياري ؟. 4

  : 04تمرين رقم 
الذي يعبر عن نسبة الإنتاج التالف في مصنع الأحذية، فإذا علمت بأن ) X(ليكن لدينا المتغير العشوائي 

:  على التوالي، أي أن  2و 3تتبع توزيع بيتا بالمقدرين  ) (و) (قيمة المعلمتين  2;3    فأجب ،
  : على ما يلي 

: أحسب القيم . 1 1، 2 ، 3 ، 5؟  
  أوجد دالة التوزيع الإحتمالي ؟ بين أĔا دالة كثافة إحتمالية ؟.2
  أوجد دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع ؟. 3
    ؟ %25ما إحتمال أن تكون نسبة الإنتاج التالف لا تتجاوز . 4
    على الأقل؟ %10ما إحتمال أن تكون نسبة الإنتاج التالف . 5
  نتاج التالف في مصنع الأحذية، ثم التباين والانحراف المعياري المقابل لذلك ؟أحسب النسبة المتوقعة للإ. 6

  : 05تمرين رقم 
في تجربة لاختبار مدى فعالية مبيد حشرات جديد، فقد تم وضع مجموعة من الحشرات المختلفة داخل إطار 

تتبع توزيع ويبل ) (و) (زجاجي مغلق وشفاف، ثم تم رشها بكمية من هذا المبيد، فكانت قيم المعلمتين
10&2بمقدار      والمطلوب الإجابة على ما يلي ،:  

  لهذا التوزيع ؟) التراكمية(أكتب دالتي التوزيع الإحتمالي والدالة التجميعية .1
  دقيقة ؟ 20ما إحتمال بقاء الحشرات على قيد الحياة أكثر من . 2
  دقيقة على الأكثر ؟ 15ما إحتمال بقاء الحشرات على قيد الحياة . 3
الحشرات عينة التجربة بعد رش المبيد من مجموعة  %95ما هي المدة الزمنية اللازمة للقضاء على .4
  عليها؟ 

باين و أحسب المدة المتوقعة لبقاء الحشرات على قيد الحياة بعد إستعمال المبيد، وما هي قيمة الت. 5
  الإنحراف المعياري المقابل لها ؟
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  : 06تمرين رقم  
  أحسب قيم دالة قاما الآتية ؛. 1

 
 























4
3

4
1)'

3
2

3
8

)'

3
4)'

c

b

a

    

 10)
2
36)

2
1)

2
7)

5)





























e

d

c

b

a

  


 






0 2
1

0

2
5

0

5 )'';.)'';.)'' dx
x

ecdxexbdxexa
x

xx 

  
  أحسب قيم الدالة بيتا بدلالة الدالة قاما للحالات الآتية؛. 2

     ndcBbBa ;3);2;
2
3);4;5);5;4) 






  

  الدالة بيتا للحالات الآتية؛ أحسب قيم. 3

   
 







 


1

0 2
1

21

0

3 1);1.) dx
x

xbdxxxa  

  : 07تمرين رقم 

الــــذي يتبــــع التوزيـــع الطبيعــــي المعيــــاري، أي بوســــط حســــابي معــــدوم ) X(لـــيكن لــــدينا المتغــــير العشــــوائي   
  وبإنحراف معياري يساوي الواحد الصحيح، و المطلوب حساب قيم الإحتمال للحالات الأتية؛

 
 
 
 08,1)'

44,158,2)'
75,158,2)'

96,1)'







ZPd
ZPc
ZPb

ZPa

    
 
 
 
 96,10)

246,0)
17,2)
64,1)







ZPd
ZPc

ZPb
ZPa

  

  : 08تمرين رقم 
للسنة الماضية، إذ ) II(في امتحان مقياس الإحصاء ) سنة أولى جذع مشترك(طالب  500كانت نتائج   

  .، وذلك بإنحراف عن الوسط الحسابي كان بنقطتين فقط 20من  12بلغ متوسط علاماēم 
  أوجد مايلي؛: المطلوب 
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  ؟ 10 على علامة تعادل أو تفوق عدد الطلبة الحاصلين. 1
  ؟ 20من  12إحتمال أن تكون علامات طلبة هذه السنة في المقياس تعادل أو تفوق . 2
  ؟ 10إحتمال أن تكون علامات طلبة هذه السنة في المقياس أقل من .  3
تمل أن ؟ حدد عدد الطلبة المح 15و  10إحتمال أن تكون علامات طلبة هذه السنة في المقياس ما بين . 4

 820هم ) II(يحصلوا على هذه العلامات لهذه السنة إذا علمت بأن عدد المعنيين بإمتحان مقياس الإحصاء 
  ؟)ة(طالب

  : 09تمرين رقم 
ي متوسـط الوقـت الـذ أثناء تحضير أستاذ لإمتحان السداسي الثاني في مقياس الإقتصـاد الجزئـي، وجـد بـأن  

  .ة دقيق 10عن متوسط هذه المدة يقدر بـ بإنحراف  ،دقيقه 60هو Ĕائيا  امتحاĔملإكمال يكفي الطلاب 
  أجب على ما يلي؛: المطلوب 

 ة ؟دقيق 75و  60بين  امتحاĔمما إحتمال أن يكمل الطلاب  .1
   ؟دقيقه  90في أقل من  امتحاĔمما إحتمال أن يكمل الطلاب  .2
 ؟دقيقه  45وقت يزيد على  في امتحاĔمما إحتمال أن يكمل الطلاب  .3
من المحتمل أوجد عدد الطلاب الذين ف ،طالب 800 المعنيين بالإمتحان هو إذا كان عدد الطلاب .4

 دقيقة ؟ 90عن يزيد لا امتحاĔم في وقت أن يكملوا 
 من الطلاب إمتحاĔم ؟ %97,5ما هو الوقت الذي يكمل فيه  .5
 من الطلاب إمتحاĔم ؟ %95ما هو المدى الزمني الذي يكمل فيه  .6

  

  : 01تمرين رقم 
من  %55أظهرت نتائج دراسة مسحية على عينة من عملاء البنوك التجارية الجزائرية، بأن هناك   

  .العملاء أبدوا رضاهم عن جودة الخدمات التي تقدم إليهم 
عميل، فما هو  200فإذا أعاد باحث دراسة نفس اĐتمع بعد فترة زمنية، وأخذ عينة تتكون من   
  إحتمال؛

 ن عينة الدراسة راضين على جودة الخدمات التي تقدمها البنوك التجارية ؟عميل م 120أن يكون  .1
عميل على الأقل من عينة الدراسة راضين على جودة الخدمات التي تقدمها البنوك  100أن يكون  .2

 التجارية ؟
عميل على الأكثر من عينة الدراسة راضين على جودة الخدمات التي تقدمها البنوك  125أن يكون  .3

 ية ؟التجار 
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عميل من عينة الدراسة راضين على جودة الخدمات التي  120و  100أن يكون هناك ما بين  .4
 تقدمها البنوك التجارية ؟

  : 11تمرين رقم 
ســيارة في الســاعة الواحــد تــدخل  20أظهــرت كمــيرا المراقبــة في أحــد محطــات البنــزين، بــأن هنــاك متوســط   

  .المحطة لتزود بالوقود
  الاحتمالات الآتية؛أوجد قيم : والمطلوب 

 سيارة بالضبط في الساعة الواحدة ؟ 15احتمال أن تتزود  .1
 سيارة على الأكثر في الساعة الواحدة ؟ 26احتمال أن تتزود  .2
 سيارة على الأقل في الساعة الواحدة ؟ 18احتمال أن تتزود  .3
 سيارة في الساعة الواحدة ؟ 15و  10احتمال أن تتزود ما بين  .4
ســيارة في اليــوم، فــإذا كــان  100الســيارات الــتي تــدخل المحطــة لتــزود بــالوقود هــو  بفــرض أن متوســط عــدد .5

سيارة بالضبط  20، فما إحتمال أن تتزود )المازوت(أن تطلب خدمة التزود بالديزل  0,25هناك إحتمال 
 من الديزل في هذه المحطة خلال اليوم؟

  : 12تمرين رقم 
، والمطلوب )8v( 8بدرجة حرية ) t( ستودنتبع توزيع الذي يت) Y(ليكن لدينا المتغير العشوائي   

  دراسة الحالات الآتية؛
  :للحالات الآتية ) tقيمة (أوجد القيم الحرجة . 1

     8;95,08;1,08;05,0 ););) tctbta  
  وفق الحالات الأتية؛) (أوجد القيم الإحتمالية . 2

 

 

 

  725,1064,1)

86,1)
879,0)

108,1)

20;

8;

10;1

8;



















tPd

tc
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ta
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  : 13تمرين رقم 
، )10v( 10بدرجة حرية ) 2(الذي يتبع توزيع كاي مربع ) X(ليكن لدينا المتغير العشوائي   

  والمطلوب دراسة الحالات الآتية؛
  :أوجد قيم الاحتمال الأتية . 1

       94,3);94,356,2);74,6);25,3) 2222   PdPcPbPa  
  عند حالات قيم الإحتمال الأتية؛ )X(حدد قيم المتغير العشوائي. 2

            05,0);9,0);25,0);25,0) 2
20

2
16

2
10

2
10  xPdxPcxPbxPa 

  وفق الحالات التي تتبع توزيع كاي مربع كما يلي؛) x(حدد بيانيا قيم الإحتمال للمتغير العشوائي . 3

  ؟  10، وذلك عند درجة حرية 15,99عندما تفوق قيمته ) X(إحتمال المتغير العشوائي  -
  ؟ 10، عند درجة حرية 6,74عندما لا تتجاوز قيمته ) X(إحتمال المتغير العشوائي  - 

  : 14تمرين رقم 
21(حرية ات عند درج) F( فيشرالذي يتبع توزيع ) X(ليكن لدينا المتغير العشوائي    ;vv( والمطلوب ،

  دراسة الحالات الآتية؛
71(عند درجة حرية البسط  Fأوجد قيمة التوزيع . 1 v ( وبدرجة حرية المقام)102 v ( عند مستوى معنوية

  ؟ 99%
  :للحالات الآتية ) القيم الحرجة( Fأوجد قيمة التوزيع . 2

       4;25;05,06;10;01,010;10;95,08;12;95,0 );););) FdFcFbFa  
11(عند درجة حرية البسط t و Fأوجد قيم التوزيعين . 3 v ( 20و 12، 10وبدرجات حرية المقام 
)20''&12';10 222  vvv ( 5عند مستوى معنوية%) 05,0( إذا علمت بأن توزيع ،)t ( غير محدد

(الإتجاه 
2
( ؟ ماذا تستنتج بعد تربيع قيمة توزيعt ) القيمة الحرجة لـt (؟  

2و )F(أوجد قيم التوزيعين . 4 4;'5&''12( 12، 5، 4درجة حرية البسط  عند  111  vvv ( وبدرجات
إلى  2؟ ماذا تستنتج بعد حساب نسبة قيمة توزيع  %5عند مستوى معنوية ) 2v(حرية المقام لاĔائي

  درجة الحرية المقابلة لها ؟

 أوجد قيم التوزيعين . 5








2
Zو  غير المتجه)F(  عند درجة حرية البسط)11 v ( وبدرجات حرية المقام

القيمة ( Z؟ ماذا تستنتج بعد تربيع قيمة توزيع  %10، %5، %1عند مستويات المعنوية ) 2v(لاĔائي 
الحرجة لـ 

2
Z (؟  
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  : 01تمرين رقم 
بالدقيقة، قبل إنطلاقها بإتجاه موقف ) A(زمن بقاء الحافلة في الموقف الرئيسي ) X(نعرف المتغير العشوائي 

  .الجامعة
  يتم صياغة الدوال على النحو الأتي؛:  كتابة دالة كثافة الإحتمال ودالة التوزيع التراكمي. 1
  :وزيع المنتظم بالصيغة التالية تعطى دالة كثافة الإحتمال لت: دالة كثافة الإحتمال . 1-1

  bxa
ab

Xf 



1  

 :بما أن المدة الزمنية التي تبقي đا الحافلة في الموقف محددة باĐال  045  فإن دالة كثافة الإحتمال تأخذ ،
  :الصورة التالیة 

  450
45
1

045
1




 xXf  

  
  :الدالة بالصيغة التالية  تعطى هذه: دالة التوزيع التراكمي. 1-2

     



















bx

baxbxa
ab
ax

ax

xXPXF

1

0

  

  :فإن دالة التوزیع التراكمي تأخذ الصورة التالیة ، )A(وبتعويض المدى الزمني لبقاء الحافلة في الموقف الرئيسي 

 
45045

0 xxXF 



  

  :وبناءا عليه، فإن شكل دالة التوزيع التراكمي تأخذ الصورة التالية 

 


















451

450
45

00

x

xx
x

XF  

 10إذا توقع إن تنطلق الحافلة خلال :  دقائق الأخير على الأقل10إحتمال أن تنطلق الحافلة خلال . 2
  دقائق الأخيرة، فهذا يعنى أن الإحتمال يكتب كمايلي ؛

    3511045  XPXP  

      22,0
45
3513535135 






 XPFXP  

 الحلول النمودجية لسلسلة التمارين
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  ).د45د و35(دقائق الأخيرة، أي ما بين 10أن تنطلق  الحافلة خلال  %22,22ومنه فإن هناك إحتمال 
  
يشير ذلك إلى أن الزمن المتوقع لإنطلاق الحافلة :  دقائق الأخيرة 15إحتمال أن تنطلق الحافلة خلال . 3

  د، وهو ما يعبر عنه بالإحتمال التالي ؛45د و 30من الموقف يكون ما بين 
     30454530  XPXPXP  

        33,0
45
30

45
45453030454530 













 XPFFXP  

  ).د45د و30(دقائق الأخيرة، أي ما بين 15أن تنطلق  الحافلة خلال  %33,33ه فإن هناك إحتمال ومن
بإتجاه ) A(أحسب القيمة المتوقعة والإنحراف المعياري لإنطلاق الحافلة من الموقف الرئيسي . 4

  نتظم كمايلي؛يتم حساب هذين المقياسين بالإعتماد على الصيغتين الأتيتين للتوزيع الم:  موقف الجامعة
  :التوقع الرياضي  -

    minute5,22
2

045
2







 XEabXE   

  :التباين والإنحراف المعياري  -

        minute75,168
12

045
12

22







 XVabXV   

      minute1375,168  XXVX   

  : 02تمرين رقم 
الذي يمثل عدد السنوات التي يقضيها الطالب بالجامعة للحصول على شهادة ) X(نعرف المتغير العشوائي 

  : لذي يتبع توزيع قاما، الذي يعرف كمايلي الليسانس، وا
   2;2~;~ GXGX   

  يتم ذلك على النحو التالي؛:  حساب قيمة قاما للحالات الأتية. 1

143,3
2
1 







   

  12   

    2!133   
          23...11!1n  nnn  

م كتابة دالة التوزيع الإحتمالي لتوزيع قاما بالإعتماد على الشكل العام الذي يت: إيجاد دالة التوزيع الإحتمالي.2
  يأخذ الصورة التالية؛

    
  0;

β
1 1 













 XeXxf
X


 
  

، 2وتعادل  وبما أن قيمة المعلمتين متساويتين 2  فإن الدالة تأخذ الصورة التالية؛  



 مصطفى طويطي/ د: عدادإ                                            ؛دروس و تمارين محلولة:  02محاضرات في الاحصاء  

150 
 

    
 







 







 








2

212
2

4

22
1

X

X

eX

eXxf
  

  :نقول عن دالة أĔا دالة كثافة إحتمالية إذا تحقق الشرطين الأتيين :  ا دالة كثافة إحتماليةإثبات أنه. 2-2
   




0

1&0 dxxfxf
  

  :ويتم إتبات ذلك كمايلي

  
 






 


0

2

0 4
dxeXdxxf

X

  

، لهذا سوف نعتمد على قاعدة التكامل vو uنلاحظ بأن شكل دالة التكامل تتكون من جداء دالتين 
  :وذلك وفق العلاقة التالية بالتجزئة 

duvuvdvu  
  

  :وبوضع تجزئة الدالة الأصلية على النحو الأتي 


































 







 







 



2
2

2

2

2
14

1

4
X

X

X

eevdu

dxedvXu

  
  :وبتطبيق قاعدة التكامل بالتجزئة نحصل على النتيجة التالية 

  

 

































 





 



 





 



 





 





























0

2

0

0

2

0

0

2

0

2
12

4
22

4

2

4
2

dxe

X

dxe

X

dxeXdxxf

X

X

X

ex

ex  

  
  :لدينا من خصائص الدالة الأسية أنه 
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



   1&0 0ee  

  :وبالتالي فإن الدالة تأخذ الصورة الأتية 

 

  

1

20
2
10

2
2
10 2

0

0
































X

dxxf e

  

ومنه فإن الدالة  xfتمثل دالة كثافة احتمالية.  
  بالشكل الأتي؛ يتم التعبير عن دالة التوزيع التراكمي لتوزيع قاما :  إيجاد دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع. 3

       






































































































 

1
2

.

2

2

22

4

0

00

0

2

0

xe

eex

x

xx

dxeX

dxxfXFxXPXF

x

xx

x X

x

  

  :ومنه فإن دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع تأخذ الصورة التالية 

 



















 









 1
2
1.2

0

xe
x

xXP

x

  

  
يتم :  سنوات على الأكثر في الجامعة للحصول على شهادة الليسانس 5إحتمال أن يبقى الطالب . 4

  التعبير عن هذا الاحتمال بالصيغة التالية؛
   555 FXPx    

سنوات على  5بالإعتماد على دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع نحصل على قيمة إحتمال أن يبقى الطالب و 
  الأكثر كمايلي؛
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 

 

   
7127,0

12873,0
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2
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2
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25

2
0

2
5

5

0

1
2
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














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




 




















 

ee

x

XP xe

  

سنوات على الأكثر في الجامعة للحصول  5يبقى الطالب أن في  %71,27ومنه فإن هناك إحتمال   
    .على شهادة الليسانس

  
ل أن يكون عدد السنوات التي يقضيها الطالب بالجامعة للحصول على شهادة الليسانس ما بين إحتما. 5
 سنوات 5و 3
  يتم التعبير عن هذا الاحتمال بالصيغة التالية؛: 

     355353 FFXPx    
  

  بالإعتماد على دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع فإننا سنحصل على قيمة الإحتمال  التالية ؛و 

 

 

   
2705,0

5578,02873,0

13
2
1.1

2
5.

253

2
3

2
5

5

3

1
2
1.



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




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
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




 

















 






 









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




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
 

ee
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XP xe

  

سنوات في الجامعة  5و 3يبقى الطالب عدد سنوات ما بين أن في  %27,05ومنه فإن هناك إحتمال   
    .للحصول على شهادة الليسانس

حساب عدد السنوات المتوقع أن يقضيها الطالب للحصول على شهادة الليسانس، وما مقدار التباين . 6
  يتم حساب هذه الخصائص كمايلي؛:  ابل لهاوالانحراف المعياري المق

 التوقع الرياضي :  
      

  years4XE

22XEαXE



 
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  .للحصول على شهادة الليسانس بمعنى أنه من المتوقع أن يبقى هذا الطالب في الجامعة مدة أربعة سنوات
 التباين :  

        

  years8XV

22XVαXV 22



   

 الانحراف المعياري :  
     

  years3828,2X

8XXVX







 
  

  : 03ن رقم تمري
الفترة الزمنية اللازمة لإĔاء خدمة العميل بالدقيقة، وذلك ضمن المدى الزمني ب) X(نعرف المتغير العشوائي 

 X0.  
لدينا من معطيات : كتابة دالة كثافة الإحتمال التي تعبر عن الفترة الزمنية اللازمة لإنهاء خدمة العميل . 1

  :دقائق، أي أن  5هو  BDL بنك التنمية المحلية فيأن متوسط إĔاء الخدمة لمدروسة بالحالة ا
  2,0

5
151
 


XE  

ومنه تصبح قيمة    . 0,2: هي    
  :وبناءا عليه فإن دالة كثافة الإحتمال المعبرة عن الزمن تأخذ الصيغة التالية 

  
  xexf ..    

  :م نحصل على الدالة التالية بتعويض القي
      Xexf x 0;2,0 2,0  

  :كما يتم التعبير عن الدالة التراكمية بالصورة التالية 
        xx exFexXPxF .2,0. 11     

  
يتم التعبير عن هذا :  )دقائق على الأكثر4(دقائق  4حساب إحتمال إنهاء خدمة العميل في أقل من . 2

  الاحتمال بالصيغة التالية؛
        551,04144 42,0   XPeXPx   

  .دقائق  4أن يتم إĔاء خدمة العميل في أقل من  %55,1ومنه فإن هناك إحتمال 
يتم التعبير عن :  دقائق) 04(و أربع ) 02(يتم إنهاء خدمة العميل ما بين دقيقتين حساب إحتمال أن .3

  هذا الاحتمال بالصيغة التالية؛
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     
   

       
   

221,0
449,0670,0

11
24

2442

8,04,0

22,042,0














ee
ee

FF
XPXPXP

  

  .دقائق ) 04(و أربع ) 02(أن يتم إĔاء خدمة العميل ما بين دقيقتين %22,1ل ومنه فإن هناك إحتما
بالإعتماد على الصيغة الرياضية لتباين لمتغير عشوائي يتبع التوزيع :  حساب التباين و الإنحراف المعياري. 4

  :الأسي وذلك على النحو الأتي 
   

 
  minute25

2,0
11

22





xV

xVxV 
  

  : لمعياري لزمن إĔاء خدمة العميل بالدقيقة، هو وبالتالي فإن مقدار الانحراف ا
      minute525  xxVx   

  

  : 04تمرين رقم 
الذي يعبر عن نسبة الإنتاج التالف في مصنع الأحذية، والذي يتبع توزيع بيتا، ) X(نعرف المتغير العشوائي 

  : الذي يعرف كمايلي 
   2;3~;~ BXBX   

  :لدينا الصيغة العامة لدالة كاما كما يلي : لات التالية حساب قيم دالة كاما للحا. 1
 !1-nn   

  وبالإعتماد على هذه الصيغة فإن؛
 
 
 
  24!1-55

2!1-33
1!1-22

1!1-11






  

   
  بالإعتماد على التي تأخذ الصورة التالية ؛:  كتابة دالة التوزيع الإحتمالي. 2

    
    10;1

βα

βα 11 



  xxxxf   

  :هذا التوزيع نحصل على الدالة الإحتمالية التالية وبتعويض قيم معلمتي 

    
       xxxfxxxf 
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
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  لإثبات أن دالة التوزيع الإحتمالي لهذا التوزيع تمثل دالة كثافة إحتمالية، يجب تحقق الخاصيتين التاليتين: 

    
1

0

1&0 dxxfxf  

  :ويتم إتبات ذلك كمايلي

    

 

  1
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3412

4
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3
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2



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 
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
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






dxxf

dxxx

dxxxxf

xx
  

  .إن دالة التوزيع الإحتمالي تمثل دالة كثافة إحتمالية ومنه ف  
  يتم التعبير عن دالة التوزيع التراكمي لتوزيع بيتا بالشكل الأتي؛ :  إيجاد دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع. 2

       

    



























43
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12

1
β.

0

0

11

0

xx
x

x

x

dxXX

dxxfXFxXPXF





  

  :ومنه فإن دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع تأخذ الصورة التالية 
   43 34

0
xx

x
xXP   

  
بما أن المطلوب حساب إحتمال أن :  %25حساب إحتمال أن تكون نسبة الإنتاج التالف لا تتجاوز . 3

على الأكثر، وبالاعتماد على دالة التوزيع التراكمي عند هذه النسبة فإن  %25تكون نسبة الإنتاج التالف 
  الصيغة تأخذ الشكل الأتي؛
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   
    
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25,0325,04

4325,0
43

25,0

0
34





  xxXP

  

  .على الأكثر  %25بأن تكون نسبة الإنتاج التالف  %5,1وهذا يعنى بأن هناك إحتمال 
يتم التعبير عن هذا الإحتمال :  على الأقل %10حساب إحتمال أن تكون نسبة الإنتاج التالف . 4

  بالصيغة التالية؛
   

 
    

 
9963,0

0003,0004,01
1,031,041
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43
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0
34









 xx
XPXP

  

  .على الأقل %10لإنتاج التالف بأن تكون نسبة ا %99,63وهذا يعنى بأن هناك إحتمال  
يتم تقدير النسبة المتوقعة للإنتاج التالف في مصنع الأحذية، :  حساب الخصائص الإحصائية للتوزيع. 5

  وكذلك التباين والانحراف المعياري المقابل لها، بالإعتماد على الصيغ التالية؛
  التوقع الرياضي:  

      6,0
5
3XE

23
3XE

α
αXE 





 


  

  التباين:  
 

   
    

   
  04,0

150
6XV

12323
23XV

1αα
α.XV 22 





 


  

  الانحراف المعياري:  
      2,004,0XXVX    

  : 05تمرين رقم 
عينة التجربة بعد رش  الزمن بقاء الحشرات على قيد الحياةالذي يعبر عن ) X(ليكن لدينا المتغير العشوائي 

10&2التي تتبع توزيع ويبل بمقدار  ) (و) (قيم المعلمتين وذلك عند ،المبيد عليها    فأجب على ،
  : ما يلي 

يتم التعبير عن هذين الدالتين :  لهذا التوزيع) التراكمية(أكتب دالتي التوزيع الإحتمالي والدالة التجميعية .1
  على النحو الأتي؛

  لدالة المبينة على النحو الأتي؛بالإعتماد على الصيغة ا:  دالة التوزيع الإحتمالي. 1-1
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  
بتعويض المعلمتين  2;10  نحصل على الدالة المعبرة عن التوزيع الإحتمالي كمايلي؛ ،  
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 

2
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.02,0
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exxf
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
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





  

  بالإعتماد على الصيغة الدالة المبينة على النحو الأتي؛:  الدالة التراكمية. 1-2

  























x

exF 1  
  وبتعويض قيمة المعلمتين، نحصل على الدالة التراكمية كمايلي؛

 
2
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01,0
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1

1
x

x

e

exF









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



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







  

بالإعتماد على دالة التراكمية، فإن : دقيقة  20حساب إحتمال بقاء الحشرات على قيد الحياة أكثر من . 2
  ، يحسب كما يلي؛)20x(دقيقة  20إحتمال بقاء الحشرات أكثر من 

   
  

0183,0
11

20120
22001,0





e

FXP

  

  .دقيقة  20الحشرات عينة التجربة على قيد الحياة أكثر من   أن تبقى %1,83ومنه فإن هناك إحتمال 
بالإعتماد على دالة التراكمية، : دقيقة على الأكثر 15حساب إحتمال بقاء الحشرات على قيد الحياة . 3

  ، يحسب كما يلي؛)15x(دقيقة  15من  فإن إحتمال بقاء الحشرات أكثر
   

 

8946,0
1

1515
21501,0





e

FXP

  

  .دقيقة على الأكثر  15الحشرات عينة التجربة على قيد الحياة   أن تبقى %89,46ومنه فإن هناك إحتمال 
المبيد الحشرات عينة التجربة بعد رش من مجموعة  %95تحديد المدة الزمنية اللازمة للقضاء على .4

من الحشرات عينة  %95بالإعتماد على دالة التوزيع التراكمي، فإن المدة الزمنية المناسبة للقضاء على :  عليها
  التجربة تتمثل فيما يلي؛
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  .دقيقة  17من مجمع الحشرات مدة زمنية لا تتجاوز  %95بمعنى أنه يتطلب للقضاء على 

يتم حساب القيمة :  عة لبقاء الحشرات على قيد الحياة بعد إستعمال المبيدحساب المدة المتوق. 5
  المتوقعة بتطبيق الصيغة التالية؛

  







 11


XE  

  بالتعويض نحصل على القيمة المتوقع التالية؛
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  . ة بعد رش المبيد عليهادقيق 16من المتوقع أن يتم القضاء على جميع الحشرات عينة التجربة في 
  

  يتم حساب تباين زمن القضاء على الحشرات عينة التجربة، بتطبيق الصيغة التالية؛: التباين  
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  بالتعويض نحصل على قيمة التباين كمايلي؛



 مصطفى طويطي/ د: عدادإ                                            ؛دروس و تمارين محلولة:  02محاضرات في الاحصاء  

159 
 

 

25
4
142,31100

2
11100

2
3!1100

2
32100

1
2
11

2
210

2

2

2

2

2









 
























 





 


















 






 





XV

  

  . دقيقة بعد رش المبيد عليها 16من المتوقع أن يتم القضاء على جميع الحشرات عينة التجربة في 
 

 بحساب حاصل الجدر التربيعي للتباين نحصل على القيمة التالية؛:  الإنحراف المعياري 
      525  XXVX   

  
دقائق على الزمن المتوقع، بمعنى أنه سيكون  5ومنه فإنه يمكن أن يتغير زمن القضاء على الحشرات عينة التجربة بـ 

  ؛ضمن اĐال الأتي
 minute21;minute11  

  

  : 06تمرين رقم 
  الصيغة الأساسية لحساب قيم دالة قاما، تعتمد على القواعد الآتية؛:  حساب قيم دالة قاما. 1
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  ومنه فإن قيم دالة قاما للحالات المدروسة، تكون على النحو الأتي؛
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   10)e  
  لدينا الجزء الثاني من قيم دالة قاما، على النحو الأتي؛
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  قة دالة قاما التي تأخذ الصورة الآتية؛يتم حساب القيم بالاعتماد على العلا: الجزء الثالث 
   




0

1 . dxex x  

  : وتسهيلا لعملية الحساب، سنضع 
1.  kex xk   

  
  ومنه فإن قيم دالة بيتا للحالات المدروسة تكون كمايلي؛

  

 

 
120!5

6

15.)''
0

5







 dxexa x

  























 




8
15

2
5

2
5

1
2
5.)''

0

2
5

dxexb x

  

 















 

 



 

2
1

1
2
1

)''
0

2
1

0 2
1 dxexdx

x

ec x
x
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يتم حساب القيم بالاعتماد على الصيغة المشتركة لدالة بيتا مع دالة قاما :  لة بيتا بدلالة الدالة قاماقيم الدا. 2
  و التي تأخذ الصورة الآتية؛

     
 





;B  

  ومنه فإن قيم دالة بيتا للحالات المدروسة تكون كما يلي؛
     

 

  003571,07;4
40320
144

!8
!4!3

54
545;4)











B

Ba

  

     
 

   5;44;5003571,0
40320
144

!8
!3!4

45
454;5)

BB

Bb











  

  ا علیھ، نستنتج بأن؛وبناء

    ;; BB   

 

 

5
4

15
8.

2
3

8
15
2
3

2
5

2
5

!12.
2
1

2
3

2
2
3

2
2
3

2;
2
3)
































































 





















c

  

     
 

   
 

 
    

    nnnnnn

nnnn
n

n
n

n
nnd

23
2

12
2

!112
!1.2

!13
!1!13

3
3;3)

23 



















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  يتم حساب القيم بالاعتماد على العلاقة دالة بيتا التي تأخذ الصورة الآتية؛:  قيم دالة بيتا. 3
        

1

0

11 1.; dxxxB   

  :وتسهيلا لعملية التقدير، فإننا نعتبر 

    

 












 

11

1
1.

1

0

11

mx

kx
dxxx

m

k




   

  ومنه فإن قيم دالة بيتا للحالات المدروسة تكون كمايلي؛

      

     
 24

242;4

11;131.)
1

0

3








B

Bdxxxa
  

  

   

 







 
































 







 


3
2
1

3
2
1

3;
2
1

12;1
2
11)

1

0 2
1

2

B

Bdx
x

xb

  

  : 07تمرين رقم 
الذي يتبـع التوزيـع الطبيعـي المعيـاري بوسـط حسـابي معـدوم وإنحـراف معيـاري ) X(نعرف المتغير العشوائي   

  ؛ *يساوي الواحد الصحيح، أي أن
 1;0~ NX  

قـــيم  - 64,1ZP :  بالإعتمـــاد علـــى جـــدول التوزيـــع الطبيعـــي المعيـــاري، فـــإن قيمـــة الإحتمـــال المقابلـــة للقيمـــة
  :تقدر بـ ) Zقيمة توزيع (الحرجة 

   
9495,0

64,164,1)


 ZPa  

قـــيم  - 17,2ZP :  المعيـــاري، فـــإن قيمـــة الإحتمـــال المقابلـــة للقيمـــة بالإعتمـــاد علـــى جـــدول التوزيـــع الطبيعـــي
  :تقدر بـ ) Zقيمة توزيع (الحرجة 

   
 

 
015,0

985,01
17,21

17,2117,2)








ZPZPb

  

                                                
  calculator/normal.aspx-http://stattrek.com/online: كن الإعتماد على الرابط، كبدیل لجدول التوزیع الطبیعي كمایلي یم * 

http://stattrek.com/online
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قيم  - 246,0  ZP :  بالإعتماد على جدول التوزيع الطبيعـي المعيـاري، فـإن قيمـة الإحتمـال المقابلـة للقيمـة
  :تقدر بـ ) Zقيمة توزيع (الحرجة 

     
   

   
3,0

6772,09772,0
46,02

46,02246,0)








ZPZPZPc

  

قيم  - 96,10  ZP :  بالإعتماد علـى جـدول التوزيـع الطبيعـي المعيـاري، فـإن قيمـة الإحتمـال المقابلـة للقيمـة
  :تقدر بـ ) Zقيمة توزيع (الحرجة 

     
   

   
475,0

5,0975,0
096,1

096,196,10)








ZPZPZPd

  

قــيم  - 96,1ZP : ــ إن قيمــة الإحتمــال المقابلــة للقيمــة بالإعتمــاد علــى جــدول التوزيــع الطبيعــي المعيــاري، ف
  :تقدر بـ ) Zقيمة توزيع (الحرجة 

   
 

  
 
975,0

96,1
96,111

96,11
96,1196,1)'













ZPZPa

  

قــيم  - 75,158,2  ZP :  بالإعتمــاد علــى جــدول التوزيــع الطبيعــي المعيــاري، فــإن قيمــة الإحتمــال المقابلــة
  :تقدر بـ ) Zقيمة توزيع (للقيمة الحرجة 

     
   
    
   

   
955,0

19951,09599,0
158,275,1

58,2175,1
58,275,1

58,275,175,158,2)'














ZPZPZPb

  

قيم  - 44,158,2  ZP :  بالإعتماد على جدول التوزيـع الطبيعـي المعيـاري، فـإن قيمـة الإحتمـال المقابلـة
  :تقدر بـ ) Zقيمة توزيع (للقيمة الحرجة 

     
   

     
   

   
07,0

9251,09951,0
44,158,2

58,2144,11
58,244,1

58,244,144,158,2)'














ZPZPZPc
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قيم  - 08,1  ZP : حتمـال المقابلـة للقيمـة بالإعتماد على جدول التوزيـع الطبيعـي المعيـاري، فـإن قيمـة الإ
  :تقدر بـ ) Zقيمة توزيع (الحرجة 

     
   
    
   

   
4641,0

19641,05,0
18,10
8,110

8,10
8,1008,1)'














ZPZPZPd

  

  : 08تمرين رقم 
  :لدينا من التمرين المعطيات التالية   

2;5,12;500  N  

يعتمد تحديد عدد طلبة السنة :  10 حساب عدد الطلبة الذين تحصلوا على علامة تعادل أو تفوق. 1
، على حساب القيمة الإحتمالية المقابلة لهذه العلامة، 10تحصلوا على علامة تعادل أو تفوق الماضية الذين 

  وذلك على النحو الأتي؛
 

 
 
 

  
 
8944,0

25,1
25,111

25,11
25,11

25,1
2

5,121010
















 














ZP
ZP

XPXP

  

  :، هم 10بالإعتماد على القيمة الإحتمالية، فإن عدد الطلاب الذين تحصلوا على علامة تعادل أو تفوق 
        

Student
NXPNN XX

447
8944,050010. 1212



   

يتم حسابه وفق :  12,5ال أن تكون علامات طلبة هذه السنة في المقياس تعادل أو تفوق إحتم. 2
  الصيغة الأتية؛

 

 
 
5,0
0

0
2

5,125,125,12












 











ZP

XPXP
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نصف طلبة  هذه السنة على علامة تعادل أو تفوق )%50(يتبين من النتائج بأنه من المحتمل أن يحصل   
  .اني بالسداسي الث) II(في إمتحان  مقياس الإحصاء  12,5

يتم تحديد قيمة الإحتمال :  10إحتمال أن تكون علامات طلبة هذه السنة في المقياس أقل من . 3
  بالإعتماد على الصيغة الآتية؛

  
 

 
 

 
 

1056,0
8944,01
25,11

25,1
25,1

2
5,121010














 












ZP

XPXP

  

طلبـة  هـذه السـنة علـى سـتكون علامـاēم أقـل مـن مـن   %10,56يتبين من النتائج بـأن هنـاك احتمـال   
  .بالسداسي الثاني ) II(حصاء في امتحان  مقياس الإ 10
يتم التعبير عن هذا :  15و  10احتمال أن تكون علامات طلبة هذه السنة في المقياس ما بين . 4

  الاحتمال بالصيغة التالية؛
     

   
   
    
 

 
7888,0

18944,02
125,12

25,1125,1
25,125,1

25,125,1
2

5,1210
2

5,1215
10151510















 










 



















ZPZP

XPXP

XPXPXP

  

طلبة  هذه السنة ستكون علاماēم في امتحان  من   %78,88يتبين من النتائج بأن هناك احتمال    
  .20نقطة من  15و  10بالسداسي الثاني محصورة ما بين ) II(ياس الإحصاء مق

بالإعتماد على القيمة الإحتمالية، فإن عدد الطلاب الذين من المحتمل أن يحصلوا على علامات،   
  :بالسداسي الثاني، هم ) II(، لهذه السنة في امتحان  مقياس الإحصاء 20نقطة من  15و  10ما بين 

        
Student

NXPNN XX

647
7888,0820'1510'.' 15101510



   

في مقياس  15و 10، على علامة ما بين 820طالب من أصل  647بمعنى، أنه من المحتمل أن يحصل   
  .بالسداسي الثاني ) II(الإحصاء 
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  : 09تمرين رقم 
  :لدينا من التمرين المعطيات التالية 

minute10;minute60    

يتم حساب نسبة الطلاب الذين : ة دقيق 75و  60بين  امتحانهمإحتمال أن يكمل الطلاب حساب . 1
  دقيقة وفق الصيغة الإحتمالية التالية؛  75و 60من المحتمل أن يكملوا إمتحاĔم ما بين 

     

   
   

   
4332,0

5,09332,0
05,1

05,1
10

6060
10

6075
60757560













 










 
















ZPZP

XPXP

XPXPXP

  

 )د60(ساعة بين ما تتراوح  ةزمنية فتر  إحتمال إكمال الطلاب لإمتحاĔم فيهناك ن وبناءا عليه، فإ  
  . % 43,32بنسبة ) د75(ساعة وربع و 
يتم حساب نسبة الطلاب الذين : ة دقيق 90في أقل من  امتحانهمإحتمال أن يكمل الطلاب حساب . 2

  وفق الصيغة الإحتمالية التالية؛ ، ةدقيق 90من المحتمل أن يكملوا إمتحاĔم في أقل من 
 

 
 
9986,0
3

3
10

609090












 











ZP

XPXP

  

) د90(أقل من ساعة ونصف  ةزمنيمدة  في كمل الطلاب إمتحاĔمفي أن ي %99,86نلاحظ بأن هناك نسبة 
.  
يتم حساب نسبة الطلاب : ة دقيق 45وقت يزيد على في  امتحانهمإحتمال أن يكمل الطلاب حساب . 3

  ة، وفق الصيغة الإحتمالية التالية؛ دقيق 45وقت يزيد على الذين من المحتمل أن يكملوا إمتحاĔم في 
 

 
 
 

  
 
9332,0

5,1
5,111

5,11
5,11

5,1
10

604545
















 














ZP
ZP

XPXP
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  ) .د45(ساعة إلا ربع وقت يزيد على  كمل الطلاب إمتحاĔم فيفي أن ي %93,32اك نسبة نلاحظ بأن هن

بما أن عدد :  دقيقة 90عن يزيد لا امتحانهم في وقت من المحتمل أن يكملوا الطلاب الذين عدد . 4
في أقل من ، ولدينا نسبة الذين من المحتمل أن يكملوا إمتحاĔم طالب 800 المعنيين بالإمتحان هو الطلاب

  : ، فإن عدد الطلاب الموافق لهذه المعطيات يحدد بـ %99,86دقيقة، والمقدرة بـ 90

        
Student

NXPNN XX

799
9986,080090. 1212



   

، وعليه )د90(طالب من المحتمل أن يكملوا إمتحاĔم في الوقت المخصص لهم  799وبالتالي فهناك   
  . تمام الإمتحانفإنه يمكن أن يكون طالب واحد فقط قد يحتاج إلى وقت إضافي لإ

يتم تحديد الوقت المناسب لإتمام : من الطلاب إتمام إمتحانهم  %97,5تحديد الوقت الذي يمكن . 5
  الصيغة الإحتمالية التالية؛ من الطلاب المعنيين بالإمتحان، بالإعتماد على  97,5%

  975,0
10

60975,0 





 


xZPxXP  

  :، هو  0,975المقابلة للإحتمال ) القيمة الحرجة( Zتوزيع من جدول التوزيع الطبيعي المعياري ، لدينا قيمة ال
96,1975,0 Z

  
  ومنه فإن؛

minute806,79

6,196096,1
10

60






x

xx
  

 80، يقدر بـ )طالب 780(من الطلاب المعنيين بالإمتحان  %97,5لإتمام وبناءا عليه، فإن الوقت المناسب 
  .طالب في زمن يفوق ذلك  20ان أي ما يعادل الإمتح) %2,5(دقيقة، على أن تتم النسبة المتبقية 

يتم تحديد هذا المدى بالإعتماد :من الطلاب إمتحانهم  %95المدى الزمني الذي يكمل فيه تحديد . 6
  على شكل الأتي؛
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من الطلاب يكون بتغـير ضـعف الإنحـراف المعيـاري عـن  %95نلاحظ بأن المدى الذي يقع ضمنه تقريبا   
الوسط الحسابي  2والذي يتم تحديده على كما يلي؛ ،  

 
 

 












40102602

80102602
2;2




  

  ومنه فإن؛
   80;402;2%95    

  . دقيقة  80دقيقة و 40من الطلاب المعنيين بالامتحان يقع المدى الزمني الذي يكمل فيه ما بين  %95هناك 

  : 10تمرين رقم 
  لدينا من التمرين المعطيات الأتية؛  

200;45,0;55,0  nqP  
  نلاحظ بأن ؛

   555,0200. Pn  
  وبناءا عليه، فإنه يصبح الإعتماد على التوزيع الطبيعي المعياري كتقريب للتوزيع الثنائي، وذلك وفق الكتابة التالية؛

   npqnPNPnBi   ;~55,0;200  
  كمايلي؛ب  سلإنحراف المعياري لهذه الدراسة تحومنه فإن الوسط الحسابي و ا

  
04,7

45,055,0200




 npq

   
110

55,0200


 nP

  

عميل من عينة الدراسة راضين على جودة الخدمات التي تقدمها  120حساب إحتمال أن يكون . 1
 :  البنوك التجارية

 

   
   

0204,0
9115,09319,0
35,149,1

04,7
1105,119

04,7
1105,120120












 








 




ZPZPXP

  

ة الخدمات جود عميل بالضبط راضين عن 120في أن يكون  %2,04تبين النتائج بأن هناك نسبة   
  .التي تقدمها البنوك التجارية الجزائرية 
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عميل على الأقل من عينة الدراسة راضين على جودة الخدمات التي  100حساب إحتمال أن يكون  . 2
  :  تقدمها البنوك التجارية

   

 
  

9319,0
49,111

49,11
04,7

1105,991

1001100












 







ZP

XPXP

  

ينة الدراسة راضين عميل على الأقل من ع 100في أن يكون  %93,19تبين النتائج بأن هناك نسبة   
 .على جودة الخدمات التي تقدمها البنوك التجارية الجزائرية 

عميل على الأكثر من عينة الدراسة راضين على جودة الخدمات التي  125حساب إحتمال أن يكون . 3
  :  تقدمها البنوك التجارية

 

 
9861,0

202,2
04,7

1105,125125











 




ZPXP

  

عميل على الأكثر من عينة الدراسة راضين  125ن في أن يكو  %98,61تبين النتائج بأن هناك نسبة   
  .على جودة الخدمات التي تقدمها البنوك التجارية الجزائرية 

عميل من عينة الدراسة راضين على جودة  120و  100حساب إحتمال أن يكون هناك ما بين . 4
 الخدمات التي تقدمها البنوك التجارية ؟

   
     

   
    

   
8434,0

19115,09319,0
35,1149,1

35,149,1
04,7

1105,100
04,7

1105,120
100120120100














 








 







ZPZP

XPXPXP

 

ـــ   عينـــة  عميـــل مـــن 120و  100في أن يكـــون هنـــاك مـــا بـــين  %84,34ائج بـــأن هنـــاك نســـبة تبـــين النت
  .الدراسة راضين على جودة الخدمات التي تقدمها البنوك التجارية الجزائرية 
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  : 11تمرين رقم 
لـدينا مــن معطيــات التمــرين بــأن متوسـط الحــدث يــرتبط بوحــدة زمنيــة تتمثـل في عــدد الســيارات الــتي تتــزود   

  .20في الساعة، مما يعنى أن قانون الإحتمال المناسب هو قانون بواسوني مع  بالوقود
، فإنـه يفضـل تقريبـه بـالتوزيع الطبيعـي )وحـدة15أكـبر مـن (كبـير جـدا ) المعـدل(لكن بما أن هذا المتوسط   

  المعياري بالإعتماد على الصيغة الأتية؛ 
     ;~20 NB  

   npqnPNB   ;~20  
  نلاحظ بأن ؛

   555,0200. Pn  
وبناءا عليه، فإنه يصبح الإعتماد على التوزيع الطبيعي المعياري كتقريب للتوزيع الثنائي، وذلك وفق   

  الوسط الحسابي والإنحراف المعياري لهذه الدراسة تحسب كمايلي؛ كتابة التالية، بالاعتماد علىال
472,420;20    

 : سيارة بالضبط في الساعة الواحدة  15حساب احتمال أن تتزود . 1

 

   
     

   
   

0469,0
8438,08907,0

01,123,1
23,1101,11

23,101,1
472,4

205,14
472,4

205,1515
















 








 







ZPZPXP

  

سيارة بالضبط تتزود بالوقود في الساعة الواحدة đذه  15من أن  %4,69تشير النتائج بأن هناك نسبة   
  .المحطة 

 :  سيارة على الأكثر في الساعة الواحدة 26تتزود حساب احتمال أن . 2
 

 
9265,0

45,1
472,4

205,2626











 




ZPXP

    

سيارة على الأكثر تتزود بالوقود في الساعة الواحدة  26من أن  %92,65تشير النتائج بأن هناك نسبة   
  .đذه المحطة 



 مصطفى طويطي/ د: عدادإ                                            ؛دروس و تمارين محلولة:  02محاضرات في الاحصاء  

172 
 

 : سيارة على الأقل في الساعة الواحدة 18حساب احتمال أن تتزود . 3
   

 
  

7123,0
56,011

56,01
472,4

205,171

18118












 







ZP

XPXP

  

سيارة على الأقل تتزود بالوقود في الساعة الواحدة  18من أن  %71,23تشير النتائج بأن هناك نسبة   
  .đذه المحطة 

  : سيارة في الساعة الواحدة 26و  18حساب احتمال أن تتزود ما بين . 4
     

   
    
   

   
5596,0

16331,09265,0
134,045,1

34,0145,1
34,045,1

472,4
205,18

472,4
205,26

18262618















 








 









ZPZP

XPXPXP

  

سيارة تتزود بالوقود في الساعة  26و  18من أن ما بين  %55,96تشير النتائج بأن هناك نسبة   
đ ذه المحطةالواحدة.  

بما أن متوسط : سيارة بالضبط من الديزل في هذه المحطة خلال اليوم  30حساب احتمال أن تتزود . 5
، فإنه سيتم اللجوء إلى تقريب القانون البواسوني )وحدة15أكبر من (عدد السيارات التي تدخل المحطة كبير جدا 

  بالتوزيع الطبيعي المعياري، وذلك وفق الكتابة الآتية؛ 
   npqnPNB   ;~20  
  ومنه فإن الوسط الحسابي والإنحراف المعياري لهذه الدراسة تحسب كما يلي؛

  

    33,475,025,0100

2525,0100








  

سيارة بالضبط من وقود الديزل في هذه المحطة خلال اليوم   30وبناءا عليه فإن يتم حساب إحتمال أن تتزود 
 كمايلي؛
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 

   
   

0472,0
8508,0898,0

04,127,1
33,4

255,29
33,4

255,3025












 








 




ZPZPXP

  

سيارة بالضبط تتزود بوقود الديزل خلال اليوم đذه  30من أن  %4,72تائج بأن هناك نسبة تشير الن  
  .المحطة

  : 12تمرين رقم 

، حيث تأخذ قيم )v(بدرجات حرية ) t(الذي يتبع توزيع ستودنت ) X(نعرف المتغير العشوائي    
  ؛* الجدول الأتياحتمال مختلفة حسب درجة الحرية، كما هو مبين في

  
   

     
     

    
   vv ttvv

vv

vv

vv

FFtTtP
tTPtTP

tTPtTP
tt

;';;';

;1;

1















 

  

  :وفق الحالات الآتية ) tقيمة (تحديد القيم الحرجة . 1

قيم  - 8;05,0t:  بتحديد تقاطع قيمة الصف 8v مع قيمة العمود 05,0نجد بأن؛  

                                                
  http://stattrek.com/online-calculator/t-distribution.aspx: كمایلي  ستودنتتوزیع كبدیل لجدول یمكن الإعتماد على الرابط،   *

http://stattrek.com/online-calculator/t-distribution.aspx
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 
   
   








95,086,186,1
05,086,186,1

86,18;05,0 TPTP
TPTP

t  

قيم  - 8;1,0t : بتحديد تقاطع قيمة الصف 8v مع قيمة العمود 1,0؛ نجد بأن  

  397,18;1,0 t  
قيم  - 8;95,0t : 5,0( 0,5عندما تتجاوز قیمة الإحتمال(ايلي؛، فإننا نلجأ إلى خاصية التوزيع كم   

   vv tt ;1;    
  وبالتالي فإن القيمة الحرجة تكون في الجانب السالب، على النحو الأتي؛

   8;05,08;95,0 tt   
ثم بتحديد تقاطع قيمة الصف   8v مع قيمة العمود 05,0؛ نجد بأن  

     86,186,1 8;05,08;05,0  tt  

  وفق الحالات الآتية؛) (يم الاحتمالية تحديد الق. 2
قيم  -  108,18; t:  بالبحث عن قيمة)t (ضمن صف درجة الحرية 1,108تعادل 8v ثم إجراء ،

  فإننا نحصل على القيمة الإحتمالية التالية ؛ ) نحو الأعلى(الإسقاط العكسي 
  15,0108,18;  t  

، قيم أكبر من 8عند درجة حرية ) X(أن يأخذ المتغير العشوائي  %15وبناءا عليه، فإن هناك احتمال 
: ، أي أن 1,108   15,0108,18 tP.  

قيم  -  879,010;1 t  : بالبحث عن قيمة)t (ضمن صف درجة الحرية 0,879تعادل 10vء ، ثم إجرا
  فإننا نحصل على القيمة الإحتمالية التالية ؛ ) نحو الأعلى(الإسقاط العكسي 

 

8,0
2,01

2,01879,010;1









t
  

، قيم أكبر من 8عند درجة حرية ) X(أن يأخذ المتغير العشوائي  %80وبناءا عليه، فإن هناك احتمال 
: ، أي أن 1,108   15,0108,18 tP.  

قيم  -  86,18; t  : بما أن إشارة القيمة الحرجة سالبة، فإننا نقوم بإيجاد القيمة المقابلة لها في الجانب
  الموجب، وذلك بتحويلها إلى القيمة الأتية ؛

    86,186,1 8;18;   tt  
ضمن صف درجة الحرية 1,86تعادل ) t(ثم بالبحث عن قيمة   8v و نح(، ثم إجراء الإسقاط العكسي

  فإننا نحصل على القيمة الإحتمالية التالية ؛ ) الأعلى
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 

95,0
05,01

05,0186,18;1









t
  

قيم  -  725,1064,1 20;  tP:  بما أن القيمة الإحتمالية محصورة بين قيمتين حرجتين فإننا نقوم بتحديدها
  على النحو الأتي؛

          
   

1,0
05,015,0

725,1064,1725,1064,1
20;220;1

20;





 tt FFtP

  

  : 13تمرين رقم 
، حيث تأخذ قيم )v(بدرجات حرية ) 2(الذي يتبع توزيع كاي مربع ) X(ائي نعرف المتغير العشو    

  ؛*احتمال مختلفة حسب درجة الحرية، كما هو مبين في الجدول الأتي

  
  مقطع من جدول توزيع مربع كاي) : 01(الجدول رقم 

بالإعتماد على جدول :  )10v( 10سة عند درجة الحرية تحديد قيم الإحتمال للحالات المدرو . 1
  مربع كاي، فإن قيم الإحتمال تأخذ القيم الأتية؛توزيع 

قيم  -  25,32
10 P؛  

                                                
  /:square.aspx-calculator/chi-/stattrek.com/onlinehttp: یمكن الإعتماد على الرابط، كبدیل لجدول توزیع كاي مربع كمایلي  * 
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  
 
 

975,0

25,325,3.1 2
10

2
10






 FP
  

قيم  - 74,62 P؛  
     

 
 

25,0
75,01

74,61
74,6174,6.2

2
10

2
10

2
10












F
PP

  

قيم  - 87,456,2 2  P؛  
  

 
 

 
 

   
05,0

95,099,0

94,356,294,356,2.3 2
10

2
10

2
10







 FFP

  

قيم  - 94,32 P؛  

القاعدة أن قيم إحتمال المتغير العشوائي المتصل، تكون معدومة مهما تكون قيمة هذا المتغير،  "  
  02  xP "  

  عند حالات قيم الإحتمال الأتية) X(حدد قيم المتغير العشوائي
:  للحالات المدروسة عند قيم الاحتمال ودرجات الحرية الآتية) X(لعشوائيتحديد قيم المتغير ا. 2

  مربع كاي، فإن المتغير العشوائي سيأخذ القيم الأتية؛بالاعتماد على جدول توزيع 
            05,0);9,0);25,0);25,0) 2

20
2
16

2
10

2
10  xPdxPcxPbxPa 

  
قيم  -   25,02

10  xP   : تقدر قيمة المتغير)X ( تحقق ل 0,25وبإحتمال  10عند درجة الحرية)X (
  على الأقل كمايلي؛

  
 
  25,025,0.1 2

10

2
10  xFxP


  

  :ومنھ فإن قیم المتغیر تحدد بـ 
  55,1225,0;10  xv   

قيم  -   25,02
10  xP   : تقدر قيمة المتغير)X ( لتحقق  0,25وبإحتمال  10عند درجة الحرية)X (

  على الأكثر كمايلي؛
     

  
 
  75,0

75,0

25,0125,0.2

2
10

2
10

2
10

2
10







xF
xP

xPxP







  

  :يم المتغير تحدد بـ ومنه فإن ق
  74,675,0;10  xv   
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قيم  -   9,02
16  xP   : تقدر قيمة المتغير)X ( لتحقق  0,9وبإحتمال  16عند درجة الحرية)X ( على

  الأقل كمايلي؛
  

 
  9,09,0.3 2

16

2
16  xFxP


  

  :ومنه فإن قيم المتغير تحدد بـ 
  31,99,0;16  xv   

قيم  -   05,02
20  xP   : تقدر قيمة المتغير)X ( لتحقق  0,05وبإحتمال  20عند درجة الحرية)X (

  على الأكثر كمايلي؛
     

  
 
  95,0

95,0

05,0105,0.2

2
20

2
20

2
20

2
20







xF
xP

xPxP







  

  :ومنه فإن قيم المتغير تحدد بـ 
  85,1095,0;10  xv   

  ع كما يلي؛تحديد القيمة الإحتمالية للمتغير العشوائي وفق الحالات التي تتبع توزيع كاي مرب. 3

  إحتمال المتغير العشوائي)X ( حيث تقدر 10، وذلك عند درجة حرية 15,99عندما تفوق قيمته ،
 :حسابيا بـ 

  1,099,152 P  
  ويتم تحديدها على شكل توزيع كاي مربع كمايلي؛ 

   
  
  

  إحتمال المتغير العشوائي)X (حيث تقدر 10، عند درجة حرية 6,74ه عندما لا تتجاوز قيمت ،
  :حسابيا بـ 

  75,074,62 P  
  ويتم تحديدها على شكل توزيع كاي مربع كمايلي؛

  99,152
10 

1,0
0,75 

 
2

; v
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  : 14تمرين رقم 

21(حرية ات بدرجات حرية درج) F(الذي يتبع توزيع ) X(نعرف المتغير العشوائي     ;vv( حيث تأخذ ،
  .*قيم احتمال مختلفة حسب درجتي الحرية

 
 

  
  

    
   2;1;2';1';2121

21

21

12

21

';';;;

;

;

;;1
;;

1

1

vvvv FFvvvv

vv

vv

vv
vv

FFFP

FFP

FTP

F
F






















  

71(عند درجة حرية البسط ) القيمة الحرجة( Fتحديد قيم توزيع . 1 v ( وبدرجة حرية المقام)102 v (
  ع كمايلي؛يتم كتابة الصيغة الإحتمالية للتوزي: %99عند مستوى ثقة 

   10;6;99,0;;1 21
FF vv   

بتحديد تقاطع قيمة العمود الموافقة لدرجة حرية البسط   61 v  مع قيمة الصف الموافقة لدرجة حرية
المقام 102 v   1عند مستوى معنوية 01,0   نجد بأن؛ )F(جدول توزيع  ضمن، %

  39,510;6;99,0 F  

  :وفق الحالات الآتية ) القيمة الحرجة( Fتحديد القيم التوزيع . 2

       4;25;05,06;10;01,010;10;95,08;12;95,0 );););) FdFcFbFa  

                                                
  distribution.aspx-calculator/f-http://stattrek.com/online: یمكن الإعتماد على الرابط، كبدیل لجدول توزیع كاي مربع كمایلي  * 

  74,62
10   

2
; v  

75,0
0,75 

http://stattrek.com/online
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قيم - 8;12;95,0F: بتحديد تقاطع قيمة العمود الموافقة لدرجة حرية البسط 121 v  مع قيمة الصف الموافقة لدرجة
حرية المقام 82 v  عند مستوى معنوية 05,0 من جدول توزيع ،)F( نجد بأن؛  

  28,38;12;95,0 F  

قيم - 10;10;95,0F:  عندما تكون درجة الحرية للبسط غير متضمنة في جدول التوزيعF فإننا نلجأ إلى حساب ،
درجة الحرية المطلوبة، كما هو الحل في هذه الحالة، فإن جدول تين التي تقع ضمنها الوسط الحسابي لأقرب القيم

 10في الملحق لا يتوفر على درجة حرية البسط تعادل  Fتوزيع  101 v لذلك سوف نلجأ إلى حساب قيمة ،
ستوى عند نفس درجة حرية المقام وبم 12و 8التوزيع بالإعتماد على متوسط قيمتي درجة الحرية للبسط بين 

معنوية  05,0كمايلي؛  

 
   

99,2
2

91,207,3
2

10;12;95,010;8;95,0
10;10;95,0









FF
F

  

قيم - 6;10;01,0F : صغيرة، ولا توجد في جداول توزيع ) المساحة(بما أن القيمة الإحتمالية للتوزيعF فإننا نلجأ ،
  التي تأخذ الشكل الأتي؛   Fإلى قاعدة متممة الإحتمال لتوزيع 

 
 12

21
;;1

;;
1

vv
vv F

F





  

  وبالإعتماد على العلاقة نحصل على الشكل الأتي؛  

 
 

19,0
39,5
1

1

6
10

01,0

10;6;99,0
6;10;01,0

2

1


















F
F

v
v


  

 قيم - 4;25;05,0F : بالإعتماد على قاعدة متممة الإحتمال لتوزيعF  نحصل على القيمة الحرجة عند مستوى ،
   ، على النحو الأتي؛4والمقام بـ  25وبدرجتي حرية البسط  %5معنوية 

 
 25;4;95,0

4;25;05,0

2

1
1

4
25

05,0

F
F

v
v 













  

بتحديد تقاطع قيمة العمود، و Fبالإنتقال إلى جدول توزيع    251 v  مع قيمة الصف 42 v   عند
5مستوى معنوية  05,0   نجد بأن؛ )F(جدول توزيع  ضمن، %
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  76,225;4;95,0 F  

  : توزيع تقدر بـ ومنه فإن القيمة ال

 

36,0
76,2
1

4;25;05,0



F  

11(عديم الإتجاه، عند درجة حرية البسط  tتوزيع ومربع  Fالمقارنة بين قيم توزيع . 3 v ( وبدرجات
بحساب القيمة الحرجة لكل توزيع، وذلك بالإستعانة :  %5عند مستوى معنوية  20و 12، 10حرية المقام 
  ع الإحتمالي على النحو الأتي؛بجداول التوزي

102(إذا كانت درجة حرية المقام  - v : (  
  228,210;975,0

;
2

1








 

tt
v  

    96,410;1;95,0;1;1 2
 FF v  

  نحصل على النتيجة الآتية؛) t(وعند تربيع القيمة الحرجة لتوزيع 

    
 10;1;95,0

22
10;975,0

96,4
228,2

F
t




 

2'12(إذا كانت درجة حرية المقام  - v : (  

  179,212;975,0 t    75,412;1;95,0 F  
  نحصل على النتيجة الآتية؛) t(وعند تربيع القيمة الحرجة لتوزيع 

    
 12;1;95,0

22
12;975,0

75,4
179,2

F
t




 

''20(إذا كانت درجة حرية المقام  - 2 v : (  

  086,220;975,0 t    35,420;1;95,0 F  
  نحصل على النتيجة الآتية؛) t(وعند تربيع القيمة الحرجة لتوزيع 

    
 20;1;95,0

22
20;975,0

35,4
086,2

F
t




 

  :تأخذ الصيغة الأتية  tوتوزيع ستودنت  Fمما سبق نستنتج بأن العلاقة بين توزيع 

 

2

;
2

1
;1;1 2




















 


v

v tF   
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 إلى درجة الحرية 2توزيعو نسبة  Fالمقارنة بين قيم توزيع . 4







v

2 وذلك عند درجة حرية المقام ،

بحساب :  %5عند مستوى معنوية  12، 5، 4وبدرجات حرية البسط التي تأخذ القيم ) 2v(لانهائي 
  القيمة الحرجة لكل توزيع، وذلك بالإستعانة بجداول التوزيع الإحتمالي على النحو الأتي؛

41(إذا كانت درجة حرية البسط  - v : (  

    49,92
4;95,0

2
;1





 v

      37,2;4;95,0;;1 1
  FF v  

إلى درجة الحرية) 2(وعند تقدير نسبة  القيمة الحرجة لتوزيع  
















v
v

2
;1 

نحصل على النتيجة الآتية؛ ،  

 

 



;4;95,0

2
4;95,0

37,2
4
49,9

4
F


 

2'5(إذا كانت درجة حرية البسط  - v : (  

  07,112
5;95,0     21,2;5;95,0 F  

  إلى درجة الحرية، نحصل على النتيجة الآتية؛) 2(وعند تقدير نسبة  القيمة الحرجة لتوزيع 

 

 



;5;95,0

2
5;95,0

21,2
5
07,11

5
F


 

''12(حرية البسط إذا كانت درجة  - 2 v : (  

  03,212
12;95,0     75,1;12;95,0 F  

  إلى درجة الحرية، نحصل على النتيجة الآتية؛) 2(وعند تقدير نسبة  القيمة الحرجة لتوزيع 

 

 



;5;95,0

2
12;95,0

75,1
12

03,21
12

F


 

  :تأخذ الصيغة الأتية  2وتوزيع  F مما سبق نستنتج بأن العلاقة بين توزيع

 
 

v
F v

v

2

;;1
;1

1





  
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(توزيع الطبيعي غير المتجه و مربع ال Fالمقارنة بين قيم توزيع . 5
2
Z(   البسط عند درجة حرية)11 v (

بحساب القيمة الحرجة : %10، %5، %1عند مستويات المعنوية ) 2v(ودرجة حرية المقام لانهائية 
  لكل توزيع، وذلك بالإستعانة بجداول التوزيع الإحتمالي على النحو الأتي؛

  ) : 01,0(إذا كانت مستوى المعنوية  -

  576,2995,0
2

1








 

ZZ       64,6;1;99,0;1;1   FF   

القيمة الحرجة لتوزيع وعند تقدير تربيع  






 

2
1 Z نحصل على النتيجة الآتية؛ ،  

    
 



;1;99,0

22
995,0

64,6
576,2

F
Z

 

  ) : 05,0(إذا كانت مستوى المعنوية  -

  96,1975,0 Z    84,3;1;95,0 F  
وعند تقدير تربيع  القيمة الحرجة لتوزيع 







 

2
1 Z نحصل على النتيجة الآتية؛ ،  

    
 



;1;95,0

22
975,0

84,3
96,1

F
Z

 

  ) : 1,0(إذا كانت مستوى المعنوية  -

  645,195,0 Z    71,2;1;9,0 F  
وعند تقدير تربيع  القيمة الحرجة لتوزيع 







 

2
1 Z نحصل على النتيجة الآتية؛ ،  

    
 



;1;90,0

22
95,0

71,2
645,1

F
Z

 
  

  :، تأخذ الصيغة الأتية Zوالتوزيع الطبيعي  Fمما سبق نستنتج بأن العلاقة بين توزيع 

 
2

;1;1
2

1 






 

  ZF  
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  قـائمة الملاحق  
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   Excelملحق دوال ) : 01(الملحق رقم 
  نفصلة والمتصلةملإستخراج التوزيعات الإحتمالية ال

نــاك نـوعين مــن الصـيغ، وذلـك وفــق للغـرض مــن إسـتخدام الدالــة ، قبـل الخـوض في الــدوال نشـير إلى أن ه  
حيــث يمكــن حســاب القيمــة الإحتماليــة، أو حســاب القــيم الإحتماليــة التراكميــة، ونميــز بــين الصــنفين علــى أســاس 

  :، كمايلي cumulativeقيمة خلية 
  عنــــدما يكــــون الهــــدف حســــاب قيمــــة الإحتمــــال kXP ــــ أو نكتــــب  0ة نضــــع القيمــــة ، ففــــي هــــذه الحال

FAUX ; FALSE؛  
  عنـــدما يكـــون الهـــدف حســـاب القـــيم الإحتماليـــة التراكميـــة kXP  أو  1، ففـــي هـــذه الحالـــة نضـــع القيمـــة

  .VRAI ; TRUEنكتب 
  : Excelوفيما يلي ملخص لدوال الإحصائية على برنامج 

 دوال التوزيعات الإحتمالية المنفصلة -أولا
  الصيغة  البيان  يعالتوز 

ثنائي الحدين
  

الدالة على 
Excel 

Fr =LOI.BINOMIALE(k,n,P,cumulative)   

En =BINOMDIST(k,n,P,cumulative)   

  الصيغة الإحصائية للتوزيع         
  knkknkk

ni qp
kkn

nkXPouqpCkXPPnBX 











!!

!;~  

  مثال
6;4,0;10  kPn  

قيمة الاحتمال  - 6XP؟  
قيمة الاحتمال التراكمية  - 6XP؟  

 Excelالتطبيق على 

  

التوزيع البواسوني
الدالة على   

Excel 
Fr = POISSON(X,Espérance,cumulative)   
En =POISSON(x,mean,cumulative)   

  الصيغة الإحصائية للتوزيع 
r

r
erXP

!
 

2;5  مثال  k 
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قيمة الاحتمال  - 5XP؟  
حتمال التراكمية قيمة الا - 5XP؟ 

 Excelالتطبيق على 

 

فوق الهندسي
  

الدالة على 
Excel 

Fr = LOI.HYPERGEOMETRIQUE(x,n,M,N)   
En = HYPGEOMDIST(x,n,M,N)   

  الصيغة الإحصائية للتوزيع  n
N

kn
mN

k
m

C
CCkXP




. 

30;103;1  مثال  kMnN 
قيمة الاحتمال  - 1XP؟ 

 Excelالتطبيق على 

 

الثنائي السالب
  

الدالة على 
Excel 

Fr =LOI.BINOMIALE.NEG (n,k,P)   
En =NEGBINOM.DIST(n,k,P)  
  الصيغة الإحصائية للتوزيع      rnrrn

n PPCnXPPrnNBX 
  1;;.~ 1 

3,010;3  مثال  kPn 
قيمة الاحتمال  - 10XP؟ 

 Excelالتطبيق على 
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  لتوزيعات الإحتمالية المتصلةدوال ا -ثانيا
يــتم التمييــز في التوزيعــات الإحتماليــة المتصــلة بــين إيجــاد قيمــة التوزيــع أو مــا يصــطلح عليــه إحصــائيا بالقيمــة الحرجــة، كمــا   

يمكــن إيجــاد القيمــة الإحتماليــة لتوزيــع بمعــنى المســاحة تحــت الشــكل، ونظــر لأن إهتمامنــا منصــب علــى القــيم الإحتماليــة فإننــا ســوف 
 التي تمكن من حساب ذلك على النحو المبين في الجدول الأتي؛   Excelنركز على دوال برنامج 

  الصيغة  البيان  التوزيع

التوزيع الطبيعي
  

الدالة على 
Excel 

Fr = 
LOI.NORMALE(x,moyenne,écart_type,cumulat
ive)  

En =NORMDIST(x,mean,standard_dev,cumulative)  

75;60;10  مثال  x  
  قيمة الاحتمال - 75XP؟  

 Excelالتطبيق على 

  

التوزيع الطبيعي المعياري
  

الدالة على 
Excel 

Fr =LOI.NORMALE.STANDARD(z)   

En = NORM.S.DIST(z,cumulative)   

  مثال

1;0;96,1
2

1








 

Z  

قيمة الاحتمال   - 96,1ZP؟  

  

توزيع ستيودنت
الدالة على   

Excel 
Fr = LOI.STUDENT(x,deg_liberté,uni/bilatéral)  
En =TDIST(x,degrees_freedom,tails)  

397,1;8  مثال  dft 
قيمة الاحتمال   - 397,1TP؟ 
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 Excelالتطبيق على 

 

توزيع كاي مربع
  

الدالة على 
1Excel 

Fr =LOI.KHIDEUX(x,deg_liberté) 
En =CHIDIST(x,degrees_freedom)  

25,32;10  مثال  df 
قيمة الاحتمال   - 25,32 P؟ 

 Excelالتطبيق على 

 

توزيع فيشر 
F 

  

الدالة على 
Excel 

Fr =LOI.F(x,deg_liberté1,deg_liberté2) 

En =F.DIST(x,deg_freedom1,deg_freedom2,cumula
tive) 

  مثال  10;6;39,5 21; 21
 dfdfF vv 

قيمة الاحتمال   - 39,5FP؟ 

 Excelالتطبيق على 

 

التوزيع الأسي
الدالة على   

Excel 
Fr = LOI.EXPONENTIELLE(x,lambda,cumul) 
En =EXPONDIST(x,lambda,cumulative) 

4;2,01  مثال  


X 
قيمة الاحتمال   - 4XP؟ 

                                                
  .ناحیة الیمین) unilatéral(في توزیع كاي مربع یعتمد على الفرضیات المتجھة  Excelبرنامج   1
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 Excelالتطبيق على 

 

توزيع غاما
  

الدالة على 
Excel 

Fr =LOI.GAMMA(x,alpha,bêta,cumul) 
En =GAMMA.DIST(x,alpha,beta,cumulative) 

5;2;2  مثال  X 
قيمة الاحتمال   - 5XP؟ 

 Excelعلى  التطبيق

 

توزيع بيتا
  

الدالة على 
Excel 

Fr =LOI.BETA(x;alpha;bêta;[A];[B]) 

En =BETA.DIST(x,alpha,beta,cumulative,[A],[B]) 

25,0;3;2  مثال  X 
قيمة الاحتمال   - 25,0XP؟ 

 Excelالتطبيق على 

 

التوزيع وايبول
الدالة على   

Excel 
Fr =LOI.WEIBULL(x,alpha,bêta,cumul) 
En = WEIBULL(x,alpha,beta,cumulative) 

15;2;10  مثال  W 
قيمة الاحتمال   - 15XP؟ 
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 Excelالتطبيق على 

 
 *uni/bilatéral  : فإذا كان التوزيع ذو إتجاه)unilatéral ( عديم الإتجاه ، أما إذا كان التوزيع 1نضع
)bilatéral ( ؛2نضع  

 **deg_liberté1  :درجة حریة البسط؛  

 ***deg_liberté 2  :درجة حریة المقام؛  

****  [A] : تمثل الحد الأدني لقیم المتغیر العشوائي الذي یتبع توزیع بیتا، وفي حالة عدم تحدیدھا
  تلقائیا؛ ) 0(سیعتبرھا القیمة 

***** [B] : لقیم المتغیر العشوائي الذي یتبع توزیع بیتا، وفي حالة عدم تحدیدھا تمثل الحد الأعلى
  تلقائیا؛) 1(سیعتبرھا القیمة 

****** cumulative : (لتعبر عن دالة التراكم الإحتمالي ) 1(نضعھا بالقیمةCDF(،  أما إذا كانت تتعلق
   ) .0(بدالة الكثافة الإحتمالیة، فإننا نضع بھا القیمة 
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  التوزيع الثنائي) : 02(الملحق رقم 
  لتوزيعالقيمة الإحتمالية 

  
  
  
  

  

      rnr PP
rrn

nrXP 


 1
!!

!  
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  التوزيع الثنائي) : 03(الملحق رقم 
  لتوزيع الاحتمالي لدالة التراكم

  

  
       


















n

i

xnx

ii
i

ii PP
xxn

nxXPxF
0

1
!!

!  
ix =k : le nombre d’occurrences parmi n 
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  يبواسونالالتوزيع ) : 04(الملحق رقم 
  لتوزيعالقيمة الإحتمالية 

  

 

 
r

r
erXP

!
 
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  يبواسونالالتوزيع ) : 05(الملحق رقم 
  لتوزيع الاحتمالي لدالة التراكم

  

  
    















n

i

x

i
i

i

x
exXPxF

0 !
  

x : le nombre d’occurrences 
parmi n 
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 )Z (الطبیعي المعیاري  جدول القیم الحرجة لتوزیع
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 tجدول القیم الحرجة لتوزیع 
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 2الحرجة لتوزیع  جدول القیم
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 Fجدول القیم الحرجة لتوزیع 
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  قـائمة المراجع  
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  قائمة المراجع
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