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RÉSUMÉ

Dans ce mémoire, nous étudions principalement le problème de Helmholtz
∆u+ k2u = 0, x ∈ Ω, k = w

c
;

∂u
∂n
|Γ = un, ( ou u|Γ = ud).

avec Γ = ∂Ω. L’inconnue est u(x), elle est à valeurs complexes et k = w/c est le
nombre d’ondes. La fréquence f étant égale à w = 2/π.

Dans un premier temps, nous étudions ce problème dans le cas général et nous
allons citer les résultats d’existence et unicité de la solution.

Dans un deuxième temps, nous nous intéressons au problème de Helmholtz par un
obstacle revêtu d’une couche mince.

Mots clés :

• Équation de Helmholtz.

• Diffraction.

• Couche mince.

• Condition aux limites.

• diffusion.
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ABSTRACT

In this thesis, we mainly study the Helmholtz problem
∆u+ k2u = 0, x ∈ Ω, k = w

c ;

∂u
∂n|Γ = un, ( ou u|Γ = ud).

with Γ = ∂Ω. The unknown is u(x), it is complex valued and k = w/c is
the number of waves. The frequency f being equal to w = 2/π.

First, we study this problem in the general case and we will cite the
existence and uniqueness results of the solution.

Secondly, we are interested in the Helmholtz problem by an obstacle
coated with a thin layer

Key words :

• Helmholtz equation.

• Diffraction.

• thin layer.

• Boundary conditions.

• scattering.
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INTRODUCTION

Ce mémoire est consacré à l’étude de l’équation de Helmholtz qui décrit
la plupart des phénomènes de diffraction sont régis par cette équation

dans un domaine Ω de R3. Plus précisément, on étudie le problème aux
limites suivant :

∆u+ k2u = 0, x ∈ Ω, k = w
c ;

∂u
∂n|Γ = un, ( ou u|Γ = ud).

(1)

avec Γ = ∂Ω. L’inconnue est u(x), elle est à valeurs complexes et k =
w/c est le nombre d’ondes. La fréquence f étant égale à w = 2/π.

Ce problème a été étudiée par de nombreux auteurs depuis plus d’une
centaine d’années.

Dans ce mémoire, le travail que nous présentons porte sur le problème
de Helmholtz. L’étude que nous présentons est divisé en deux problèmes :

• Une étude générale du problème de Helmholtz.

• Clarification des travaux de Bendali-Lemrabet[3].

Nous nous intéressons à la reprise avec plus de détails des travaux de
Bendali-Lemrabet[3], de contribuer à expliquer et analyser ces travaux, qui
étudie la diffraction d’une onde électromagnétique par un obstacle revêtu
d’une couche mince.

L’idée a été introduite dans les années quarante par shukin-léontovitch
[13]. Historiquement, cette idée fut utilisée pour la première fois sous la
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Introduction

forme d’une relation qui lie les composantes tangentielles des champs élec-
trique E et magnétique H sur la frontière Γ, et "le nombre d’impé-
dance" équivalente de "la couche mince". Elle a été ensuite appliquée
par de très nombreux auteurs parmi lesquels nous citons [[23], [20], [10],
[5], [3] ]. Ces conditions aux limites approchées conduisent à des problèmes
aux limites non-standards, où elles sont exprimées par des opérateurs dif-
férentiels sur Γ d’ordres supérieurs à celui de l’opérateur intérieur. Ce type
de conditions aux limites est appelé conditions de Ventcel état dans la
littérature [12].

Cependant, l’idée d’introduire de nouvelles conditions aux limites pour
approcher l’effet des couches minces a fait l’objet de plusieurs études
principalement en électromagnétisme où cette méthode a été appliquée
pour approcher le problème de diffraction d’une onde électromagnétique
par un obstacle conducteur revêtu d’une couche mince.

Nous avons organisé notre mémoire de la façons suivante :

Dans le premier chapitre nous réunissons les éléments d’analyse
fonctionnelle et de géométrie différentielle qui se rapportent à l’étude des
équations de Helmholtz en présence d’une couche mince.

Dans le deuxième chapitre nous présentons les équations de Helm-
holtz et citons les résultats d’existence, d’unicité et de régularité de la
solution d’un problème modèle.

Finalement, le troisième chapitre est principalement basée sur la
reprise en détails des travaux de Bendali-Lemrabet [3] qui étudie un pro-
blème mathématique basé sur l’équation de Helmholtz par un obstacle
revêtu d’une couche mince avec une condition de Neumann ou Dirichlet
sur le bord et une condition de radiation à l’infini, nous donnons un résul-
tat d’existence et d’unicité de la solution et nous présentons l’opérateur de
Poincare-Steklov dans le but de reformuler le problème dans un domaine
borné, et un changement d’échelle permet d’écrire la formulation varia-
tionnelle dans un domaine fixe. On donne ensuite l’étude de la stabilité de
la solution relativement au petit paramètre δ.
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CHAPITRE 1

NOTIONS PRÉLIMINAIRES D’ANALYSE
FONCTIONNELLE ET DE GÉOMÉTRIE

DIFFÉRENTIELLE

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions utiles de l’analyse
fonctionnelle et de géométrie différentielle que nous allons utiliser

dans la suite de ce mémoire, pour cela à on se réfère [6] , [19], [15].

Analyse fonctionnelle

Espaces Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞

Soit Ω un ouvert borné de Rn :

Définition 1.1.
On désigne par L1(Ω) l’espace des fonctions intégrables sur Ω à valeurs
dans R. On pose

||f ||L1 =

∫
Ω

|f(x)|dx

Définition 1.2.
Soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞ ; On pose

Lp(Ω) = {f : Ω −→ R; f mesurable et |f |p ∈ L1(Ω)}.

On note

||f ||Lp =

[∫
Ω

|f(x)|pdx
] 1
p

.

||.||Lp est une norme sur Lp(Ω) et cet espace est de Banach.

3



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Espaces de Sobolev W p,m

Les espaces de Sobolev sont les espaces " naturels " des solutions des
équations aux dérivées partielles. On les appelle aussi espaces d’énergie car
ils s’interprètent naturellement comme des espaces de fonctions d’énergie
bornée. Nous rappellerons ici les définitions et les résultats qui seront uti-
lisés par la suite.

Définition 1.3 (Fonctions testes).
Soit Ω un ouvert de Rn . On appelle l’ensemble des fonctions à support
compact inclus dans Ω et indéfiniment dérivables dans Ω, les fonctions
testes. Cet ensemble est noté D(Ω) ou C∞c (Ω).

Définition 1.4.
Soit Ω un ouvert de Rn et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞.
L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est défini par

W 1,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∃g1, g2, ...., gN ∈ Lp(Ω) tels que∫

Ω u
∂ϕ
∂xi

= −
∫

Ω giϕ ∀ϕ ∈ C∞c (Ω), ∀i ∈ N∗


On pose

W 1,2(Ω) = H1(Ω)

Pour u ∈ W 1,2(Ω), on note

∂u

∂xi
= gi et ∇u = (

∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xN
) = grad u

L’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme

||u||W 1,p =

[
||u||pLp +

i=n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥p
Lp

] 1
p

si 1 ≤ p <∞

L’espace H1(Ω) est muni du produit scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2 +
i=n∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2

La norme associée est :

||u||H1 =

[
||u||2L2 +

i=n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥2

L2

] 1
2
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Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Définition 1.5.
Soit m ≤ 2 un entier et soit p un réel avec 1 ≤ p ≤ ∞. On définit par
récurrence

Wm,p(Ω) =

{
u : Ω 7−→ R|u ∈ Wm−1,p(Ω) et

∂u

∂xi
∈ Wm−1,p(Ω), 0 ≤ i ≤ n

}
Il revient au même d’introduire

Wm,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∀|α| ≤ m∃gα ∈ Lp(Ω) tels que∫
uDαϕ = (−1)α

∫
gαϕ∀ϕ ∈ C∞c (Ω)


avec : α = (α1, α2, ..., αm); |α| =

m∑
i=1

αi, αi ≥ 0;

On note gα = Dαu.
L’espace Wm,p(Ω) muni de la norme

||u||m,pW (Ω) =
∑

0≤α≤m
||Dαu||Lp

est un espace de Banach.
On pose Hm(Ω) = Wm,2(Ω);Hm(Ω) muni du produit scalaire

(u, v)Hm(Ω) = (u, v)L2

∑
0≤α≤m

(Dαu,Dαv)L2;

est un espace de Hilbert.

Proposition 1.1.
L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞.
L’espaceW 1,p(Ω) est réflexif pour 1 < p <∞ et séparable pour 1 ≤ p <∞
L’espace H1(Ω) est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.6 (L’espace W 1,p
0 (Ω)).

Étant donné 1 ≤ p < ∞, on désigne par W 1,p
0 (Ω) la fermeture de C1

c (Ω)
dans W 1,p(Ω).

On note
H1

0(Ω) = W 1,2
0 (Ω)

.
L’espace W 1,p

0 (Ω) est muni de la norme induite par celle de W 1,p
0 (Ω) ;

l’espace H1
0(Ω) est muni produit scalaire induit par celui de H1(Ω).

L’espace W 1,p
0 (Ω) est un espace de Banach séparable ; il est de plus ré-

flexif pour 1 < p <∞. L’espace H1
0(Ω) est un espace de Hilbert séparable.

5



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Théorème 1.1 (des traces).
Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1 ; ou bien Ω = Rn

+ : On définit
l’application trace linéaire continue γ0 par :∣∣∣∣∣∣

γ0 : H1(Ω) ∩ C1(Ω) −→ L2(∂Ω) ∩ C1(∂Ω)

u 7−→ γ0(u) = u|∂Ω

Cette application γ0 se prolonge par continuité en une application li-
néaire continue de H1(Ω) dans L2(∂Ω) ; noté encore γ0.

Théorème 1.2 (Formule de Green).
Soit Ω un ouvert borné régulier. Si u et v sont des fonctions de H1(Ω),
elles vérifient ∫

Ω

u∆v =

∫
∂Ω

v(x)
∂u

∂η
−
∫

Ω

∇u∇v.

où : η est le vecteur normale à Ω.

Définition 1.7.
Soit H un espace de Hilbert.
On dit qu’une forme bilinéaire a(u, v) : H ×H −→ R est :
1. continue s’il existe une constante C telle que

|a(u, v)| ≤ C||u||H .||v||H ∀u, v ∈ H,

2. coercive s’il existe une constante α > 0 telle que

|a(v, v)| ≥ α||v||2.

Théorème 1.3 (Lax-Milgram).
Soit H un espace de Hilbert et a(., .) une forme bilinéaire, continue et

coercive et ϕ une forme linéaire continue sur H : Alors pour tout v ∈ H
il existe u ∈ H unique tel que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉
De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u ∈ H et
1

2
a(u, u)− 〈ϕ, u〉 = min

v∈H

{
1

2
a(u, v)− 〈ϕ, v〉

}
.

Proposition 1.2 (Inégalité de Poincaré).
On suppose que Ω est un ouvert borné. Alors il existe une constante C
(dépendant de Ω ) telle que

||u||W 1,p ≤ C||∇u||Lp,∀u ∈ W 1,p
0 (Ω)(1 ≤ p <∞).

En particulier l’expression ||∇u||Lp est une norme sur W 1,p
0 (Ω) qui est

équivalente à la norme ||u||W 1,p.

6



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Alternative de Fredholm

Définition 1.8 (Opérateur compact).
Soient E et F deux espaces vectoriels normés, On dit qu’un opérateur T ∈
L(E;F ) est compact si T (BE) est relativement compact pour la topologie
forte dans F , avec BE est la boule unité fermé dans E. On désigne par
K(E,F ) l’ensemble des opérateurs compacts et on pose K(E) = K(E,E).

Théorème 1.4.
Soit T ∈ K(E) alors :
1. Ker(I − T ) est de dimension finie,
2. Im(I−T ) est fermé, et plus précisément Im(I−T ) = Ker(I−T ∗)⊥

3. Ker(I − T ) = 0⇔ Im(I − T ) = E

4. dim(ker(I − T )) = dim(ker(I − T ∗))

Interprétation : On cherche à résoudre u − Tu = f . On a alors l’al-
ternative :
1. Ou bien ∀f ∈ E on a une solution unique.(C’est le point 3 du théo-

rème)
2. Ou bien l’équation homogène admet n solutions indépendantes et on

ne peut résoudre l’équation complète qu’avec n conditions d’orthogo-
nalité sur f .(C’est les points 1,2 et 4 du théorème)

Polynômes de Legendre

Les polynômes Pn apparaissant dans le développement en série de Tay-
lor de la fonction analytique,

1√
1− 2tr + r2

=
∞∑
n=0

Pn(t)r
n

S’appellent les polynômes de Legendre et ils vérifient :
1. La relation de récurrence (n+ 1)Pn+1 − (2n+ 1)tPn + nPn−1 = 0.
2. L’équation différentielle de Legendre (1 − t2)P

′′

n(t) − 2tP
′

n(t) +
nPn−1(t) = 0.

3. Ainsi que la relation d’orthogonalité
∫ 1

−1 PnPmdt = 2
2n+1δnm.

4. Ils sont donnés par la formule de Rodriguez Pn(t) = 2
2nn!

dn

dt (t
2 − 1)n.

5. mais en plus ils forment une base complète de l’espace de Hilbert
L2[−1, 1].

7



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Expression du laplacien en coordonnées sphériques

Nous allons besoin de travailler dans le système des coordonnées sphé-
riques où r est une variable explicite et (θ, ϕ) deux angles (Voir Fig 1.1)

x1 = r sin θ cosϕ,
x2 = r sin θ sinϕ,
x3 = r cos θ.

avec ce changement de variable, on a l’expression du laplacien dans les
coordonnées sphériques :

∆ =
1

r2

∂

∂r
(r2∂

r
) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2

Figure 1.1 – Les coordonnées sphériques

Fonction de Bessel

Définition 1.9.
Les fonctions de Bessel, découvertes par le mathématicien suisse Daniel
Bernoulli, portent le nom de Friedrich Bessel, et sont des solutions y de
l’équation différentielle de Bessel :

x2d
2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 − n2)y = 0

pour tout nombre réel ou complexe n. Le cas le plus commun est quand n
est un nombre naturel, et il est alors nommé l’ordre de la fonction.

Expression des fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel de première espèce Jn sont définies par :

8



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Jn(x) = (x/2)n
∞∑
p=0

(−1)p

22pp!(n+ p)!
x2p

Les fonctions de Bessel de deuxième espèce ou fonctions de Neumann
sont définies par :

Yn(x) = lim
λ→n

Jλ(x) cos(λπ)− J−λ(x)

sin(λπ)

Proposition 1.3.

1. Relations de récurrence :
Jn+1(x) = nJn(x)

x − J ′n(x)

Jn+1(x) + Jn−1(x) = 2n
x Jn(x)

Jn+1(x)− Jn−1(x) = −2J ′n(x),

2. On en déduit :
J1(x) = −J ′0(x);

d
dx(xnJn(x)) = xnJn−1(x);

3. Orthogonalité :
λi et λj étant deux zéros distincts de Jn, on a :∫ 1

0 xJn(λix)Jn(λjx)dx = 0

Harmoniques sphériques

L’objet de cette section est la définition des Harmoniques sphériques
qui jouent un rôle importent avec les Fonctions sphériques de Bessel dans
la résolution du problème de Helmhotz.

Définition 1.10.
Les harmoniques sphériques sont des fonctions harmoniques particu-
lières. À titre de rappel, une fonction est dite harmonique lorsque son
laplacien est nul. Les harmoniques sphériques sont particulièrement utiles
pour résoudre des problèmes invariants par rotation, car elles sont les fonc-
tions propres de certains opérateurs liés aux rotations.

9



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Définition 1.11.
Les fonctions sur la sphère obtenues par restriction de polynômes homo-
gènes harmoniques sont des harmoniques sphériques.

Expression des harmoniques sphériques

On obtient alors l’expression inscrite plus bas. Une manière simple de
retenir cette expression est la suivante :

Y 0
` = Pl(cos θ)

√
2`+ 1

4π
,

Où P`(x) est le polynôme de Legendre de degré `.
On obtient ensuite :

J+Y
m
` =

√
(`2 −m2) + (`−m)Y m+1

`

où
J+ = eiϕ

(
∂

∂θ
+

i

tan θ

∂

∂ϕ

)
est l’opérateur « d’échelle montante ».
Pour m négatif, Y m

` = (−1)m.Y −m`

Proposition 1.4.

1. Les harmoniques sphériques forment une base orthogonale sur la
sphère unité, toute fonction continue f(θ, ϕ) se décompose en une
série d’harmoniques sphériques :

f(θ, ϕ) =
+∞∑
l=0

+l∑
m=−`

Cm
` Y

m
` (θ, ϕ)

où ` et m sont des indices entiers, Cm
` est un coefficient constant

et souvent en mathématiques prend le nom de coefficient de Fourier
généralisé relativement à cette base.

2. Le développement en harmoniques sphériques est l’équivalent, appli-
qué aux fonctions angulaires, du développement en séries de Fourier
pour les fonctions périodiques.

3. Y m
` est la partie réelle d’une fonction complexe Y m

`

Y m
` (θ, ϕ) = Re

(
Y m
l (θ, ϕ)

)
10



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Y m
` est appelée « fonction associée de Legendre » et est définie

par :

Y m
` (θ, ϕ) =

√
2(`−m)!

(`+m)!
Pm
` (cos θ)eimϕ

où Pm
` est le polynôme de Legendre :

Pm
` (X) =

(−1)m

2``!
(1−X2)m/2 · ∂

m+`

∂Xm+`

[
(X2 − 1)`

]
On a donc

Y m
` (θ, ϕ) =

√
2(`−m)!

(`+m)!
Pm
` (cos θ) cos(mϕ)

Fonction de Hankel

Définition 1.12.
Les fonctions de Hankel, notées H(1)

n (x) et H(2)
n (x), sont des fonctions

spéciales de la physique mathématique. Ce sont les solutions linéairement
indépendantes de l’équation de Bessel :

x2d
2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 − n2) y = 0

où n est un nombre arbitraire réel ou complexe. Dans le cas où n est un
entier, on le note alors généralement par n dans l’équation de Bessel, et
il est dénommé ordre. Fonction de Hankel du premier type :

H(1)
n (x) = Jn(x) + iYn(x)

Fonction de Hankel du deuxième type

H(2)
n (x) = Jn(x)− iYn(x)

La présence de i montre qu’il s’agit de solutions complexes. Les fonctions
de Hankel sont des combinaisons linéaires des 2 autres solutions de l’équa-
tion de Bessel que sont Jn(x) et Yn(x), dites fonctions de Bessel de pre-
mière et deuxième espèce. Les fonctions de Hankel sont par conséquent
aussi nommées Fonctions de Bessel de troisième espèce.

Proposition 1.5.
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Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

1. Expression en fonction des Bessels de première espèce :

H
(1)
n (x) = J−n(x)−e−nπiJn(x)

i sin(nπ)

H
(2)
n (x) = J−n(x)−enπiJn(x)

−i sin(nπ)

2. Relation sur n :

H
(1)
−n(x) = enπiH

(1)
n (x)

H
(2)
−n(x) = e−nπiH

(2)
n (x)

Compacité locale de Rellich

Soit Ω un ouvert borné de Rn, alors on a le lemme de compacité locale
de Rellich suivant,[24]

Lemme 1.1 (Rellich).
Soit Ω un ouvert borné de Rn. L’injection canonique H1

0(Ω) −→ L2(Ω)
est compacte. En imposant des conditions de régularité sur Ω, l’injection
canonique H1(Ω) −→ L2(Ω) est également compacte (on dit que toute
suite bornée de H1(Ω) on peut extraire une sous-suite convergente dans
L2(Ω) )

Espace Lp(a, b;X)

Soient X un espace de Banach et ]a; b[ un ouvert de R. On désigne par
||.||X la norme dans X.

Définition 1.13.
On désigne parLp(a, b;X) où (0 < p < ∞) l’espace des classes de fonc-
tions mesurables de ]a; b[ dans X telles que :

||f ||Lp(a,b;X) =
[∫

(a,b) ||f(t)||pXdt
] 1
p

<∞ pour p <∞.

||f ||Lp(a,b;X) = sup||f(t)||X <∞ pour p =∞.

Pour (0 ≤ p ≤ ∞), Lp(a, b;X) est un espace de Banach.

12
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Distributions vectorielles

Définition 1.14.
On appelle espace des distributions vectorielles de ]a; b[ à valeurs dans
un espace de Banach X et on note D′(]a, b[ ;X) l’espace des applications
linéaires continues de D(]a; b[ à valeurs dans X et on note

D′(]a, b[ ;X) = L(D(]a, b[ ;X)

Définition 1.15.
Soit f ∈ D′(]a, b[ ;X) et soit m un entier naturel. Alors , l’application

ϕ −→ (−1)mf

[
dϕ

dtm

]
, ϕ ∈ D(]a, b[)

est une distribution que l’on note dmϕ
dtm .

Espace W (a, b;V, V
′)

On considère deux espaces de Hilbert réels séparables. On note (; ) le
produit scalaire et ||.|| la norme dans V et (, ), |.| les notions correspon-
dantes dans H

En outre, on suppose que V est dense dans H si bien qu’en identifiant
H et son dual H ′, on a

V ↪→ H ↪→ V
′

chaque espace étant dense dans le suivant.

Définition 1.16.
Soient a; b ∈ R. On désigne par W (a, b;V, V

′
) l’espace

W (a, b;V, V
′
) =

{
u ∈ L2(a, b;V ), u

′ ∈ L2(a, b;V
′
)
}

Proposition 1.6.
L’espace W (a, b;V, V

′
) muni de la norme

||u||W =
(
||u||2L2(a,b;V ) + ||u′||2

L2(a,b;V ′)

) 1
2

est un espace de Hilbert.

Remarque 1.1.
H1(0, 1;L2(Γ)) est l’espace des distributions vectorielles.

13



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Géométrie différentielle

Carte locale

Soit M un espace Topologique.

Définition 1.17.
Soit M une sous-variété de classe Ck et de dimension n de M . Une carte
locale de M est un couple (U, ψ) formé est définie pour tout P ∈ U par :

1. U ⊂M ouvert.

2. ψ homéomorphisme ψ : U −→ ψ(U).

U est le domaine de la carte U, ψ pour :

ψ(P ) = (x1(P ), x2(P ), ..., xn(P ))

où (x1, x2, ..., xn) est dit la fonction coordonnés de la carte (U, ψ)

Eléments de géométrie dans R3

Soit un ouvert Ω∞ de R3 tel que Ωc
∞ est un compacte, Ω∞ de frontière

Γ de classe C∞ et δ > 0 un paramètre destiné à tendre vers 0 : On note
Ωi = R3 \ Ω∞ de frontière Γ et

Ω+
δ = {x ∈ Ωi|d(x,Γ) < δ} .

Nous introduisons une paramétrisation locale du domaine Ω+
δ

x ∈ Ω+
δ −→ (m, s) ∈ Γ× [0, δ] telle que x = xΓ + sn(m)

Où m est caractérisé par

|x−m| = min︸︷︷︸
y∈Γ

|x− y|

Définition 1.18 (Plan tangent).
Pour tout m ∈ Γ on note Tm le plan tangent à Γ au point m qui n’est
autre que le plan passant par m et orthogonal à n(m)

Définition 1.19 (Base covariante).
Soit σ(σ1, σ2) −→ m ∈ Γ une paramétrisation d’un voisinage de m0 ou
σ ∈ O un ouvert R2 : On définit la base covariante (τα)α=1,2 du plan Tm
par

τα = ∂σαm

14
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Définition 1.20 ( Base contravariante).
La base contravariante (ou duale) (τα)α=0.1 est définie par

τα.τβ = δβα pour β = 1.2 et τα.n = 0

où δβα désigne le symbole de Kronecker.

Opérateurs différentiels sur Γ

Gradient tangentiel ∇Γ

Le gradient tangentiel d’une fonction u ∈ D(Γ) est défini dans la carte
locale (U, ψ) par le champs de vecteurs tangents à Γ suivant :

∇Γu =
∂u ◦ ψ
∂σα

Laplacien tangentiels ∆Γ

Le laplacien tangentiel ∆Γu d’une fonction scalaire u ∈ D(Γ), est défini
par la relation∫

Γ

∆Γu.ΦdΓ = −
∫

Γ

∇Γu.∇ΓΦdΓ, ∀Φ ∈ D(Γ).

Divergence tangentiels divΓ

La divergence tangentiels divΓ d’un champ de vecteurs tangents à Γ,
q ∈ D(Γ, T (Γ)), (T (Γ) = ∪Tm(Γ) est le fibré tangent à Γ), est définie à
travers la relation intégrale suivante∫

Γ

divΓq.ΦdΓ = −
∫

Γ

q.∇ΓΦdΓ, ∀Φ ∈ D(Γ).

Définition 1.21 (L’opérateur gradient surfacique).
Soit v une fonction scalaire définie sur Γ ; on introduit le prolongement v̂
sur Ω+

δ satisfaisant :
v̂(x) = v(m)

L’opérateur ∇Γ peut alors être défini par

(∇v̂)(m, 0) = (∇Γv)(m), m ∈ Γ

C’est un opérateur tangentiel dont l’expression en fonction de la base
contravariante de Tm s’écrit (localement)

∇Γv = ∂σαvτ
α
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CHAPITRE 2

ÉQUATION DE HELMHOLTZ

Nous allons présenter dans ce chapitre l’équation de Helmholtz et nous
allons citer les résultats d’existence et unicité de la solution de cette

équation ; Le lecteur pourra se référer à [16] pour tous les détails.

2.1 Description de l’équation de Helmholtz

L’équation des ondes acoustiques dans un milieu homogène, modélisant
la propagation du son dans l’air, s’écrit sous la forme :

ρ0
∂u
∂t +∇p = 0,

1
c2
∂p
∂t + ρ0 div u = 0.

(2.1)

où ρ0 est la densité moyenne, c est la vitesse du son dans le milieu, u est
le vecteur vitesse de déplacement du milieu et p une quantité scalaire, elle
représente la pression supposée isotrope. En éliminant le déplacement u
dans (2.1), nous obtenons un équation des ondes scalaire pour la pression
p :

∂2p

∂t2
− c2∆p = 0, x ∈ Ω (2.2)

Afin de régler le problème, nous devons spécifier le domaine Ω dans lequel
nous voulons résoudre notre équation, et nous donnons des conditions aux
limites.
Le domaine sera soit un domaine intérieur noté Ω ou Ωi ou son com-
plémentaire Ωe, que nous appellerons un domaine extérieur. Les deux
domaines sont contenus dans R2 ou R3, et leur frontière commune Γ est

16



Équation de Helmholtz

une courbe régulière bornée ou une surface régulière. L’unité normale η à
Γ est définie comme extérieure à Ωi.
Les deux conditions aux limites classiques sont le problème de Dirichlet
pour lequel la condition sur le bord est :

p = 0 sur Γ (2.3)

et le problème de Neumann pour lequel la condition sur le bord est :
∂p

∂η
= 0 sur Γ (2.4)

L’équation(2.2) est de type hyperbolique. Nous cherchons des solutions
harmoniques de l’équation (2.2) de la forme :

p(t, x) = Re(u(x)e−iwt)

où w est la pulsation de l’onde.
La fonction u a maintenant des valeurs complexes. Notons ud la donnée de
Dirichlet et un la donnée de Neumann, l’équation (2.2) devient


∆u+ k2u = 0, x ∈ Ω, k = w

c ;

∂u
∂n|Γ = un, ( ou u|Γ = ud).

(2.5)

L’inconnue est u(x), elle est à valeurs complexes et k = w/c est le
nombre d’ondes. La fréquence f étant égale à w = 2/π. Ce Problème est
le Problème de Helmholtz.

2.2 Résolution de l’équation de Helmholtz

Les problèmes de Helmholtz intérieur et extérieur sont de nature très
différentes. Dans le cas d’un problème intérieur l’opérateur (−∆) est
auto-adjoint à résolvante compacte dans l’espace L2(Ω), nous pouvons li-
miter notre attention aux solutions réelles sans perte de généralité. Les
deux problèmes modèle sont les problèmes de Dirichlet et de Neumann

∆u+ k2u = 0, x ∈ Ωi,

u = ud sur Γ
(2.6)


∆u+ k2u = 0, x ∈ Ωi,

∂u
∂n = un sur Γ

(2.7)

17
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L’alternative de Fredholm montre que chaqu’un des deux problèmes a
une solution unique, sauf lorsque k2 est une valeur propre de l’opérateur
associé pour les conditions limite de Dirichlet ou de Neumann.
Dans le cas du problème extérieur l’opérateur (−∆) n’est pas auto-
adjoint ni à inverse compact, nous recherchons des solutions à valeurs
complexes. Il faut préciser le comportement à l’infini et notamment im-
poser la condition de rayonnement.
Les deux équations du modèle sont les problèmes de Dirichlet et de Neu-
mann 

∆u+ k2u = 0, x ∈ Ωe,

u = ud sur Γ.
(2.8)


∆u+ k2u = 0, x ∈ Ωe,

∂u
∂n = un sur Γ

(2.9)

Dans les deux cas, les conditions à l’infini sont (c est une constante fixe)
|u| ≤ c

r , r grande,

|∇u| ≤ c
r ,

(2.10)

auxquelles on ajoute la condition de rayonnement ( la condition de Som-
merfeld), elle exprime le fait que l’on s’intéresse à la solution physique.
C’est une condition d’onde sortante à l’infini, compte tenu du fait que
nous cherchons des solutions dont la dépendance temporelle est en e−iwt.∣∣∣∣∂u∂r − iku

∣∣∣∣ ≤ c

r2
. (2.11)

Notons que cette dernière condition implique que les solutions sont à va-
leurs complexes, même si k2 soit réel.
Nous étudions maintenant, le cas où le domaine est l’intérieur ou l’extérieur
de la sphère unité.

2.3 Les Fonctions sphériques de Bessel

Dans le cas d’une sphère, on peut résoudre explicitement les problèmes
intérieurs et extérieurs de Helmholtz. La solution est exprimée comme une

18
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somme des solutions à variables séparées de (r) d’un côté, et de (θ, ϕ) de
l’autre côté. Nous recherchons des solutions sous la forme

vm` (r, θ, ϕ) = h`(kr)Y
m
` (θ, ϕ) (2.12)

où Y m
` est une harmonique sphérique d’ordre `. Nous utilisons l’expression

du laplacien en coordonnées sphériques et les propriétés des harmoniques
sphériques pour obtenir une équation pour la fonction h`(r) qui est indé-
pendante de l’indice m. C’est l’équation de Bessel sphérique

1

r2

d

dr
r2dh`(r)

dr
+

(
1− `(`+ 1)

r2

)
h`(r) = 0, r > 0. (2.13)

L’équation sphérique de Bessel prend la forme

d2

dr2
h`(r) +

2

r

d

dr
h`(r) +

(
1− `(`+ 1)

r2

)
h`(r) = 0, r > 0. (2.14)

Il s’agit d’une équation homogène de second ordre. Les coefficients sont
singuliers à r = 0, et à l’infini. Elle admet deux familles de solutions
définies à un facteur multiplicatif près.

Théorème 2.1.
L’équation sphérique de Bessel (2.13) admet deux familles de solutions,
appelées les fonctions sphériques de Hankel ou également Fonctions
de Bessel demi-entières, qui vérifient la relation de récurrence

d

dr
h` =

`

r
h` − h`+1 = −`+ 1

r
h` + h`−1, (2.15)

h`+1 + h`−1 =
2`+ 1

r
h`. (2.16)

Ils sont donnés par les expressions

h
(1)
` (r) = (−r)`

(
1

r

d

dr

)`(
eir

r

)
, (2.17)

h
(2)
` (r) = (−r)`

(
1

r

d

dr

)`(
e−ir

r

)
; (2.18)

c’est-à-dire

h
(1)
` (r) = (−i)`e

ir

r

(
β`0 + iβ`1

1

r
+ ...+ (i)mβ`m

(
1

r

)m
+ ...+ (i)`β``

(
1

r

)`)
;(2.19)
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h
(2)
` (r) = h

1

`(r); (2.20)

β`m =
(m+ `)!

m!(`−m)!2m
(2.21)

La fonction

z`(r) = r
d
drh

(1)
` (r)

h
(1)
` (r)

(2.22)

vérifie la relation de récurrence

(z`−1 − (`− 1))(z` + `+ 1) = r2. (2.23)

Elle est donnée par l’expression

z`(r) = −p`
q`

+ i
r

q`
(2.24)

où p` et q` sont des polynômes de degre ` en la variable 1
r2 et

q` = 1 + α`1
1
r2 + ...+ α``

1
r2` = r2|h(1)

` (r)|2, (2.25)

p` = 1 + 2α`1
1
r2 + ...+ (1 + `)α``

1
r2` , (2.26)

α`m = β`mβ
m
m . (2.27)

Alors,

1 ≤ −<(z`(r)) =
p`
q`
≤ `+ 1 (2.28)

0 ≤ =(z`(r)) ≤ r (2.29)

2.4 Problèmes de Dirichlet et Neumann pour une
sphère

Afin de trouver les solutions aux problèmes intérieurs et extérieurs, nous
développons ud et un en harmoniques sphériques. On a le développement
de ud et un
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ud(θ, ϕ) =

∞∑̀
=0

∑̀
m=−`

um` Y
m
` (θ, ϕ),

um` =
∫
S ud(θ, ϕ)Y

m
` (θ, ϕ)dσ,

(2.30)


un(θ, ϕ) =

∞∑̀
=0

∑̀
m=−`

vm` Y
m
` (θ, ϕ),

vm` =
∫
S un(θ, ϕ)Y

m
` (θ, ϕ)dσ,

(2.31)

La solution du problème de Dirichlet intérieur (2.6) est donnée par
page 91[16].

u(r, θ, ϕ) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

um`
j`(kr)

j`(k)
Y m
` (θ, ϕ) (2.32)

où les fonctions j`(r) sont définies pour ` = 0 par j0 = sinr
r la partie

imaginaire de h0. Qui est analytique et n’a donc pas de singularité dans
un voisinage de l’origine. C’est la fonction sphérique de Bessel d’ordre zéro.
Nous introduisons pour ` 6= 0 les fonctions sphériques habituelles de Bessel

j`(r) = (−r)`
(

1

r

d

dr

)`(
sinr

r

)
Nous remarquons que l’expression (2.32) n’a pas de sens lorsque k est

un zéro de l’un des fonctions sphériques de Bessel, sauf lorsque le coefficient
correspondant des conditions est également nulle. Ceci est typique de l’al-
ternative de Fredholm, et l’ensemble de toutes les valeurs correspondantes
de −k2 est exactement l’ensemble des valeurs propres du Laplacien sur la
sphère unitée avec une condition aux limites de Dirichlet. Les fonctions
propres associées sont

j`(kr)Y
m
` (θ, ϕ),m = −`, . . . , `

et la multiplicité est 2`+ 1.

La solution du problème de Neumann intérieur (2.7) est donnée
par

u(r, θ, ϕ) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

vm`
j`(kr)

k d
drj`(k)

Y m
` (θ, ϕ) (2.33)
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De même, cette expression n’a aucune signification lorsque k est un zéro de
la dérivée de l’une des fonctions sphériques de Bessel, sauf si le coefficient
correspondant de la donnée est également nul. Par le changement de k en
k2, l’ ensemble de zéros des fonctions dj`

dr est exactement l’ensemble des
valeurs propres du Laplacien dans la sphère unitée avec une condition
aux limites de Neumann. L’espace propre associé est engendré par les
fonctions j`(rk)Y m

` (θ, ϕ) et la multiplicité est de 2`+ 1.

Lorsque k2 n’est pas une valeur propre, ces problèmes intérieurs et
extérieurs ont une solution unique, dont la régularité est exactement la
même que celle des problème de Laplace associé.

La solution du problème de Dirichlet extérieur (2.8) est donné par

u(r, θ, ϕ) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

um`
h

(1)
` (kr)

h
(1)
` (k)

Y m
` (θ, ϕ) (2.34)

La solution du problème de Neumann extérieur (2.9) est donnée
par

u(r, θ, ϕ) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

vm`
h

(1)
` (kr)

k d
drh

(1)
` (k)

Y m
` (θ, ϕ) (2.35)

2.5 Le cas d’une onde plane

Une onde plane est une solution d’une équation de Helmholtz de la
forme

uinc = ei(
−→
k .−→x ); |

−→
k | = k. (2.36)

Une onde plane ne vérifie pas la condition de rayonnement. Le problème
acoustique associé vérifie la condition nulle de Dirichle. Nous cherchons
une solution u du problème extérieur de la forme

u = uinc + usc, (2.37)

où le champ diffusé usc satisfait la condition de rayonnement sortant .
La condition aux limites prend donc la forme

usc = −uinc, dans S (2.38)

où S est la sphère unitée. La solution du problème intérieur associé est
alors −uinc. Le problème est invariant par rotation autour de l’axe orienté
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par
−→
k , que l’on peut choisir de coïncider avec l’axe ox3. Nous utilisons les

coordonnées sphériques.donc

udiff = −eik cos θ (2.39)

Cette fonction est invariante par rotation autour de l’axe ox3.

Lemme 2.1.
Le développent suivant est satisfait :

eikx =
∞∑
`=0

(i)`(2`+ 1)j`(k)P`(x) (2.40)

où P` enst le polynôme de Legendre d’ordre `. Une expression équivalente
est

eik cos θ =
∞∑
`=0

(i)`
√

8π
√
`+ 1/2j`(k)Y 0

` (θ) (2.41)

2.6 Le problème extérieur de l’équation de Helmholtz

Nous avons donné dans la section 2.2 une formulation assez formelle du
problème extérieur.
Il est naturel de chercher une solution telle que

u

(1 + r2)1/2
∈ L2(Ωe),

∇u
(1 + r2)1/2

∈ L2(Ωe) (2.42)

En effet, ces estimations sont celles qui sont apparues dans le cas de la
sphère. La solution de (2.8) et (2.9) n’est pas unique dans cet espace,
comme nous l’avons vu dans le cas de la sphère. Nous devons ajouter la
condition de rayonnement. Une forme de cette condition est (2.11). Une
forme plus faible est ∫

Ωe

∣∣∣∣∂u∂r − iku
∣∣∣∣2 dx ≤ c (2.43)

Notons H l’espace de Hilbert associé

H =

{
u,

u

(1 + r2)1/2
∈ L2(Ωe),

∇u
(1 + r2)1/2

∈ L2(Ωe),
∂u

∂r
− iku ∈ L2(Ωe)

}
(2.44)

Nous aurons besoin d’une boule BR dont la frontière est la sphère SR. Son
rayon R sera choisi suffisamment grand pour enfermer le domaine intérieur
Ωi.
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Définition 2.1 (L’opérateur de capacité T ).
Nous avons noté T l’opérateur de capacité qui associe à une fonction u
sur la sphère unitée S, la dérivée normale de la solution du problème de
Dirichlet extérieur dont les données aux limites sont u. Les fonctions u et
Tu s’écrivent sous les formes :

u =
∞∑̀
=0

∑̀
m=−`

um` Y
m
` (θ, ϕ),

Tu =
∞∑̀
=0

∑̀
m=−`

z`(k)um` Y
m
` (θ, ϕ).

(2.45)

Théorème 2.2 (Théorème d’unicité).
Les problèmes extérieurs de Dirichlet et Neumann (2.8) et (2.9) admettent
au plus une solution dans l’espace de Hilbert H.

Preuve.

La différence u entre deux solutions u1 et u2 a une condition aux limites
nulle,c’est à dire qu’elle vérifie u|Γ = 0, ou (∂u/∂n)|Γ = 0 Nous multiplions
cette équation par u et intégrons par parties pour obtenir∫

Ωe
⋂
BR

(
|∇u|2 − k2|u|2

)
dx−

∫
SR

∂u/∂rudσ = 0 (2.46)

A l’extérieur de la boule BR, nous développons la solution u en harmo-
niques sphériques pour obtenir

u(r, θ, ϕ) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

(
αm`

h
(1)
` (kr)

h
(1)
` (kR)

+ βm`
h

(2)
` (kr)

h
(2)
` (kR)

)
Y m
` (θ, ϕ), (2.47)

et ∂u
∂r − iku est développable comme suit

∂u
∂r − iku =

∞∑̀
=0

∑̀
m=−`

[
kαm`

h
(1)
` (kR)

(
d
drh

(1)
` (kr)− ih(1)

` (kr)
)

+
kβm`

h
(2)
` (kR)

(
d
drh

(2)
` (kr)− ih(2)

` (kr)
)]
Y m
` (θ, ϕ)

(2.48)

L’orthogonalité des harmoniques sphériques implique que l’intégrale sur le
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complément de BR d’une fonction de la forme
v =

∞∑̀
=0

∑̀
m=−`

ϕm` (r)Y m
` (θ, ϕ), pour r > R est

∫
BcR
|v|2dx =

∞∑̀
=0

∑̀
m=−`

∫∞
R |ϕ

m
` (r)|2r2dr.

(2.49)

Le terme dominant dans l’expression ∂u
∂r − iku est celui venant de h(2)

l . Il se
comporte comme −2i(e−ikr/r)(βm` /h

(2)(kR)) . Ainsi, la convergence des
séries associées n’est possible que lorsque tous les coefficients

βm` = 0

Nous avons prouvé que la solution ne contient que les termes h(1)
` . la partie

imaginaire de l’expression (2.46) se réduit à

=
∫
SR

(TRu, u)dσ = 0 (2.50)

où TR est l’opérateur de capacité sur la boule de rayon R, cet opérateur
est défini par 

u(R, θ, ϕ) =
∞∑̀
=0

∑̀
m=−`

αm` Y
m
` (θ, ϕ),

TRu =
∞∑̀
=0

∑̀
m=−`

1
Rz`(kR)αm` Y

m
` (θ, ϕ).

(2.51)

On déduit de l’expression de cet opérateur que

αm` = 0,

dont on déduit que

u|SR = 0 (2.52)

∂u

∂n

∣∣∣∣
SR

= 0. (2.53)

et ainsi la solution s’annulle à l’extérieur de la bouleBR. De plus, l’équation
de Helmholtz est un opérateur elliptique, d’où il résulte que la solution est
analytique dans le domaine Ωe. Elle est donc nulle.
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Remarque 2.1.
Il existe une forme plus faible pour la condition de rayonnement qui est

lim
R−→∞

∫
SR

∣∣∣∣∂u∂r − ikr
∣∣∣∣2 dσ = 0 (2.54)

De la même manière que ci-dessus, cela implique βm` = 0 et donc l’unicité
de la solution. Une autre forme plus faible pour la condition de rayonne-
ment est ∫

Ωe

1

r

∣∣∣∣∂u∂r − ikr
∣∣∣∣2 dx ≤ c (2.55)

Théorème 2.3.
L’opérateur T est continu de Hs+1(S) en Hs(S).Il satisfait les inégalités
de coercivité et de continuité

||u||2L2(S) ≤ −<(Tu, u)L2(S) ≤ ||u||2H1/2(S),

0 ≤ =(Tu, u)L2(S) ≤ k||u||2L2(S).

La preuve d’existence de solutions repose sur l’introduction de l’opéra-
teur de capacité TR sur la sphère SR.

Lemme 2.2.
Toute restriction à Ωe ∩ BR de la solution de Dirichlet ou de Neumann
donné par le théorème (2.2) est une solution du problème : trouver u dans
l’espace H1(Ωe ∩BR) qui Vérifie

∆u+ k2u = 0, dansΩe ∩BR,

∂u
∂n

∣∣
SR

= TRu,

u|Γ = ud, (ou∂u∂n |Γ = un).

(2.56)

Nous supposons que ud ∈ H1/2(Γ) (resp. un ∈ H−1/2(Γ)). En utilisant
le théorème des traces, nous pouvons remplacer le problème de Dirichlet
(2.56) par un problème avec une condition aux limites nulle et avec un
second membre g : 

∆u+ k2u = g(x),

∂u
∂n

∣∣
SR

= TRu,

u|Γ = 0.

(2.57)
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Théorème 2.4 (Théorème d’existence).
Le problème de Dirichlet (2.57) admet une solution variationnelle unique
dans l’espace H1(Ωe ∩BR), lorsque g ∈ H−1(Ωe ∩BR), qui satisfait

∫
Ωe∩BR(∇u.∇v)dx− k2

∫
Ωe∩BR uvdx−

∫
SR
TRuvdσ

= −
∫

Ωe
gvdx, ∀v ∈ {H1(Ωe ∩BR); v|Γ = 0}.

(2.58)

Le problème de Dirichlet (2.8) admet une solution unique dans l’espace
H lorsque ud ∈ H1/2(Γ). L’application associée est continue de H1/2(Γ)
dans l’espace H. Le problème de Neumann (2.56) admet, lorsque un ∈
H−1/2(Γ) , une solution variationnelle unique dans l’espace H1(Ωe∩BR),
qui satisfait

∫
Ωe∩BR(∇u.∇v)dx− k2

∫
Ωe∩BR uvdx−

∫
SR
TRuvdσ

=
∫

Γ unvdγ, ∀v ∈ H
1(Ωe ∩BR).

(2.59)

Le problème de Neumann (2.56) admet une solution unique dans l’espace
H lorsque un ∈ H−1/2(Γ). L’application associée est continue de H−1/2(Γ)
dans l’espace H.

Preuve.
Nous ne donnons que la preuve dans le cas du problème de Dirichlet, la
preuve dans le cas du problème de Neumann étant presque exactement la
même. La forme bilinéaire (2.58) est divisée en trois parties. La première
est celle associée au laplacien et est coercive.

La seconde a le faux signe, mais est continu dans l’espaceL2(Ωe ∩ BR)
et est donc compact par rapport au premier. Il résulte du théorème (2.3)
que la troisième partie a une partie réelle coercive sur L2(Γ) et une partie
imaginaire négative. Par conséquent, nous pouvons utiliser l’alternative de
Fredholm, dont nous savons que l’unicité implique l’existence. L’unicité
était l’objet du théorème (2.2).

Soyons plus précis. Nous considérons le cas où k2 est un nombre
complexe noté z. Nous introduisons un problème de perturbation selon
le paramètre z, qui admet une solution unique ( théorème de Lax-
Milgram).

Lemme 2.3.
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Le problème variationnel
∫

Ωe
(∇uz.∇v)dx− z

∫
Ωe

(uz.v)dx = −
∫

Ωe
gvdx,

∀v ∈ H1(Ωe), v|Γ = 0.

(2.60)

admet une solution unique dans l’espace H1(Ωe), lorsque z satisfait =z >
0. Il dépend analytiquement de z dans ce plan semi-complexe et il est une
solution d’équation (2.58) pour z = k2.

Remarque 2.2.
Le plan semi-complexe inférieur, =z < 0, correspond également à un pro-
blème bien posé dont la limite satisfait la condition de rayonnement en-
trant.

Nous considérons la limite du problème suivant, si =z tend à zéro et
<z = k2

∫
Ωe∩BR(∇uz.∇v)dx− z

∫
Ωe∩BR uzvdx−

∫
SR
TRuzvdσ

= −
∫

Ωe∩BR gvdx, ∀v ∈ {H
1(Ωe ∩BR); v|Γ = 0}.

(2.61)

Il s’ensuit de (3.2) que
∫

Ωe∩BR |∇uz|
2dx+ 1

R

∫
SR
|uz|2dx

≤ k2
∫

Ωe∩BR |uz|
2dx−<

∫
Ωe∩BR guzdx.

(2.62)

Fin du théorème 2.4
Nous procédons maintenant par absurde :
soit uz est borné dans L2(Ωe ∩BR), alors ll est aussi borné dans
H1(Ωe ∩BR). De l’injection compacte de H1 dans L2, il converge forte-
ment dans L2 faiblement dans H1 vers une fonction u qui satisfait (2.58).

Ou bien uz n’est pas borné dans L2, la norme tend vers l’infini. nous
introduisons

vz =
uz
||uz||L2

.

Sa norme H1 est bornée et elle converge en L2. Sa limite satisfait

∆v + k2v = 0,

v|Γ = 0,

∂v
∂n

∣∣
SR

= TRv.

(2.63)

et il est donc nul. Ceci est contradictoire car sa norme L2 est égale à 1.
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Théorème 2.5 (Régularité).
Toutes les dérivées partielles, jusqu’à l’ordre m, de la solution du problème
de Dirichlet (2.8) sont dans l’espace H lorsque ud ∈ Hm−1/2(Γ)(m ≥ 1).
Toutes les dérivées partielles, jusqu’à l’ordre m, de la solution du problème
de Neuman (2.9) sont dans l’espace H lorsque un ∈ Hm−3/2(Γ)(m ≥ 1).
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CHAPITRE 3

DIFFRACTION D’UNE ONDE
ÉLECTROMAGNÉTIQUE PAR UN

OBSTACLE REVÊTU D’UNE COUCHE
MINCE

Nous nous intéressons dans ce chapitre au problème de la diffraction
d’une onde électromagnétique harmonique par un obstacle revêtu

d’une couche mince où Le phénomène de diffraction est caractéristique
des ondes. Il se manifeste lorsque les dimensions d’une ouverture ou d’un
obstacle sont inférieures ou de l’ordre de grandeur de la longueur d’onde.
Lorsqu’on cherche des solutions particulières de l’équation de propagation
des ondes (ondes planes, solutions harmoniques), on arrive à l’équation
de Helmholtz. Ainsi, le problème mathématique considéré est basé sur les
équations de Helmholtz en régime harmonique donc nous reprenons l’ar-
ticle de Bendali et Lemrabet[3] tel que l’équation de Helmholtz (d’après le
physicien Hermann von Helmholtz) apparaît lorsque l’on cherche des solu-
tions stationnaires de l’équation de propagation des ondes de D’Alembert.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : nous présentons la
couche mince. Puis, nous introduirons le problème de transmission, nous
donnons un résultat d’existence et d’unicité de la solution et nous pré-
sentons l’opérateur de Poincare-Steklov et le changement d’échelle pour
reformuler le problème de Helmholtz. Finalement, l’étude de la stabilité de
la solution relativement au petit paramètre δ.

30
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3.1 Position des deux problèmes model

Dans cette section, nous présentons une description géométrique plus
détaillée et plus rigoureuse de la couche mince. Puis, nous introduirons
le problème de transmission et nous donnons un résultat d’existence et
d’unicité de la solution, La démarche qui suit est inspirée de [22],[3].

3.1.1 Description géométrique de la couche mince

Soit Ω∞ un ouvert de R3 de complémentaire compact, de frontière
Γ et de classe C∞, δ un petit paramètre positif décrivant l’épaisseur
de la couche mince et tend vers zéro. Un obstacle occupe le domaine
Ωi = R3\Ω∞ de frontière Γδ.

Figure 3.1 – Géométrie d’une couche mince.

• On désigne par Ω+
δ la couche mince uniforme d’épaisseur δ

Ω+
δ = {x ∈ Ωi|d(x,Γδ) < δ} .

et du milieu infini de propagation

Ω∞ =
{
x ∈ Ωi|d(x,Γδ) > δ

}
.

où d(x,Γδ) représente la distance du point x au bord Γδ.

• La frontière séparant Ω+
δ et Ω∞ est notée Γ, et on a

Γ =
{
x ∈ Ω∞|d(x,Γδ) = δ

}
.
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• Le domaine extérieur défini par la réunion de la couche mince

Ωδ,∞ = Ω∞ ∪ Ω+
δ .

• La courbe Γ est parallèle à Γδ comme l’indique la figure 3.1.

• L’onde incidente (Einc, Hinc) est solution des équation de Maxwell
dans un voisinage de l’obstacle, elle est alors décrite par deux champs,
électrique Einc et magnétique Hinc.

• L’onde diffractée (Ediff , Hdiff) est :

(Ediff , Hdiff) = (E,H)− (Einc, Hinc)

tel que : (E,H) est l’onde totale.

3.1.2 Présentation du problème

Nous allons désormais nous intéresser au problème de diffraction
d’ondes par un obstacle. Soit l’onde totale (E,H) harmonique vérifie
l’équation de Maxwell∣∣∣∣∣∣

rotE − ikZ0H = 0 (Maxwell-Faraday)

rotH − ikZ−1
0 E = 0 (Maxwell-Ampère)

dans le milieu de propagation Ω∞ et∣∣∣∣∣∣
rotE − iknZ0ZH = 0 (Maxwell-Faraday)

rotH + ikZ−1
0 Z−1E = 0 (Maxwell-Ampère)

dans la couche mince diélectrique Ω+
δ .

où Z0 est l’impédance du vide est définie par

Z0 =

√
ε0
µ0

tel que ε0 et µ0 sont des constantes représentants la permittivité électrique
et perméabilité magnétique de l’air, et son impédance

Z =

√
ε

µ
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tels que ε et µ sont constantes caractéristique de la couche mince.
Si nous choisissons la E-polarisation 1, alors on a :

E =

 Ex

Ey

0

 H =

 0
0
v


Donc, les équations Maxwell-Faraday deviennent scalaires dans chacun

des deux milieux : ∣∣∣∣∣∣
rotE − ikZ0v = 0 dans Ω∞

rotE − iknZ0Zv = 0 dans Ω+
δ

où rotE = ∂yE − ∂xE, alors celles de Maxwell-Ampére demeurent vecto-
rielles dans chacun des deux milieux :∣∣∣∣∣∣

rotv + ikZ0E = 0 dans Ω∞

rotv + iknZ−1
0 Z−1E = 0 dans Ω+

δ

où le vecteur rotationnel d’une fonction scalaire v(x, y, z) est défini par :

rotv =

 ∂yvz − ∂zvy
∂zvx − ∂xvz
∂xvy − ∂yvx


on élimine le champ qui est vectoriel et on obtient simplement l’équation

de Helmholtz, d’inconnue v dans chacun des milieux :∣∣∣∣∣∣
∆v + k2v = 0 dans Ω∞

∆v + k2η2v = k2(1− η2)v0 dans Ω+
δ

(3.1)

où k est le nombre d’onde, et v0 représente l’onde incidente qui est solution
de cet équation

∆v0 + k2v0 = 0 dans D′(V ).

Aux équations (3.1), s’ajoutent les condition aux limites, donc, nous obte-
nons le problème suivant :

1. La E-polarisation est dite transverse électrique si le champ électrique E appartient au plan de
propagation, donc le champ magnétique H est colinéaire à l’axe d’invariance. Si E est perpendiculaire
au plan de propagation alors la H-polarisation est dite transverse magnétique.
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∆v + k2v = 0 dans Ω∞, (1)

∆v + k2η2v = k2(1− η2)v0 dans Ω+
δ , (2)

[χ∂nv] = − [χ∂nv0] sur Γ, (3)

[v] = 0 sur Γ. (4)

(3.2)

Où ∂n désigne la dérivée normale selon −→n ; Le crochet [v] est le saut de la
trace d’une distribution ou d’une fonction v définie sur Ω∞ ∪Ω+

δ à travers
la frontière Γ. k est une constante strictement positive, η désigne l’indice
de réfraction 2 de la couche mince et il est supposé être strictement positif.
La fonction χ est constante par morçeaux, elle est définie par :

χ =

{
α > 0 dans Ω+

δ ,

1 dans Ω∞.
(3.3)

où χ décrivant les propriétés de contraste de la couche mince par rapport
au milieu de propagation Ω∞. Lorsque la couche mince est constituée d’un
matériau absorbant, η et α sont des constantes complexes avec une partie
réelle positive et une partie imaginaire qui peuvent être différentes de 0
(positif ici puisque la dépendance temporelle supposée est en e−iωt, ω >
0 étant le pulsation). Dans ce cas, la discussion ultérieure reste valable
après avoir pris la partie réelle des expressions impliquées avant de faire
les estimations.

Remarque 3.1.
Pour une onde acoustique, α = 1

ρ, ρ étant la densité de la couche mince.
Le système unitaire est censé être choisi de sorte que la densité du milieu
noyant l’extérieur de l’obstacle soit normalisée à 1. pour un H-polarisation
(resp., E-polarisation) Champ électromagnétique, α est liée à la permitti-
vité relative ε (resp., perméabilité µ) de la couche mince par α = 1

ε (resp.,
α = 1

µ).

Nous imposerons les conditions aux limite sur la frontière de l’obstacle :

1. Une condition de Dirichlet (H-polarisation) non homogène

v = −v0 sur Γδ.

2. Changement de la direction de propagation d’une onde électromagnétique ou acoustique passant
d’un milieu dans un autre.
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2. Une condition de Neumann (E-polarisation) non homogène

∂nv = −∂nv0 sur Γδ.

Une condition de radiation à l’infini, traduisant la propagation de l’éner-
gie vers l’infini, de type Sommerfeld s’écrit sous la forme

lim
|x|−→∞

|x|
(
∇v. x
|x|
− ikv

)
= 0,

Pour que le problème 3.2 soit bien posé.
Bien que la formulation ci-dessus soit la plus simple et soit directement

exprimée en termes de quantités physiques, elle est plus pratique pour que
les développements théoriques qui suivent fonctionnent avec le problème
équivalent suivant. Soit θ ∈ D(R3) tel que θ = 1 dans un voisinage de Γ
et de supp θ ⊂ Ωδ,∞. Avec le changement de variable u := v + θv0 ; on
aura un problème aux limites plus général avec des conditions d’interface :
l’équation (1) de (3.2) avec ce changement devient :

∆(u− θv0) + k2(u− θv0) = 0

∆u− v0∆θ − 2∇θ∇v0 − θ∆v0 + k2u− k2θv0 = 0

Alors :
∆u+ k2u− θ (k2v0 + ∆v0)︸ ︷︷ ︸

=0

= v0∆θ + 2∇θ∇v0

Donc on note :
f = −v0∆θ − 2∇θ∇v0

telle que f est une fonction source appartient à l’espace L2(Ω∞) à support
compact dans Ω∞, alors :

∆u+ k2u = −f (3.4)

Pour l’équation (2) de (3.2)on a :

(2)⇒ ∆(u− θv0) + k2η2(u− θv0) = k2v0 − k2η2v0

∆u− v0∆θ − 2∇θ∇v0 − θ∆v0 + k2η2u− k2η2θv0 − k2v0 + k2η2v0 = 0

∆u+k2η2u−(v0∆θ + 2∇θ∇v0)︸ ︷︷ ︸
=0

− (θ∆v0 + k2v0)︸ ︷︷ ︸
=0 car θ=1

− (k2η2θv0 − k2η2v0)︸ ︷︷ ︸
=0 car θ=1

= 0

35



Diffraction d’une onde électromagnétique par un obstacle revêtu d’une
couche mince

Donc :
∆u+ k2η2u = 0 (3.5)

Finalement, le changement de variable u := v + θv0 vérifie la condition
(3) et le problème (3.2) et la condition de radiation à l’infini. Donc, le
problème (3.2) s’écrit comme suit :

Trouver u ∈ H1
loc(Ωδ,∞)tel que

∆u+ k2u = −f dans D′(Ω∞),

∆u+ k2n2u = 0 dans D′(Ω+
δ ),

[χ∂nu] = 0 sur H−
1
2 (Γ),

lim
|x|−→∞

|x|
(
∇u. x|x| − iku

)
= 0,

(3.6)

Avec la condition de Dirichlet homogène

u = 0 dans H
1
2 (Γδ), (3.7)

ou la condition de Neumann homogène

∂nu = 0 dans H−
1
2 (Γδ), (3.8)

Le comportement de u à l’infini est décrit par la condition de radiation de
Sommerfeld. Aussi, on associe au problème 3.6 l’espace de Fréchet

H1
loc(Ωδ,∞) :=

{
v ∈ D′(Ωδ,∞),∀ϕ ∈ D(R3) : ϕv ∈ H1(Ωδ,∞)

}
.

Le théorème suivant répond à la question de l’existence, de l’unicité et
de la régularité de la solution.

Théorème 3.1.
Le problème( 3.6), avec la condition de Dirichlet (3.7) ou la condition de
Neumann (3.8) admet chacun une solution unique u. En outre, pour tout
s ≥ 0, si f ∈ Hs(Ω∞), alors :

u ∈ Hs+2(Ω+
δ ) ∩Hs+2

loc (Ω∞).

Preuve.
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Partie 1- L’unicité de la solution : est une conséquence directe du
lemme de Rellich [18] et la condition de radiation à l’infini. Pour
cela, il suffit de se rappeler que,

Lemme 3.1 (Rellich). [2]
Soit Ωi un domaine extérieur de R3, i.e., tel qu’il existe R0 avec

Be
R0
⊂ Ωi

tel que :
Be
R0

l’extérieur de la boule BR0
de centre 0 et de rayon R0 qu’on note

Be
R0

=
{
x ∈ R3; |x| > R0

}
Soit u ∈ D′(Ωi) vérifiant

∆u+ k2u = 0 dans D′(Ωi)

avec k > 0. Alors, u ∈ C∞(Ωi) et on a l’alternative suivante :

u ≡ 0 dans Ωi
∃R1 > R0 et M > 0 tels que∫
R0<|x|<R |u(x)|2dx ≥MR,∀R > R1.

On impose maintenant à u de respecter la condition de radiation de
Sommerfeld. Dans ce cas,

Lemme 3.2. [2]
Si

SR =
{
x ∈ R3, |x| = R

}
,

alors
lim

R−→∞

∫
SR

|u(x)|2dSR = 0.

Donc, On montre que f = 0⇒ u = 0, (c’est à dire qu’on montre que
ker(∆ + k2I) = 0).
Soit f = 0, si on suppose que u 6= 0, alors le lemme de Rellich
implique l’existence d’un R1 > R et M > 0 tels que∫

|x|<R
|u(x)|2dx ≥MR.
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On a encore, d’après le lemme 3.2 qui est une conséquence directe de
ce lemme de Rellich. Il existe R2 tel que ∀R ≥ R2,∫

SR

|u(x)|2dSR ≤
M

2
.

Ainsi,

MR ≤
∫
|x|<R

|u(x)|2dx =

∫
|x|<R2

|u(x)|2dx+

∫ R

R2

∫
Sr

|u(x)|2dSrdr,

≤
∫
|x|<R2

|u(x)|2dx+ (R−R2)
M

2
.

Finalement,en divisant par R

M ≤ 1

R

∫
|x|<R

|u(x)|2dx =
1

R

∫
|x|<R2

|u(x)|2dx+
1

R

∫ R

R2

∫
Sr

|u(x)|2dSrdr,

≤ 1

R

∫
|x|<R2

|u(x)|2dx+ (1− R2

R
)
M

2
.

et en faisant tendre R −→∞,on obtient

lim
R−→∞

1

R

∫
|x|<R

|u(x)|2dx ≤ M

2
.

ce qui est une contradiction. Donc nécessairement u = 0.
Partie 2-L’existence de la solution : est obtenue par deux mé-

thodes : :
1. Soit par des argument standards basés sur l’alternative de Fred-

holm. Alors en utilisant la méthode Lax et Philldeips[17] qui
consiste à chercher une solution du problème (3.6) par pertur-
bation compacte de la solution d’un problème similaire posé sur
R3 tout entier. On peut se ramener au problème de Dirichlet
homogène suivant :

u ∈ H1
loc(Ωδ,∞),

∆u+ k2u = −f dans D′(Ω∞),

u = 0 dans H
1
2 (Γδ),

lim
|x|−→∞

|x|
(
∇u. x|x| − iku

)
= 0,

(3.9)
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où f ∈ L2(Ω∞) est une fonction à support compact dans Ω∞.
Soit ξ ∈ D(R3), telle que ξ = 1 dans un voisinage de Γδ et
suppξ ⊃ suppf . On note

M =
{
h ∈ L2(R3); supph ⊂ suppξ ∩ Ωδ,∞

}
.

∀h ∈M , le problème

w ∈ H2
loc(R3),

∆w + k2w = −h dans D′(R3),

lim
|x|−→∞

|x|
(
∇w. x|x| − ikw

)
= 0,

(3.10)

admet une et une seule solution donnée explicitement par

w(x) =

∫
Rn
G(x, y)h(y)dy,

où G(x; y) est la fonction de Green associé à la solution élémen-
taire de l’équation d’Helmholtz donnant les solutions sortantes.

On considère ensuite le problème de Dirichlet non homogène sui-
vant : 

v ∈ H1(Ωδ,∞),

∆v + λ2v = 0 dans D′(Ωδ,∞),

v = w dans H
1
2 (Γδ).

(3.11)

On cherche, alors, une fonction h ∈M telle que :

u = w − ξv, x ∈ Ωδ,∞; (3.12)

est une solution du problème (3.9). Il est clair, d’abord, que l’on
a u sera solution de (3.9) des lorsqu’ elle vérifie l’équation :

∆u+ k2u = −f dans D′(Ωδ,∞) (3.13)

Remarque 3.2.
u vérifie la condition de Sommerfeld à l’infini car u = w dans
un voisinage de l’infini
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A l’aide de (3.12) ; on a

∆u = ∆w − ξ∆v − v∆ξ − 2∇ξ.∇v.

En remplaçant dans (3.13) ;

∆w − ξ∆v − v∆ξ − 2∇ξ.∇v + k2(w − ξv) = −f

à l’aide de (3.10) et (3.11) l’équation :

∆w + k2w︸ ︷︷ ︸
−h

− ξ∆v︸︷︷︸
ξλ2v

−v∆ξ − 2∇ξ.∇v − k2ξv = −f

donc,
h+ 2∇ξ∇v + v∆ξ + (k2 − λ2)vξ = f

on pose
Th = 2∇ξ∇v + v∆ξ + (k2 − λ2)vξ (3.14)

Ainsi,
h+ Th = f h ∈M (3.15)

D’autre part, l’expression (3.14) montre que suppTh ⊂ suppξ et
par conséquent T définit un opérateur linéaire continu deM dans
l’espace

V =
{
g ∈ H1

loc(R3); suppg ⊂ suppξ ∩ Ωδ,∞
}
,

La surface Γδ étant régulière, on conclut par le lemme de compa-
cité locale de Rellich que l’injection V ↪→ M est compacte donc
T est compact dans M . Ainsi l’équation (3.15) est une pertur-
bation compacte de l’identité dansM . L’alternative de Fredholm
permet de déduire l’existence à partir de l’unicité, alors il suffit
de montrer l’injectivité de l’opérateur (I + T ) pour assurer sa
bijectivité. En effet, supposons f = 0. En vertu de l’unicité de la
solution du problème (3.9) on obtient

w = ξv

Ainsi, la fonction z définie comme suit est un élément de z ∈
H2(R3)

z =


w R3 \ Ωδ,∞

v Ωδ,∞
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En posant

a(x) =


k2 R3 \ Ωδ,∞

λ2 Ωδ,∞

z est solution du problème suivant
z ∈ H2(R3),

∆z + a(x)z = 0 dans R3.
(3.16)

En prenant z comme fonction-test dans la formulation variation-
nelle associée au problème (3.16), nous obtenons∫

R3

|∇z|2dx+

∫
R3

a(x)|z|2dx = 0

et en prenant la partie imaginaire de l’équation ci-dessus, il suit∫
Ωδ,∞

|z|2dx = 0

Ce qui implique z = 0 dans Ωδ,∞, i.e., v = 0 et d’après (3.14)
Th = 0 dans Ωδ,∞. Donc

h = 0.

La bijectivité de (I − T ) entraîne alors l’existence d’une solution
u du problème (3.6).

2. Soit encore avec le principe d’absorption limite proposé par Wil-
cox [4]. le principe d’absorption limite qui consiste à ajouter un
frottement i% au nombre d’onde k dans l’équation de Helmholtz
afin d’assurer la coercivité de la forme bilinéaire associée à la for-
mulation variationnelle du problème et passer à la limite lorsque
% −→ 0+.

Partie 3-La régularité de la solution : découle des résultats géné-
raux sur les système elliptiques d’Agmon-Douglis-Nirenberg [1] La
régularité intérieure des équations elliptiques(cf [1]) nous permettent
alors de conclure :

Théorème 3.2.
Pour s ≥ −1, si f est dans Hs(Γ) alors toute solution u du problème
aux limites extérieur (3.23) vérifie :

u ∈ Hs+ 5
2 (Ω∞).
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Remarque 3.3.
On peut faire la preuve de l’existence et la régularité de la solution avec
l’opérateur de Steklov-poincaré qu’on va présenter dans la suite.

3.2 Le problème dans un domaine tronqué

Le but de cette section est de reformuler le problème (3.2) dans un
domaine borné, on introduit l’opérateur de Poincaré-Steklov, appelé aussi
opérateur de Dirichlet-Neumann, de la manière suivante :

3.2.1 Opérateur de Poincaré-Steklov

On tronque le domaine extérieur Ω∞ par une surface fer-
mée bornée Σ de classe C∞ renfermant l’obstacle ainsi que
le support de f ,telle que l’ouvert intérieur délimité par Σ,
et Γ contient le support de f comme l’indique la figure 3.2

Figure 3.2 – Le domaine tronqué.

Pour k > 0, l’opérateur Steklov-Poincaré Sk est défini par :

Sk : H
1
2 (Σ) −→ H−

1
2 (Σ)

ϕ 7−→ Skϕ = ∂nω

où n est la normale sur Σ dirigée vers l’extérieur de Ω
′

∞ ; ω est l’unique
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solution du problème de diffraction suivant :

ω ∈ H1
loc(Ω

′

∞),

∆ω + k2ω = 0 dans D′(Ω′∞),

ω = ϕ dans H
1
2 (Γ),

lim
|x|−→∞

|x|
(
∇ω. x|x| − ikω

)
= 0,

(3.17)

En outre, il existe un opérateur de Steklov-Poincaré Sϕ = ∂nω de H
1
2 (Σ)

et H−
1
2 (Σ) pour le problème coercif suivant ;

ω ∈ H1(Ω
′

∞),

−∆ω + ω = 0 dans D′(Ω′∞),

ω = ϕ dans H
1
2 (Γ).

(3.18)

Par les propriétés de régularité classiques des solutions au problème de
Dirichlet et en utilisant des résultats(cf., par ex.[14]) bien connus dans la
théorie des opérateurs pseudo-différentiels (cf., par ex.[7]), nous obtenons
les deux propriétés fondamentales
1. S est coércif :

∃c > 0 : 〈Sϕ, ϕ〉 ≥ c||ϕ||21
2 ,Σ

; ∀ϕ ∈ H
1
2 (Σ) (3.19)

le signe de 〈Skϕ, ϕ〉 où 〈., .〉 désigne le crochet de dualité entre H
1
2 (Σ)

et H−
1
2 (Σ) doit être contrôlé avant d’établir le résultat de stabilité. .

2. L’opérateur Rk est de H
1
2 (Σ) dans H−

1
2 (Σ) ), tel que ;

Rk = Sk − S ∈ L(H
1
2 (Σ), H−

1
2 (Σ)). (3.20)

Donc, Rk est un opérateur compact de H
1
2 (Σ) dans H−

1
2 (Σ).

3. ||ϕ|| 1
2 ,Σ

désigne la norme de ϕ dans H
1
2 (Σ)

3.2.2 Formulation équivalente dans un domaine borné

Soit f ∈ L2(Ω∞). Toute solution u du problème (3.2) est solution du
problème variationnel suivant :∫

Ω+
δ

α(∇u.∇v − k2n2uv)dΩ+
δ +

∫
Ω∞

(∇u.∇v − k2uv)dΩ∞ =

∫
Ω

fvdΩ

(3.21)
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Pour toute fonction test v appartenant à un sous-espace Xδ de H1(Ωδ)
arbitrairement prolongée à une fonction de H1(Ωδ,∞) à support borné et
vérifie la condition aux limites de Neumann ou de Dirichlet sur Γδ, où

XN
δ =

{
v = (v+, v−) ∈ H1(Ω+

δ )×H1(Ω)|v+(., 0) = v− sur Γ
}
,

XD
δ =

{
v ∈ XN

δ |v+(., 1) = 0 sur Γδ
}
,

On pose Xδ = XD
δ (resp. XN

δ ) selon la condition aux limites de Dirichlet
( resp. de Neumann ) considérée.

Xδ est un espace de Hilbert muni de la norme

||v||Xδ
=
(
||v+||21,Ω+

δ
+ ||v−||21,Ω

) 1
2

.

Nous supposons tout d’abord que f et u sont régulières, ce qui nous permet
d’écrire : de (3.6) on a :

∆u+ k2n2u = k2(1− n2)u0 dans Ω+
δ (3.22)

on pose :
V = H1(Ω+

δ )

V0 = {v ∈ H1(Ω+
δ ); v = 0 sur Γ}.

on multiplie les deux membres de (3.22) par v et on intégre , on trouve :∫
Ω+
δ

(v∆u+ k2n2uv)dΩ+
δ =

∫
Ω+
δ

k2(1− n2)u0vdΩ+
δ∫

Ω+
δ

v∆udΩ+
δ +

∫
Ω+
δ

k2n2uvdΩ+
δ =

∫
Ω+
δ

k2u0vdΩ+
δ −

∫
Ω+
δ

k2n2u0vdΩ+
δ

D’où, en utilisant une formule de Green, on obtient alors

∫
Ω+
δ

α(∇u.∇v−k2n2u)dΩ+
δ +

∫
Ω∞

(∇u.∇v−k2uv)dΩ∞ =

∫
Ω

fvdΩ (3.23)

En utilisant la formule de Green dans (3.23) et l’opérateur Sk introduit
dans la sous-section précédente on montre que la solution u du problème
(3.2) satisfait le problème suivant :

u ∈ Xδ,∀v ∈ Xδ,∫
Ω+
δ
α(∇u.∇v − k2n2uv)dΩ+

δ

+
∫

Ω∞
(∇u.∇v − k2uv)dΩ∞ + 〈Sku, v〉 =

∫
Ω fvdΩ.

(3.24)
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La construction ci-dessus montre clairement que (3.24) est une formula-
tion équivalente au problème (3.2). La formulation (3.24) est plus adaptée
à l’analyse asymptotique qui suit. Les nouveaux paramètres d’espace de
Hilbert sont plus approprié pour établir des estimations et des résultats
de convergence que celui de l’espace de Fréchet. Un autre avantage vient
du fait que dont les fonctions tests et inconnues sont dans le même espace
fonctionnel. Cela facilite l’exploitation des propriétés de coercivités de la
formulation.

3.3 Le problème dans un domaine fixe

Dans cette section, on fait un changement d’échelle qui permet de for-
muler le problème (3.2) dans un domaine fixe.

3.3.1 Changement d’échelle

3.3.2 Formulation équivalente dans un domaine fixe

La formulation variationnelle (3.24) peut être réécrite de manière équi-
valente dans un domaine fixe par rapport à δ, comme suit :

uδ ∈ X, ∀v ∈ X,

δa+(δ;u+
δ , v

+) + δb+(δ;u+
δ , v

+) + a−k (u−δ , v
−) =

∫
Ω fvdΩ,

(3.25)

où les formes bilinéaires a+(δ; ., .), b+(δ; ., .) sont définit sur l’espace de
Hilbert X = XN (respectivement XD) selon la condition aux limites tel
que :

XN =
{
v = (v+, v−) ∈ H1(Ω+)×H1(Ω)|v+(., 0) = v− sur Γ

}
,

XD =
{
v ∈ XN |v+(., 1) = 0

}
,

Remarque 3.4.
Les espaces Sobolev Hs(Ω+) peuvent être définis à partir du patch de co-
ordonnées locales de Γ comme les espaces habituels Hs(Γ). Les théorèmes
de trace pour t fixes (ici nous avons utilisé des traces pour t = 0 et t = 1)
peuvent être dérivés de manière simple de leur homologue dans le demi-
espace R3

+.

Dans la suite, on note par :

u+
δ = û|Ω+

δ
, v+ = v̂.
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et uδ = (u+
δ , u

−
δ ) où u−δ = u|Ω, avec

a+(δ;u, v) =∫ 1

0

∫
Γ α
(
(I + δtR)−2∇Γu.∇Γv + 1

δ2∂tû∂tv̂
)
det(I + δtR)dtdΓ,

b+(δ;u, v) = −
∫ 1

0

∫
Γ

αk2n2uvdet(I + δtR)dΓdt,

a−k (u, v) =

∫
Γ

(∇u.∇v − k2uv)dΩ + 〈Sku, v〉 .

Remarque 3.5.
Les définitions correspondantes des formes bilinéaires a+(δ; ., .) et
b+(δ; ., .) selon les formules de transformation utilisées donnent facilement
la formulation sur un domaine fixe dans le cas bidimensionnel.

3.4 Stabilité par rapport à l’épaisseur δ

Le terme δ qui apparait dans la forme a+(δ; ., .) dans la formulation
(3.25) conduit pour un second membre plus général, à une solution uδ telle
que les dérivées tangentielles ∇Γu

+
δ peuvent ne pas être bornées quand δ

tend vers 0. C’est le terme de perturbation singulière dont nous avons si-
gnalé à l’introduction. En outre, le signe du membre de gauche dans (3.25)
pour v = uδ ne peut être contrôlé. Comme ∇Γu

+
δ ne sont pas bornées, il

peut générer une solution uδ dépendant singulièrement de δ sur Ω aussi
pour les seconds membres généraux. Heureusement, les membres de droite
qui apparaissent dans l’analyse asymptotique du problème (3.25) se com-
portent de manière à compenser ces singularités du membre de gauche.
Cependant, en raison du manque de coercivité dans la formulation varia-
tionnelle (3.25), on ne peut pas profiter de ce qui se précède d’une manière
simple. En particulier, la formulation variationnelle n’est pas suffisante
pour assurer la stabilité par rapport à l’épaisseur sur laquelle l’analyse
asymptotique est basée. Par conséquent, cette stabilité constitue une par-
tie principale de l’analyse asymptotique et il est donnée par un argument
impliquant la régularité jusqu’à la limite du problème obtenu en négligeant
complètement l’effet de la couche mince. Ainsi, le degré de régularité de
la frontière Γ est un ingrédient essentiel dans l’analyse asymptotique dé-
veloppée par la suite. Par conséquent, l’extension aux problèmes avec des
frontières singulières semble être une tâche non triviale. L’avis de Bendali-
Lemrabet montre que la participation d’une singularité dans la géométrie
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comme un "coin" ou un point conique se traduit par une profonde modi-
fication des phénomènes physiques qui doivent naturellement être traités
de manière appropriée point de vue mathématique.

3.4.1 Alternative de Fredholm pour δ fixé

Nous constituons un outil principal pour les estimations de convergence
dans l’analyse asymptotique et la solution uδ du problème (3.25) sera bor-
née par rapport à une topologie plus faible que celle de X, à savoir dans
un espace de Hilbert plus grand Y = YN(respectivement YD) selon la
condition aux limites suivants :

YN =
{
v = (v+, v−) ∈ H1(0, 1;L2(Γ))×H1(Ω)|v+(., 0) = v− sur Γ

}
,

YD =
{
v ∈ YN |v+(., 0) = 0

}
.

Remarque 3.6.
L’espace H1(0, 1;L2(Γ)) est :

H1(0, 1;L2(Γ)) =
{
u ∈ L2(0, 1;L2(Γ)); ∂tu ∈ L2(0, 1;L2(Γ))

}
Y est muni de la norme canonique suivante :

||v||2Y = δ||∇Γv
+||20,Ω+ + δ−1||∂tv+||20,Ω+ + ||v−||21,Ω+. (3.26)

Pour t fixé, la fonction trace t −→ u(., t) est continue de t à valeurs dans
L2(Γ). Nous aurons besoin de définir les deux formes bilinéaires continues
dans H1(Ω) suivantes :

a−(u, v) =

∫
Ω

∇u.∇vdΩ + 〈Su, v〉 ,

b−k (u, v) = −
∫

Ω

k2uvdΩ + 〈Rku, v〉 .

Alors,

a−(u, u) =

∫
Ω

∇u.∇udΩ + 〈Su, u〉 ,

=

∫
Ω

(∇u)2dΩ + 〈Su, u〉 ,

= ||∇u||2 + 〈Su, u〉 ,
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d’après (3.19) et l’inégalité de Poincaré, ∃c1, c2 > 0 tel que :

||∇u||2 + 〈Su, u〉 ≥ 1

c1
||u||21,Ω + c2||u||21

2 ,Σ

≥ (
1

c1
+ c2)||u||21,Ω

donc, on pose c = 1
c1

+ c2, alors on peut déduire directement l’estimation :

∃c > 0 : a−(u, u) ≥ c||u||21,Ω ∀u ∈ H1(Ω). (3.27)

Donc, pour tout u ∈ X, le problème suivant
pδ ∈ X ∀v ∈ X,

δa+(δ; p+
δ , v

+) + a−(p−δ , v
−) = δb+(δ;u+, v+) + b−k (u−, v−).

(3.28)

admet, par le lemme de Lax-Milgram, une unique solution Tδu = pδ ∈ X
qu’il permet donc de définir l’opérateur de perturbation singulière Tδ de
Y dans X.

En outre, on a que Rk est un opérateur linéaire continu de H
1
2 (Σ)

dans H−
1
2 (Σ). En utilisant la théorie des opérateurs pseudo-différentiels

(cf.,[21],[11]) et en vertu de la régularité des systèmes elliptiques [8], on
montre que Rk est continu de H

1
2 (Σ) dans H

1
2 (Σ). L’injection H

1
2 (Σ) ↪→

H−
1
2 (Σ) étant compacte, donc Rk est compact de H

1
2 (Σ) dans H−

1
2 (Σ) et

d’après, le lemme de compacité locale de Rellich de l’espace H1 dans L2,
on en déduit que Tδ est un opérateur compact de Y dans X pour tout
δ > 0 ( et par conséquent de Y dans Y ).

Proposition 3.1 (estimations a priori).
Il existe une constante positive c telle que

||∇Γp
+
δ ||0,Ω+ ≤ cδ−

1
2 ||u||Y , (1)

||∂tp+
δ ||0,Ω+ ≤ cδ

1
2 ||u||Y , (2)

||p−δ ||1,Ω+ ≤ c||u||Y . (3)

(3.29)

pour tout u ∈ Y et tout δ > 0.

Preuve.
On a la forme bilinéaire a+(δ, ., .) par rapport à δ
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a+(δ; p+
δ , v

+) =∫ 1

0

∫
Γ(I + δtR)−1∇Γp

+
δ .∇Γv

+dΓdt+ 1
δ2

∫ 1

0

∫
Γ ∂tp

+
δ ∂tv

+det(I + δtR)dΓdt

Donc, on posant v = pδ et il existe deux constantes positives δ0 et c telles
que

c−1 ≤ ||I + δtR||L∞(Ω+) + ||(I + δtR)−1||L∞(Ω+) ≤ c ∀δ, 0 < δ ≤ δ0.

on obtient

a+(δ; p+
δ , p

+
δ ) ≥ c

(
δ||∇Γp

+
δ ||

2
0,Ω+ + δ−1||∂tp+

δ ||
2
0,Ω+

)
et on a

δa+(δ; p+
δ , p

+
δ ) + a−(p−δ , p

−
δ ) = δb+(δ;u+, p+

δ ) + b−k (u−, p−δ )

et par conséquent, il existe c > 0 et à l’aide des estimations de coércivité
(3.27) on a

δ||∇Γp
+
δ ||

2
0,Ω+ +δ−1||∂tp+

δ ||
2
0,Ω+ +||p−δ ||

2
1,Ω+ ≤ c||u||Y (δ||p+

δ ||0,Ω+ +||p−δ ||1,Ω+).

En utilisant l’estimation standard à partir de l’inégalité suivante :

||p+
δ ||0,Ω+ ≤ c(||∂tp+

δ ||0,Ω+ + ||p−δ ||1,Ω), (3.30)

alors,

δ||∇Γp
+
δ ||20,Ω+ + δ−1||∂tp+

δ ||20,Ω+ + ||p−δ ||21,Ω+

≤ c||u||Y (δ
1
2 ||∇Γp

+
δ ||0,Ω+ + δ−

1
2 ||∂tp+

δ ||0,Ω+ + ||p−δ ||1,Ω+).

Ceci implique les estimations (3.29).

3.4.2 Passage à la limite dans l’alternative de Fredholm

Les estimations (3.29) impliquent

||pδ||Y ≤ c||u||Y

avec une constante c indépendante de u dans Y pour tout δ > 0.
Il existe alors une sous-suite notée toujours pδ et un élément p0 ∈ Y ,

telles que

lim
δ−→0

pδ = p0 qui converge faiblement dans Y
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Nous allons, maintenant, caractériser p−0 comme étant l’unique solution
d’un problème variationnel et on définira p+

0 à l’aide de sa trace p−0 sur Γ.
Soit

H1
0,Γ =

{
v ∈ H1(Ω)|v = 0 sur Γ

}
.

On note par Z(Ω) l’espace H1
0,Γ ou H1 selon la condition aux limites consi-

dérée. La proposition suivante caractérise p−0 .

Proposition 3.2.

p−0 est l’unique solution du problème variationnel suivant :{
p−0 ∈ Z(Ω) ∀v− ∈ Z(Ω),
a−(p−0 , v

−) = b−k (u−, v−).
(3.31)

De plus, p+
0 est la fonction constante en t sur Ω+ telle que p0 = (p+

0 , p
−
0 ) ∈

Y ,où
p+

0 (., t) = p−0 sur Γ, t ∈ (0, 1), (3.32)

et, p0 est un élément de X.

Preuve.
A l’aide de l’estimation (3.29-(2)-) on montre que :
si δ = 0

0 ≤ ||∂tp+
0 ||0,Ω+ ≤ 0,

donc, ||∂tp+
0 ||0,Ω+ = 0, i.e : ∂tp+

0 = 0.
on a :

p+
0 (m, t) = p−0 (m) +

∫ t

0

∂tp
+
0 (m, s)ds m ∈ Γ (3.33)

on obtient alors directement :

p+
0 (., t) = p−0 sur Γ, t ∈ (0, 1).

Soit maintenant, v− une fonction fixée régulière dans Z(Ω), la régularité
de v− sur Γ permet de prolonger v− dans Ω+, et v = (v+, v−) a les mêmes
propriétés que p0. Pour la condition de Dirichlet, on prend simplement
v+ = 0. Dans le cas Neumann, on utilise

1. ∂tv+ = 0,

2. lim
δ−→0

δ
1
2∇Γv

+ = 0,

3. et l’estimation (3.29-(2)-)
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permet de déduire que

lim
δ−→0

δa+(δ; p+
δ , v

+) = 0.

En passant à la limite dans (3.28), on voit que le problème (??) est satisfait
pour des fonctions v− régulières Comme toute fonction de Z(Ω) peut être
approchée par une suite de fonctions régulières, on conclut que p−0 est
solution de (??) qui admet la formulation forte suivante

p−0 ∈ H1(Ω),

∆p−0 = k2u− dans D′(Ω),

p−0 = 0 dans H
1
2 (Γ) ou ∂tp−0 = 0 dans H−

1
2 (Γ),

∂np
−
0 + Sp−0 = Rku

− dans H−
1
2 (Σ).

(3.34)

Dans l’équation ci-dessus, n indique la normale à Γ : les résultats de régu-
larité standards pour l’équation de Laplace avec une condition de Dirichlet
ou de Neumann sur le bord, impliquent que p−0 est H3 au voisinage de Γ.
Comme conséquence p−0 est dans H1(Γ), ce qui conduit à un élément p0

dans X.

Puisque p0 est déterminé d’une manière unique, alors c’est toute la suite
{pδ}δ>0 qui converge vers p0. On peut définir un opérateur∣∣∣∣∣∣

T0 : Y −→ X,

T0u = p0, ∀u ∈ Y.

où T0 est borné.

3.4.3 Théorème de stabilité

La stabilité nécessite une prise en compte correcte de la convergence de
{pδ}δ>0 vers p0. On utilise pour cela la régularité de p−0 au voisinage de Γ

Proposition 3.3.
Il existe une constante c > 0 indépendante de δ > 0 et pour tout u ∈ Y
tel que

||pδ − p0||Y ≤ cδ
1
2 ||u||Y . (3.35)
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Preuve.
Pour démontrer la proposition, nous considérons les deux conditions aux
limites séparément
Condition de Neumann Nous avons à l’aide de (3.28) et (??) respecti-

vement de pδ et de p0, nous pouvons écrire

δa+(δ; p+
δ −p

+
0 , v

+)+a−(p−δ −p
−
0 , v

−) = δb+(δ;u+, v+)−δa+(δ; p+
0 , v

+).
(3.36)

Commençons par les estimations de la forme bilinéaire a+(δ; ., .) par
rapport à δ. on a

a+(δ; p+
0 , v

+) =
∫ 1

0

∫
Γ(I + δtR)−1∇Γp

+
0 .∇Γv

+dΓdt

+ 1
δ2

∫ 1

0

∫
Γ ∂tp

+
0 ∂tv

+det(I + δtR)dΓdt.

En utilisant le fait que ∂tp+
0 = 0, la forme a+(δ; p+

0 , v
+) peut être

estimé par :

|a+(δ; p+
0 , v

+)| ≤ c||∇Γp
+
0 ||0,Ω+||∇Γv

+||0,Ω+

La clé maintenant est d’utiliser la définition de p+
0 et la régularité

d’ordre supérieur de p−0 pour obtenir les estimations

‖∇Γp
+
0 ||0,Ω+ ≤ c||p−0 ||1,Γ,

||p−0 ||1,Γ ≤ c||u−||0,Ω.
En notant $ = pδ − p0 et en utilisant l’estimation (3.30) on obtient :

||$+||0,Ω+ ≤ c
(
||∂t$+||0,Ω+ + ||$−||1,Ω+

)
,

on a

a+(δ;$+, $+) + a−($−, $−) = δb+(δ;u+, $+)− δa+(δ; p+
0 , $

+)

de (3.27) :
a−($−, $−) ≥ c||$−||21,Ω

et
a+(δ;$+, $+) ≥ c

(
δ||∇Γ$

+||20,Ω+ +
1

δ
||∂t$+||20,Ω+

)
donc
a+(δ;$+, $+) + a−($−, $−)

≥ c
(
δ||∇Γ$

+||20,Ω+ + 1
δ ||∂t$

+||20,Ω+ + ||$−||21,Ω
)
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par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et par la continuité des formes bi-
lineairs a+ et b+ on démontre qu’elles sont bornées

δb+(δ;u+, $+)− δa+(δ; p+
0 , $

+)

≤ δc||u||Y
[
||∇Γ$

+
δ ||0,Ω+ + ||∂t$+

δ ||0,Ω+ + ||$−δ ||Ω
]

Finalement nous obtenons

δ||∇Γ$
+||20,Ω+ + 1

δ ||∂t$
+||20,Ω+ + ||$−||21,Ω

≤ δc||u||Y
[
||∇Γ$

+
δ ||0,Ω+ + ||∂t$+

δ ||0,Ω+ + ||$−δ ||Ω
]

Ceci implique alors à l’aide de (3.26) que

||$δ||2Y ≤ δc||u||Y
[
||∇Γ$

+
δ ||0,Ω+ + ||∂t$+

δ ||0,Ω+ + ||$−δ ||Ω
]

≤ δ
1
2c||u||Y

[
δ

1
2 ||∇Γ$

+
δ ||0,Ω+ + δ−

1
2 ||∂t$+

δ ||0,Ω+ + ||$−δ ||Ω
]

≤ δ
1
2c||u||Y ||$δ||Y

Par conséquent
||pδ − p0||Y ≤ cδ

1
2 ||u||Y

Condition de Dirichlet La différence du cas précédent est le faite que
p−δ n’est pas une fonction test valide pour le problème (??). En utili-
sant la formule de Green et la régularité de p0 sur Γ on écrit

a−(p−0 , v
−) = b−k (u−, v−) +

∫
Γ

∂np
−
0 v
−dΓ,

pour toute fonction test v− ∈ H1(Ω). Il faut rappeler la formule (3.33)
que

p+
δ (., t) = p−δ (.) +

∫ t

0

∂tp
+
δ (., s)ds.

avec la condition p+
δ (., 1) = 0 sur Γ impliquent

||p+
δ ||0,Ω+ + ||p−δ ||0,Γ ≤ c||∂tp+

δ ||0,Ω+

En utilisant ensuite l’estimation de régularité de p−0 suivante :

||∂np−0 ||0,Γ ≤ c||u−||0,Ω
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et en procédant comme pour la condition de Neumann, permet d’ob-
tenir le résultat suivant :

δ||∇Γp
+
δ ||

2
0,Ω+ + δ−1||∂tp+

δ ||
2
0,Ω+ + ||p−δ − p

−
0 ||21,Ω ≤ c||u||Y ||∂tp+

δ ||0,Ω+.

Comme conséquence directe on obtient

||pδ − p0||Y ≤ cδ
1
2 ||u||Y .

La proposition précédente va nous permettre ainsi de démontrer la pro-
priété de stabilité par rapport à δ de la solution du problème (3.25). Il
se compose à gauche de l’opérateur I + Tδ, uniformément en δ où I est
maintenant l’identité de Y .

Lemme 3.3.
Il existe une constante γ > 0 telle que

||(I + Tδ)u||Y ≥ γ||u||Y ∀u ∈ Y (3.37)

pour tout δ ≥ 0.

Preuve.
On montre que T0 est un opérateur compact de Y dans Y (et même de X
dans X). Dans l’intention d’utiliser l’alternative de Fredholm, nous allons
montrer que (I + T0) est injectif. Soit w ∈ Y qui satisfait

(I + T0)w = 0

Pour un tel w ∈ X ; nous utilisons l’opérateur de Steklov-poincaré pour
prolonger w− à tout Ω∞. Alors, w− est une solution du problème suivant :

w− ∈ H1
loc(Ω∞),

∆w− + k2w− = 0 dans D′(Ω∞),

w− = 0 ou ∂nw
− = 0 sur Γ,

lim
|x|−→∞

|x|(∇w−. x|x| − ikw
−) = 0.

(3.38)

En vertu des résultats d’unicité de la solution de ce type de problème
(3.38), le théorème 3.1, on conclut que w− = 0. Puisque (T0w)+ = −w+ ;
on déduit que w = 0 car (T0w)+(., t) = w−(.) (d’après la proposition
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??). Donc (I + T0) est injectif. L’alternative de Fredholm permet donc de
déduire qu’il existe une constante γ0 > 0 telle que

||u+ T0u||Y ≥ γ0||u||Y

maintenant, on a

||u+ T0u||Y = ||u+ Tδu+ T0u− Tδu||Y ,

||u+ T0u||Y ≤ ||u+ Tδu||+ || − (Tδu− T0u)||Y ,

donc

||u+ T0u||Y ≤ ||u+ Tδu||+ ||Tδu− T0u||Y .

on obtient a l’aide de l’estimation (3.35) et de l’inégalité ci-dessus

γ0||u||Y ≤ ||u+ Tδu||+ cδ
1
2 ||u||Y

||u+ Tδu|| ≥ (γ0 − cδ
1
2 )||u||Y

Finalement, pour δ petit, d’où

||(I + Tδ)u||Y ≥ γ||u||Y .

Théorème 3.3.
Soit {Lδ}δ>0 une famille de formes linéaires sur X telles que pour tout
δ > 0 et v ∈ X on a :

|Lδv| ≤ `(δ)
{
δ

1
2 ||∇Γv

+||0,Ω+ + δ−
1
2 ||∂tv+||0,Ω+ + ||v−||1,Ω

}
Alors, il existe une constante c indépendante de δ > 0, telle que la solution
du problème variationnel suivant :

uδ ∈ X ∀v ∈ X,

δa+(δ;u+
δ , v

+) + δb+(δ;u+
δ , v

+) + a−k (u−δ , v
−) = Lδv

satisfait l’estimation
||uδ||Y ≤ c`(δ), (3.39)

où `(δ) est une fonction du δ non nécessairement bornée quand δ −→ 0.
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Preuve.
On définit wδ = (I+Tδ)uδ. Alors wδ est solution du problème variationnel
et coércif suivant

wδ ∈ X ∀v ∈ X,

δa+(δ;w+
δ , v

+) + a−(w−δ , v
−) = Lδv

En posant v = wδ, on obtient grâce à l’estimation (3.27) et par définition
on a

δa+(δ;w+
δ , w

+
δ ) + a−(w−δ , w

−
δ )

≥M
[
δ||∇Γw

+
δ ||20,Ω+ + δ−1||∂tw+

δ ||20,Ω+ + ||w−δ ||21,Ω+

]
alors

δ||∇Γw
+
δ ||

2
0,Ω+ + δ−1||∂tw+

δ ||
2
0,Ω+ + ||w−δ ||

2
1,Ω+ ≤ |Lδwδ|

Ce qui donne directement

δ||∇Γw
+
δ ||20,Ω+ + δ−1||∂tw+

δ ||20,Ω+ + ||w−δ ||21,Ω+

≤ `(δ)
(
δ

1
2 ||∇Γw

+
δ ||0,Ω+ + δ−

1
2 ||∂tw+

δ ||0,Ω+ + ||w−δ ||1,Ω
)

Grâce aux les estimations a priori (3.29), on a les trois inégalités suivants :

||∇Γw
+
δ ||0,Ω+ ≤ cδ−

1
2`(δ)

||∂tw+
δ ||0,Ω+ ≤ cδ

1
2`(δ)

||w−δ ||1,Ω ≤ c`(δ)

Ceci implique
||wδ||Y ≤ c`(δ)

on a wδ = (I + Tδ)uδ et d’après le lemme de stabilité 3.3. Ceci implique
alors l’estimation (3.39).

Finalement, c’est cette dernière estimation qui conduit à l’argument de
stabilité et qui, nous dit que la norme de Y de la solution (3.25) est le
même ordre en δ que la perturbation du second membre.
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CONCLUSION

A fin de clôturer ce travail nous rappelons brièvement les principaux
idées obtenus tout en mettant.

Notre étude commence par un rappel de quelques résultats classiques de
problème de Helmholtz et des résultats d’existence-unicité et la régularité
de solution.

Nous nous sommes ensuite concentré sur l’étude du problèmes de Helm-
holtz avec une diffraction d’une onde électromagnétique par un obstacle
revêtu d’une couche mince.

Nous pouvons faire le même travail avec d’autres types d’équations et
d’ autres situations par exemple la couche mince périodique.
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