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Abstract

In this memoir, we deal with the problem of analyzing the global exponential stability of a
class of recurrent neural networks (RNNs) with discrete and distributed mixed delays, let us
consider the existence and uniqueness of équilibriste points. use a new Lyapunov-krasvsckii
functional and develop a linear matrix inequality (LMI) approach to make RNNs exponentially
global stable.
keywords :Generalized recurrent neural networks; Discrete and distributed delays; Lyapunov-

Krasovskii functional; Global exponential stability; Global asymptotic stability.
Résumé

Dans ce mémoire en traite le probleme d’analyse de la stabilité exponentielle globale d’une
classe de réseaux de neurons récurrents (RNNs) avec des retards mixtes discrets et distribués,
considérons 'existence et 'unicité de point d’équilibre.On utilise une nouvelle fonctionelle de
Lyapunov-krasvsckii on développe une approche d’inégalité matricielle linéaire (LMI) pour que
les RNNs soient globalement exponentiellement stables.

Mots Clé :Réseaux de neurones récurrents généralisés ; Retards discrets et distribués ;fonc-

tionnelle Lyapunov-Krasovskii ; Stabilité exponentielle globale ; Stabilité asymptotique globale.
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Introduction

Les réseaux de neurones récurrents (RNN) sont des modéles de traitement de I'information
qui ont été largement utilisés dans divers domaines tels que la reconnaissance de la parole, la
vision par ordinateur et la modélisation du langage naturel. Les RNN peuvent étre utilisés pour
traiter des données séquentielles telles que des séquences temporelles ou des séquences de mots.

Cependant, les RNN traditionnels ne prennent pas en compte les retards discrets et distri-
bués qui peuvent étre présents dans les données séquentielles. Les retards discrets se produisent
lorsque 'information est retardée d’un certain nombre d’étapes de temps, tandis que les retards
distribués se produisent lorsque l'information est retardée d’un temps variable.

Pour résoudre ce probléme, des RNN généralisés avec des retards discrets et distribués ont
été proposés. Ces modeéles prennent en compte les retards discrets et distribués en introduisant
des variables supplémentaires dans le modéle.

Cependant, ces modeéles peuvent étre instables et conduire a une divergence du systéme.
Pour résoudre ce probléeme, une méthode basée sur la théorie du controle a été proposée pour
analyser la stabilité exponentielle globale des RNN généralisés avec des retards discrets et
distribués.

Cette méthode utilise une fonction de Lyapunov pour prouver que le systéme est exponen-
tiellement stable. La fonction de Lyapunov mesure ’énergie du systéme et montre comment
elle décroit au fil du temps. Si cette énergie décroit exponentiellement, alors le systéme est
exponentiellement stable.

En utilisant cette méthode, il a été démontré que les RNN généralisés avec des retards dis-
crets et distribués peuvent étre exponentiellement stables. Cette méthode peut étre utilisée pour
concevoir des RNN plus stables et pour améliorer leur performance dans diverses applications.

Dans ce mémoire, on essaye de reprendre plus en détails les travaux de article [10] en
clarifiant la notion et ’étude de stabilité des RNN avec retards.



Chapitre 1

Notions Préliminaires sur la Stabilité des
EDO

Le comportement asymptotique est un aspect qualitatif le plus important des systémes
dynamiques, c¢’est-a-dire le comportement des solutions lorsque le temps tend vers I'infini; ce
concept qui est directement lié¢ a la stabilité, a fait I'objet d’une recherche abondante depuis
la fin du XIX‘eme siécle. Son importance réside dans le fait que la notion de la stabilité est
commune a plusieurs domaines, d’une part, et d’un point de vue général, I’analyse de la stabilité
est une étape nécessaire pour I’étude du fonctionnement des systémes (physiques, mécaniques,
électroniques...etc.). Pour cette raison il est indispensable d” introduire dans la premiére partie
de ce chapitre les concepts de base de la notion de stabilité ainsi que le critére trés important
pour 'analyse de la stabilité.

1.1 Généralités
Définitions

Définition 1.1 [/ On appelle équation différentielle résolue d’ordre p une équation de la forme
Vi e I,XP(t) = f(t,X(t), X'(t), -, XP (1)) d’inconnue X € C*(I,R") ou n € N*,I
intervalle de R, f € C (I x R",R™). L’équation est dite linéaire si [ est linéaire en ses p — 1
derniéres variables. Elle est dite autonome si f ne dépend pas de t.

Remarque 1.1 [}/ En posant Y =" (X, X' ,X(p_l)), on se ramene o une équation d’ordre
1 de taille np : Y] = Yo, Y] | =Y, Y = f(t,Y1,--+,Y,1). On ne considérera done plus
que des systémes d’ordre 1X' = f(t, X).

Définition 1.2 [/ On appellera probléme de Cauchy associé a ce systéme la recherche d’une
solution vérifiant X (tg) = Xo ou tg € 1, Xy € R"™ sont donnés.

Définition 1.3 [/ On appellera solution la donnée d’un intervalle J C I et d’une fonction
vérifiant Vt € J,¢'(t) = f(t, ¢(1)).

Existence et unicité de solutions

Définition 1.4 [/ On appelle solution mazimale la donnée d’une solution (Jo, o) telle qu’il
n’existe pas d’autre solution (J, ) vérifiant Jo C J et ¢ = sur Jy.

Définition 1.5 [}/ On dit que f est localement lipschitzienne en la seconde variable si pour
tout (to, xg) € I X R™, il existe V' wvoisinage de (to, zo) et k > 0 tels que pour tous (t,z), (t,2') €
Vilf(t2) — f &) < ke — 2.

Remarque 1.2 [} Si f est de classe C', alors elle est localement lipschitzienne.

2



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES SUR LA STABILITE DES EDO 3

Théoréme 1.1 (Cauchy-Lipschitz) [/ Si [ est localement lipschitzienne en la seconde va-

riable, alors pour tous ty € I,xq € R", il existe une unique solution maximale X vérifiant
X (to) = Xop-

Théoréme 1.2 (Cauchy-Peano) [/ Si f est seulement supposée continue, alors pour tous
to € I,z9 € R", il existe au moins une solution mazximale X vérifiant X (ty) = .

Le probléme de la globalité

Définition 1.6 [// Une solution mazximale est dite globale si elle est définie sur I entier.

Contre-Exemple 1.1 [}/ Le probléme de Cauchy x' = z*,x(0) = 1 n’admet pas de solution
définie sur R entier.

Théoréme 1.3 (Cauchy-Lipschitz global) [// On suppose que f : I xR™ — R™ est continue
et vérifie VK compact de 1,3k > 0,Yy,z € R", || f(t,z) — f(t,9)| < kl|z — y|| Alors il y a une
solution unique, qui est de plus définie sur I entier.

Exemple 1.1 [}/ Si A : I — M,(R),B : I — R" sont continues, alors les solutions de
X'(t) = A(t) X (t) + B(t) sont globales.

Proposition 1.1 (Gronwall) [J] Soient p,¢ € C (la,b],Ry),c > 0 tels que Vt € [a,b], y(t) <
cfjw(s)y(s)ds. Alors ¥t € [a,b],y(t) < exp (f;¢(s)ds>.

Théoréme 1.4 (des bouts) [f/ On note I =|a,b| et on suppose f localement lipschitzienne
en X. Soit ¢ o, B|—= R™ une solution mazimale de X' = f(t, X). Si B <b (resp. si « > a ),
alors pour tout K compact de R™, il existe V wvoisinage de  (resp. de a ) dans |o, B] tel que
pour tout t € V,p(t) ¢ K

Corollaire 1.1 [/ Si f est bornée, alors les solutions mazximales sont globales.

1.2 Stabilité et théorie de Lyapunov

On présente dans cette partie les notions de la stabilité. Considérons le systéme suivant :

(2_? = f(ilf),
{ 0 o (1.1)

Avec f: R™ — R™ On suppose que les conditions d’existence et d’unicité des solutions de (|1.1J)
sont vérifiées de sorte que le systéme (|1.1)) admette une unique solution z (¢, x¢) définie sur un
ouvert U de R™.

Notions de stabilité

S’il est possible que la trajectoire d’un systéme corresponde, & partir d’un certain moment,
uniquement a un point, un tel point est appelé point d’équilibre. Nous allons voir que les
problémes de stabilité sont naturellement formulés par rapport aux points d’équilibre.

Définition 1.7 [8, [1] Le point x(0) = xq est dit point d’équilibre du systéme si f(xz(0) =

o) = 0 autrement dit z(0) = zo est une solution constante du systéme % = f(x)
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Remarque 1.3 [§, [1] On peut toujours se ramener au cas ot le point d’équilibre x. est dit
point d’équilibre du systéme libre est origine 0 puisque si z. vérifie f(xe) = 0, il suffit de
considérer le changement de coordonnées z = v — . la dérivée de z est donnée par :

dz dx
priam = f(z)=f(z+m)=9(2), et g(2) =0
l’origine est bien un point d’équilibre du systeme % =g(2).

Définition 1.8 [, [1] Le point d’équilibre x(0) = xq est dit stable si ¥p > 0, il existe r(p) > 0
tel que
si ||xo — xe|| < 7 alors ||x(t) — x| < p,VE >0

Sinon le point d’équilibre est dit instable.

Cette définition signifie que, quelle que soit la boule d’exigence de rayon p, il est toujours possible
de choisir une certaine sous-boule de rayon r telle que pour toute condition initiale comprise
dans cette sous-boule, la trajectoire résultante sera, en tout temps, comprise dans la boule
d’exigence de rayon p. Dans un langage plus imagé, un petit déséquilibre initiale n’entraine
qu’un petit déséquilibre au cours du temps, déséquilibre qui peut trés bien étre permanent. Il
existe plusieurs types de stabilité :

— Stabilité asymptotique.
— Stabilité exponentielle.

— Stabilité uniforme.

Types de stabilité
Définition 1.9 (Stabilité asymptotique globale) Un point d’équilibre x. est globallement
asymptotiquement stable si :

— 1l est stable.

— Toute solution X(.) converge vers z. :

i () =

Définition 1.10 (Stabilité asymptotique locale) [8, 1] Le point d’équilibre x. est localle-
ment asymptotiquement stable si :

— 1l est stable.

— Il existe r > 0 tel que : Si ||x(0) — z. || < r, nous avons :

Jim o(0) = .

Définition 1.11 (Stabilité exponentielle globale) [8, [1]] Le point d’équilibre z. est global-
lement exponentiellement stable avec taux de convergence o > 0, s’il existe 5 > 0 telle que toute
solution x(t) vérifie :

|x(t) — z|]| < B ||x(0) — x| exp(—at) pour toutt > 0.

Définition 1.12 (Stabilité exponentielle locale) [8, [1] Le point d’équilibre est locallement
exponentiellement stable de tauzr de convergence av > 0, s’il existe r > 0 et § > 0 telle que
|2(0) — || < r, nous avons :

|x(t) — ze|| < B|x(0) — z|| exp(—at) pour tout t > 0.
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Définition 1.13 (Stabilité uniforme locale) [8, (1] Le point d’équilibre x. est localement
uniformément stable si :

Ve > 0,30(s) > 0: ||z(0) — x| <0 = ||z(t) — x| <&,VE >0

Définition 1.14 (Stabilité uniforme globale) [§, 1/ Le point d’équilibre x. est globalement
uniformément stable s’il est uniformément stable et les solutions du systéme sont globalement
uniformément bornées.

Remarque 1.4 [§, [1/ Si z. est exponentiellement stable alors x. est asymptotiquement stable
et ca implique que x. est atable.

Remarque 1.5 [§8, (1] Pour un systéme linéaire Cé—f = Ax(t), ou A € M,(R), on rappelle que
lorigine est un point d’équilibre et la stabilité locale est équivalente a la stabilité globale. C’est
une conséquence directe du théoréeme ci-dessous caractérisant la stabilité des systémes linéaires

autonomes.

Proposition 1.2 [§, 1 S’il existe une valeur propre \ de A telle que Re(\) > 0, alors le point
d’équilibre 0 est instable.

— Si toutes les valeurs propres de A sont & partie réelle strictement négative, alors le point
d’équilibre 0 est asymptotiquement stable.

— Le point d’équilibre 0 est stable si et seulement si toute valeur propre de A est a partie
réelle négative ou nulle, et si toute valeur propre a partie réelle nulle est simple.

Méthode indirecte de Lyapunov

La premiére méthode de Lyapunov est basée sur I'examen de la linéarisation du systéme
& = f(x,u) autour de I’équilibre (z,u). Plus précisément, on examine les valeurs propres \;(A)
de la matrice Jacobienne évaluée a 1’équilibre :

_9of

A=5s

(z,a).
Selon cette méthode, les propriétés de stabilité de (Z, @) s’expriment comme suit.

Théoréme 1.5 [8, 1/

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne ont une partie réelle strictement
négative (Vi, Re (\;(A)) < 0), l'équilibre (Z,u) est exponentiellement stable.

2. 8t la matrice Jacobienne posséde au moins une valeur propre a partie réelle strictement
positive (3i, Re (N\;(A)) > 0), l’équilibre (Z,u) est instable.

Le théoreme ne permet pas de dire si I’équilibre est stable ou instable quand la matrice Ja-
cobienne comporte au moins une valeur propre nulle et aucune valeur propre a partie réelle
strictement positive. Dans ce cas, les trajectoires du systéme convergent vers un sous-espace
(une variété) dont la dimension est le nombre de valeurs propres nulles de la matrice Jacobienne
et la stabilité de 1’équilibre peut étre étudiée dans ce sous-espace par la seconde méthode.

Méthode directe de Lyapunov

La méthode directe de Lyapunov, dite aussi 2ieme méthode de Lyapunov, consiste & étudier
la stabilité du systéme sans avoir recours a la solution explicite des équations différentielles non
linéaires.

Définition 1.15 /8, [1/
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1. Soit V : R™ — R une fonction continue telle que V(0) = 0.
— On dit que la fonction V' définie positive si V(x) > 0 pour tout x # 0.

— On dit que la fonction V' est semi-définie positive si V(x) > 0 pour tout x € B, pour
un p > 0.

— La fonction V' est dite définie négative (resp. semi-définie négative) si —V est une
fonction définie positive (resp. semi-définie positive).
— V est non définie si : V(0) =0 et V() change de signe dans tout voisinage de 0 .
2. Soit g : [0,a] — [0,4o00] une fonction continue.

— La fonction g est dite K-fonction (ou bien de classe K ) si elle est strictement
croissante et g(0) = 0.

— Si de plus a = +00 et lim,_, 1 g(x) = +00, alors g est dite Ko ,— fonction (ou bien
de classe Ko ).

On appelle dérivée temporelle le long de la trajectoire, la fonction 1% définie par :

Vi) = 0V 0a)(t) = (Vi) 5 ) = (VW (o). (o)

D’otut les théorémes de stabilité de Lyapunov suivants :

Fonction de lyapunov

Définition 1.16 /8, [1/ Une fonction de Lyapunov est une fonction continue W : R* — R telle
que W(z) > 1 et im W (2) 3500 = +00. En particulier les ensembles de niveau {x : W(x) < a}
sont compacts.

Théoréme 1.6 [8,[1] L origine du systéme est stable sl existe une fonction de Lyaponov
et un candidat de Lyapunov V € C' (R™ R) avec V(0) = 0 et telle que :

1. 'V est définie positive.
2. V(t) = (VV(z), f(z)) est semi-définie négative.

Stabilité Asymptotique

Définition 1.17 /8, 1/ L’ origine du systéme est asymptotiquement stable s’il existe une
fonction V(z) € C* (R",R) avec V(0) = 0 et telle que :

1. 'V est définie positive.

2. V(x) = (VV(z), f(z)) est définie négative.

Théoréme 1.7 [8, [1] S’il existe une fonction V définie positive de C* (R™,R) avec V(0) = 0
et telle que, pour k >0
(VV(2), f(x)) + kV(z) <0

Alors, le point d’équilibre x = 0 est stable et si k > 0 il est asymptotiquement stable.

Stabilité Exponentielle

Théoréme 1.8 [8, [1] Soit V(x) une fonction définie positive de classe C* sur un domaine
D CR" si:
1. V est définies négative.
2. Ty, ko, k3, p s ki ko, ks A0 et 2 >0 telle que
kallaF < V() < kallz(@)]P et V(x) < —ksll2 ()]
Alors, x. = 0 est exponentiellement stable. Si la condition est verifié globalement, alors x. =0
est globalement exponentiellement stable.
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Démonstration 1.1 [8, [1/ D’apres lee hypothéses du théoréme nous avons :
kallz(@)|[P < V() < kol (t)]]”
Donc

—V(z) 2 —kollz@)[P = —[lz®)]" < —%QV(CE)

Nous avons aussi que

V(x) < —ks|lz(t)|]?

C’est-a-dire

Vi(x) < —kslz(t)]]”

Par intégration on obtient

Finalement, on a

Alors

D’ot le résultat.

1.3 Réseaux de neurones récurrents

Dans cette partie, on présente quelques types de réseaux de neurones récurrents,on trouve :

1.3.1 Reéseau de neurones de Hopfield

Les réseaux de neurones de Hopfield sont modélisés par 1’équation différentielle suivante :
w(t) = —cmi(t) + > ayg; (x;(t) + L, i=Tn
j=1

ou
— n > 2 est le nombre de neurones dans le réseau ;
— x;(t) est 'état du ¢™° neurone a l'instant ¢ ;
— ¢; est une constante strictement positive;
— a;; poids de connexion entre le neurone j et le neurone ;
— g;(.) sont les fonctions d’activation du systéme;

— I; est 'entrée extérieure du neurone i.
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1.3.2 Réseau de neurones de type Hopfield d’ordre élevé

La forme mathématique d’un réseau de neurones de Hopfield d’ordre élevé, est donnée par
I’équation :

zi(t) = —cizi(t) + Z aijg;j (z;(t))

+ )0 bigs (i (0)) g (m(t) + L, i=Tn

j=1 =1
dans lequel
— n > 2 est le nombre de neurones dans le réseau ;
— x;(t) est I'état du i neurone a 'instant ¢ ;
— ¢; est une constante strictement positive;
— a4 poids de connexions entre le neurone j et le neurone 7
— byj; poids du second degré;
— g,(.) fonctions d’activation (bornées);

— I; est I’entrée extérieure du neurone i.

1.3.3 Réseaux de neurones BAM (Hopfield / Hopfield d’ordre élevé)
Le principe d’un réseau de neurones BAM est de combiner deux reseaux simples(Hopfield

/ Hopfield d’ordre élevé) a la fois, par exemple on trouve :

Réseaux de neurones BAM de Hopfield

Ce type combine deux réseaux de neurones Hopfield et il est donné par le systéme d’équations
différentielles suivant :

{ 0= e+ Shamah (0) Lot = 1o
yi(t) = =bjw;(t) + 2201 qiggi (i) + Jj, 5 =1,...,om
Ou

— n,m > 2 et n+ m nombre de neurones dans le réseau;

— x;(t) et y;(t) I'évolution du neurone ¢ et j a I'instant ¢;

—a; >0et b; >0;

— pji et g;; poids de connexions;

— fj()etg; (.) sont les fonctions d’activation du systéme;

— I; et J; sont les entrées externes.

Réseaux de Neurones BAM de Hopfield d’ordre élevé (BAM-HOHNN)

Ce type combine deux réseaux de neurones Hopfield d’ordre élevé et il estdonné par le
systéme d’équations différentielles suivant :

{ zi(t) = —awi(t) + 2200 piefi (Wi (1) + 2270 Pia 222 f3 (i (0) fi(u(®)) + Liyi =1,
y;(t) = =bjz;(t) + 320 43 9s (:(t)) + 22011 200, Gngi () g () + Jj = 1,....m

Ou
— n,m > 2 et n+ m nombre de neurones dans le réseau;

— x;(t) et y;(t) I'évolution du neurone ¢ et j a l'instant ¢;
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— ai>0etbj>0;
— pji et ¢;; poids de connexions;
— fi(.)etg;(.) sont les fonctions d’activation du systéme;

— I, et J; sont les entrées externes.

1.4 Equations différentielles a retards

Soit 7 > 0. On note C ([—7,0], R )’espace de Banach des fonctions continues définies sur
[—7,0] et & valeurs dans Ry muni de la topologie de la convergence uniforme

6]l = sup{e(0); =7 < 6 < 0}

Soit ¢ € C ([—7,0],Ry)et f: R x R — R donnée, soit le probléme a valeur initiale suivant

') =fGyt),yi—r),t>0
{ z(t) = qb(t),yt € [y—T, 0] (1.2)

Cette derniére (1.2) est une équations différentielles a retard.

1.5 RNNSs retardés : différents types de retards

Un réseau de neurones récurrents a retard est modélisé par une équation différentielle dé-
pendant d’un parameétre nommé retard, et on trouve plusieurs formes,par exemple :
Modéle de Hopfield avec retard constant :

Ce type de réseau de neurones est décrit par une équation différentielle avec retard constant,
dans le modéle suivant le retardest noté 7 > 0

{xé(t) = —cii(t) + Z aijg; (x;(t — 7)) + I

Modéle de Hopfield avec retard variable dans le temps :

Il est décrit par une équation différentielle avec retard variable dans le temps, dans le modéle
suivant le retard est noté 7(t) > 0

{xi(t) = —cix(t) + Z aijg; (z;(t = 7(t))) + L

Modéle de Hopfield avec retard proportionnel

Ce type de réseau de neurones est décrit par une équation différentielle avec retard propor-
tionnel, donné comme suit

{902(75) = —cizi(t) + Z aijg; (z;(qt)) + 1

dans le dernier modéle le retard est noté "qt" avec 0 < ¢ < 1 terme de retard proportionel

Modéle de Hopfield avec retard distribué continu

Un retard distribué continu est appelé aussi retard de type noyau (intégral).On distingue
deux formes :
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1. Modéle de Hopfield avec retard distribué continu (fini)

Le modéle de réseau de neurones est donné par ’équation différentielleavec retard distribué
continu (fini) suivante :

zi(t) = —cxi(t) + Za”/ ))ds + I (1.3)

2. Modéle de Hopfield avec retard distribué continu (infini)

C’est un retard ou I'une des bornes est infini (00), de plus suivant la composition par la
fonction d’activation (g;), on a :

() = —cai(t +Z%/ K(t—s)g; (z;(s))ds + I, (1.4)

) = —curi(t) + Z ooy ([ K= s)0s) + 1 (1.5

Modéle de Hopfield avec retard

A Torigine ce type de retard est un noyau (comme le retard dans le modeéle précédent :
modele de Hopfield avec retard distribué continu fini (1.3), autremment dit, aprés quelques
transformations dans le modele (|1.6]), on a (1.7) :

i(t) = —cxi(t — () + Z ai;95 (z;(t)) + I; (1.6)

On a
zi(t) = —ciwi(t — 7(1)) + ciwi(t) — ciwi(t) + Z aijg; (x;(t)) + 1

t n
= —cir(t) + cl/ zi(s)ds + Z ai;95 (z;(t)) + I;
t—7(t)

J=1

Modéle de Hopfield avec retard mixte

Ce réseau de neurones est composé de deux types de retards : un retard constant ou variable
dans le temps et un retard distribué continu (fini ou infini). Comme exemple : un réseau de
neurones de Hopfield avec retard mixte est donné par I’équation différentielle suivante :

zi(t) = —ciay(t —|—Zamgj (z;(t —7(t) +szﬂ/ K(t—s)gj(z;(s))ds+ I (1.8)

Jj=1 Jj=1

1.6 Réseaux de Neurones récurrents

Nous traitons dans cette partie le probléme d’analyse de la stabilité exponentielle globale
d’une classe de réseaux de neurones récurrents ( RNN ) avec des retards mixtes discrets et dis-
tribués . Nous prouvons d’abord 'existence et 'unicité du point d’équilibre dans des conditions
douces, en supposant ni dérivabilité ni monotonie stricte pour la fonction d’activation. Ensuite
, en employant une nouvelle fonctionnelle de Lyapunov - Krasovskii , une approche d’inégalité
matricielle linéaire ( LMI ) est développée pour établir des conditions suffisantes pour que les
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RNN soient globalement exponentiellement stables . Par conséquent , la stabilité exponentielle
globale des RNN retardés peut étre facilement vérifiée en utilisant la boite & outils numeéri-
quement efficace Matlab LMI | et aucun réglage des paramétres n’est requis . Un exemple de
simulation est exploité pour montrer 1'utilité des conditions de stabilité dérivées basées sur le
LMI.



Chapitre 2

Stabilité Exponentielle Globale du
Systéme

Considérons le réseau récurrent suivant avec des retards discrets et distribué

du; ,
ud() —d;u;(t) +Zazﬂf9 u;(t +Z bijgj (uj (t — 1)) / ch )ds+I;, i=1,...
t

T2 ] 1

(2.1)
ou n est le nombre de neurones dans le réseau neuronal, u;(t) indique I’état du i éme neu-
rone neuronal au temps t, f; (u;(t)), g; (u;(t)) et h; (u;(t)) sont les fonctions d’activation du j
éme neurone au temps ¢. Les constantes a;j, b;; et ¢;; dénotent, respectivement, les poids de
connexion, les poids de connexion discrétement retardés et les poids de connexion distributi-
vement retardés, du j éme neurone sur le ¢ neurone. I; est la polarisation externe sur le iéme
neurone, d; indique la vitesse & laquelle le iéme neurone réinitialisera son potentiel a 1’état de
repos de maniére isolée lorsqu’il est déconnecté du réseau et des entrées externes. 7 est le retard
discréte constante, tandis que 7, décrit le retard distribuée. Le réseau de neurones peut
étre réécrit sous la forme matrice-vecteur suivante :

du(t)

e —Du(t) + AF(u(t)) + BG (u(t — 1)) + C/t 2 H(u(s))ds+ I (2.2)

ui(t)) -, fu (un(t)))
)= (g1 (u (E=71)) s gn (un (t = 71)))
hl (Ul S)) g 7hn (un(s)))

Hypothése 2.1 Pour i € {1,2,...,n}, les fonctions d’activation des neurones dans

satisfont
I < fi(s1) — fi(s2) <1, (2.3)
S1 — So
O_Z— S 9i (Sl) — G (82) S O';_, (24)
S1 — So

12
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o < hi (s1) — h; (s2) <o (2.5)

51 — S2

IF o7 ot v vl sont des constantes

v Y oY 0 Vg 0 Vg

ol l;
Hypothése 2.2 Les fonctions d’activation des neurones dans sont bornées.

J’_

Remarque 2.1 Les constantes I, ll 0,0, ,0; ,v; dans Hypothése 1 peuvent étre positifs,

négatifs ou nuls. Par conséquent, les fonctzons d’activation résultantes pourraient étre non mo-
notones et plus générales que les fonctions sigmoides habituelles.

Définition 2.1 (Fonction Sigmoid) [7/ la fonction sigmoide est définie par :

1

0 =15

Elle est symétrique par rapport au point (0;1/2) : c¢’est son point d’inflexion, qui vérifie

d2f 1
A2 = f"(z) =0

Elle tend vers 0 quand x tend vers —oo et vers 1 quand x tend vers 400.

Théoréme 2.1 [2]/Théoréme de Point Fize de Brouwer| Soient B la boule unité fermée de R”
, et f€CYB,B) Alors f admet un point fize.

Théoréme 2.2 [2/[Théoréme du Point Fize de Schauder| Soient (E, || - ||g) un espace vectoriel
normé et C C E un convexe compact non vide. Alors toute application continue f : C — C
posséde un point fize.

Remarque 2.2 Habituellement, divers théorémes de point fixe tels que le théoreme de point fixze
de Brouwer, le théoreme de point fize de Schauder et le principe de cartographie de contraction
peuvent étre exploités pour prouver [’existence de points d’équilibre des réseaux de neurones.
Par exemple, sous [’hypothese 2, il n’est pas difficile d’assurer [’existence du point d’équilibre du
systeme en utilisant le théoréme du point fize de Brouwer. Dans la suite, nous analyserons
la stabilité exponentielle globale du point d’équilibre, qui a son tour implique 'unicité du point
d’équilibre.

2.1 Existence et Unicité de point d’équilibre

Définition 2.2 [1]] x(t) = a* € R" est appelé point d’équilibre de (2.1)), si le vecteur constant

ot = (xF,...,2%)" satisfait

r'n

n

dzx:(t) = Z aZ]fj j + Z bUgJ t - Tl))

= (2.6)

/ ZCW ds+],, 1=1,...,n.
t

T2 =1
Afin d’étudier I'existence et 'unicité du point d’équilibre, on réécrit (2.6) comme
X(t) = G(X(1)) (2.7)
dans lequel X (t) = (x1(t), ..., z,(t))" and

G(X(1) = (m(t), - m(6)" (2.8)
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mi(t) = — dizi(t) + Z aii fi (@;(8) + D bijg; (x5 (t —71))
- = (2.9)

/ ch Nds+1;, i=1,....n
t

T2 ] 1
On considére le probléme de la valeur initiale associé au systéme autonome (2.7)), dans lequel
les fonctions initiales sont données par

zi(t) = ¢i(t), —1"<t<0, i=1,...,n,7" =mazx{ T, T} (2.10)

ol ¢; sont supposeés étre des fonctions bornées et continues sur [—7*, 0]. Soit {2 un sous-ensemble
ouvert de R". Pour tout € R", nous définissons ||| = > 7_, [n;].

Lemme 2.1 [7j|] Soit G : Q — R" continue et vérifie la condition suivante : correspondant
a chaque point n € € et son voisinage U, il existe une constante k > 0, et fonctions h; et
Ui (j,l=1,...,n), telles que

IG(&) = Gl

< kIE=nll + kD10 (hy(€) = Wi (hy(n)]

=1

sur U, ot chaque h; : U — R est une fonction continiment dérivable dans n vérifiant la relation

Z 8771 Gi(n)#0 onU

7j=1

et chaque ¥; : R — R est continu et de variation bornée sur des sous-intervalles bornés. Alors,
il existe une solution unique pour le probleme de la valeur initiale Fqs. (-) @ sur tout
intervalle contenant les fonctions z'm'tiales.

Théoréme 2.3 [T]|] Si les conditions du lemme sont vraies pour les fonctions g;(j =
1,...,n), alors le systéme (@ a une solution unique, donnant un point d’équilibre unique

pour le systeme (@

Preuve 2.1 114/ D’ apres le lemmel2.1], les systemes (2.7) - (2.9) admettent une unique solution
x(t) = (x1(t), ..., 2,(t))". Maintenant, en soustrayant le systeme (@ de 'Eq. , on a

Ti(t) = — di(ws(t) — 27 (1))
+ Zaij(fj(%(t)) — [fi(«5(1)))

2 (g5 (it = 7)) = g5 (5t = 7)) (2.11)
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pouri=1,...,n. Soit u;(t) = x;(t) —x;,i =1,...,n alors le systéme devient
2i(t) = — di(ui(t))

+ 2 ay(f(us(t) +25) = f5(23)

n Z bij(g;(ui(t — 1) + 2%)) — g;(2)))

t
"‘/ ch(hj(uj(s)jo;) —hj(x;‘))ds—i—lz, 1= 1,,71,
t

=
Choisissez les fonctions initiales comme suit

w(t)=0, —17<t<0,i=1,...,n

15

(2.12)

(2.13)

D’apres le lemme les systemes — admettent une unique solution. Evidemment,

la solution triviale est la seule solution des équations. (2.13) et (2.13), ce qui implique

w(t)=0, t>0,i=1,...,n

Ainsi. z;(t) = zf(i = 1,...,n) est unique solution qui satisfait I’Eq. (@ et garantit [’existence

d’un point d’équilibre unique pour le systéme

Lemme 2.2 Soit X,Y des vecteurs colonnes réels quelconques de taille n, et soit P une matrice

définie positive n X n. Alors, linégalité matricielle suivante est vraie :

2XTpy < XTPX +YTPY

Preuve 2.2 [a preuve découle de linégalité matricielle :

(P:X — P2Y)(P:X — P2Y) >0

alors ) .
(P2(X —Y)"(P3(X ~Y)) 20
(X —Y)TP:P:(X -Y) >0
d’ot
(X-Y)Y'P(X-Y)>0
donc

PXT-YD)(X-Y)>0

ce qui donne

(XTP-Y'P)(X-Y)>0

ainst

XTPX — XTPY —YTPX +YTPY >0

Finalement on a :
XTpx — XTPY — XTPY +YTPY >0

XT'PX +YTPY —2XTPY >0

Donc
X'PX +YTPY >2XTPY
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Définition 2.3 (Complément de Shur) /3] Etant donné une matrice M par blocs de la

forme
A B
o (22)

si D est inversible, alors la matrice A— BD™1C est appelée le complément de Schur de D dans
M. Si A est inversible, alors la matrice D — CA™'B est appelée complément de Schur de A
dans M.

Lemme 2.3 [0 Pour toute matrice symétrique définie positive M > 0, tout scalaire v > 0, et
toute fonction vectorielle w : [0,y]— R™ telle que les intégrations concernées soient bien définis,
['inégalité suivante est vraie :

(/wa(s)dsy M (/OV“’(S)dS) <7 (/07 WT(S)MM(S)dS) (2.14)

Preuve 2.3 En utilisant le complément de Shur, on a

(220 510 )

Pour tout 0 < s <y, Lintégration de [inégalité ci-dessus de 0 a ~y donne

( Wl (s)Mw(s)ds [ wT(s)ds ) -

Jo w(s)ds yM!
" M [ (s)ds = ([ wlds)( [ W s)ds) 2 0
M [ (sl = ([ s [T (s
v [t @atss = ([ ulsa [ s
finallement :

(/OWW(S)dS)TM (/OVW(S)ds) <~ (/O’YMT(S)MW(S)dS) (2.15)

Pour des raisons de commodité de présentation, dans ce qui suit, nous notons

e A
Ly = diag (If 17, ..., [1;) Lg—diag(l—gl?”,,Q)’

r'n"n 2
+ - -
&ﬁ%@@mﬁmygﬂ%@%gwﬁ¥ﬂ’
v + oy vt 4 v,
lediag(vaf,...,v:v;), ngdiag<12 LR "2 ")

Le résultat principale de ce chapitre est donné dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.4 Soit u* le point d’équilibre du systeme (2.9). Supposons que 7 est le délai dis-
cret 7o décrit le délai distribué, et €y (0 < eg < 1) est une constante fize. Alors, sous Uhypothése
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1, le point d’équilibre est globalement exponentiellement stable s’il existe trois matrices symé-

triques définies positives Py Py, P3, trois matrices diagonales A = diag (\q, ...

s An) >0,

' =diag (7,...,7) > 0 et A =diag (d1,...,9,) > 0 de sorte que le LMI suivant soit satisfait :
[ II PLlA+ AL, 'Y P B AT, P C
ATP + AL, —A 0 0 0 0
o FEQ 0 (1—|—€07—1)P2—F 0 0 0
U= B'P, 0 0 _p, 0 0 <0 (2.16)
ATQ 0 0 0 TQP3 - A 0
. d'h 0 0 0 0 — 2P |
Ou
[I=—P,D—DP, — AL — TS, — ATy, (2.17)

et toutes les matrices ici sont constantes.

2.2 Démonstration de Théoréme

Démonstration 2.1 Pour simplifier [’analyse de stabilité exponentielle de , nous dépla-
cons le point d’équilibre u* de vers lorigine en posant x(t) = u(t) — u*, puis le systéeme
peut étre transformé en :

dx(t)
dt

= —Dx(t) + AF(x(t)) + BG (z (t — 1)) + C’/tj H(x(s))ds, (2.18)

o z(t) = [21(t), 2a(t), - - -, 2 ()] est le vecteur d’état du systeme transformé, et les fonctions
d’activation des neurones transformés sont :

Pa(t) = (Fi(@a(t) - Fa(ea(t)) = F(ult) — F ("), (2.19)
G(x(t) = (g (x1(1)) -, Gn (za(1)) = G(u(t)) — G (u7) (2.20)
H(x(t)) == (ﬁl (@), ... hn (xn(t))> — H(u(t)) — H (u*). (2.21)

D’apres —, on peut facilement vérifier que les fonctions d’activation neuronale trans-
formées satisfont

fils) = filsn) _ e

- < Foo(i=1 2.22
P PR R) o) 222
or < 9 2052 ey (2.23)
S1 — S9
e (s1) —
oo <t Zhils) 0y (2.24)
S1 — S9

Remarque 2.3 Nous allons utiliser la fonction de Lyapunov-Krasovskii qui est une fonction
mathématique utilisée en théorie de la commande pour analyser la stabilité des systemes dy-
namiques. Elle est nommée d’apres les mathématiciens russes Aleksandr Lyapunov et Nikolai
Krasovskii.

La fonction de Lyapunov-Krasouvskii est une fonction positive définie sur un domaine donné,
qui mesure [’énergie ou la distance entre [’état actuel du systéme et son état d’équilibre. Elle
permet d’évaluer la stabilité asymptotique du systeme, c’est-a-dire sa capacité a revenir a son
état d’équilibre apres une perturbation.

La fonction de Lyapunov-Krasovskii est souvent utilisée dans les systémes a retard, ou les
retards dans les signauzr de commande peuvent affecter la stabilité du systéme. Elle permet
également d’analyser les systemes non linéaires et incertains.
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Afin d’établir les conditions de stabilité, nous introduisons la fonction de Lyapunov-Krasouvskii
suivante :

E(t) =MV (1) %th (2.25)
Oi
Vi(t) = 27 (t) Pia(t), (2.26)
Va(t) = /t t GT (2(5)) PoG(x(s))ds, (2.27)
W= [ [ &G PGtans, (229
Vo = [ [ AP e)dads. (220

Pour faciliter l’analyse de stabilité exponentielle, nous calculons d’abord la dérivée temporelle
de Vi(t) le long d’une trajectoire donnée du systéme comme suit :

Vi(t) = 227 (t) P, <—Dx(t) + AF(2(t)) + BG (z (t — 7)) + C /t ﬁ(m(s))ds) (2.30)

~

Va(t) = GT(x(t)) PG(x(t)) — 7)) PG (z (t — 1)) (2.31)
(5))

Gt (z(t —
Vﬂﬂz@ﬁ@%ﬂmRﬁ@@»—@Z;(?@w P,G(x(s))ds (2.32)

Va(t) =mHT (2 (8)) Py H (2(t)) — / HT (2(3)) Py ((s))ds
—ry 1 (a(t)) Py H (a0 1—%L/ A" (2(s)) Py (x(s))ds
. / FIT ((s)) Py () ds (2.33)

< T (1) Py HL (1)) — +— 2 (/ He ) (/ Ale )

— €0 /t f]T(:L’(s))Pgﬂ(x(s))ds.

Notez que le lemme a €té utilisé pour trouver . Avec le lemme, les relations

-(2.39) conduisent a :

V() =Vi(t) + Va(t) + Vi(t) + Va(t)

§%@@ﬂﬁ(—Dﬂﬂ+wﬂ%ﬂ@)+Bé@ﬂt—ﬁ»%%? t.ﬁ@@»@)

+ (14 eom) GT(z(t))PG(z(t) — G u—ﬁ»geé?—ﬁ»
- HT (2(8)) Py H (( 1_60 (/ e 5) P, (/ A ) (2.34)
—a [N PG s e [ ()Pl (a(s)ds

=" (O¥n(®) / G () PGa(s))ds — & / A7 (a(5)) Pufi (a(5)) ds.
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A A ~

n(t)z[:vT(t) FT(x(t)) GT(2(t)) G (x(t—m)) H'(x(t) [, H"(x(s))ds

[ —P,D—DP, PA 0 PB 0 P.C
ATP, 0 0 0 0 0
v — 0 0 (14+em)P 0 0 0
1= BT P 0 0 -P, 0 0
0 0 0 0 ’TQP3 0
| TR 0 0 0 0 —=2P

par— nous avons

z(%(t)) _ g+ i (xl(_t)) b 1= n
( ) l)( 0 ll)go’ e

9i(z(t)) + fh(x(_t)) — o 1= n
( 0) ”)( wi(1) ’)SO’ e

@) o (@) i — n
( (1) )( (0 i>§0' e

On obtient donc

qui sont équivalents a

{ x(t) }T ljl;eie? —lj#eie?
t))

F(x( _u Hl eel e;el

+ —
x(t) g oo eel —%eie?
G(x(t)) ——++01 eel eel

7

7n7

19

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

ou e; désigne le vecteur colonne unitaire ayant " 1 " élément sur sa i éme ligne et des zéros

ailleurs
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En conséquence, nous avons

roman -] 29 ]| %tg:;i; i
=Sl gty ]| e T |

=" () Pu(t) + [ ja 1;2)) } [ _AALL; 116\2 } { fo(?)) }
|

Loty ] 1o ] Laron ]+ [ai

I Pl A+ AL, 'S, PB AT, PC T
ATP + AL, —A 0 0 0 0
rs 0 (I+em)P—T 0 0 0
_ T 2 071 2
=M prp 0 0 -p 0 o | "W
ATQ 0 0 0 T2P3 - A 0
| CTh 0 0 0 0 — 2P |

=" ()Un(t)
< Amax (V) ()],
(2.43)
0l Amax (V) < 0 par , et U, I et Wy sont définis dans (2.16]), (2.17) et (2.36]), respective-

ment. Il résulte de (W (-) que
n (OT(t) < 0" (@)N(t) < Amax(P)[n(1)]? (2.44)

Par conséquent, a partir de (2.33) et (2.44)), nous obtenons

V() < A (D) (O — €0 / G (2(s)) PyCi((s))ds — € / 7 (w(s)) Py (2(5))ds
t;‘rl t;‘rz (245)
< Amax (U |2()]? — €0 /t GT(x(s))PyG(x(s))ds — € /t HT (x(s))PsH (2(s))ds

T2

Aussi, a partir des définitions de V;(t), il n’est pas difficile d’obtenir les inégalités suivantes

Vi(t) < Aumax (P1) [2(8) 7, (2.46)

<al [ PG

= ¢oT /t G (2(s)) P,G(x(s))ds,

T2 t
t) < / /
0 t—T1o

HT
=7 /t HT (2(s))PsH ((s))ds.

(2.47)

P3ﬁ($(7l))d7]d3
(2.48)
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Nous sommes maintenant préts a traiter la stabilité exponentielle de . Considérons la
fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii Z(t) dans , ou k est une constante a déterminer.
En utilisant (2.25), (2.27) et (2.45)-(2-48), nous avons

%E(t) =2ke* 'V () + 2V (1)

<2keFt |:Amax (P) |x(t)]* + (1 + eomy) /tjﬁ GT(2(s)) P,G(x(s))ds
m[;H%ﬂm%ﬁ@@mﬁ+ﬁﬂaﬂwmwf
—m[;éﬂ<»& s o [ BTGl Puf(a(s)as]
< [ (26 () + A (¥ ))h%tHQ%—(2k(1—Feon)——aﬁtli1<§T(x@ﬂ)Féé%w($Dd5

+@myf@[;ﬁﬂﬂmgﬁ@@m%.

(2.49)
Posons
ko = min { — Ama (V) €0 £o
0= 2)\max (Pl)’ 2(1"‘607’1)727'2 '
A partir de maintenant, nous prenons k comme une constante satisfaisante
k < ko;
puis déduire de que
d (o
Vi(t 0
4 (@) <
ce qui, avec (2.27) et (2.49)-(2.48), implique que
MV (1) <V(0)
=V1(0) + V5(0) + V5(0) + V4(0)
0
Lmax (P1) |2(0))% 4 (1 + 607‘1)/ GT(x(5))P,G(x(s))ds
—n
0
7'2/ HT (z(s))PsH (2(s))ds (2.50)
—r

0

<Amax (P1) [2(0)* + (1 + €071) Amax (Pz)/ |G (x(s))[*ds

_—
0

s (P) / 1 (2(s)) s

! o = o, (o]l v = o (o)
1<i<n 1<i<n
o = Amax (P1) + (1 + €071) T10* Amax (P2) + T50* Amax (P3)
Alors, il ressort de (2.50) que

MV (1) < Amax (P1) [2(0) 2 4+ (1 + €071) 710 Amax (P2)  sup  |2(s)]* + 750 Amax (P3)  sup  |z(s)

—11<s<0 —12<s<0

S (/\max (Pl) =+ (1 + 607’1) 7-10-2)\max (PQ) + 722U2>\max (Pg)) sup |SL’<S)|2

—7*<s<0

=po sup |z(s)|

—7*<s<0

— o sup |o(s) —

—7*<s5<0

*|2

I
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et donc
V(t) < poe " [¢(s) — u*|”

Remarquont que V (t) > Vi(t) > Amax (P1) |2(2) ], on obtient

Ho —2kt %2
P < —22 ¢ su s)—u|".
(O < 5 —Epme ™ sw_10(s) — ]

Soit =, /#(ZPI), on peut réécrire (2.51) comme

()] < pe ™ sup [o(s) — ']

—7*<s<0

c’est a dire
u(t) — ' < e sup |o(s) — .
—7*<s5<0

22

(2.51)

Ainsi, le point d’équilibre u* de (2.2]) est globalement exponentiellement stable. La démonstra-

tion de ce théoréme est maintenant terminée.



Chapitre 3

Stabilité Asymptotique Globale du
Systéme

Dans ce chapitre on démontre que le probléme (2.2]) est globalement asymptotiquement
stable.

Théoréme 3.1 Soit u* le point d’équilibre du systéme . Supposons que T est le délai
discret et que To décrit le délai distribué. Alors, sous U'hypothése 1, le point d’équilibre est
globalement asymptotiquement stable sl existe trois matrices symétriques définies positives
Py, Py, P3, trois matrices diagonales A = diag (A1, ..., \,) >0, = diag (y1,...,7) >0

et A = diag (1,...,d,) > 0 de sorte que le LMI suivant soit satisfait :

I PA+AL, TS, PB AY, PC

ATP + AL,  —A 0 0 0 0

B s, 0 P—T 0 0 0
¢ = BTP, 0 0 -P 0 o | <0 G

ATQ 0 0 0 7'2P3 —A 0

| Tp 0 0 0 0 —1ip |
Ou

1=—PD—DP,— AL —T%, — AT, (3.2)

Démonstration 3.1 Comme dans la preuve du théoréeme 1, on déplace le point d’équilibre u*
de vers l'origine en posant x(t) = u(t) — u*, puis on transforme le systéme dans le
systéme . Construisons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante :

V(t) = 2T (t)Pya(t) + /t GT(2(s))PyG(x(s))ds + /0 k /t H"(x(n))PsH (x(n))dnds. (3.3)

Ensuite, en suiant un processus similaire dans le calcul de V(t) (de a ), nous

POUVONS AVOLT
4
E(t) = eV (t) = e Y Vi(t) (3.4)
i=1

Onu

_ (3.5)
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nous calculons d’abord la dérivée temporelle de Vi(t) le long d’une trajectoire donnée du systéme
2.11) comme suit :

Vi(t) = 227 (t) Py (—Da:(t) + AF(z(t)) + BG (z (t — 7)) + c/t f[(m(s))ds) (3.6)

Va(t) = GT(x()) BG(x(t)) — G7 (x (t — 7)) PG (x (t —71)) (3.7)
Vs(t) = 0 (3:8)
Vilt) =ro H" (x(t)) PyH (x(t)) - a H" (x(s)) Py H (x(s))ds
=1 HT (2(t))PsH (2(t)) — (1 — ) a HT (2(s))PsH (2(s))ds — € a HT (x(s))PsH ((s))ds
<roHT ((t))PyH (2(t)) — %( . H(x(s))ds) Pg( - H(x(s))ds)

- eo/t HT (2(s))PsH ((s))ds.
o (3.9)

Notez que le lemme a €té utilisé pour arriver @ . Avec le lemme, les relations

(-) (-) conduisent a :

V(t) mm+%m+%m+Z@
<227 (t) P, (—Dm) + AF(x(t)) 4+ BG (z (t — 7)) + 0/ I:[(x(s))ds)

+ G (@(t)) PG(a(t) = G (w (t = 7)) RG (x (t = 7))

+ o HT (2() P H( 1_60 (/ H(x s) 3(ttT21-:T(x(s))ds) (3.10)

—m[é((»%G(UM&%O A (a(5)) Py (r(5))ds

t—1o

=n" (t)P1n(t) — € /tj HT (x(s))PsH (x(s))ds.
o
n(t):[xT(t) FT(x(t)) GT(x(t) GT(x(t—m)) HT(z(t)) [, H(x(s))ds BNEREY

[ —-PD—-DP, PA 0 PB 0 pPC
AT P, 0 0 0 0 0
o — 0 0 P 0 0 0
1= BTP, 0 0 —-P 0 0 ' (3.12)
0 0 0 0 72P3 0
CTp, 0 0 0 0 —~Ph

par— nous avons

fiwi®) ) (filmt) - i—1....n
( z;(t) ll)( z;(t) lz) =0 b
gz<x(t)) —O'-+ gz l’(t)) — o i = n
(:m() Z)(:m) ’)SO’ b

t
hi(z(t) o ha(x(t)) - . )
( x(t) l>< 0 i)SO- =1,...,n,
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On obtient donc

(i Gw®) = 1) (i @) = e <0.i=1,...0m, (3.13)
(gz(x(t)) - U;in(t)) (g,(x(t)) — O'i_l’z'(t)) <0,i=1,...,n, (3.14)
(ﬁi(x(t)) - v;rxi(t)> <ﬁi(x(t)) - U;mi(t)) <0i=1,...,n, (3.15)

qui sont équivalents a

z(t) r I eel —lj%l;eiez’
F(xz(t)) _WH T T

{ z(t) }go, i=1,...,n, (3.16)
“oee;

[@x@))r[ oore el —TE el {éx@)))}go’ i—1.m (3D

z(t —U;r%';eie;fr el x(t
T _ v o
[ a(t) } U;;Ui fieiT I ;r “ee] [ a(t) 1 <0 i=1 . . .n (3.18)
H(z(t)) GRS A H(x(t) | =7 .

ol e; désigne le vecteur colonne unitaire ayant " 1 " élément sur sa v éme ligne et des zéros
atlleurs
En conséquence, nous avons

n T _ 41 T
T _ o) [l eie]  —igteie
GUCEOR D [_ .
T

eie] eel
n B a'f o.

o] g | et e | [
i1 " G(x(t) i —gj%'i_eie? eie;fp G(x(t))
Zn:(S [ z(t) }T [ viv; eel —I)T%Ui_eief [ z(t) }

- i| B - 5
i1 H(x(t)) i —%eie? eiezT H(x(t))

=1 (pun(t) + [ Fé@)) r [ A n } { x(ti

I PA+AL, T, PB AY, PC
AT P, + AL, —A 0 0 0 0
ry 0 P-T 0 0 0
_ T 2 2
=1 (t) BTP1 0 0 _P2 0 0 77(t)
AT, 0 0 0 nmPs—A 0 (3.19)
. ('R 0 0 0 0 —~ P

=" ()Pn(t)
< Amax(2) (1),

V() <t ()Pn(t) < Anax(®) () < Amax(P)|2(1)]?
ce qui implique que le point d’équilibre de est globalement asymptotiquement stable.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons traité le probléeme de ’analyse de stabilité exponentielle glo-
bale pour une classe de réseaux de neurones récurrents généraux, qui impliquent a la fois les
retards temporels discrets et distribués. Nous avons supprimé les hypothéses traditionnelles
de monotonie et de lissage sur la fonction d’activation. Une approche d’inégalité matricielle
linéaire (LMI) a été développée pour résoudre le probléme traité. Les conditions de la stabilité
exponentielle globale ont été dérivées en termes de solution définie positive symétrique aux
LMI.
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