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Résumé

Soit l'équation di�érentiel : ∑
aαD

αu = f. (1)

Une méthode pour résoudre l'équation (1) est de calculer une solution fondamentale de

l'opérateur P (D) =
∑
aαD

α, une solution fondamental véri�e dans D ′(Ω) l'équation

P (D)E = δ (2)

La transformation de Fourier permet de transformé l'équation (2) de nature di�érentielle à

une équation de nature algébrique :

P (ξ)Ê = 1. (3)

Les distribution tempérées fournissent un cadre idéal à l'utilisation de la transformation de

Fourier .

La solution fondamentale est donnée par

E = F(Ê) = F
[

1

P (ξ)

]
.

Et la solution de (1) sous certaines condition n'est autre que

u = E ∗ f.

Mots clé : Distributions, distributions tempérées, convolution, transformation de Fourier,

solution fondamentale.
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Introduction

On introduit dans ce travail la notion de solution fondamentale d'opérateurs di�érentiels

de la forme P (D) =
∑
|α|≤m aαD

α, où aα sont des coe�cients constants, α ∈ Nn un multi-

indice et D = 1
i
∂ un opérateur di�érentiel.

Une solution fondamentale est une fonctionnelle E qui véri�e l'équation suivant : P (D)E =

δ, où δ est la masse de Dirac, d'autre part la recherche de la fonctionnelle E se fait dans

D ′(Ω), l'espace des distributions introduit par L. Schwartz [6],en e�et :on dispose dans D ′(Ω)

de tout les outils nécessaire pour le calcul de la fonctionnelle E. Une autre approche consiste

à utiliser la transformation de Fourier qui va permettre de transformé l'équation P (D)E = δ

à une équation algébrique équivalente de la forme P (ξ)Ê = 1, où on a noté Ê la transforma-

tion de Fourier de E,et P (ξ) est un polynôme de degré ≤ m.Néanmoins la transformation de

Fourier n'est pas toujours dé�nie dans D ′(Ω), or la restriction en S ′(Rn) l'espace des distri-

bution tempérées peut contourner cet obstacle, donc on cherche une fonctionnelle tempérée.

Le calcul de la solution fondamentale nous permet la résolution des équations di�éren-

tielles P (D)u = f .Une telle solution est donnée sous certaines conditions par u = E ∗ f
autrement dite la solution u est donnée par la convolé de la solution fondamental E et le

second membre f .

Le programme adopté pour tirer au claire la notion de solution fondamentale est le sui-

vant :

Chapitre 1 : Dans le chapitre 1 on introduit la notion des distributions, les points essentiels

sont la dérivation et la multiplication par des fonctions de classe C∞.

Chapitre 2 : Dans le chapitre 2 on introduit un cas particulier des distributions, celle qui

sont à supports compacts, et la notion de convolution des distributions.

Chapitre 3 :Dans Le chapitre 3 on introduit la notion de la transformation de Fourier dans

l'étude des équations aux dérivées partielle, le cadre adéquat pour l'utilisation de la transfor-

mation de Fourier est l'espace des distributions tempérées, la propriété fondamentale pour la

transformation de Fourier est que la dérivation s'échange en une multiplication et ceci permet

de transformé les problèmes di�érentiels aux problème algébrique.

Chapitre 4 :Dans le chapitre 4 on dé�nit proprement la notion de solution fondamentale et

comment grâce à la transformation de Fourier peut-on la calculer.



Chapitre 1

Distribution

1.1 Introduction

La théorie des Distributions est utiliser au début par les physiciens mais dans un cadre

formel. Ainsi par exemple en physique on dé�nie la fonction dite de Dirac par
δx = 0 si x 6= 0

δx =∞ six = 0∫
δxϕ(x)dx = ϕ(0) ∀ϕ une bonne fonction

En particulier si ϕ(x) = 1 on a
∫
δxdx = 1 et cette dé�nition n'a aucun sens car la fonction

δ étant nulle presque partout, son intégrale doit être nulle. Cependant en mathématique on

veut donner un sens à la fonction de Dirac et à d'autre formule similaire et ceci en introdui-

sant des nouveaux objets, et les distribution sont ces nouveaux objets mathématiques. Ainsi

une distribution sera dé�nie comme une forme linéaire continue sur un espace de fonctions

su�samment régulières. L'idée de base est de considérer une fonction f comme un opérateur

Tf (une fonctionnelle) agissant par intégration sur les fonctions

Tf (ϕ) =

∫
f(x)ϕ(x)dx

et pour que cette intégrale aie un sens on doit imposer aux fonctions - tests - ϕ des conditions

comme par exemple être nulle en dehors d'un ouvert borné a�n de pas avoir le problème de

convergence à l'in�ni et de classe C∞ pour généraliser la dérivation. Les outils mathématiques,

telle que la dérivation, la convolution et transformation de Fourier, devient via la notion de

distribution des outils de grande puissance dans la résolution et l'interprétation des problème

physiques, en d'autre terme les distributions sont des outils utiliser pour représenter des

phénomènes physique que les fonctions classiques s'avère incapable de représenter et on parle

dans ce ces des fonctions généralisées, ou fonctionnelles.
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1.2 Fonction test et dualité

La notion essentielle pour la théorie des distributions est la notion de dualité.

Dé�nition 1.2.1 (Notion De Dualité)

Soit E un espace fonctionnel, on dé�nit l'espace dual de E noté E ′, comme l'ensemble des

formes linéaires continue sur E, c'est à dire l'ensemble des applications linéaires

T : E → C
f 7→ 〈T, f〉

satisfaisant les propriétés suivantes :

1. Linéarité : Pour toutes f, g ∈ E et λ, µ ∈ C

〈T, λf + µg〉 = λ〈T, f〉+ µ〈T, g〉.

2. Continuité :

fn → fdans E ⇒ 〈T, fn〉 → 〈T, f〉dans C

Un espace des distributions sera le dual d'un espace vectoriel fonction bien choisi, qu'on

l'appelle espace des fonctions test, et on verra dans la suite di�érents espaces de fonctions

test.

1.2.1 Espace D(Ω)

Soit Ω un ouvert de Rn (éventuellement Rn tout entier). On note pour x ∈ Rn et r > 0

B(x, r) = {y ∈ Rn, ‖y − x‖ < r} (1.1)

la boule ouverte de centre x et de rayon r.

Dé�nition 1.2.2 Si f : Ω→ R une fonction, on appelle support de f noté supp(f) le fermé

supp(f) = {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}

c'est le plus petit fermé sur lequel f(x) 6= 0. Autrement dit

x ∈ supp(f)⇔ ∀r > 0, ∃ y ∈ B(x, r), f(y) 6= 0

On a évidemment pour tout λ 6= 0

supp(λf) = supp(f).

et si f, g : Ω −→ R deux fonctions

supp(f + g) ⊂ supp(f) + supp(g).
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Proposition 1.2.1 Si x /∈ supp(f), alors f est nulle dans un voisinage ouvert de x

x /∈ supp(f)⇔ ∃ r > 0, ∀ y ∈ B(x, r), f(y) = 0 (1.2)

Preuve. Par dé�nition supp(f) est fermé. Donc si x /∈ supp(f) alors x est dans l'ouvert

{supp(f)R donc il existe une boule ouverte B(x, r) ⊂ {supp(f)R donc supp(f) ⊂ {B(x,r)R

Exemple 1.1

Dans R la fonction de Heaviside

H = 1[0,+∞[ =

1 si x ≥ 0

0 si x < 0

a pour support R+

Dé�nition 1.2.3 (Fonction test) On note D(Ω) ( ou encore C∞0 (Ω)) l'espace vectoriel des

fonctions dé�nies sur Ω et à valeur dans R , indé�niment dérivable et à support compact

D(Ω) = {f ∈ C∞(Ω),∃K, compact inclu dans R telque f(x) = 0,∀x /∈ K}

Lemme 1.2.1 La fonction ϕ : Rn → R dé�nie par

ϕ(x) =

e
1

‖x‖2−1 si ‖x‖ < 1

0 si ‖x‖ ≥ 1

est dans D(Rn) et supp(ϕ) = B(0, 1)

Preuve. Le fait que supp(ϕ) est dans B(0, 1) est clair, la fonction est de classe C∞ comme

composé de deux fonctions de classes C∞. On véri�e donc qu'elle est dérivable en 1. On

considère le cas n = 1, le cas n ≥ 2 s'ensuit sans peine. Une récurrence directe montre que

ϕp(x) est de la forme
Pp(x)

(x2 − 1)2p
e

1
x2−1 pour |x| < 1, et 0 pour |x| ≥ 1. Donc ϕ est de classe

C p et ϕp(1) = 0.

Pour pouvoir traiter des problèmes relatifs à la continuité des formes linéaires il nous

faut dé�nir la convergence sur D . Nous donnons ici une description rapide, pour approfondir

la notion de la topologie de ces espaces on peut consulter le livre [1].

Dé�nition 1.2.4 On dit qu'une suite ϕj de fonction de D converge vers une fonction ϕ de

D si

1. Il existe un compact K ⊂ Ω tel que supp(ϕj) ⊂ K pour tous j.

2. ∀α ∈ Nn, Dαϕj → Dαϕ.

La notion de convergence pour D assure sa complétude en d'autre terme D(Ω) est un espace

complet. Voir le livre de [1].
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1.2.2 Espace D ′(Ω)

Les distributions sont donc dé�nis par dualité en considèrent pour espace fonctionnelle E

l'espace des fonctions test D(Ω).

Dé�nition 1.2.5 Une forme linéaire T : D(Ω) → C est dite continue si limj→∞ T (ϕj) =

T (ϕ) pour toute suite de fonction ϕj → ϕ dans D(Ω).

Dé�nition 1.2.6 Soit Ω un ouvert de Rn , une distribution sur Ω est une forme linéaire

continue T : D(Ω) −→ C On note D ′(Ω) le dual de D(Ω) l'espace vectoriel des distributions

sur Ω.

Une distribution T est donc une application linéaire et continue de D dans C. Autrement

dit : si ϕ1, ϕ2 ∈ D , on a

T (ϕ1 + ϕ2) = T (ϕ1) + T (ϕ2)

si λ est un scalaire et ϕ ∈ D , on a

T (λϕ) = λT (ϕ)

L'addition des deux distribution T1 et T2 et la multiplication d'une distribution par un scalaire

sont dé�nis par

(T1 + T2)(ϕ) = T1(ϕ) + T2(ϕ)

(λT )(ϕ) = λT (ϕ)

de ce fait l'espace D ′ est un espace vectoriel.

Si ϕj est une suite de fonction de D qui converge vers ϕ au sens de la dé�nition on a

lim
j→∞

T (ϕj) = T (ϕ)

On note souvent T (ϕ) par 〈T, ϕ〉 ou 〈., .〉 désigne le crochet de dualité D ′ ×D .

La proposition suivant dont la preuve est donné dans le livre de [2] donne une caractérisation

d'une distribution par les semi normes de D(Ω)

Proposition 1.2.2 Soit Ω un ouvert de Rn, la forme linéaire T : D(Ω) −→ C est appelé

distribution si pour tout compact K ⊂ Ω , il existe un réel C et un entier N ∈ N tel que :

|〈T, ϕ〉| ≤ CK
∑
|α|≤N

sup
x∈K
|∂αϕ(x)|

pour tout ϕ ∈ D(Ω) avec supp(ϕ) ⊂ K.

Remarque 1.2.1 L'entier N intervenant dans la dé�nition peut dépendre du compact K ,

lorsque N est valable pour tous les compacts on dit que T est d'ordre ≤ N.
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Exemple 1.2 A tout fonction f de L1
loc(Ω) , on associée la forme linéaire dé�nie par :

Tf : ϕ 7−→
∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx,∀ϕ ∈ D(Ω).

∀ K compact de Ω et pour tout ϕ à support dans K on a :

|〈Tf , ϕ〉| = |
∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx| 6
∫
K

|f(x)||ϕ(x)|dx 6 CK sup
x∈K
|ϕ(x)|.

donc Tf est une distribution d'ordre 0 sur Ω.

Exemple 1.3 La masse de Dirac centré en a δa telle que

∀ϕD 〈δa, ϕ〉 = ϕ(a)

∀ K compact de Ω et pour tout ϕ à support dans K on a

|〈δa, ϕ〉| ≤ sup
x∈K
|ϕ(x)| = |ϕ(a)|

donc δa est une distribution d'ordre 0.

δa n'est pas donnée par un fonction de L1
loc(Ω).

Exemple 1.4 La fonction 1
x
n'est pas localement intégrable sur R , on peut lui associée une

distribution appelée valeur principal de 1
x
notée vp( 1

x
) par la formule

〈vp
1

x
, ϕ〉 = lim

ε→0

∫
|x|≥ε

ϕ(x)

x
dx

en suppose K = suppϕ ⊂ {x ∈ R.|x| ≤M}.
On peut écrire :

ϕ(x) = ϕ(0) + xψ(x) ou ψ ∈ C0(R) et sup
|x|6M

|ψ(x)| 6 C sup
|x|6M

|ϕ′(x)|.

On déduit que ∫
ε6|x|6M

ϕ(x)

x
dx = ϕ(0)

∫
ε6|x|6M

dx

x
+

∫
ε6|x|6M

ψ(x)dx∫
ε6|x|6M

dx

x
=

∫ −ε
−M

dx

x
+

∫ M

ε

dx

x
= 0

D'autre part d'après le théorème de convergence dominé de Lebesgue , puisque ψ ∈ L1
loc(R) :

lim
ε→0

∫
ε6|x|6M

ψ(x)dx =

∫
|x|6M

ψ(x)dx

Donc

|〈vp
1

x
, ϕ〉| = |

∫
|x|6M

ψ(x)dx| 6 C sup
|x|6M

|ψ(x)| 6 C ′ sup
x∈K
|ϕ′(x)|

Par conséquent vp( 1
x
) est une distribution d'ordre ≤ 1.
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Remarque 1.2.2

1. Toute fonction localement intégrable sur Ω s'identi�er avec la distribution Tf qu'elle

dé�nie sur Ω , ceci est du au fait que l'application

Tf : L1
loc(Ω) −→ D ′(Ω)

f 7−→ Tf

est injective, et on parle de distribution régulière.

2. Les distributions qui ne s'identi�e pas à des fonction localement intégrable sont dite

singulière c'est le cas pour la valeur principal de
1

x
et la masse de Dirac.

1.2.3 Convergence dans D ′(Ω)

La convergence des suites des distribution n'est rien d'autre que la convergence simple.

Dé�nition 1.2.7 On dit qu'une suite de distribution (Tj)j∈N de D ′ converge dans D ′ si et

seulement si elle converge simplement. Autrement dit si quelque soit ϕ ∈ D(Ω) la suite des

scalaire 〈Tj, ϕ〉 converge dans R

∀ ϕ ∈ D(Ω), ∃ Cϕ ∈ R, lim
j→∞
〈Tj, ϕ〉 = Cϕ. (1.3)

On note alors Cϕ = 〈T, ϕ〉 la limite réelle, ce qui dé�nie la fonctionnelle T : D(Ω) → R
appelée limite de la suite Tj dans D ′(Ω).

Proposition 1.2.3 La limite T de la suite Tj quand elle existe est une distribution. (c'est à

dire une fonctionnelle linéaire et continue sur D(Ω).

Preuve. Voir [1]

Exemple 1.5 Calculons la limj→∞ cos jx dans D ′(R). Soit ϕ ∈ D(R), supposons que supp(ϕ) ⊂
]−M,M [ Nous avons donc en intégrant par partie∫

cos(jx)ϕ(x)dx =
∫M
−M cos(jx)ϕ(x)dx

= −1
j

∫
sin(jx)ϕ′(x)dx

donc

|
∫

cos(jx)ϕ(x)dx| ≤ 1

j

∫
|ϕ′(x)|dx→ 0, lorsque j →∞

Proposition 1.2.4 Si la distribution Tj converge vers la distribution T lorsque j → ∞, la

distribution dérivée T ′j converge vers T ′
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Cette proposition montre en particulier qu'une série convergente peut être dérivée terme à

terme sans précaution spéciale. (La dérivation est une opération linéaire continue). Preuve.

Si lim
j→∞

Tj = T donc quelle que soit ϕ ∈ D on a

lim
j→∞
〈Tj, ϕ〉 = 〈T, ϕ〉

Mais

lim
j→∞
〈T ′j , ϕ〉 = − lim

j→∞
〈Tj, ϕ′〉 = −〈T, ϕ′〉 = 〈T ′, ϕ〉

1.3 Opération sur Les distributions

Le but est d'étendre aux distributions certaines opérations dé�nies sur les fonctions. Donc

de manière générale les formules valides pour les fonctions seront valide pour les distributions.

1.3.1 Translation, Changement d'échelle

Translation

On commence par remarquer que pour f une fonction localement sommable (f ∈ L1
loc(R))

on a pour tout ϕ ∈ D(R) ∫
f(x− a)ϕ(x)dx =

∫
f(x)ϕ(x+ a)dx (1.4)

On note τaf la translatée de f : (τaf(x) = f(x− a)). On a donc au sens des distributions :

Dé�nition 1.3.1 Pour une distribution T ∈ D ′(Ω) la distribution translatée τaT ∈ D ′(Ω)

est dé�nie par

〈τaT, ϕ〉 = 〈T, τ−aϕ〉, ∀ ϕ ∈ D(Ω)

On véri�e sans peine que τaT est une distribution et avec les notations usuelles

〈τaT, ϕ〉 = 〈T (x− a), ϕ〉 = 〈T (x), ϕ(x+ a)〉 ∀ ϕ ∈ D(Ω)

Exemple 1.6 La masse de Dirac en a est dé�nie par δa = τaδ. si ϕ ∈ D(Ω)

〈δa, ϕ〉 = 〈τaδ, ϕ〉 = 〈δ, τ−aϕ〉 = τ−aϕ(0) = ϕ(x+ a)|x=0 = ϕ(a)
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Changement d'échelle

Pour une fonction f ∈ L1
loc(R), α ∈ R∗ et ϕ ∈ D(R) on a par un changement de variable∫
f(αx)ϕ(x)dx =

1

|α|

∫
f(x)ϕ(

x

α
)dx

On a donc au sens des distributions

Dé�nition 1.3.2 Pour une distribution T ∈ D ′(Ω) on dé�nit la distribution S par

〈S, ϕ〉 = 〈T (x),
1

|α|
ϕ(
x

α
)〉, ∀ϕ ∈ D(Ω). (1.5)

On véri�e immédiatement que S est une distribution. On note S(x) = T (αx) ce qui donne

〈T (αx), ϕ(x)〉 = 〈T (x),
1

|α|
ϕ(
x

α
)〉 ∀ϕ ∈ D(Ω)

Exemple 1.7 Pour a ∈ R, a ∈ R∗, et ϕ ∈ D on a

δa(αx) =
1

|α|
δ a
α
(x)

1.3.2 Multiplication par une fonction de classe C∞

On ne peut pas multiplier deux distributions entre elles. Par exemple la distribution Tf

associée à la fonction localement intégrable
1√
x
ne peut pas être multiplier par elle même car

la fonction
1

x
ne dé�nit pas une distribution. Mais pour une fonction localement intégrable

f et une fonction ψ de classe C∞ on a pour tout ϕ ∈ D∫
(ψ(x)f(x))ϕ(x) =

∫
f(x)(ψ(x)ϕ(x))dx

et ce avec ψϕ ∈ D . Soit au sens des distributions :

Dé�nition 1.3.3 Pour une distribution T ∈ D ′(Ω), dès que ψ ∈ C∞(R) on dé�nit la dis-

tribution ψT par

〈ψT, ϕ〉 = 〈T, ψϕ〉, ∀ ϕ ∈ D(Ω) (1.6)

Proposition 1.3.1 Soit T une distribution alors pour tout ψ ∈ C∞, ψT est une distribution.

Preuve. On a T ∈ D ′(Ω) donc ∀K compact de Ω φ ∈ D(Ω) avec supp(ϕ) ∈ K on a il

existe M ∈ N, CK > 0 telle que :

|〈T, ϕ〉| 6 CK
∑
|α|6M

sup
K
|∂αϕ|
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. Si ψ ∈ C∞, on a alors grâce à la formule de Leibnitz pour α ∈ Nn et ϕ ∈ D(Ω)

∂α(ψϕ) =
∑
β≤α

(
α

β

)
∂βψ∂α−βϕ

En particulier pour |α| ≤ N

sup
K
|∂α(ψϕ)| ≤

∑
β≤α

(
α

β

)
(sup
K
|∂βψ|)(sup

K
|∂α−βϕ|)

donc ∑
|α|≤N

sup
K
|∂α(ψϕ)| ≤ (

∑
|α|≤N

∑
β≤α

(
α

β

)
)(
∑
|γ|≤N

sup
K
|∂γψ|)(

∑
|γ|≤N

sup
K
|∂γϕ|)

et

|〈ψT, ϕ〉| =|〈T, ψϕ〉| ≤ (
∑
|α|≤N

∑
β≤α

(
α

β

)
)(
∑
|γ|≤N

sup
K
|∂γψ|)(

∑
|γ|≤N

sup
K
|∂γϕ|)

Exemple 1.8 On a xVp( 1
x
) = 1 dans D ′(Ω).

En e�et :

〈xVp(
1

x
), ϕ〉 = 〈Vp(

1

x
), xϕ〉

Théorème de convergence dominé de Lebesgue donne :

〈Vp(
1

x
), xϕ〉 = lim

ε→0

∫
|x|>ε

(
1

x
).xϕ(x)dx

= lim
ε→0

∫
|x|>ε

ϕ(x)dx

=

∫
|x|>ε

ϕ(x)dx

= 〈1, ϕ〉.

Exemple 1.9 Soit x0 ∈ Ω ,f ∈ C∞(Ω) on a : fδx0 = f(x0)δx0
En e�et

〈fδx0 , ϕ〉 = 〈δx0 , fϕ〉 = (fϕ)|x=x0 = f(x0)ϕ(x0) = f(x0)〈δx0 , ϕ〉.

On donne le résultat suivant qui interprète un problème de division. On s'intéresse à résoudre

l'équation xT = 0 le problème est que la fonction x possède un zéro simple.

Lemme 1.3.1 1. Soit θ ∈ D(Ω) telle que θ(0) = 1. Il existe une constante c ∈ R et une

fonction ψ ∈ D(Ω) véri�ant ψ(0) = 0 telle que

ϕ(x) = cθ(x) + ψ(x), ∀, ϕ ∈ D(Ω). (1.7)
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2. ∀, ϕ ∈ D(Ω), ∃ ψ ∈ D(Ω) telle que

ϕ(x) = xψ(x)⇔ ϕ(0) = 0 (1.8)

Preuve.

1. Il su�t d'écrire

ϕ(x) = θ(x)ϕ(0) + ϕ(x)− θ(x)ϕ(0)

puis on pose c = ϕ(0) et ψ(x) = ϕ(x)− θ(x)ϕ(0)

2. Si ϕ(x) = xψ(x) alors ϕ(0) = 0 inversement, la formule de Taylor de ϕ à l'ordre 1 au

voisinage de 0 donne

ϕ(x) = ϕ(0) + xϕ′(ξx)

si on pose ϕ′(ξx) = ψ(x) on a puisque ϕ(0) = 0, ϕ(x) = xψ(x)

Proposition 1.3.2

Si T ∈ D ′(Ω) on a équivalence entre

1. xT = 0

2. T = cδ, c ∈ R

Preuve. Si T = cδ alors ∀ ϕ ∈ D

〈xT, ϕ〉 = 〈T, xϕ〉 = (xϕ(x))|x=0 = 0

Inversement, si xT = 0 alors ∀ ϕ ∈ D

〈xT, ϕ〉 = 〈T, xϕ〉 = 〈T, ψ〉 = 0

dès que ψ = xϕ le lemme 1.3.1 donne

〈T, ϕ〉 = c〈T, θ〉+ 〈T, φ〉 = c〈T, θ〉+ 〈T, xχ〉

car φ(0) = 0 par suite

〈T, ϕ〉 = c〈T, θ〉 = ϕ(0)〈T, θ〉

. Il su�t de prendre c = 〈T, θ〉

Exemple 1.10 Résoudre xT = 1 c'est une équation avec un second membre. On sait déjà

que xVp
1

x
= 1 donc on a x(T − Vp

1

x
) = 0 en posant T1 = T − Vp

1

x
alors xT1 = 0⇔ T1 = cδ

c'est à dire T = Vp
1

x
+ cδ
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1.3.3 Dérivation des distributions

Contrairement aux fonctions, les distributions sont toujours dérivables, leurs dérivées sont

aussi des distributions.

Dé�nition 1.3.4 Soient n ≥ 1 entier, Ω ouvert de Rn , et T ∈ D ′(Ω) . Pour tout i = 1, n ,

on dé�nit la distribution ∂xjT par la formule :

〈∂xiT, ϕ〉 = −〈T, ∂xiϕ〉, pour toutϕ ∈ D(Ω). (1.9)

où ∂xj est la dérivée partielle de T par rapport à xi
Plus généralement, on a pour tout α ∈ Nn

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉 (1.10)

où

|α| = α1 + ...+ αn

et

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

Remarque 1.3.1

1. La dé�nition 1.3.4 est légitime car ∂T
∂xi

dé�nit bien un élément de D ′(Ω) en e�et si

ϕj → 0 dans D(Ω) alors ∂ϕj
∂xi
→ 0 également et on a

〈 ∂T
∂xi

, ϕ〉 = −〈T, ∂ϕ
∂xi
〉 → 0

2. Dans D ′ on a toujours
∂2T

∂xi∂xj
=

∂2T

∂xj∂xi

même si T est dé�nie par une fonction f telle que ∂2f
∂xi∂xj

6= ∂2f
∂xj∂xi

.

3. On peut toujours échanger les signes limite et dérivée, autrement dit on

lim
ε→0

(
∂Tε
∂xi

) =
∂

∂xi
(lim
ε→0

Tε)

En e�et

lim
ε→0
〈∂Tε
∂xi

, ϕ〉 = − lim
ε→0
〈Tε,

∂ϕ

∂xi
〉 = −〈T, ∂ϕ

∂xi
〉 = 〈 ∂T

∂xi
, ϕ〉 = 〈 ∂

∂xi
(lim
ε→0

Tε), ϕ〉
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Proposition 1.3.3

Si T est donnée par une fonction f ∈ C 1(Ω), alors ∂T
∂xi

est donnée par la fonction ∂f
∂xi

, en

d'autre terme La dérivation coïncide avec la notion habituelle pour les fonctions de classe

C 1, donc
∂T

∂xi
= T ∂f

∂xi

.

Preuve. Soit f ∈ C 1(Ω) et ϕ ∈ D(Ω)

〈∂Tf
∂xi

, ϕ〉 = −〈T, ∂ϕ
∂xi
〉

= −
∫
Rn
f(x)

∂ϕ(x)

∂xi
dx

= −
∫
Rn−1

(∫
R
f(x)

∂ϕ

∂xi
dxi

)
dx′ par Fubini

= −
∫
Rn−1

(
[f(x)ϕ(x)]−

∫
R

∂f(x)

∂xi
ϕ(x)dxi

)
dx′ une intégration par partie

=

∫
Rn

∂f(x)

∂xi
ϕ(x)dx

= 〈 ∂f
∂xi

, ϕ〉
= 〈T ∂f

∂xi

, φ〉

Proposition 1.3.4 La dérivation est une opération continue sur D ′(Ω). Autrement dit si T

et Tn sont dans D ′(Ω) telle que

Tn → T

dans D ′(Ω) lorsque n→∞. Alors ∀α ∈ Nn on a

∂αTn → ∂αT

dans D ′(Ω).

Preuve.

ϕ ∈ D(Ω)

〈∂αTn, ϕ〉 = (−1)|α|〈Tn, ∂αϕ〉 −→ (−1)|α|〈T, ∂αϕ〉 = 〈∂αT, ϕ〉.

Exemple 1.11

1. La dérivée de la fonction H de Heaviside.

H(x) =

1 x > 0

0 x < 0
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Alors H ′(x) = δ0 dans D ′(R). En e�et

〈H ′, ϕ〉 = −〈H,ϕ′〉 = −
∫ ∞

0

ϕ′(x)dx = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉

2. T = δ alors 〈δ′, ϕ〉 = −ϕ(0) et une itération (dérivées successives) donne ∀m, 〈δ(m), ϕ〉 =

(−1)mϕ(m)(0)

3. T = ln |x| ∈ L1
loc(R) On 〈(ln |x|)′, ϕ〉 = −〈ln |x|, ϕ′〉 = −

∫ +∞
−∞ ln |x|ϕ′(x)dx, mais ici on

ne peut pas intégré par partie à cause de 0 mais en utilisant le théorème de convergence

dominé de Lebesgue on obtient

−
∫ +∞

−∞
ln |x|ϕ′(x)dx = − lim

ε→0

∫
|x|≥0

ln |x|ϕ′(x)dx

une intégration par partie donne

−
∫
|x|≥0

ln |x|ϕ′(x)dx = −
∫ −ε
−∞

ln(−x)ϕ′(x)dx−
∫ +∞

ε

ln(x)ϕ′(x)dx

= − ln εϕ(−ε) +

∫ −ε
−∞

ϕ(x)

x
dx+ ln εϕ(ε) +

∫ +∞

ε

ϕ(x)

x
dx

= ln ε(ϕ(ε)− ϕ(−ε)) +

∫
|x|≥ε

ϕ(x)

x
dx

Un DL d'ordre 1 donne la majoration |ϕ(ε)− ϕ(−ε)| ≤ 2ε sup |ϕ′| donc

〈(ln |x|)′, ϕ〉 = lim
ε→0

∫
|x|≥ε

ϕ(x)

x
dx = Vp(

1

x
)

c'est à dire

(ln |x|)′ = Vp
1

x
.

Proposition 1.3.5 Soit ψ ∈ C∞(Ω) et T ∈ D ′(Ω) on a la formule de dérivation par partie

suivante :
∂

∂xi
(ψT ) =

∂

∂xi
ψT + ψ

∂

∂xi
T

Preuve. On sait dèja que ψT ∈ D ′, on calcul la dérivée, on a

〈 ∂
∂xi

(ψT ), ϕ〉 = −〈ψT, ∂

∂xi
ϕ〉

= −〈T, ψ ∂

∂xi
ϕ〉

= −〈T, ∂

∂xi
(ψϕ)− ϕ ∂

∂xi
ψ〉

= 〈 ∂
∂xi

ψT, ϕ〉+ 〈ψ ∂

∂xi
T, ϕ〉
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Remarque 1.3.2 Le résultat de la proposition 1.3.5 se généralise pour des dérivées supé-

rieures et on obtient la formule de Leibnitz suivante pour les distributions

Dα(ψT ) =
∑
β≤α

(
α

β

)
Dβψ Dα−βT

Exemple 1.12 Si T = H sinx alors

T ′ = (H sinx)′ = H ′ sinx+H cosx = δ sinx+H cosx = H cosx

et on a aussi

T ′′ = (H cosx)′ = H ′ cosx−H sinx = δ cosx−H sinx = δ −H sinx

1.3.4 formule des sauts(cas une variable)

On cherche à calculer la dérivée au sens des distributions d'une fonction de classe C1 par

morceaux.

Proposition 1.3.6

Soit f une fonction de classe C1 par morceaux sur ]a,b[ on a :

f ′ = {f ′}+

p∑
i=1

(
f(a+

i )− f(a−i )
)
δai

ou f ′ désigne la dérivées de f au sens des distribution ,et {f ′} désigne la distribution dé�nie

par la dérivée de f en dehors des points de discontinuité ai , 1 6 i 6 p.

Exemple 1.13

H(x) =

1 x > 0

0 x < 0

Ici on a un seul saut en 0 d'où f(a+
i )− (f(a−i ) = 1− 0 = 1 en déduit alors

H ′(x) = {1′}+ 1× δ0 = δ0.

Preuve. p = 1 et Ω =]a, b[ a1(point de discontinuité)∈ Ω :

〈f ′, ϕ〉 = −〈f, ϕ′〉

= −
∫ b

a

fϕ′ = −
∫ a1

a

fϕ′dx−
∫ b

a1

fϕ′

= lim
n→∞

∫ a1− 1
n

a

fϕ′ −
∫ b

a1+ 1
n

fϕ′
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= − lim
n→∞

[
f(a1 −

1

n
)ϕ(a1 −

1

n
f)− lim

n→∞

∫ a1− 1
n

a

f ′ϕ

]

= − lim
n→∞

[
−f(a1 +

1

n
)ϕ(a1 +

1

n
f)− lim

n→∞

∫
ab1

f ′ϕ

]
= −ϕ(a1)f(a−) + ϕ(a1)f(a+) +

∫ a1

a

f ′ϕ+

∫ b

a1

f ′ϕ

= ϕ(a1)(f(a+)− f(a−)) +

∫ b

a

f ′ϕ.

Remarque 1.3.3 La formule des sauts dans l'espace n'est autre que la formule de Stokes

pour plus de détaille on peut voir le livre de [7].



Chapitre 2

Distribution à support Compact et

Convolution

2.1 Distribution à Support Compact

Support d'une distribution

Dé�nition 2.1.1 Soit T ∈ D ′(Ω), on dit que T est nulle sur un ouvert W de Ω si

∀ ϕ ∈ D(Ω), 〈T, ϕ〉 = 0

On note aussi T |W = 0 et on dit que W est un ouvert d'annulation de T .

Exemple 2.1 1. T = H alors ]−∞, 0[ est un ouvert d'annulation de H

2. T = δ alors tout ouvert de Rn\{0} est un ouvert d'annulation pour δ

3. Si Tf est une distribution dé�nie par une fonction localement intégrable f alors

W ouvert d'annulation de Tf ⇔ W ouvert sur lequel f est nulle pp

Dé�nition 2.1.2 (support d'une distribution) Soit T ∈ D ′(Ω).Il existe un plus grand

ouvert W de Ω tel que la restriction T |W soit nulle. Le complémentaire de cet ouvert est

appelé le support de T et est noté supp(T ).

Le support de T et donc un sous-ensemble fermé F de Ω tel que, pour ϕ ∈ D(Ω) nulle

au voisinage de F on a 〈T, ϕ〉 = 0 ,et c'est le plus petit ensemble fermé jouissant de cette

propriété puisque c'est le complémentaire dans Ω de W .

Exemple 2.2 T = δa masse de dirac centré en a. On a suppδa = {a}. En e�et R\{a} est un
ouvert d'annulation de δa, si ϕ ∈ D(R\{a}) alors suppϕ est un compact de R\{a} et donc
ϕ(a) = 0 d'où 〈δa, ϕ〉 = 0
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Dé�nition 2.1.3 On note E ′(Ω) l'ensemble des distributions à support compact.

Théorème 2.1.1 Tout distribution T ∈ E ′(Ω) est d'ordre �ni. Autrement dit, si N est

l'ordre de T , pour tout voisinage compact K de suppT il existe une constante C telle que

∀varphi ∈ D(Ω), 〈T, ϕ〉 ≤ C
∑
|α|≤N

sup
K
|ϕ(x)|

Preuve. Soit L le support de T . On dé�nit une fonction θ à support compact dans Ω telle

que θ(x) = 1 sur L. Donc si ϕ ∈ D alors ϕ− θϕ est nulle sur L donc ϕ− θϕ ∈ D(Ω\L). On

a 〈T, ϕ〉 = 〈T, θϕ〉, T étant une distribution on a

|〈T, ϕ〉| = |〈T, θϕ〉| ≤ CK
∑
|α|≤N

sup
K
|∂α(θϕ)(x)|

Or si |α| ≤ N et d'après la formule de Leibnitz

sup
K
|∂α(θϕ)(x)| = sup

K∩M
|∂α(θϕ)(x)| ≤ C ′(sup

M
|∂γθ|)(sup

K
|∂γϕ|)

et donc

|〈T, ϕ〉| ≤ Cst
∑
|γ|≤N

sup |∂γϕ(x)|

où Cst et N sont indépendantes de K

Dé�nition 2.1.4 (Extension de la dualité)

Soient T ∈ E ′(Ω) et ϕ ∈ D(Ω). On pose :

〈T, ϕ〉E ′,C∞ = 〈T, θϕ〉

où, θ appartient à D(Ω), et est égale à 1 au voisinage du support de T .

Remarque 2.1.1

Il est clair que le changement, de fonction θ ne modi�e θϕ que par une fonction nulle au

voisinage du support de T , et ne change donc pas le résultat. En e�et si ϕ ∈ C∞ et si θ1, θ2

sont deux fonction de D(Ω) valant 1 au voisinage de support de T alors (θ1 − θ2)ϕ = 0 au

voisinage du support de T donc

〈T, (θ1 − θ2)ϕ = 0〉 ⇒ 〈T, θ1ϕ〉 = 〈T, θ2ϕ〉

Distributions à support réduit à un point

Le cas extrême des distributions à support compact est celui des distribution dont leurs

supports est réduit à un point. On peut supposer sans ambiguïté que le support est l'origine.

On a le résultat suivant dont la preuve est donner dans le livre de [4].

Théorème 2.1.2 Soit T ∈ D ′(Ω) telle que suppT = {0}. Alors il existe un entier N telle

que

T =
∑
|α|≤N

cα∂
αδ
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2.2 Convolution

On introduit la notion de convolution des distributions, qui est utile dans l'étude des

équation aux dérivées partielles et les équations intégrales, l'exposé sera récapitulatif, le but

étant de se familiarisé avec le produit convolutif des distribution. pour un exposé détaillé on

peut consulté les livres [6],[4].

2.2.1 Produit Tensoriel

Soit X, Y deux ouverts de Rn et de Rm respectivement. On dé�nit la fonction f ⊗ g, sur
X × Y par :

f ⊗ g(x, y) = f(x)g(y) (x, y) ∈ X × Y

alors f ⊗ g ∈ X × Y .

Dé�nition 2.2.1 Soient X un ouvert de Rn et Y un ouvert de Rm, f : X → R et g : Y → R
deux fonctions numériques, On appelle produit tensoriel des fonctions f et g la fonction

h = f ⊗ g : Rn+m → R dé�nit par le produit :

(f ⊗ g)(x, y) = h(x, y) = f(x)g(x) (2.1)

Remarque 2.2.1

1. h = f ⊗ g est une fonction à variables séparée sur Rn+m = Rn × Rm et on note aussi

h(x, y) = f(x)⊗ g(y)

2. Si f et g sont localement intégrables sur Rn et Rm alors f ⊗g est localement intégrable.

En e�et d'après Fubini on a∫ ∫
|(f ⊗ g)(x, y)| ≤ (

∫
|f(x)|dx)(

∫
|g(y)|dy)

En terme des distributions si ϕ ∈ D(X × Y ) est à variables séparées, autrement dit ϕ =

ϕ1(x)× ϕ2(y) avec ϕ1 ∈ D(X) et ϕ2 ∈ D(Y ) alors

〈Tf⊗g, ϕ1 ⊗ ϕ2〉 =

∫ ∫
f(x)g(y)ϕ1(x)ϕ2(y)dxdy

=

∫
f(x)ϕ1(x)dx

∫
g(y)ϕ2(y)dy

= 〈Tf , ϕ1〉〈Tg, ϕ2〉

En particulier si ϕ(x, y) = ϕ(x)ϕ(y)

〈u1 ⊗ u2, ϕ〉 = 〈u1, ϕ1〉〈u2, ϕ2〉
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Et si ϕ n'est pas à variables séparées, alors on applique le théorème de Fubini

〈Tf⊗g, ϕ〉 =

∫
f(x)(

∫
g(y)ϕ(x, y)dy)dx

= 〈Tf (x), 〈Tg(y), ϕ(x, y)〉〉 = 〈Tg(y), 〈Tf (x), ϕ(x, y)〉〉

Ce qui a un sens quand ϕ ∈ D(X×Y ) puisque alors (x, y) 7→ f(x)g(y)ϕ(x, y) est localement

intégrable sur X × Y et on note

Tf ⊗ Tg = Tf⊗g

On a ainsi dé�ni le produit tensoriel sur les distributions régulières et on a

〈Tf⊗g, ϕ〉 = 〈Tf ⊗ Tg, ϕ〉 = 〈f ⊗ g, ϕ〉

La généralisation à tout distribution est donnée par le théorème suivant dont la preuve est

donné dans [4]

Théorème 2.2.1 Soient T ∈ D ′(X) et S ∈ D ′(Y ), il existe une unique distribution W =

T ⊗ S ∈ D ′(X × Y ) telle que pour tout ϕ ∈ D(X) et ψ ∈ D(Y ) on ait :

〈W,ϕ⊗ ψ〉 = 〈T, ϕ〉〈S, ψ〉

de plus si ϕ ∈ D(X × Y ) alors :

〈W,ϕ〉 = 〈T, 〈S, ϕ(x, .)〉〉

Remarque 2.2.2 On a aussi :

〈W,ϕ〉 = 〈S, 〈T, ϕ(., y)〉〉

En fait on calcule 〈W,ϕ〉 grâce au théorème de Fubini. Si ϕ ∈ D(X × Y ) On �xe x , alors

ϕ(x, .) est fonction de y appartient à D(Y ), en posant θ(x) = 〈Sy, ϕ(x, y)〉 alors θ(x) ∈ D(Y )

(voir [4]) et on peut calculer :

〈T ⊗ S, ϕ〉 = 〈T, θ(x)〉 = 〈T, 〈S, ϕ(x, y)〉〉

Proposition 2.2.1

supp(T ⊗ S) = suppT × suppS.

Preuve.

On montre que les doubles inclusions

suppT × suppS ⊂ suppT × suppS

Soit (x,y) ∈ suppT × supp et soit W un voisinage de (x,y) donc il existe un voisinage

ouvert U de x et un voisinage ouvert V de y tel que U × V ⊂ W comme x ∈ suppT , T ne
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s'annule pas dans U du il existe ϕ1 ∈ D(Rn) tel que suppϕ1 ⊂ U et 〈T, ϕ1〉 6= 0 de même S

ne s'annule pas dans V alors il existe ϕ2 ∈ D(Rm) tel que suppϕ2 ⊂ V et 〈T, ϕ2〉 6= 0. Donc :

ϕ1(x)ϕ2(y) ∈ D(Rn+m), supp(ϕ1(x)ϕ2(y)) ⊂ U × V ⊂ W

et 〈T ⊗ S, ϕ1 × ϕ2〉 = 〈T, ϕ1〉〈S, ϕ2〉 6= 0

d'où (x, y) ∈ supp(T ⊗ S)

Inversement. Supposons que (x, y) /∈ suppT × suppS due x /∈ suppT ou y /∈ suppS. On sup-

pose que x ∈ suppT , soit U un voisinage ouvert de x tel que suppT ∩U = ∅ et soit ϕ ∈ D(Rn)

telle que suppϕ ⊂ U alors 〈T, ϕ〉 = 0 que ϕ ∈ D(Rn × Rm) telle que suppϕ ⊂ U × Rm

On a θ(x) = 〈S, ϕ(x, y)〉 = 0 par x /∈ U
due suppθ ⊂ U due :

〈T ⊗ S, ϕ(x, y)〉 = 〈T, 〈S, ϕ(x, y)〉〉 = 〈T, θ〉 = 0, x /∈ U
due T ⊗ S s'annule sur U × Rm et (x, y) /∈ supp(T ⊗ S)

d'où suppT ⊗ S ⊂ suppT × suppS

2.2.2 Exemple et propriétés

1. Dα
xD

β
y (T ⊗ S) = (Dα

xT )⊗ (Dβ
yS)

2. δx ⊗ δy = δ(x,y)

3. Une distribution est dite indépendante de x si elle est de la forme 1x ⊗ S et on a :

〈1x ⊗ S, ϕ(x, y)〉 =
∫
〈S, ϕ(x, y)〉dx = 〈S,

∫
ϕ(x, y)dx〉

4. Le produit tensoriel est associative :

(T ⊗ S)⊗R = T ⊗ (S ⊗R)

5. Soit H(x1, . . . , xn) la fonction de Heaviside de n variables dé�nie par :

H(x1, . . . , xn) =

1 xi > 0, 0 6 i 6 n

0 ailleurs

Elle est le produit tensoriel :

H(x1, . . . , xn) = H(x1)⊗H(x2) . . .⊗H(xn),

de plus ∂nH
∂x1...∂xn

= δx1 ⊗ δx2 ⊗ . . .⊗ δxn = δ(x1,...,xn)

2.2.3 Convolution

On va donnée très brièvement aperçu sur la notion de convolution et on va voire u ces au

la convolution et dé�ni :
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Dé�nition 2.2.2 Soit f et g deux fonctions dé�nis sur Rn la convolution de f et g si elle

existe , noté f ∗ g est dé�ni par

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(y).g(x− y)dy

=

∫
Rn
f(x− y).g(y)dy.

Si ϕ ∈ D alors : ∫
(f ∗ g)(x)ϕ(x)dx =

∫ ∫
f(x− y)g(y)ϕ(x)dxdy (2.2)

=

∫ ∫
f(u)g(v)ϕ(u+ v)dudv (2.3)

= 〈f ⊗ g, ϕ(u+ v)〉. (2.4)

Cette formule qui donne une dé�nition fonctionnelle du produit de convolution de f par g

va permettre de dé�nir le produit de convolution de deux distributions .

Dé�nition 2.2.3 On appelle produit de convolution de deux distributions T et S dé�nies

toutes les deux sur Rn la distribution dé�nie sur Rn est noté T ∗ S telle que :

〈Tx ∗ Sy, ϕ(x)〉 = 〈Tu ⊗ Sv, ϕ(u+ v)〉 (2.5)

= 〈Tu〈Sv, ϕ(u+ v)〉〉. (2.6)

Remarque 2.2.3

1. On a évident T ∗ S = S ∗ T .

2. si T et S sont deux distributions quelconques T ∗ S n'est pas toujours dé�nie , en e�et

si ϕ(x), x ∈ Rn est a support compact il n'est plus pour ϕ(u + v), qui est dé�nie sur

R2n. car le support de ϕ(u + v) est la bande |u + v| ≤ a qui n'est pas compact. Par

exemple si [−M,M ] est le support de la fonction x 7→ ϕ(x) le support de la fonction

(u, v) 7→ ϕ(u+ v) est la bande |u+ v| ≤M qui n'est pas compact.

Pour donnée un sens au produit de convolution on suppose que l'une des distributions T ou

S est à support compact , (il existe d'autres hypothèses possibles ).

En e�et si supp(T ) ⊂ {x : |x| ≤ b} et supp(ϕ) ⊂ {x : |x| ≤ a} alors l'intégration est sur :

Ω = suppT ⊗ S ∩ suppφ(x+ y) = (suppT × suppS) ∩ suppφ(x+ y)

= {(x, y) : |x| ≤ b, |x+ y| ≤ a}
= {(x, y) : |xi| ≤ b, |xi + yi| ≤ a, i = 1, . . . , n}

Supposons que T ∈ E ′(Rn) et S ∈ D ′(Rn). Si θ(x) ∈ D(Rn) tels θ(x) = 1 au voisinage de

supp de T et 0 ailleurs. Alors d'après le théorème 2.2.1 et la remarque 2.2.2 θ(x)ϕ(x+ y) =
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ψ(x, y) ∈ D(R2n). et 〈S, ψ(x, y)〉 ∈ D(Rn) et :

〈T ∗ S, ϕ〉 = 〈T, 〈S, θ(x)ϕ(x+ y)〉〉
= 〈T, θ(x)〈S, ϕ(x+ y)〉〉
= 〈T, 〈S, ϕ(x+ y)〉〉.

Théorème 2.2.2 Soit T ∈ E ′(Rn), S ∈ D ′(Rn) , alors T ∗S dé�nie une distribution sur Rn.

Preuve. soit ψ(x, y) = θ(x)ϕ(x+ y) dé�nie précédemment, on a

〈T ∗ S, ϕ =〉T ⊗ S, ψ〉 ∀ϕ ∈ D

Comme le produit tensoriel de deux distributions est une distribution, il su�t de montrer la

continuité. Soit ϕj(x) une suite de fonction de D(Rn) qui converge vers 0 alors ψj(x, y) =

θ(x)ϕj(x+ y) est une suite de fonction dans D(R2n) qui converge vers 0 donc

〈T ∗ S, ϕj =〉T ⊗ S, ψj〉 → 0 lorsque j →∞

Proposition 2.2.2 Quelle que soit la distribution T on a

T ∗ δ = δ ∗ T = T

δ′ ∗ T = T ′

Preuve. δ est à support compact , et pour tout T ∈ D ′(Rn), ϕ ∈ D(Rn) on a

1.

〈δ ∗ T, ϕ〉 = 〈δx, 〈Ty, ϕ(x+ y)〉〉 = 〈Ty, ϕ(y)〉 = T

〈T ∗ δ, ϕ〉 = 〈Tx, 〈δy, ϕ(x+ y)〉〉 = Tx, ϕ(x)〉 = Tx

2.

〈δ′ ∗ T, ϕ〉 = 〈δ′, 〈T, ϕ〉〉
= −〈δ, 〈T, ϕ′〉〉
= 〈δ, 〈T ′, ϕ〉〉
= 〈δ ∗ T ′, ϕ〉
= δ ∗ T ′ = T ′.
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2.2.4 Propriétés de la convolution

Les résultats suivants résument les principales propriétés de la convolution :

1. La convolution est commutative. Soit T ∈ D ′(Rn) et S ∈ E ′(Rn) alors

T ∗ S = S ∗ T

2. Support. Soit T ∈ D ′(Rn) et S ∈ E ′(Rn) alors

supp(T ∗ S) ⊂ suppT + suppS

3. Associativité. Soient T, S, H ∈ D ′(Rn) telle que au moins deux distributions sont à

support compact alors

(T ∗ S) ∗H = T ∗ (S ∗H)

4. Di�érentiation. Soient T, S ∈ D ′(Rn) telle que l'une des deux est à support compact

et si α ∈ Nn alors on a

Dα(T ∗ S) = DαT ∗ S = T ∗DαS



Chapitre 3

Transformation De Fourier

3.1 Introduction

La transformation de Fourier est un outil important en analyse, particulièrement en équa-

tions di�érentielles et aux dérivées partielles, son importance réside dans le fait qu'elle trans-

forme l'opération de dérivation en une multiplication et ceci permet de convertir les problèmes

di�érentielles à des problèmes algébriques.

3.2 Transformation de Fourier

Dé�nition 3.2.1 Soit u ∈ L1(Rn). On appelle transformation de Fourier de la fonction u ,

notée F(u) ou û est la fonction sur Rn dé�nie par :

û(ξ) = F(u(ξ)) =

∫
Rn
e−ix.ξu(x)dx, (3.1)

où x.ξ = x.ξ = x1ξ1 + x2ξ2 + · · ·+ xnξn est le produit scalaire usuelle de Rn. Cette dé�nition

a bien un sens puisque
∫
Rn e

−ix.ξu est intégrable(∫
Rn
e−ix.ξudx ∈ L1(Rn), car

∫
Rn
|e−ix.ξu|dx =

∫
|u|dx < +∞

)
.

Remarque 3.2.1 On peut rencontrer une autre dé�nition de û dans la quelle dx et remplacer

par (2π)ndx, ce qui est la même puisque les formules di�érent de puissance de (2π).

Exemple 3.1
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1. Soit c > 0 x ∈ R f(x) =

1 si |x| ≤ c

0 si |x| < c
une fonction réelle.

on a f ∈ L1(R) et f̂(ξ) =
∫
eixξf(x)dx =

∫ c

−c
e−ixξdx =

−
1
iξ
e−ixξ

]c
−c

si ξ 6= 0

2c si ξ = 0

=

2sincξ
ξ

si ξ 6= 0

2c si ξ = 0

2. g(x) = e−c|x|, on a :

ĝ(ξ) =

∫
e−ixξe−c|x|dx

=

∫ 0

−∞
e(−iξ+c)xdx+

∫ +∞

0

e(−iξ−c)xdx

=
1

(c− iξ)
e(c−iξ)x

]0

−∞
+

1

(c+ iξ)
− e−(c+iξ)x

]+∞

0

=
1

c− iξ
+

1

c+ iξ
=

2c

c2 + ξ2

Remarque 3.2.2

Si u ∈ L1(R) , on a pas en général û ∈ L1(R) d'après l'exemple 3.1 (1).

Dé�nition 3.2.2 (Inversion de Fourier ) Soit u ∈ L1(R) telle que û ∈ L1(R).on a alors :

u = (2π)−nF(û)

où on a noté F l'analogue de la transformation de Fourier avec

F(û) =

∫
R
eix.ξû(ξ)dξ,

Théorème 3.2.1 (Rieman-Lebesgue) Soit u ∈ L1(Rn) ,alors on a :

1. û est borné.

2. û est continue.

3. lim
ξ→+∞

û(ξ) = 0

Preuve.

1. û est bornée car : sup|F(u)| ≤ ‖u‖L1 < +∞.

2. Pour la continuité : La fonction ξ → e−ixξ est continue sur Rn.Pour presque tout x,soit

uj une suit de L1(Rn)

on a : |ûj(ξ)− û(ξ)| ≤ ‖uj − u‖L1 −−−−→
j→+∞

0.

due ûj −→ û uniformément sur Rn.
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3. L'espace D(Rn) étant dense dans L1(Rn) (voir[1]),il su�t de montrer le résultat pour

ϕ ∈ D(Rn).

On a : ξ1û(ξ) =
∫
ξ1e
−ixξϕ(x)dx = i

∫
∂
∂x1

(e−ixξ)ϕ(x)dx

une intégration par partie donne :

ξ1û(ξ) = (−i)
∫
e−ixξ

∂ϕ′

∂x1

dx

par suit : en itérant pour toute les variables on obtient :

|ξ||û(ξ)| ≤
∫
Rn |

∂u
∂x
|dx = ‖∂u

∂x
‖L1 <∞ d'où

|û(ξ)| = 0(
1

|ξ|
)

Les propriétés de la transformation de Fourier se résume dans le théorème suivant :

Théorème 3.2.2 Si u, v ∈ L1(Rn) et |xjf | ∈ 1(Rn) alors :

1. D̂ju = ξjû, oú Dj = 1
i
∂
∂xj
,

2. x̂ju = −Djû, oú Dj = 1
i
∂
∂ξj
,

3. u ∗ v ∈ L1(Rn) et F(u ∗ v) = û.v̂,

4. û.v = (2π)nû ∗ v̂

Preuve. voir le livre [2]

Pour dé�nir une opération au sens des distributions, la procédure est toujours la même :

on reporte la dé�nition sur la fonction test. Suivant cette idée, ϕ étant une fonction test, la

transformation de Fourier de la distribution régulière f , que nous noterons f̂ , pourrait être

dé�nie par l'égalité :

〈f̂ , ϕ〉 =

∫
Rn
f̂(ξ)ϕ(ξ)dξ =

∫
Rn

(∫
Rn
f(x)e−iξdx

)
ϕ(ξ)dξ

=

∫
Rn
f(x)

∫
Rn
ϕ(x)e−iξdξdx

=

∫
Rn
f(x)ϕ̂(x)dx

= 〈f, ϕ̂〉.

(par Fubini f et ϕ étant intégrable (|e−ixξf(x)ϕ(x)| 6 |f(x)||ϕ(s)|) donc la transformation de

Fourier d'une distribution quelconque T est dé�nie de la façons suivant :

〈T̂ , ϕ〉 = 〈T, ϕ̂〉
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3.3 Espaces de Schwartz de S (Rn)

On introduit un nouvel espace des fonctions tests, que l'appelle espace de Schwartz, et

qu'on le note S (Rn)

Dé�nition 3.3.1 L'espace S = S (Rn) est constitué des fonctions u appartenant à C∞(Rn)

telles que

∀α, β ∈ Nn, ∃Cα,β > 0, |xα∂βu(x)| ≤ Cα,β,∀x ∈ Rn. (3.2)

Touts les dérivée d'un élément de S tendent vers zéro à l'in�ni (plus vite) que tout

polynôme .Voici des exemples :

Exemple 3.2

1. C∞0 ∈ S .

2. La fonction u(x) = e−|x|
2
, x ∈ Rn,appartient à S .

3. Plus généralement, pour a ∈ R∗+, la fonction sur Rn,u(x) = e−a|x|
2
appartient à S .

Remarque 3.3.1 [2]

1. Pour tout α ∈ Nn,les application u 7→ xαu et u 7→ ∂αu sont continues de S dans S .

2. Le produit de deux éléments de S appartient à S .

3. C∞0 (Rn) est dense dans S .

4. Pour tout 1 ≤ p ≤ +∞,S ⊂ Lp(Rn) on particulier S ⊂ Lp(Rn), p = 1.

3.3.1 Transformation de Fourier dans S (Rn)

Dé�nition 3.3.2 Pour u ∈ S ,la transformation de Fourier de u, notée F(u) ou û est la

fonction sur Rn dé�nie par :

û(ξ) = F(u(ξ)) =

∫
Rn
e−ix.ξu(x)dx,ξ ∈ Rn (3.3)

Cette dé�nition a bien un sens puisque ,e−ix.ξu ∈ L1(Rn).

Théorème 3.3.1 [2] La transformation de Fourier F est une application linéaire bijective

bicontinue de S sur S .Si on pose pour v ∈ S ,

Fv(x) = (2π)−n
∫
eixξv(ξ)dξ (3.4)

alors F envoie S dans S et on a FF = FF = identité de S ,i.e.F−1 = F .
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3.3.2 Propriétés de la transformation de Fourier dans S

Les propriétés de transformation de Fourier se résume dans le théorème suivant

Théorème 3.3.2 Si u, v ∈ S (Rn) alors :

1. D̂ju = ξjû, oú Dj = 1
i
∂
∂xj
,

2. x̂ju = −Djû, oú Dj = 1
i
∂
∂ξj
,

3. u ∗ v ∈ L1(Rn) et F(u ∗ v) = û.v̂,

4. û.v = (2π)nû ∗ v̂.

Preuve. voir le livre [2]

3.4 Espace S ′(Rn)

De la même façon pour l'espace des distributions D ′(Ω), on dé�nit l'espace des distribu-

tions tempérées S ′(Rn) comme l'ensemble des formes linéaire dé�nie sur S ′(Rn)

Dé�nition 3.4.1 S ′(Rn) = S ′ est le dual topologique de S , i.e. l'espace vectoriel des

formes linéaires continues de S dans C .

Donc une application linéaire, T : S → C appartient à S ′ si et seulement si,

∃k, l ∈ N, ∃C > 0 : |〈T, ϕ〉| 6 C
∑

|α|6k,|β|6l

sup
x∈Rn
|xα∂βϕ(x)|, ∀ϕ ∈ S .

Théorème 3.4.1 1. Les fonctions qui sont soit sommables, soit bornées,soit majorées par

un polynôme dé�nissent des distributions régulières tempérées.

2. Les distributions à support bornés sont tempérées.

Preuve. Pour le premier point il faut montrer que
∫
R f(x)ϕ(x)dx est �nie lorsque ϕ ∈ S

Comme ϕ est bornée, si f est sommable ou bornée, l'intégral a un sens. Le produit d'un

polynôme et d'une fonction de S est également une fonction de S , donc intégrable. Pour le

2 ème point, comme ϕ ∈ S , ϕ est C∞ , et comme la distribution (disons T) est `a support

borné par hypothèse, le produit 〈T, ϕ〉 a un sens.

Exemple 3.3 Les distributions δa et δ(n) sont des distributions tempérées. Les distributions

régulières 1, H, cos ax,Heiaxsont des distributions tempérées.

Lorsque le théorème précédent ne peut être appliqué, pour savoir si une distribution parti-

culière T est tempérée, il faut véri�er directement si 〈T, ϕ〉 a un sens pour toute fonction

ϕ ∈ S .
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3.4.1 Transformation de Fourier dans S ′(Rn)

Dé�nition 3.4.2 Soit T ∈ S ′(R) , c'est-`a-dire une distribution tempérée. La transformée

de Fourier,T̂ = FT , de la distribution T est dé�nie par la relation :

∀ϕ ∈ S (R), 〈FT, ϕ〉 ≡ 〈T,Fϕ〉

et la transformée de Fourier inverse, F−1T , est dé�nie par la relation :

∀ϕ ∈ S (R), 〈F−1T, ϕ〉 ≡ 〈T,F−1ϕ〉

Exemple 3.4 δ̂ = 1 et 1̂ = δ

En e�et, par dé�nition 〈δ̂, ϕ〉 = 〈δ, ϕ̂〉 = ϕ̂(0) =
∫
R ϕ(x)dx = 〈1, ϕ〉.

De même,〈1̂, ϕ〉 = 〈1, ϕ̂〉 =
∫
R ϕ̂(q)dq = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉.

Théorème 3.4.2 La transformation de Fourier est une application linéaire, bijective et bi-

continue sur les suites de S ′ dans S ′ et F−1 = F .

Preuve. Cela résulte du théorème (3.3.1).En e�et, on a FFT = FFT = T pour tout

T ∈ S ′ car 〈FFT, ϕ〉 = 〈FT,Fϕ〉 = T,FFϕ = 〈T, ϕ〉 pour ϕ ∈ S . Donc F est bijective et

F−1 = F . Ensuite, si Tj → T dans S ′on a 〈FTj, ϕ〉 = 〈Tj,Fϕ〉 → 〈T,Fϕ〉 = 〈FT, ϕ〉, donc
FTj → FT. De même pour F .

3.4.2 Propriétés de la transformation de Fourier dans S ′

Théorème 3.4.3 1. La transformation de Fourier dans S ′ coïncide avec la transforma-

tion de Fourier dans S , si T ∈ S .

Pour T ∈ S ′ on a,

2. FFT = (2π)nT−1, ou 〈T−1, ϕ〉 = 〈T, ϕ−1〉 et ϕ−1(x) = ϕ(−x).

3. F(DjT ) = ξjFT,Dj = 1
i
∂j.

4. F(xjT ) = −DjFT .

3.5 Convolution et transformation de Fourier

Pour ce qui concerne la convolution, l'échange entre produit de convolution et produit

par transformation de Fourier est total dans S (Rn) :

Théorème 3.5.1 Soient f et g deux fonctions de S (Rn) . Alors, le produit f×g et le produit
de convolution f ∗ g sont aussi dans S (Rn) et l'on a :

f̂ ∗ g = f̂ × ĝ et f̂ × g = f̂ ∗ ĝ
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(la deuxième propriété n'est pas garantie dans L1(R) .

La première propriété résulte d'un simple changement de variable ; il est évident que cette

première propriété vaut également avec la transformation de Fourier inverse : F−1(f ∗ g) =

F−1(f)F−1
(g) Or F(f) et F(g) sont également dans S . Donc :

F−1(Ff ∗ Fg) = F−1(Ff)F−1(Fg) = fg donc F(f) ∗ F(g) = F(fg),

ce qui démontre la deux ème propriété.

Exemple 3.5 Soit

Π(x) =

1 si x ∈ [1
2
, 1

2
]

2 si non
(3.5)

Π̂ ∗ Π(ξ) = (
sinπξ

πξ
)2

Rappelons que le produit de convolution des 2 distributions S et T , lorsqu'il existe, noté S∗T
est dé�ni, pour toute fonction ϕ ∈ D(R2) de la forme ϕ(x, y) = u(x)v(y) avec u, v ∈ D(R)

par la relation :

〈S ∗ T, u(x)v(y)〉 = 〈S, u〉〈T, v〉

On rappelle également que le produit de convolution existe si l'une au moins des 2 distribu-

tions est à support bornée.

Théorème 3.5.2 Soient S et T deux distributions à supports bornées. Alors leur produit de

convolution S ∗ T est aussi à support borné et véri�e :

F(S ∗ T ) = F(S)×F(T )

Si S et T sont supports bornés, comme le support de S∗T est inclus dans la somme du support

de S et du support de T , le support de S ∗ T est donc borné.F(S) et F(T ) étant à supports

bornés, ce sont des distributions régulières dé�nies par les fonctions F(Sx) = 〈S, e−iξx〉 et
F(Ty) = 〈S, e−iξy〉 .
Le produit de ces deux fonctions est tel que :

F(S)(x)F(Sy) = 〈S, e−iξ〉〈S, e−iξy〉 ≡ 〈S ∗ T, S, e−iξ(x+y)〉

Cette dernière expression est une fonction C∞ (par rapport à la variable x+ y) qui dé�nit la

transformation de Fourier de la distribution S ∗ T
Bien noter que le produit de deux distributions, ST ou ŜT̂ ne peut être dé�ni en toute

généralité. Dans le cas où S est une distribution tempérée quelconque et T une distribution

à support borné, le théorème tient encore, mais le produit ŜT̂ doit être interprété comme le

produit d'une distribution par une fonction C∞
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Exemple 3.6

T̂ ′ = ixT̂ .

Il su�t de remarquer que T ′ ≡ δ′ ∗ T puis d'utiliser le théorème.



Chapitre 4

Solution fondamentale d'opérateurs

di�érentielles

Dans cette section, nous étudions les équations di�érentiels linéaire de la forme :∑
|α|≤m

aαD
αu = f(x), f ∈ D′(Rn) (4.1)

avec des coe�cients constants aα ∈ Rn.

Si on pose

P (D) =
∑
|α|≤m

aαD
α

l'équation (4.1) prend la forme :

P (D)u = f(x), f ∈ D′(Rn). (4.2)

Dé�nition 4.0.1 Soit Ω un ouvert de Rn. On dit que u ∈ D ′(Rn) est une solution au sens

des distributions 1 de l'équation (4.2) dans Ω si u véri�e

〈
∑
|α|≤m

Dαu, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 (4.3)

∀ ϕ ∈ D(Ω)

Remarque 4.0.1 Supposons f ∈ C (Ω). Si u ∈ Cm(Ω) et satisfait l'équation (4.2) alors u

est dite solution classique 2 de (4.2). Évidement si u est une solution faible de classe Cm

alors c'est une solution classique.

Dé�nition 4.0.2 Une distribution E ∈ D ′(Rn) est dite solution fondamentale de l'opérateur

P (D) si

P (D)E = δ(x). (4.4)

1. On dit aussi solution faible, ou généralisé

2. On dit aussi solution forte
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Remarque 4.0.2 Si u est une solution de l'équation homogène P (D)u = 0 alors E + u est

aussi une solution fondamentale de (4.2), donc en général une solution fondamental n'est pas

unique

Une solution fondamentale permet de résoudre les équation de la forme (4.1) et on a

Théorème 4.0.3 Soit f ∈ D ′(Rn) une distribution telle que la convolution

u = E ∗ f. (4.5)

existe dans D ′(Rn). Alors u est solution de l'équation (4.1) De plus, cette solution est unique

modulo les distributions dansD ′(Rn) pour les quelles la convolé E ∗ u existe.

Preuve. En utilisant les propriétés de la convolution, nous obtenons :

P (D)(E ∗ f) =
∑
|α|≤m

aαD
α(E ∗ f) = (

∑
|α|≤m

aαD
αE) ∗ f

(P (D)E) ∗ f = δ ∗ f = f

donc u = E ∗ f dé�ni une solution de (4.2). Pour l'unicité, on suppose que u1 et u2 sont deux

solutions véri�ant (4.2) alors v = u1 − u2 véri�e l'équation homogène

P (D)v = 0

Mais

v = δ ∗ v = (P (D)E) ∗ v = E ∗ (P (D)v) = E ∗ 0 = 0

donc u1 = u2.

Exemple 4.1 1. On sait dèja que H ′ = δ ou H est la fonction de Heaviside donc H est

la solution fondamentale de l'opérateur d
dx

dans R.

2. On a (xH)′′ = (H+H ′x)′ = (H+xδ)′ = H ′ = δ donc xH est une solution fondamentale

de l'opérateur d2

dx2

Le résultat suivant de Malgrange-Ehrenpreis et le point clé de ce mémoire.

Théorème 4.0.4 (Malgrange-Ehrenpreis) Tout opérateur di�érentiel linéaire non nul à

coe�cients constants admet une solution fondamentale.

Les propriétés de la transformation de Fourier va nous permettre de calculer d'une manière

algébrique les solution fondamentales.

Théorème 4.0.5 Une distribution E ∈ S ′(Rn) est une solution fondamentale de l'opérateur

P (D) =
∑
|α|≤m aαD

α si et seulement si sa transformée de Fourier véri�e l'équation

P (ξ)Ê = 1 (4.6)

où P (ξ) =
∑
|α|≤m aαξ

α.
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Preuve. La véri�cation est directe d'après la linéarité de la transformation de Fourier et

la propriété (dérivation) et le théorème de l'isomorphisme de F sur S .

Exemple 4.2 Soit à déterminer la solution fondamentale dans S ′ de l'opérateur

− d2

dx2
+ 1

donc on cherche

(− d2

dx2
+ 1)E = δ

D'après le théorème 4.0.5 on a

(ξ2 + 1)Ê = 1

On obtient ainsi une équation algébrique qui donne

Ê =
1

ξ2 + 1

La fonction 1
ξ2+1

n'est pas dans S mais elle est intégrable donc elle dé�nie une distribution

tempérés, et grâce à la transformation de Fourier inverse, on obtient

E(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞

eixξ

ξ2 + 1
dξ

On sait déjà (Voir example) que F(e−a|x|) = 2a
a2+ξ2

en particulier pour a = 1 on a

F(e−|x|) =
2

1 + ξ2

En appliquant Fourier inverse on obtient

e−|x| =
1

2π

∫ +∞

−∞

2

1 + ξ2
eixξdξ

donc

1

2
e−|x| =

1

2π

∫ +∞

−∞

1

1 + ξ2
eixξdξ

= F−1(
1

1 + ξ2
)

donc

E(x) =
1

2
e−|x|

est la solution fondamentale de l'opérateur P (D) = − d2

dx2
+ 1



Conclusion

On a vu que tout opérateur di�érentielle linéaire P (D) à coe�cients constants admet une

solution fondamentale donnée par l'équation

P (D)E = δ

La recherche de telle solution se fait dans D ′(Ω), l'espace des distributions, une autre approche

est d'utiliser la transformation de Fourier ce ci revient à résoudre maintenant dans S ′(Rn)

l'espace des distributions tempérées l'équation équivalente suivante

P (ξ)Ê = 1

cette dernière équation (algébrique) nous permet de calculer directement la solution fonda-

mentale qui est donnée par l'équation

Ê =
1

P (ξ)
.

L'inconvénient pour cette équation algébrique réside dans le faite qu'on peut avoir P (ξ) = 0

et donc on a un problème de division dans S ′ donc on peut déjà ce soucier à éviter ce

problème. Par contre on peut trouver une classe d'opérateurs véri�ant P (ξ) 6= 0, l'exemple

traiter en fait partie. On peut aussi ce soucier de cas d' opérateurs à coe�cients non constant,

car dans ce cas la transformation de Fourier n'est pas directement applicable.
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