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Introduction

La réduction d’endomorphisme a pour objectif d’exprimer des matrices et des endomorphismes
sous une forme plus simple, par exemple pour faciliter les calculs. Cela consiste essentiellement &
trouver une décomposition de 1’espace vectoriel en une somme directe de sous-espaces stables sur
lesquels ’endomorphisme induit est plus simple.

Lorsque 'espace vectoriel E est de dimension finie, ’étude de ’endomorphisme f se rameéne
immédiatement & celle de sa matrice par rapport & une base donnée. La matrice obtenue est une
matrice carrée. Souvent, la méme base de E est considérée au départ et a l'arrivée.

Moins géométriquement, cela correspond a trouver une base de 1’espace dans la quelle ’endo-
morphisme s’exprime simplement. I’espace vectoriel sur lequel s’applique ’endomorphisme possede
des propriétés différentes selon les cas. Lorsque I'espace est de dimension finie, la structure du corps
détermine ’essentiel des propriétés de réduction. Cette approche, qui fait intervenir ’anneau des
polynomes associé au corps. Le cas le plus simple est celui ou le corps est algébriquement clos,
c’est-a-dire que tout polyndéme non constant admet au moins une racine. C’est le cas des nombres
complexes. Alors la réduction est particulierement efficace. elle méne a ’étude des sous-espaces
caractéristiques, qui fournit une réduction simple de ’endomorphisme, dite réduction de Jordan.
Elle permet alors de comprendre pourquoi le polynéme caractéristique est un multiple du po-
lynéme minimal, et fournit donc une démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton. Elle est
enfin la base d'une famille d’algorithmes souvent largement plus rapides qu'une approche par les
déterminants.

La notion de valeur propre devient le bon outil dans ce contexte. Lorsqu’il existe une base de
vecteurs propres, on parle de diagonalisation. cette deniére est un procédé d’algebre linéaire qui
permet de simplifier la description de certains endomorphismes d’ un espace vectoriel, en particulier
de certaines matrices carrées. Elle consiste a rechercher et expliciter une base de ’espace vectoriel

constituée de vecteurs propres, lorsqu’il en existe une. En dimension finie, la diagonalisation revient



Introduction

en effet & décrire cet endomorphisme a I’aide d’une matrice diagonale.

Un vecteur propre est un vecteur non nul dont I'image par f est colinéaire au vecteur d’origine.
Le rapport de colinéarité est appelé valeur propre. L’ensemble constitué des vecteurs propres de
valeur propre A, et du vecteur nul, est appelé le sous-espace propre de f associé a la valeur propre
A. La décomposition en sous-espaces propres posséde de bonnes propriétés :

- Les sous-espaces propres sont en somme directe.

- La restriction de I’endomorphisme au sous-espace propre associé a la valeur propre \ est
I’homothétie de rapport A.

- Les propriétés recherchées pour une réduction optimale sont rassemblées.

La diagonalisation d'un endomorphisme a plusieurs d’applications, elles permet un calcul rapide
et simple de ses puissances et de son exponentielle, ce qui permet d’exprimer numériquement
certains systémes dynamiques linéaires, obtenus par itération ou par des équations différentielles
linéaires.

Le polycopié est déstigné aux étudiant de la deuxiéme année licence Mathématique, il se
compose de troix chapitres, dans le premier chapitre on a exposé quelques préliminaires nécessaires
pour le contenu comme I’arithmetique des polynoémes, la factorisation des polynomes sur le corps
k et quelques notions trés outils concernants ’algebre lineaires comme la somme directe des sous-
espaces vectoriels, la matrice associée & une application linéaire dans des bases données, la regle
de changement de bases, les déterminants.

Dans le deuxiéme chapitre on a étudié la réduction des endomorphismes d’espaces vectoriels de
dimension finie, d’abord on a introduit quelques notions trés outils concernants ’algébre lineaires,
aprés on a défini les espaces vectoriels stables par ’endomorphismes en suite, les valeurs et les
vecteurs propres, on a parlé des polynéomes d’endomorphismes ot on a commencé par les polynémes
annulateurs en général, on particuliér le théoréme de cayley Hamilton et le polynéme minimal,
et par conséquence on a donné la deuxieme critére de la diagonalisation, aussi on a presenté les
conditions de la trigonalisation des endomorphisme et la forme normale de Jordan. et le polynéme
caractéristique, le polynome minimale ol on a abouti a la premiére critére de la diagonalisation
des endomorphismes.

Dans le troisiéme chapitre on a présenté quelques applications de la diagonalisation des en-
domorphismes, telles que la puissance, I’exponentielle, suites récurrentes linéaires, résolution des
systemes différentielles linéairs.

A la fin de chaque chapitre on a appuyé le document par une serie des exercices.



Notations

Notations

: Le corps des nombres réels ou complexes ou rationnels.
: L’ensemble des entiers naturels.

: L’anneau des entiers relatifs.

: Le corps des nombres rationnels.

: Le corps des nombres réels.

: Le corps des nombres complexes.

D O 2 60N Z2 R

(E) : L’espaces vectoriel des endomorphismes de E.
k [X] : L’anneau des polynomes a coefficients dans le corps K.
k, [X] : L’anneau des polynomes a coefficients dans le corps K de degré < n.
M™(K) : L’espace des matrices de type m x n sur K.
M™(K) : L’espace des matrices carrée d’order n sur K.
R™*™ : Iespace des matrices de type m x n sur R.
Cm*m . L’espace des matrices de type m x n sur C.
GL, (K) : Le groupe des matrices inversibles d’ordre n a coefficients dans K.
A~!: L’inverse ordinaire de A.
AT : La matrice transposée de A.
det (A) : Le determinant de A.
Sp(A) (Sp(f)) : Le spectre de la matrice A (de ’endomorphismes f).
rang (A) : Le rang de A.
ker(A) (ker(f)) : Le noyau de la matrice A (de I’endomorphisme f).
Im(A) : L’image de la matrice A.
tr(A) : La trace de la matrice A.
I,, : La matrice d’unité d’ordre n.
Idg : L’application identique de F.
Jir : La restriction de I'endomorphisme f sur F.
J (A, n) : Bloc de Jordan associé a la valeur propre A et de taille n x n.
x4 (xr): Le polynome caractéristique de la matrice A (de I’endomorphismes f).

pa (fr): Le polynome minimal de la matrice A (de ’endomorphismes f).



Chapitre 1

Rappel : Construction de ’anneau des

polynomes

1.1 L’anneau des polynétmes

Les polynomes sont des objets trés simples mais aux propriétés extrémement riches. Il y a
une grande analogie entre ’arithmétique des polyndémes et celles des entiers. En algebre, 'anneau
des polynomes formels (&4 une indéterminée) est un ensemble contenant des nombres, comme les
entiers, les réels ou les complexes, et un objet supplémentaire, souvent noté X. Tous les éléments
de 'anneau de polynémes s’additionnent et se multiplient. On trouve des polynémes comme 4.X,
X3, ou encore X2+ X — 3, .... De plus, une propriété importante est que les polynémes 1, X, X?,
X3... sont linéairement indépendants. Dans ce chapitre aprés quelques définitions on va rappeler
les concepts de base concernants I’arithmétique des polynomes.

Dans ce chapitre, K désigne un corps commutatif muni des opérations usuelles (c’est-a-dire
muni de 'addition + et de la multiplication x).qui peut étre :

- le corps Q des nombres rationnels,

- le corps R des nombres réels,

- le corps C des nombres complexes.

On note 0 et 1 les éléments neutres pour 'addition et pour la multiplication respectivement.

Il nous arrivera parfois de les noter O et 1, pour marquer leur appartenance au corps k.



Chapitrel : Notions préliminaires

1.1.1 L’ensemble des polynémes

Définition 1.1.1 On appelle polynéme o une indéterminée a coefficients dans K (ou plus sim-
plement polynome sur K) une suite (ay), oy sur K dont tous les termes & partir d "un certain
rang sont égauz o 0. On note K [X| I ‘ensemble des polynomes a coefficients dans k.

Le polynoéme P s’écrit ainsi :
P = (ag,a4,as, ..., a,,0,0,...)
et les termes ag, ay, as, ..., a, se nomment les coefficients du polynome P.

Définition 1.1.2 On dit que deux polynomes P = (ay,), oy €t Q = (bn),,cn de K[ X] sont égaux,
et on note P = @), si a, = b, pour tout n € N.

Définition 1.1.3 Soit P = (ay), oy un polynome non nul de K[X]. ( On appelle degré de P,

et on note deg(P) , le plus grand entier naturel n tel que a, # 0. Autrement dit,
deg(P) = maz{n € N | a, # 0}

( Le coefficient aqegpy se nomme coefficient de plus haut degré de P et le polynome P est dit

normalisé (ou unitaire) si agegpy = 1.

Remarque 1.1.1 1) Le polynome nul noté par Oyx) tel que Oyx) (X) = 0, par convention, on
pose deg(Oyx]) = —o0.
2) Le polynéme constant est un polynome de la forme P (X) = ag, ag € k, avec deg P = 1.

Exemple 1.1.1 Soit P =1+ X + X° € C[X], deg (P) = 5.

Définition 1.1.4 (Fonction polynomiale)
tout polynome P = (ag,a1,az, ...,a,,0,0,...) € K[X]| on associe lapplication P:K —K

définie pour tout v € K par

P (2) = ag + a17 + apx® + ... + apa”
Cette application est appelée fonction polynomiale associée a P.
Définition 1.1.5 (Polyndéme dérivé)
Soit P = ag + a1 + asx® + .... + a,x"™ un polynome de K[X] tel que deg P =n > 1. On appelle
polyndéme dérivé de P le polynéme de K [X] , noté P, défini par

P’ =a; + 2a07 + 3asz? + ...+ na,z" L.

Si le polynome P est de degré 0 alors le polynome dérivée P’ est Ok[x]-
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Opérations algébriques sur les polynémes

Définition 1.1.6 (Addition de polynémes)
Soient P = (an),cn €t Q = (bn),en deux polynomes de K[X] . On appelle somme des polynomes
P et Q (ou addition de P et Q) le polynome de K[X] , noté P+ Q et défini par

P+QY (4, + bn) e

On a ainsi défini une premiére loi (de composition)

Définition 1.1.7 (Multiplication de polynémes)
Soient P = (ay,),cy €t Q = (by)
polynome de K [X] , noté P x Q (ou plus simplement PQ)), défini par P x Q = (cy), oy avec

nen deux polynomes de K [X] . On appelle produit de P et @ le

n

Vn € N, Cp, dif a,gbn + albn_l + ...+ an_lbl + anbo = Zakbn_k.
k=0
1.1.2 Arithmétique dans K[X]
Définition 1.1.8 Soient P,Q € K[X], on dit que Q divise P s’il existe ¢ € K[X] tel que
P =qQ. On note alors (Q /P.

On dit aussi que P est multiple de () ou que P est divisible par Q).

Théoréme 1.1.1 (Division euclidienne des polynémes)
Soient P,Q € K[X], avec Q # 0, alors il existe un unique polynéme q et il existe un unique
polynome r tels que :

A=qQ+r et degr < deg@Q

q est appelé le quotient et r le reste et cette écriture est "la division euclidienne” de P par Q).
Notez que la condition degr < deg @ signifie r =0 ou bien 0 < degr < deg Q).
Enfinr =0 si et seulement si (Q,/P.

Exemple 1.1.2 La division euclidienne de P par @) tels que :
P=234+2:2-3 e Q=2>-4,

Donne : 23 + 222 —3 = (z +2) (2% — 4) + (4o +5) = qQ + 1.
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Définition 1.1.9 Soit P un polynéme de K[X| tel que deg P > 1. Le polynéome P est dit
irréductible (ou premier) dans K[X]| s ’il n’admet pour diviseur que les polynomes o.lgx) et
a.P ot a € k* . Autrement dit, le polynome P de K[X] est irréductible lorsque les seuls
polynémes qui le divisent sont, a un facteur multiplicatif pres, 1x(x) et lui-méme.

Dans le cas contraire, on dit qu “il est réductible.

Exemple 1.1.3 le polynéme P = X? + 1 est irréductible dans R [X].

1.1.3 Racines d’un polynoéme

Définition 1.1.10 Soit P un polynéme de K[X]. On dit que le scalaire o de K est une racine

de P si ]3((1) =0 ou P désigne la fonction polynomiale associée a P.

Proposition 1.1.1 Soit P un polynéome de K[ X| . L’élément o de K est une racine de P si

et seulement si, X — a divise P.

Proposition 1.1.2 (Racines rationnelles d’un polynéme a coefficients entiers)

Sotent P = Zaka un polynéme & coefficients entiers (a,, € Z pour tout k € {0,1,...,n})
k=0
et p,q deux entiers relatifs non nuls sans diviseur commun autre que 1 et —1 dans Z. une

i , . . . p . .
condition nécessaire (mais non suffisante) pour que le nombre rationnel = soit racine de P est

q
que p divise ag et que q divise a,.

Exemple 1.1.4 Soit le polynome
P=23—2*—2-3

et D ag = —3, ag = 2.
les valeurs possibles pour p sont : —3, —1, 1, 3.
les valeurs possibles pour q sont : =2, —1, 1, 2.

si P posséde des racines dans Q cela ne peut étre que les nombres rationnels suivants

3 113
2 -1,->,-,1,2,3.
27 )

-3 —
Y 2727 727

On trouve seulement P (%) =0, On en déduit que le polynéme P = 223 — 22 — x — 3 posséde

une unique racine dans Q qui est %
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Multiplicité d’une racine

Définition 1.1.11 Soient P un polynome de K[X] et a € K.

- On dit que o est une racine de multiplicité h de P s il existe un polynome @ de K[X] tel que

P=(X-a)lQ e Qa)#£0.

L ’entier naturel h s ’appelle alors | ’ordre de multiplicité (ou la multiplicité) de la racine o
- Dans le cas particulier ou h = 1, la racine est appelée racine simple de P et dans le cas ot
h >~ 1, la racine est appelée racine multiple de P. Si h = 2 alors a est une racine double,

si h = 3 alors a est une racine triple.

Exemple 1.1.5 - Le polynome P = X3 — 9X? + 15X + 25 € R[X]| admet X = —1 comme

racine simple et X =5 comme racine double.

P=X>—9X? 4+ 15X +25= (X +1) (X —5)°

Multiplicité d’une racine et polyndmes dérivés

Lemme 1.1.1 Soit P un polynome de K[X| . Si a est une racine de multiplicité h = 1 de P

alors o est une racine de multiplicité h — 1 de P'.

Proposition 1.1.3 Soit P un polynéome de K[X] . Le scalaire o de k est une racine de multi-

plicité h de P si et seulement si,

Exemple 1.1.6 Soit le polynome P = X® —3X +2 € R[X], On a P = 3X? -3 et
P’ =6X.
Alors X =1 est un racine double car P (1) = /];'(1) =0 et P (1) #0

Définition 1.1.12 Un polynome P de K[X] et de degré n est dit scindé sur k (ou scindable
sur K) sl existe un scalaire B de K,  # 0, et n scalaires ay, as, ...., a, non nécessairement
distincts deux a deux appartenant o K tels que
P =B (X — )
k=1
Exemple 1.1.7 Le polynéme P = X? — 2 = (X — \/5) (X + \/§) est scindé sur R mais n’est

pas scindé sur Q.
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Relations entre coefficients et racines d’un polynéme

- Pour n = 2, Soit le polynéme P = as X? + a1 X + ag = as (X — ;) (X — ay) . Alors,

aj
a1 + g = —a—,
2
)
a1.00g = —
a2

- Pour n = 3, Soit le polynome P = a3 X3+ ax X2+ a1 X +ag = as (X — a1) (X — az) (X — a3) .
Alors,

a2
CY1+062—|—043: -,
as
a1
a10g + 1 O3 + Qpvg = —,
as
Qo
a1.09.003 = ——.
a3

- Dans le cas général, Soit le polynome

P=0a, X"+ ... + a3X° + asX* + 0, X + ao
=a, (X —a) (X —ag) (X —az) ... (X —a,).
Alors,

n
. ap—1
Q; = — 9
i=1 n

a
Qn—k
Vk e {1,2,....,n} Z o, ., = (—1)F 222
1<ip<ip<...<ig<n On
n

[oi= (-0 22

. an

\ =1

Exemple 1.1.8 Déterminer le nombre complexe A\ pour que l’équation algébrique

42274+ 324+A=0 (E)

ait deux de ses racines dont le produit vaut 2.

» en effet : Soient o, ay et ag les trois racines de l’équation (E), et on suppose que ay.cp = 2,

11
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donc on a :
(
a1+ ag + az = —2 a; +ax+az=—-2
a0y + apas + oy =3 = ajaz + agaz =1
A
a1.0p.003 = —A a3 = ——
\ 2
( A
(5] + g — —2 + 5
— (a1 + 042) ag =1
A
3 A=y

= (A=2°=0

== \ = 2.

1.1.4 Polynémes de C [X]

Théoréme 1.1.2 (d’Alembert-Gauss)
Tout polynome de C[X] de degré n > 1 admet au moins une racine dans C. Il admet exactement

n racines si on compte chaque racine avec sa multiplicité.

Proposition 1.1.4 Tout polynéome de R[X| de degré impair admet au moins une racine réelle.

Factorisation (Décomposition en facteurs irréductibles)

Théoréme 1.1.3 Tout polynéme non constant P € K[X]| s’écrit comme un produit de poly-

nomes irréductibles unitaires :

P = AP Py PH

ou, N € K* re N* k;, € N* et les Pi sont des polynomes irréductibles distincts.

De plus cette décomposition est unique a l’ordre prés des facteurs.

Factorisation dans C[X] et R[X]

Théoréme 1.1.4 Les polynémes irréductibles de C[X| sont les polynomes de degré 1.

Donc pour P € C[X] de degré n > 1 la factorisation s’écrit
P=Xz—a)"™ (z—a)®” ... (x —a,)"
Ou ay,as, ...,a, sont les racines distinctes de P et ky, ..., k, sont leurs multiplicités.

12
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Théoréme 1.1.5 Les polynomes irréductibles de R[X| sont les polyndmes de degré 1 ainsi que
les polynémes de degré 2 ayant un discriminant /A < 0.

Soit P € R[X] de degré n > 1. Alors la factorisation s’écrit
P=Xz—a)" (x—a)” .. (z—a)" QL. Q"

Ou les a; sont exactement les racines réelles distinctes de multiplicité k; et les (Q; sont des

polynomes irréductibles de degré 2.

13



Chapitre 2

Réduction des endomorphismes

d’espaces vectoriels de dimension finie.

2.1 Rappel sur I’Algébre lineaire

2.1.1 Espaces vectoriels
Définitions
Dans ce chapitre, K désigne un corps comuutatif (K = R ou K = C)

Définition 2.1.1 un K-espace vectoriel est un ensemble non vide E muni :

e d’une loi des compositions interne, c’est-a-dire d’une application de E X E dans E

ExFE—FE

(u,v) —u+v
e d’une loi de composition externe, c’est-a-dire d’une application de K X E dans E

kxE—F
(N, u) — A
qui vérifient les propriétés suivantes :
1. u+v=v+u (pour tous u,v € E)

2.u+ (v+w) = (u+v)+w (pour tous u,v,w € £)

3. il existe un élément neutre O € E tel que u+ 0g = u (pour tout u € E)

14



Chapitre2 : Réduction des endomorphismes d’espaces vectoriels de dimension
finie

4. tout uw € E admet un symétrique v’ tel que u + u' = 0g. Cet élément u'est noté —u.

5. Lu=wu (pour tout u € E)

6. A.(p.u) = (Ap).u (pour tous \,p € Kju € E)

7. M(u+v) = u+ v (pour tous A € K,u,v € E)
8. N+ p)u = Au+ pu (pour tous \,p € K,u € E)

- On appelle les éléments de E des vecteurs. Au lieu de K-espace vectoriel, on dit aussi espace
vectoriel sur K.

- Les éléments de K seront appelés des scalaires.

- L’élément neutre Oy s’appelle aussi le vecteur nul. Il ne doit pas étre confondu avec

I’élément 0 de K.

Sous-espace vectoriel

Définition 2.1.2 (d’un sous-espace vectoriel)

Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F' de E est appelée un sous espace vectoriel si :
-0p € F,- u+v € F pour tous u,v € F,

- Au € F pour tout A € K et tout u € F'.

Théoréme 2.1.1 Soient, E un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors

F est lui-méme un K-espace vectoriel pour les lois induites par E.

Intersection de deux sous-espaces vectoriels

Proposition 2.1.1 (Intersection de deux sous-espaces vectoriels)
Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel . L’intersection F NG est un

sous-espace vectoriel de E.

Remarque 2.1.1 La réunion de deux sous-espaces vectoriels de E n’est pas en général un sous-
espace vectoriel de E. Prenons par exemple E = R?. Considérons les sous-espaces vectoriels
F ={(z,y)/xr =0} et G = {(z,y)/y = 0}. Alors F'U G n’est pas un sous-espace vectoriel de
R2. Par exemple, (0,1) + (1,0) = (1,1) est la somme d’un élément de F' et d’un élément de G,

mais n’est pas dans F'U G.
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Famille libre

Définition 2.1.3 Une famille {v1,vs,...,v,} de E est une famille libre ou linéairement

indépendante si tout combinaison linéaire nulle
AU+ Agvg 4 .+ A, =0
est telle que tous ses coefficients sont nuls c’est-a-dire
AM=0, X=0, ..\ =0.

Dans le cas contraire, c’est-a-dire il existe une combinaison linéaire nulle a coefficients non
tous nuls, on dit que la famille est liée ou linéairement dépendante. Une telle combinaison

linéaire s’appelle alors une relation de dépendance linéaire entre les v;.

Famille génératrice

Définition 2.1.4 Soient {vy,...,v,} des vecteurs de E. La famille {vy,...,v,} est une famille
génératrice de l’espace vectoriel E si tout vecteur de E est une combinaison linéaire des
vecteurs vy, ..., Up.

Ce qui peut s’écrit aussi :
Yo e FE N, ERK v= Mo+ A,
On dit aussi que la famille {vy, ...,v,} engendre ’espace vectoriel E.
Cette notion est bien str liée a la notion de sous-espace vectoriel engendré : les vecteurs
{v1,...,v,} forment une famille génératrice de E si et seulement si £ = Vect(vy, ..., vp).
Base

Définition 2.1.5 (Base d’un espace vectoriel)
Soit E un K-espace vectoriel. Une famille B = {vy, ...,v,} de vecteurs de E est une base de E

si B est une famille libre et génératrice.

Théoréme 2.1.2 Soit B = (vq,...,v,) une base de l’espace vectoriel E. Tout vecteur v € E
s’exprime de facon unique comme combinaison linéaire d’éléments de B. Autrement dit, il

existe des scalaires Ay, ..., \, € K uniques tels que :

V= MU + AU + ... + AU,
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Dimension d’un espace vectoriel

Définition 2.1.6 Soit B une base d’un K—espace vectoriel E, la dimension de E noté dim E
est |B| (le cardinal de B)
Si |B] < o0, on dit que E est de dimension finie, l'autre cas on dit que E est de dimension

nfing

Convontion. On convient d’attribuer a espace vectoriel {0} la dimension 0.

Les espaces vectoriels étudiés sont tous de dimension finie sauf exeption.

Théoréme 2.1.3 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
1. Alors tout sous-espace vectoriel F' de E est de dimension finie,
2. dim F < dim F,

3 F=F=—dmFE =dimF.

Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition 2.1.7 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont
supplémentaires si et seulement si ils vérifient :

e FNG ={0g},

e F+G=F.cad: (VreR, Mz, xs) € FXG :x=x1+ 39 (c’est-G-dire, tout vecteur de
E se décompose de maniére unique comme somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G.))

On note alors F & G = E.
on dit que F' et GG sont en somme direct.

Théoréme 2.1.4 Caractérisation de la supplémentarité en termes de bases

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F, G deux sous-espaces vectoriels de E
munis d’une base, ey, ..., e,, pour F' et d’une base, fi,..., f;, pour G. On a équivalence entre :
1 F et G sont supplémentaires dans £ : E = F & G.

2B = (e1,....,ep, f1, ..., fy) est une base de E.

Théoréme 2.1.5 ( Formule de Grassmann, théoréme des quatre dimensions) Soient E un

espace vectoriel de dimension finie et F, G des sous-espaces vectoriels de E. Alors :
dim(F 4+ G) =dim F + dim G — dim(F N G)

Corollaire 2.1.1 i E = F ® G, alors dim E = dim F' + dim G.

17



Chapitre2 : Réduction des endomorphismes d’espaces vectoriels de dimension

finie

2.1.2 Applications linéaires

Définition 2.1.8 Soient E et ' deux K-espaces vectoriels. Une application f de E dans F' est
une application linéaire si elle satisfait aux deux conditions suivantes :

1. flu+v) = f(u) + f(v), pour tous u,v € E,

2. f(Au) = Af(u), pour tout u, € E et tout \ € K.

Autrement dit : une application est linéaire si elle « préserve » les deux lois d’un espace

vectoriel.

Notation 2.1.1 L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L(E,F), l'en-

semble des applications linéaires de E dans E est noté L(E).

Proposition 2.1.2 (caractérisation d’une application linéaire)
Sotent E et I deux K-espaces vectoriels et f une application de E dans F'. L’application f est

linéaire si et seulement si, pour tous vecteurs u et v de E, et pour tous scalaires A et u de K,
O+ ) = Af(w) + uf (v),

Noyau et image d’une application linéaire

Définition 2.1.9 (Définition du noyau)
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F'. Le noyau

de f, noté ker(f), est l’ensemble des éléments de E dont l'image est Op :

ker(f) ={z € E; f(x) = 0r}

Autrement dit, le noyau est I'image réciproque du vecteur nul de 1’espace d’arrivée : ker(f) =

f7H0r}.

Définition 2.1.10 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E

dans F'. l'itmage de Uapplication linéaire f et est noté Im f .
Imf={f(x)|z€eE}CF

Proposition 2.1.3 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de
E dans F'.
1. Le noyau de f est un sous-espace vectoriel de E.

2. Im f est un sous-espace vectoriel de F.
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Théoréme 2.1.6 (Caractérisation des applications linéaires injectives)
Soient E et ' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Alors :
1. f injective<=> ker(f) = {0}

2. f est surjective si et seulement si Im f = F.

Remarque 2.1.2 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.

- Une applications linaires de E dans F' est aussi appelée morphisme ou homomorphisme
d’espaces vectoriels. L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L(E, F).

- Une application linéaire de E dans E est appelée endomorphisme de E. L’ensemble des
endomorphismes de E est noté L(E).

- Une application linéaire bijective de E sur F' est appelée isomorphisme d’espaces vectoriels.
Les deux espaces vectoriels E et F' sont alors dits isomorphes.

- Un endomorphisme bijectif de E (c’est-a-dire une application linéaire bijective de E dans F)

est appelé automorphisme de E. L’ensemble des automorphismes de E est noté GL(E).

Rang d’une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et soit f : F — F une application linéaire. On
rappelle que 'on note f(E) par Im(f), c’est-a-dire Im(f) = {f(z)/ = € E}. Im(f) est un sous-
espace vectoriel de F'.

Si E est de dimension finie, alors :

- Im(f) = f(E) est un espace vectoriel de dimension finie.

- Si (eq, €, ..., €,) est une base de F, alors Im(f) = Vect(f(ey),..., f(en)).

La dimension de cet espace vectoriel Im(f) est appelée rang de f :

rg(f) = dimIm(f) = dim Vect(f(e1), ..., f(en))

Théoréme du rang

Théoréme 2.1.7 (Théoréme des rang)
Soit f : E — F une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels, E étant de dimension
finie. Alors

dim F = dimker f 4+ dim Im f
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2.1.3 Matrices

Matrice associée a une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Soient p la dimension de E et
B = (ey,...,ep) une base de E. Soient n la dimension de F' et B’ = (uy, ug, ..., u,) une base de F.

Soit enfin f : F — F' une application linéaire.

Définition 2.1.11 La matrice de l’application linéaire f par rapport aux bases B et B’

est la matrice (a;;) € M™P(K) dont la j-éme colonne est constituée par les coordonnées du

vecteur f(e;) dans la base B' = (uy, ug, ..., uy) :

fler) - fle) - flep)

Uy a11 1, Q1p
U2 21 a2 Q2p
un anl e an2 e anp

En termes plus simples : c¢’est la matrice dont les vecteurs colonnes sont 'image par f des

vecteurs de la base de départ B, exprimée dans la base d’arrivée B’. On note cette matrice
Matp p(f)-
Inverse d’une matrice

Théoréme 2.1.8 Une matrice carrée A est inversible si et seulement si son déterminant est

non nul.

Soit A € M,,(K) une matrice carrée.

Nous lui associons la matrice C' des cofacteurs, appelée comatrice, est notée Com(A) :

Cll C'12 e Cln

021 022 e 0271
C=(Cy) =1 . | .

C1711 Cn2 e Cnn

Théoréme 2.1.9 Soient A une matrice inversible, et C' sa comatrice. On a alors

-1 1 T

T det A
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Proposition 2.1.4 Si A est inversible alors :

1
det A_l = m, det(AT) = detA

Théoréme 2.1.10 (Matrice inversible et rang)
Une matrice carrée de taille n est inversible si et seulement si elle est de rang n.
Changement de bases

Matrice de passage d’une base a une autre Soit F un espace vectoriel de dimension finie

n. On sait que toutes les bases de E ont n éléments.

Définition 2.1.12 Soit B une base de E. Soit B" une autre base de E.
On appelle matrice de passage de la base B vers la base B'. et on note Pp p, La matrice
carrée de taille n x n dont la j-éme colonne est formée des coordonnées du j-éme vecteur de la

base B', par rapport a la base B.
On résume en :

La matrice de passage Pp g contient -en colonnes-les coordonnées des vecteurs de

la nouvelle base B’ exprimés dans ’ancienne base B.

Proposition 2.1.5 1. La matrice de passage d’une base B wvers une base B’ est inversible et

son inverse est égale a la matrice de passage de la base B’ vers la base B :
PB/7B - (PB,B’)_l
2. Si B, B' et B” sont trois bases alors :

Pp prn = Pp p X Ppr pn

Formule de changement de base

Théoréme 2.1.11 (Formule de changement de base)

- Soient E et F' deux K—espaces vectoriels de dimension finie.
- Soit f: E — F une application linéaire.

- Soient Bg, By, deux bases de E.

- Soient Bp, B deux bases de F'.
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- Soit P = PBE,B’E la matrice de passage de Bg o BY,.
- Soit () = Pp,, p; la matrice de passage de By & Bp.
- Soit A= Matp, g.(f) la matrice de Uapplication linéaire f de la base Bg vers la base Bp.

- Soit B = MatBE,B%(f) la matrice de Uapplication linéaire f de la base By, vers la base Bp.
B=Q AP

Corollaire 2.1.2 (cas particulier d’un endomorphisme) :

- Soit f: E — F une application linéaire.

- Soient B, B" deux bases de E.

- Soit P = Pg p la matrice de passage de B a B'.

- Soit A = Matg(f) la matrice de Uapplication linéaire f de la base B.

- Soit B = Matg/(f) la matrice de Uapplication linéaire f de la base B'. Alors :

B =P AP

Matrice semblables Les matrices considérées dans ce paragraphe sont des matrices carrées,

éléments de M™(K).

Définition 2.1.13 Soient A et B deux matrices de M"(K). On dit que la matrice B est sem-
blable & la matrice A s’il existe une matrice inversible P € M,(K) telle que B = P~1AP.

2.1.4 Déterminants

Déterminant en dimension 2 et 3 Matrice 2 x 2

En dimension 2, le déterminant est trés simple a calculer :

a b
det = ad — be.
c d
Matrice 3 x 3
Soit A € M3(K) une matrice 3 x 3 :
11 Q12 Q13
A= Q21 Q22 (23
a31 a3z (33

La formule "régle de sarrus" pour le déterminant :

det A = ay1a920a33 + a12a23a31 + Q13021032 — (31022013 — (32023011 — A33021012.
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Déterminants des matrices particuliéres

Proposition 2.1.6 Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure (ou inférieure) est

égal au produit des termes diagonaux.

Corollaire 2.1.3 Le déterminant d’une matrice diagonale est égal au produit des termes dia-

gonauz.

Propriétés des déterminants Soient A, A;, A, des matrices carrés d’ordre n x n, tels que
Aj est obtunue par la multiplication de la colonne j de la matrice A par un scalair A, et A, est

obtunue par la multiplication d’une colonne j et une ligne i de la matrice A par des scalairs \ et p

Proposition 2.1.7 1. det (A; x Ag) = det A; x det As,
2.det A; = XA x det A,

3. det Ag = A x u x det A,

4. det (AA) = A" x det A,

1
5. Si A inversible, det (A™1)

T det A

Déterminant et matrice élémentaires

pour chacune des opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice A, on associe une
matrice élémentaire E, telle que la matrice obtenue par I'opération élémentaire sur A soit A’ =
AXE.

1. C; «— XC; avec A # 0 : E¢, ¢,

2. C; «— C; + ACj avec A €k (et i # j) : Eg,—ci4ac,

3.Ci— :Cj: Eg,e ¢

Nous allons détailler le cas de chaque opération et son effet sur le déterminant :

Voici le détail pour les opérations élémentaires sur les lignes ou bien sur les colonnes :

1. L; «— AL;, C; «—— XC; avec A # 0 : le déterminant est multiplié par %

2. L «— L+ \L;, C; «— C; + XC; avec A € k( et j # i) : le déterminant ne change pas.

3. L; < L;, C; +— C} : le déterminant change de signe.

Développement suivant une ligne ou une colonne

Cofacteur

23



Chapitre2 : Réduction des endomorphismes d’espaces vectoriels de dimension

finie

Définition 2.1.14 Soit A = (a;;) € M, (K) une matrice carrées.
- On note A;; la matrice extraire, obtenue en effacant la ligne ¢ et la colonne j de A.
- Le nombre det A;; est un mineur d’ordre n-1 de la matrice A.

- Le nombre C;; = (—1)"" det A;; est le cofacteur de A relatif au coefficient a;;.

Théoréme 2.1.12 (Développement suivant une ligne ou une colonne).

Formule de développement par rapport a la ligne 1 :

n

det A = Z(—l)”jaij det Aij = Zaij@»
j=1

=1

Formule de développement par rapport a la colonne j :

det A = Z(—l)”jaij det Aij = ZaijCl-j
=1 =1

2.2 Sous-espaces stables (invariants) par un endomorphisme

Définition 2.2.1 Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Un sous-espace vectoriel
F' est dit stable par f si
YoeF, f(v)CF

Autrement dit, F est stable par [ si f(F) C F.
L’application v — f(v) de F dans F est un endomorphisme de F' appelé endomorphisme de F

induit par f (on dit aussi que c’est l’endomorphisme de F' déduit de f par restriction).

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, f un endomorphisme de E et F' un sous-espace

vectoriel de E. Soit (e, ..., e,) une base de F' que I'on compléte en une base 8 = (e, ...,e,) de E.

Xk

Alors F est stable par f si et seulement si la matrice de f dans la base 3 est de la forme
0 =«

c’est & dire une matrice triangulaire en blocs
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Soit A = (Ujij)
de f dans base

1<i,j<p

= (61,

ail

CLpl

0

0

Q1p b1
app  bp1
0 dunpn

,€n) sera sous la forme

b17n_p

bp,”*P

dl,'fl—p

dnfp,nfp

€ M™(K) la matrice associé a f|r dans la base (e, ...

,ep), alors la matrice

A B
0 D

Remarque 2.2.1 Si E = F) @& F, et que Fy et Fy sont tous les deux stables par f, alors la

matrice de [ est diagonale par blocs :

Alors si E = F1 ® Fy ® ... ® F, tels que Fy, Fs, ...

ail

0

alp 0
App 0
0 dll
0 dn—p,l

alors la matrice de f est sous la forme

0

d17n7p

d

n—pn—p |

A0
0 D

., Fy sont des sous espaces stables par f,

Exemple 2.2.1 Soit ey, ey, e3 la base canonique de R3. Soit vy la rotation d’axe es et d’angle

0. L’endomorphisme ry de R? laisse invariants les sous espaces : Vect (1, ez) et Vect (e3)

sa matrice dans la base ey, eq, e3 est la matrice :

cosf

sin 6

0

—sinf 0
cosf 0
0 1

Les droites invariantes sont appelées droites propres, ce sont les droites engendrées par les

vecteurs propres.
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Proposition 2.2.1 Si les endomorphismes f et g commutent, alors Im g et ker g sont stables
par f.
Preuve. - Soit v € kerg. On a g(v) = 0, d’ou g(f(v)) = f(g(v)) = f(0) = 0, donc f(v) € kerg.

- Soit u € Im g. Il existe v € E tel que u = g(v), d’ou f(u) = f(g(v)) = g(f(v)), donc f(y) € Img.

2.3 Valeurs et vecteurs propres, polynéme caractéristique

Définition 2.3.1 Soit E: K —e.w, f € L(E),

- On dit que X\ € K, est une valeur propre de [ s’il existe un vecteur v non nul de E, tel que

f(v) = .

- Et on dit que v est un vecteur propre associe a la valeur propre \.
- L’espace propre associé a la valeur propre \ est I’ensemble de tous les vecteurs propres de f

associes a A auquel on ajoute 0, il est noté par E) .
Ey={vekE, f(v)=M}U{0}
- Le spectre de f , noté Sp(f), est l'ensemble des valeurs propres de f
Sp(f) ={X € K, X est une valeur propre de [} .

- Une matrice réelle admet donc un spectre réel et un spectre complexe. en particulier le spectre
réel de A est inclus dans son spectre complexe.

En effet, Soit A une valeur propre réelle de A. Alors : Jv # 0, Av = Mv. le vecteur v peut
etre considéré comme une matrice colonne de M™*! (R), et comme v est non nul donc, v €
M™ 1 (R) € M™(C), alors il existe une matrice colonne non nulle v, & coefficients complexes

telle que : Av = \v , ce qui implique que A € Spc (A)

Pour quoi le vecteur propre v doit étre non nul ?
On a: VA € K, f(0) = A0 = 0, c’est a dire pour le vecteur propre nul il existe un nombre

infini des valeurs propres A, qui n’est pas vrais comme dans la proposition ci-dessous.

Proposition 2.3.1 Pour chaque vecteur propre v € E, il existe une unique valeur propre A,
mais le contraire n’est pas vraie , c’est a dire pour chaque valeur propre X il existe au moins

un vecteur propre non nul
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Preuve. Soient \; et Ay deux valeurs propres associées au vecteur propre v. Donc,
f(v) =X\, f(v) = A, dot
f)— f(v) =0= X \v— A, dou (A} — Ay)v = 0, ce qui implique que A\; = Ay, car v est non

nul. m

Exemple 2.3.1 Soient E = R3, f = ry la rotation d’ave ez et d’angle 0. Alors ro(e3) = e3.

Donc ez est un vecteur propre de rq ; la valeur propre associée est 1.
Exemple 2.3.2 Soit E = C,[X] l'espace des polynémes complexes de degré < n. Soit
f:E—E, P(X)— P (X)

Pour des raisons de degré, P = AP = A =0 et P constant.

De plus, tout polynome constant non nul est un vecteur propre de f de valeur propre associée

0, donc Sp(f) = {0}.

Exemple 2.3.3 Soit

0 1
A=
-1 -1
Le complexe j = —% + 73@ est une valeur propre de A. En effet :
1 |1
Al =a
J J

Question : Comment trouver les valeurs propres d’un endomorphisme ou d’une matrice parmi

tous les éléments de K7 »

2.3.1 Polynoéme caractéristique

Définition 2.3.2 (polynéme caractéristique)

Soit A € M"(K). Le polynome caractéristique de A est :
xXa(X) =det(XI, —A)

Remarque 2.3.1 - La matrice X1, — A est a coefficients dans K [X] donc son déterminant
xa (X) e K[X].
- Pour tout A € K,

det (A—M,) = (—=1)"xa(N).
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Exemple 2.3.4 1. casn =2

a b
Pour toute A = ,

c d

xa(X)=X?—(a+d) X + (ad — bc)
=X?— (trA) X +det A

Exercice 2.3.1 Polyndéme caractéristique d’un produit

Soient m,n des entier > 1. Si A € M"™*" (K) et B € M™™(K), alors :
AB € M™(K) et BA € M" (K)

et
X"xap (X) = X"xpa (X)

dans K[X].
Remarque 2.3.2 Si A, A" € M" (K) sont des matrices semblables i.e. si
3P € GL, (k), A= PA P!

Alors,
x4 (X) = xpap-1 (X) = xa (X).

Autrement dit deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique. En consé-

quence, on peut définir le polynéme caractéristique d'un endomorphisme :

Définition 2.3.3 Supposons que E est de dimension finie. Si f est un endomorphisme de E,

alors toutes les matrices de f dans une base de E sont semblables donc ont le méme polynéme

caractéistique. Ce polynéme caractéristique commun est le polynome caractéristique de f, noté

X (X).
Proposition 2.3.2 Soient A € M™(K) et A € K. Alors :

A est une valeur propre de A <= det (A — \I,,) =0
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Preuve.
A n’est une valeur propre de A <= Vv € K" — {0}, Av # Av.ie: (A—AL,)v #0
<= ker (A — \I,,) = {0}
<= A — M, est injective
<— A — A\, est inversible
< det (A—\,) #0
u

Théoréme 2.3.1 (fondamental de l'algébre (ou théoréme d’Alembert)) Tout polynéme com-

plexe non constant admet une racine dans C.

Corollaire 2.3.1 Toute matrice A € M"(C), n > 1, tout endomorphisme f d’un espace

vectoriel complexe de dimension finie admet au moins une valeur propre.

Preuve. Le polynome caractéristique de A (ou de f) est un polynéme complexe non constant

donc admet (au moins) une racine A € C. Alors, A est une valeur propre de A (ou de f). m

Corollaire 2.3.2 Soit A une matrice réelle. Alors, A posséde un sous espace invariant de

dimension 1 ou 2.

Preuve. Soit n > 1. Comme A € M™ (R) C M™ (C), A posséde une valeur propre A = a+1ib €
C, a,b réels, et un vecteur propre associé Z = X +iY € C" — {0} ou X, Y € R™.
Alors,

AZ = \Z & AX +iAY = (aX — bY) +i(bX + aY)
& AX =aX —bY et AY =bX +aY.

et en particulier le sous-espace (réel) Vect (X,Y) est stable par A. Or X ouY # 0 donc Vect (X,Y)

est de dimension 1 ou 2. m

2.3.2 Sous espaces propres

Définition 2.3.4 Soit A € M" (K) (ou soit f un endomorphisme de E ). Soit A € K une valeur
propre de A (ou de f). l'ensemble des vecteurs propres de A(de f) associés & la valeur propre

A est ’ensemble noté :

Ey=ker(A—M\,) ={X e K", AX =\X}
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(Ey=ker (f — Mdg) = {X € E, f(X) = X})

appelé "le sous espace propre associé a \"

Exemple 2.3.5 Soit la matrice

-1 2 3
A= 0 -2 0| eM®)
1 2 1

Le polynome caractéristique de A est
xa(X)=02+X)?2-X).

D’ou les valeurs propres de A sont A\ = —2, Ay = 2.

- L’espace propre associé a A\ = —2 :

v(x,y,2) € B g <= (A+2I3)v = Ogs

1 2 3 x 0
<~ | 000 y| =160
1 2 3 z 0

done

E_y =Vect (v1(=1,1,0), v3(—=1,0,1))

- L’espace propre associé a g = 2 :

v(z,y,2) € By <= (A —2I3)v = Ogs

-3 2 3 x 0
<~ 0 —4 0 y| =160
1 2 -1 z 0

donc

Ey =Vect (v (1,0,1))

Proposition 2.3.3 Soit A € M" (K) (ou soit f un endomorphisme de E), X € Sp(f), len-
semble E (E,) est un sous espace vectoriel de K" (de E)
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Preuve. 1)

v est un vecteur propre de A <= I\ € K, Av = \v
— (A= A,)v=0
< v €ker(f — Adg)
< E\=ker(A—\I,) #0

2) Yo, vg € Ey, Avy = Ay, Avg = Aug
Dot A (v + vg) = Avy + Avg = Avg + Avg = A (vg + vy)
D’ou (v + vq) € E).

3) Va ek, Vo € Ey, A(av) = a(Av)

a (M)
A (aw)

Donc FE, est un s-e-vectoriel de k™. m

Remarque 2.3.3 L’espace propre E) est invariant par A.

En effet :
X €ker(A—\,) = A(AX) = A(AX) = M(AX) = AX € ker(A — \I,,)

Proposition 2.3.4 Soit f un endomorphisme de E et soient A1 et Ay deux valeurs propres
distinctes de f. Alors
Ex NE,, = {O}

Preuve. En effet soit v € Iy, N E),. 1l verifie
f)=Av et f(v)=Aw.

Ainsi

0= )\11) — )\Q’U = ()\1 — )\2)?).

Comme par hypothése A; # Ay, on en déduit v = 0 et donc

Ey\, N Ey, = {0}.
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Corollaire 2.3.3 Soient A\, Ag, ..., \i. U'ensemble des valeurs propres distinctes de f. Alors
E\, @ E\,®..® E),
est bien définie et forme un sous-espace vectoriel de E.

Preuve. Rappelons que dire que les sous-espaces £, ¢ = 1, ..., k sont en somme directe signifie
que tout vecteur non nul de £}, ne peut s’écrire comme une somme de vecteurs appartenant aux
autres E),, j # i. Nous allons montrer ce corollaire en faisant une récurrence sur le nombre de
sous-espaces propres utilisées. Si p = 2, on consid ere deux valeurs propres distinctes A; et Ao.
D’aprés la proposition précédente, Ey, N E,, = {0} et donc la somme de ces deux sous-espaces est
directe : E\, @ £, est un sous-espace de E.

Soit p tel que 2 < p < k — 1. Supposons que la somme E), + E), + ... + £, soit directe :
E\, ® E\, ® ... ® I, est un sous-espace de F.
Considérons la somme
(Ex, ®E\, ®...® E\)) NE) .,
: 11 vérifie

Soit v € (Ey, ® Ex, ® ... ® Ey,) N E)

1

f(v) =210 et v=v1+v2+ ...+ v, v; €E),
Donc

fv) = v+ .. + Ay
et
f(v) =Xps1(vr +v2+ ... +vp)
On en déduit
(A1 = Api)or + o+ (A = Apg)vp = 0

Comme la somme E), & E), @ ... ® £, est directe, le vecteur nul n’a que des composantes nulles

et donc Ay — A\p41 = 0 ce qui est contraire a I’hypoyhese. m

Définition 2.3.5 (ordre de multiplicité d’une valeur propre)
Soit A€ M™(K)et A € Sp(A). On appelle ordre de multiplicité de A notée m (\) sa multiplicité
comme racine de x4 (\) (racine de xy(\))

ma () = max{k eN, (z—\)" divise x4 ()\)} :

mys(A) = max{k eN, (z— N divise x; (/\)} :
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Proposition 2.3.5 Pour f € L(FE), et A € M" (K) une matrice associée a f, et A € Sp(f),
on a

Preuve. Notons « la dimension de F), et soit f endomorphisme de E associe & la matrice A,
Puisque A est valeur propre de f, E) # {0} donc a > 1.
Choisissons une base (e, ..., e,) de Ey, que I'on compléte en une base § = (eq, ..., e,) de E. Puisque

f(e;) = Ae; pour i € [1,a], la matrice de f dans /3 est de la forme

B AN, B
0o C
et on a donc
X1, — M\, B
xr(X)=det(XI,—A) = = (X —-XN)"xc (X
(X) = det (X1, — 4) D o P

Ainsi, (X — X\)* divise x5 et & < mg(N). m
Proposition 2.3.6 Soit A une matrice de M"(C) de polynéme caractéristique
Y () = (2)(X = A" (X = A)™,

ou n; désigne l'ordre de multiplicité de la valeur propre \; dans le polynome caractéristique.
Alors,

i) tr(A) = niA + oo + 1N,

ii) det(A) = NPAD2.... A"

Plus généralement, pour tout entier k > 1, on a

ii) tr(AF) = m\f + o+ npAE

iv) det(AF) = \bmiyknz Ak

Exemple 2.3.6 Soit la matrice de la rotation du plan vectoriel

cos —sinf
T =
sinf@ cos@

on a le polyndome caractéristique de ry est
Xrg (X) = (X =) (X =)
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D’ou

Sp(rg) = {ew, e_w}
Alors, d’aprés la proposition précédente
—if

tr (rg) = 2cosf = e + e

det (rg) =1 =€,

Rappelons que Polynéme scindé sur le corps K est tout polynome P(X) s’écrit :
P(X) =aq(X — A)...(X = \g)
pour certains \; € K et un a4y € K. Souvent, on regroupe les racines égales et on écrit :
P(X) =ag(X — A)™..(X = \)™
avec les \; deux & deux distinctes et des entiers m; > 1. (Voir Définition du chapitrel).

Exemple 2.3.7 D’apreés le théoréeme d’Alembert, tous les polynémes sont scindés sur C.

2.4 Diagonalisation des endomorphismes,

(I) Probléme de diagonalisation des matrices
Donnée : A € M"(K).

Question : Trouver une matrice inversible P de M"(K), telle que P~ AP soit diagonale.

Nous verrons qu’il existe de nombreuses autres situtations dans lesquelles ce probléme inter-

vient.
(IT) Probléme de diagonalisation des endomorphismes.
On peut donner une autre formulation de ce probléme.
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Donnée : f un endomorphisme de E représenté par une matrice A dans une base  de FE.

Question : Trouver une base 3 de E, telle que la matrice D associée a f dans la base 3 soit

diagonale.

Deux matrices semblables représentant le méme endomorphisme dans des bases différentes, la

version matricielle de ce probléme correspond au probléme (I) : si P désigne la matrice de passage

de la base /3 & la base ', on a la relation :

D =P AP
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Lorsque la matrice D est une matrice diagonale, i.e. de la forme :

M O - 0
0 X
0

on dit que 'endomorphisme f est diagonalisable. Les vecteurs (e, ...,e,) de la base § ont une
propriété remarquable, ils satisfont, pour tout i € [1,n], f(ei) = \e;.

Nous verrons que ce probléme n’admet pas toujours de solution : un endomorphisme n’est
pas toujours diagonalisable. Cependant, nous verrons qu’il est toujours possible de trouver un
changement de base tel que la matrice s’exprime dans cette base comme une matrice diagonale

par blocs.

2.4.1 Premier critére de diagonalisabilité :

Pour énoncer un premier critére de diagonalisation des endomorphismes on aura besoin du

lemme suivant :

Lemme 2.4.1 Soit f un endomorphisme de E (de dimension finie). On suppose aussi qu’il
existe un sous-espace F' de E laissé stable (invariant) par f . Notons Xfr le polynome carac-

téristique de la restriction de f a F. Alors : xj,,. (X) divise xy (X) dans K[X].

Preuve. On considére une base (ey, ..., e,) de F', et on la compléte en une base (ey, ..., €y, €pt1, ..., €5)

de E. La matrice de f dans cette base est de la forme

C B
0 D

A:

ou C' € MP(K) est la matrice de fjr dans la base (ey, ...,ep,). On a alors
xf = det (X1, — A)

XI,—C B
0 XI,,—D

=det (X1, — C) x det(XI,_, — D)
= Xfir (X) X Q(X)

ce qui implique que Xy, (X) divise xf(X). =
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Théoréme 2.4.1 Soit A € M"(K) (respectivement f un endomorphisme de E avec E de

dimension finie). Alors :

. , , i) xa(X) est scindé sur K
A (respectivement f) est diagonalisable sur k <

i1) YA, valeur propre de A, ma(\) = dim E}.

Preuve. 1) = : Supposons f diagonalisable. Soient A1, ..., A, les valeurs propres distinctes de

f. Comme (Corollaire (2.3.3)) :
ker(f — Mldg) @ ... @ ker(f — N\ Idg) = F

D’aprés le Lemme (3.3.1), si on choisit des bases 3 de ker(f — A\ Idg), ..., 5, de ker(f — N\ Idg),
on obtient une base $; U ... U 3, de E dans laquelle la matrice de f est :

>\1[n1
Mat () =
Mol

ou ni = dim FE), pour tout 7. Donc :

Xr(X) = (X = A)" (X =)™
Par conséquent le polynome y(X) est scindé sur k et :
2) <= : Supposons que : xf(X) = (X — A\)"...(X — \)"™ pour certains \; € k, deux a deux
distincts et certains entiers n; > 1. Comme :

ker(f — MIdg) + ... + ker(f — A\ Idg) = ker(f — MIdg) @ ... @ ker(f — N\ Idg) C FE
on a :
dim (ker(f — MIdg) + ... + ker(f — A\ Idg)) < dim E

Or, pour tout ¢, dim Ey, = ma(\;) =n; et nq + ... +n, = deg xy = dim £, par conséquence :
dim(ker(f — M Idg) + ... + ker(f — A\ Idg)) =dim E

et forcément,

ker(f — MIdg)+ ...+ ker(f — N\ Idg) = E.

[ ]
Le théoréme précédent peut s’écrire sous la facon suivante, que 1’on retiendra comme un critére

de diagonalisation des matrices carrées.

36



Chapitre2 : Réduction des endomorphismes d’espaces vectoriels de dimension

finie

Théoréme 2.4.2 Soit A une matrice carrée de M" (K). Alors A est diagonalisable, si et seule-
ment st
(1) A admet n valeurs propres distinctes ou confondues, ce qui est equivalent a dire que le

polynome caractéristique admet la factorisation
Xa(X) = (—D)"(X = M) (X =A™

avec \y ZXo £ ... F N etny+ng+...4+n,=n
(2) dim E5, =n; pouri=1,..,r.

Ainsi, si ces deux conditions sont remplies, il existe une matrice P telle que D = P 'AP

s’écrive ) )
M 0 - 0
D 0 X 0
0
|00 A,

les valeurs propres égales étant regroupées. Le premier bloc diagonal est d’ordre nq, le deuxieme
d’ordre n, ainsi de suite. Sous cette forme, la matrice P est constituée dans ’ordre d’une base de
E), , d'une base de F, et d'une base de E) , bases qu’il faudra déterminer.

Condition suffisante de diagonalisation

Proposition 2.4.1 (Condition suffisante de diagonalisation)
Soit A une matrice de M™(K). Si le polynéme caractéristique de A est scindé sur K et posséde

toutes ses racines simples, alors A est diagonalisable dans M"(K).

Preuve. Supposons que le polyndome caractéristique x4 (X) soit scindé a racines simples :
Xa(X)= (D" (X = X\)....(X = \)

avec \; # \j, si ¢ # j. Pour tout i € [1,n], \; étant valeur propre de A, il existe un vecteur propre
v; de A associé. D’aprés le corollaire [2.3.3] les sous-espaces propres de A formant une somme
directe, la famille (v, vs, ..., v,) est libre. Elle posséde n éléments, c’est donc une base de K. m

On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 2.4.1 Toute matrice de M"(K) qui admet n valeurs propres distinctes est diago-

nalisable.
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Remarque 2.4.1 Attention, la réciproque du corollaire est fausse en général. Par exemple,

la matrice
3 2 2

A=12 3 2
2 2 3

est diagonalisable, alors qu’elle n’admet que deux valeurs propres distinctes, son spectre est

Sp(A) = {17 7}

Exemple 2.4.1 Sin > 2, la matrice :

o 1 0 --- 0

A= | 0
1

0 - 0

n'est jamais diagonalisable car (A =0) dim Ey =1 < m4(0) = n.

Exemple 2.4.2 Considérons la matrice de M3(R) suivante

210
A=10 20
00 3

On calcule son polynome caractéristique
Xa(X) = —(X - 2)*(X - 3)

et, par ailleurs, on a

-1 1 0 010
A=3l3=1 0 -1 0 |, A=23=10 0 0
0 0 0 0 01

1l est immédiat que

rang(A — 313) = rang(A — 2I3) = 2

D’aprés le théoréeme du rang , on en déduit que dim E3 = 1 et dim Ey = 1. Ainsi, la matrice A
n’est pas diagonalisable, car la somme directe de tous les sous espaces propres Fo & Es3 est de

dimension 2. Il ne peut donc pas exister de base de R® formée de vecteurs propres de A.
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Exemple 2.4.3 Calculer les valeurs propre de la matrice

0 01
A=10 0 1
0 00
Montrer qu’elle n’est pas diagonalisable.
Exemple 2.4.4 Soit la matrice
1 01
A=10 2 0
01 3

Xa(X)=-(X=3)(X-1)(X-2)

Le polynoéme caractéristique de A est scindé et posséde toutes ses racines simples, alors A est

diagonalisable dans M>(K).

Exemple 2.4.5 Matrices symétriques.
Toute matrice symétrique réelle d’ordre n, admet n valeurs propres distinctes ou confondues est

diagonalisable.

Algorithme de diagonalisation

Soit A une matrice carrée complexe n x n. Pour la diagonaliser :

1) On calcule d’abord son polynéme caractéristique ya(X),

2) On cherche les racines de x4 (X) : ce sont les valeurs propres de A,

3) Pour toute valeur propre A de A, on cherche une base de ker (A — \1[,,),

i.e. on cherche une base de I’espace des solutions du systéme
AX = 2X

Si pour toute valeur propre A de A, dim (ker(A — AI,,)) = ma(A), A est diagonalisable et une

réunion des bases des espaces propres forme une base de vecteurs propres.
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2.5 Trigonalisation des matrices

2.5.1 Matrices trigonalisables

Définition 2.5.1 Une matrice A de M"(K) est dite trigonalisable dans M™(K), si A est sem-
blable & une matrice triangulaire supérieure de M"™(K). C’est-a-dire, s’il existe une matrice

inversible P de M™(K) et une matrice triangulaire supérieure T' o coefficients dans K telles que
T=P'AP

On notera que toute matrice triangulaire supérieure étant semblable & une matrice triangulaire
inférieure, une matrice est trigonalisable dans M"(K) si, et seulement si, elle est semblable & une

matrice triangulaire inférieure.
Théoréme 2.5.1 Soit A € M"(K). Alors A est trigonalisable <= x4 (X) est scindé sur K.

Preuve. = : Deux matrices semblables ont le méme polynome caractéristique donc il suffit
de montrer que y7 (X) est scindé pour toute matrice triangulaire supérieure T'; ce qui est facile.
<= : On raisonne aves f un endomorphisme de E (et on suppose E de dimension finie). Par
récurrence sur dim £. Si dim £ = 1, il n’y a rien & démontrer. Si dim £ > 1, alors comme y s (X)
est scindé,

x5 (X) = (X = At (X = M)

oun =dimFE et ou les \; € K ne sont pas forcément distincts. Soit e; un vecteur propre associé
a la valeur propre A;. On compléte e; en une base : ey, ..., e,. Dans cette base, la matrice de f est

de la forme :
Ao
0 B

ou B e M" 1K) et € M 1(K). En particulier,

est scindé sur K. Par hypotheése de récurrence, il existe S € M" }(K) une matrice triangulaire

supérieure et Q € GL,_1(K) une matrice inversible telles que :

B=0QSQ!
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alors, on peut vérifier que :

)\1 l >\1 ZQ

Mat (f) = =P Pt
0 QSQ! 0o S

pour la matrice inversible

1 0

0 @Q
Donc la matrice de f dans la base ey, ..., e, est semblable & une matrice triangulaire

A @

0 S

supérieure : donc f est trigonalisable. m
Corollaire 2.5.1 Toute matrice A € M™ (C) est trigonalisable.

Exemple 2.5.1 La matrice suivante de M™ (R)

0 -1 1 1

1 0 1 1
A—

00 0 -1

(000 1 0 |

admet pour polyndome caractéristique
Xa(X) = (X*+1)7

Ce polynéme n’est pas scindé dans R [X], la matrice A n’est donc pas trigonalisable dans M*(R).

Cependant, il est scindé dans C[X] :
xXa (X) = (X —i)* (X +1)°.

On cherche les vecteurs propres
Pour \y =i, E; = Vect((1,—1,0,0)),
Pour Ay = —i, E_; = Vect((1,1,0,0))

donc on va completer vy (1,—14,0,0), vy (1,7,0,0) a une base de trigonalisation dans M*(C)

Posons ) )
1 -1 10
- 0 7 1
P —
0 1 01
0 —2 0 2
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d’ot ~ i}
2 3 5 0
pa_ |00 T oL
T =2 0 i
[0 0 5 —5i
donc
T =P AP
(Lo o JJo -1t o1 |[1 —110]
o 0§ 1 0 1 1 —i 0 Qi
L —tio Yiflo oo -1|]o0 1 01
0 0 5 —3 ][0 0 1 0 ][0 —i 0 4]
i1 0 0|
o 0 0
oo =i
00 0 —i]
Exemple 2.5.2 Soit la matrice
1 2 -4
A=10 -1 6
0 -1 4

Son polynome caractéristique est
Xa (X) = (X =2) (X =1)°

est scindé sur R, donc A est trigonalisable sur R

Les valeurs propres sont Ay = 1, racine double et Ay = 2, racine simple. L’espace propre associ
a Ao =2 est By = Vect(v1(0,2,1)). L’espace propre associ a Ay = 1 est By = Vect (v9 (1,0,0))
, avec dim Fy = dim F; = 1.

pour trigonaliser la matrice A il faut completer {vi,v2} o une base de R3, soit le vecteur
v3(0,1,0) (ce choiz est loin d’étre unique). La famille {vy,vq,v3} est bien une base. La ma-

trice de changement de base est
1 00

P=10 21
010
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Donc la matrice triangulaire semblable a A est

10 0 1 2 —4 100
T=P1'AP=|0 0 1 0 -1 6 0 2 1
01 —2 0 —1 4 010

1 0 2
=10 2 —1
0 0 1

2.5.2 Blocs de Jordan

Soient F : K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de FE.

Objectif : (si E est de dimension finie) construire une base 3 telle que :

7, 0 .. 0]
0 1T
Matg (f)=| .
_0 0 Tp_

ou les T sont des blocs triangulaires supérieures avec diagonale constante.

Définition 2.5.2 Un bloc de Jordan de la taille n x n pour la valeur propre A est une matrice

de la forme : ] ]
A1 0 0
0 X 1
J(A\n) = 0| €M"(K)
1
0 - o 0 A

Définition 2.5.3 Une matrice de Jordan est une matrice diagonale par blocs de la forme :

J 0 0
0 0
0o 0 J

ou les J; i = 1,...,r sont des blocs de Jordan.

Les blocs de Jordan peuvent étre de tailles différentes, les valeurs propres dans J, sont quel-

conques (certaines d’entre elles peuvent étre égales).
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Exercice 2.5.1 Une matrice de Jordan est diagonalisable si et seulement si ses blocs sont tous

de taille 1 x 1.

Exemple 2.5.3 Soit cette matrice de Jordan

3 1 0 0 0 00 0 0|
0 -3 0 0 0 00 0 O
0O 0 -1 1 0 00 0 0
0 0 0 -1 1 00 0 0
0O 0 0 0 —-100 0 0
0O 0 0 0 0 40 0 0
0O 0 0 0 0 06 0 0
0 0 0 0 0 005 1

0 0 0 0 0 00 0 V5

Elle est formée d’un bloc de Jordan 2 X 2 associé & la valeur propre —3,

un bloc de Jordan 3 X 3 associé a la valeur propre —1,

un bloc de Jordan 1 x 1 associé a la valeur 4,

un bloc de Jordan 1 x 1 associé a la valeur 6,

un bloc de Jordan 2 x 2 associé a la valeur propre \/5.

Théoréme 2.5.2 Si A € M"(K) a son polynéme caractéristique scindé sur K, alors A est

semblable (sur K) a une matrice de Jordan. Il existe donc P € GL,, (K) telle que

Ji 0 0
PAP=| 0o 0
0o 0 J

ou les J; sont des blocs de Jordan. Ce théoréme se reformule aussi comme

Théoréme 2.5.3 Soit f un endomorphisme de E dont le polynéme caractéristique x s (X) est

scindé sur K. Il existe une base B de E ou la matrice de f est de Jordan, c’est-a-dire :

J 0 0
Mats(f)=1 0 . 0
0o 0 J,
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2.5.3 La forme normal de Jordan (La réduite de Jordan )

La forme réduite de la matrice A dans le théoréme (3.2.3) est appelée la réduite de Jordan ou
(la forme normale de Jordan) si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Les qui apparaissent dans les blocs de Jordan, sont les valeurs propres de A (ou de f ) et
donc les racines du polynéme caractéristique.

2. Une méme valeur propre A peut apparaitre dans plusieurs blocs différents.

3. En particulier, ce théoréme s’applique a toutes les matrices complexes.

4. La décomposition de Jordan est unique dans le sens ot le nombre et la taille des blocs de
Jordan ne dépendent que de A (ou de f ). Par contre, on s’autorise & permuter les blocs de Jordan
entre eux.

5. Le nombre de blocs associés a la valeur propre A est égal a la dimension du sous-espace
propre F).

6. La somme des tailles des blocs de Jordan associés a A est la multiplicité de A comme racine
du polyndéme caractéristique.

7. La taille du plus grand bloc de Jordan associé a A est la multiplicité de A comme racine du

polynéme minimal.

Changement de base

trouver P € GL,, (K) tel que

Ji 0 0
PT'AP = o 0
0o 0 J,

Pour chaque vecteur propre de la base, on construit le bloc de Jordan associé :
- Siv; € E est un vecteur propre de la base de E , alors on cherche vy € K" tel que (A—\I,,)ve =
V1.

- Puis on cherche il existe vz € k™ tel que (A — A\I,,)vs = vg, et ainsi de siut .......
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alors on obtient

(A= A)vy, = v,

- Donc, dans le sous-espace engendré par ces (vq, vg, ..., U,) la matrice associé a A, dans cette

base, est exactement le bloc de Jordan :
A'Ul A’Ul AUl A’Ul

U1 A1 0 O
Vg 0 A 1 0
) ) ) ]
A

Up o --- 0

- On recommence avec les autre valeurs propres, et on procéde de suite le méme alghorithme
pour les vecteurs propres de la base de ces nouveaux F).
- Enfin la matrice P est construit par tout ces vecteurs propres cherchés correspondants a tous

les valeurs propres de A.

Exemple 2.5.4

1 2 -4
A=10 -1 6
0 -1 4

Xa(X) = (X —2) (X —1)*
Sp (A) = {172}

e La valeur propre \o = 2 est de multiplicité 1. Le sous-espace propre associé est Fo =
Vect (v1(0,2,1)) est de dimension 1. Comme la multiplicité de Ay comme racine de x (X)
est 1, alors la valeur propre Ay sera juste associée a un bloc de Jordan de taille 1 x 1.

e La wvaleur propre \y = 1 est de multiplicité 2. le sous-espace propre associé est E; =

Vect (v9(1,0,0)). Comme E; est un espace vectoriel de dimension 1, et comme \; est racine
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de multiplicité 2 dans xa (X), alors la matrice A n’est pas diagonalisable et on sait alors que
la valeur propre \y = 1 sera associée un bloc de Jordan de taille 2 x 2.

Donc la réduit de Jordan est
110

J=1010
0 0 2
St on cherche une nouvelle base telle que A est réduit a une forme normal de jordan :

On cherche le deuziéme vecteur propre associé a \y = 1, cad on complete la base {vi,vo} & une
base de R?,

0 2 -4 T 1
(A—Ig)U3:U2<':> 0 -2 6 Y - 0
0 -1 3 z 0
20—4z =1
<~ Uy =
—2y+62=0

< 2 =1/2,y = 3/2, x quelconque

si on choisie x = 0 on trouve v3 = (1,3/2,1/2)

donc,
1 1 0 1 -2 4
P=103/22]|.,doaP ' =0 2 —4
0 1/2 1 0 -1 3
alors
1 -2 4 1 2 —4 1 1 0 110
J=P'AP=1|0 2 -4 0 -1 6 03/22|=]010
0 -1 3 0 —1 4 0 1/2 1 00 2
Exemple 2.5.5 Soit la matrice
2 33 2 0 |
2 -1 0 1 =2
A=] -3 0 5 —6 3
—4 0 5 —6 4
-2 -3 7 -6 4 |
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On a:

Xa (X) = (X +1)*(X —2)°

pa (X) = (X +1)* (X —2)°

Sp(A) ={-1,2}
donc A admet deux valeurs propres A\ = —1 de multiplicité 2 dans le polynome caractéristique
et minimal

et Ao = 2 de multiplicité 3 dans le polynome caractéristique et minimal.
le sous espace propre associé a \y = —1 est E_1 = Vect (v1(1,1,0,0,1)), dou dimE_; =1
le sous espace propre associé 4 Ay = 2 est By = Vect (v1(1,0,0,0,1)), d’ot dim By = 1

donc la réduite de Jordan de la matrice A est :

-1 1
-1
J=J(-1,2)® J(2,3) = 210
21
L 2 ]
Exemple 2.5.6 Soit la matrice
2 2 -4 9 |
Ao -2 2 -3 6
1 -1 2 -3
| 00 0 1 |
Xa(X) =X (X —1)°
4 (X) = X (X — 1)
Sp(A) ={0,1}
avec Ey = Vect (v1(1,1,0,0,)), dim Ey =1
et By = Vect (v2(3,0,0,1), v3(—2,—1,1,0)), dim £} =2
la réduite de Jordan de la matrice A est
(000 0]
J=J0O0,1)eJ(1,2)aJ(1,1)= oL Lo
0010
100 0 1]
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Exemple 2.5.7 Soit la matrice

5 0 4 -2 -3

-2 3 -3 2 4

A= 0o 0 3 0 0
0 0 0 3 1

1 0 2 -1 1 |

et pa(X)= (X - 3)°

La matrice A admet une seule valeur propre A\ = 3 de multiplicité 5 dans le polynome carac-
téristique et de multiplicité 3 dans le polynome minimal. donc le plus grand bloc sera de taille
3. le sous espace propre associé a A = 3 est E3 = vect (v1 (1,0,0,0,0), v2(0,1,0,0,0)), d’ou

dim F5 = 2.donc la réduite de Jordan de la matrice A est :

Jo

Il
o o o o w

1 000
3100
03 00
0031
000 3

2.6 Polynémes d’endomorphismes

La caractérisation des matrices diagonalisables donnée par le Théoréme (3.3.2) porte sur la
dimension des sous-espaces propres : une matrice de M™(K) est diagonalisable si, et seulement si,
Iespace K" se décompose en une somme directe de sous-espaces propres de A.

Dans ce chapitre, nous abordons une nouvelle caractérisation, de nature algébrique, qui porte
uniquement sur les coefficients de la matrice. Précisément, nous allons montrer qu’une matrice A
de M"(K) est diagonalisable dans M"(K) si, et seulement si, il existe un polynéme g a coefficients

dans , Knon nul, scindé, n’ayant que des racines simples et tel que A soit racine de g, i.e., g(4) = 0.

2.6.1 Polynétmes d’endomorphismes

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ sur K. Soit A € M"(K).
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Définition 2.6.1 Soient £ : K—e.w, f € L(F), n € N*. Nous définissons " l’endomorphisme
de E par récurrence :
[0 =1dg
Vk e N, fk = fo [kl

On remarque que f" est bien d’un endomorphisme puisque (£ (F),+,0) est une k-algébre.

Définition 2.6.2 Soient £ : K —ew, f € L(FE), P le polynéme de degré n a coefficients dans
K

n

P(z) = Zakxk

k=0
Nous noterons P(f), et nous appellerons polynéme d’endomorphisme, l’endomorphisme

défini par
P(f)= Zakfk
k=0

Remarque 2.6.1 Nous définirions de méme un polynéme de matrice P(A) avec A €

M,(K). Si de plus A est la matrice représentative de l’endomorphisme f dans une base [3

de E, A = Mats(f), alors P(A) = Mats(P(f)).
Proposition 2.6.1 Soient A € M,(K) et P,Q € K[z]. Alors

(PQ)(A) = P(A)Q(4)
De méme, pour f € L(F),

(PQ)(f) = P(f) o Q(f)
Sachant en plus que, pour tous, p, A € K, (AP + uQ)(A) = AP(A) + pQ(A), alors on dit en

termes savants que 'application

est un morphisme d’algébres (A € M, (K) est fizé).

Remarque 2.6.2 Généralement le produit des matrices n’est pas commutatif, mais c’est pas

le cas des polynomes des endomorphismes, En particulier, pour tous P,Q € K[X], les matrices

P(A) et Q(A) commutent :

De méme, les endomorphismes P(f) et Q(f) commutent.
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Exemple 2.6.1 Polynoéme d’une matrice diagonale :
0
0

0 0 A,

0 0 P(\)

Exemple 2.6.2 polynome et conjugaison : Si Q) est inversible, si A = QA Q~', alors pour
tout polynéme P(X) € K[X],
P(A) = QP(A)Q".

2.6.2 Polynétmes annulateurs

Définition 2.6.3 Polynoémes annulateurs.
Un polynome non nul ¢ de K[X| est dit annulateur d’une matrice A de M™(K), si la matrice

q(A) est nulle; on dit aussi que A est racine du polynéome q.
Proposition 2.6.2 Toute matrice posséde un polynome annulateur.

Preuve. Soit A une matrice de M™(K). Le k-espace vectoriel M"(K) est de dimension n?. Par

suite, toute famille de n? + 1 matrices de M™(K) est liée; c’est le cas en particulier de la famille
(I, A, A%, ..., A™)
Il existe donc des scalaires ag, ..., a,2 non tous nuls, tels que

aoly, + a1 A+ ... + a2 A" =0

Le polynéme

P=ay+a1x+ ..+ anzx"2

est ainsi non nul et annulateur de la matrice A. =

Proposition 2.6.3 Soient A une matrice de M™(K) et P un polynéme annulateur de A. Alors,

toute valeur propre de A est racine du polynéme P.
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Preuve. Soit

P(x) = ag+ a1z + asx® + ... + a, ™
un polyndéme annulateur de A. La matrice P(A) est nulle :
aol, + a1 A+ ay A% + ... + a,, A" =0 ()

Soient A une valeur propre de A et v un vecteur propre associé, i.e., Av = A\v. D’apres I’équation
(*), on a

(agl, + a1 A+ asA* + ... +an, A" v =0
Or Av = \v, d’otl pour tout entier naturel k, A¥v = \v et
(ap 4+ a A + ag\* + ...+ ap \™)v =0
Comme le vecteur v est non nul, on en déduit que P(\) est nul. m

Remarque 2.6.3 Attention, la réciproque de ce résultat est fausse en général; toutes les
racines d’un polynome annulateur de A ne sont pas toujours valeurs propres de A. Par exemple,
la matrice identité I, est racine du polynéme x(x — 1), car I* = I,,, alors que 0 n'est pas une

valeur propre de la matrice identité.

Lemme des noyaux

Proposition 2.6.4 Soit A une matrice de M™(K) et soient f1, fo deux polynomes de K[ X]

premiers entre eux. Alors
ker(f1/2)(A) = ker f1(A) @ ker f2(A)
St de plus, le polynome f1fo est annulateur de A, on a
k™ = ker f1(A) @ ker fo(A)

Preuve. Les polyndémes f; et fy étant premiers entre eux, d’aprées 'identité de Bézout, il existe

des polynomes hl et h2 de K [X] tels que : ker(f; f2)(A)
fihi + fohe =1
En conséquence, nous avons la relation matricielle suivante :
fi(A)hi(A) + f2(A)ha(A) = I, (**)
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Montrons 'égalité ker(ff2)(A) = ker f1(A) @ ker fo(A). Le noyau ker f5(A) est contenu dans
ker (f1(A)f2(A)), de la méme fagon ker f1(A) est contenu dans ker (f1(A) fa(A)) = ker (f2(A) f1(A4)),
car les polynomes f1(A) et fo(A) commutent entre eux. Ainsi ker f1(A)+ker fo(A) C ker(f1f2)(A).

Inversement, si x € ker(f;f2)(A), alors d’aprés la relation (**), il existe une décomposition
z = fi(A)hi(A) (z) + f2(A)ha(A) (z)

On a

F2(A) fi(A)hi(A) () = ha (A)(frf2)(A)(x) = 0
La premiere égalité découle du fait que les polyndémes en A commutent entre eux, la seconde du
fait que x est un vecteur de ker(f;f2)(A) par hypotheése. Ainsi fi(A)hi(A) (x) est un vecteur de
ker fo(A). De la méme fagon, on montre que fo(A)hs(A) (x) est un vecteur de ker fi(A).

Reste a montrer que la somme

ker f1(A) + ker fo(A) = ker(f1f2)(A)

est directe. Si z € ker f1(A) Nker fo(A), d’apres la relation (**), on a
v = fi(A)h(A) (z) + f2(A)h2(A) (2)

Donc
z = hi(A) f1(A)(x) + ha(A) f2(A)(2)
soit x = 0.
Si 'on suppose de plus que le polynéme f;fo est annulateur de A, on a (fif2)(A) = 0, d’ou

ker(f1f2)(A) = k™. Ce qui montre la deuxiéme assertion :

k™ = ker f1(A) @ ker fo(A)

]
Exemple 2.6.3 Soit A une matrice de M*(R) satisfaisant
(A—ab)(A—-pL)=0 (*)
ot a et b sont deux réels distincts. D’aprés la proposition précédente, on a
R* = E, @ Ej,

ot E, et Eg sont les deux sous-espaces propres associés & la matrice A.
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Exercice 2.6.1 Considérons la matrice réelle

o O = O
S N WwWw =
N O =N

1
0
0
0

1) Montrer que
(A—2I14)(A— 1) =0.

2) Déterminer les sous espaces propres et appliquer la proposition (3.1.4).

Théoréme 2.6.1 (Généralisation du Lemme des noyauz)
Soient A une matrice de M"(K) et f1,...,f, des polynémes de K [X| premiers entre eur deux

deux. Alors,
Ker (fiofy) (A)) = Ker (f1(4)) @ ... ® ker (f,(4))

Si de plus, le polynome fifs...f, est annulateur de A, on a
k" =ker (fi(A)) & ... ® ker (f,(A))

Ce théoréme est une formulation générale de celle dans proposition (3.1.4), avec un produit
fini quelconque de polynomes. La preuve se déroule sur le méme principe qu’en présence de deux

polynomes (proposition (3.1.4)).
Corollaire 2.6.1 Soit A une matrice de M"(K) dont le polynéme caractéristique est
XA (X) = (X - )\1)”1 (X - )\2)n2 ..... (X - )\p)np

avec \; # ;. Les polynéomes (v — )\i)m sont premiers entre eux deux o deux, du lemme des

noyaux, nous déduisons la décomposition

K" = ker (A — MI,)"™) @ ... ® ker (A — A, L,)™) .

2.6.3 Sous-espaces caractéristiques

Définition 2.6.4 Soit A une matrice de M"(K). Soit A une valeur propre de A et m sa multi-
plicité en tant que racine de x 5 . Le sous-espace caractéristique de A pour la valeur propre
A est

Ny =ker ((A—\,)™)

Pour X\ valeur propre, on a Ey C Ny, car ker(A — \11,,) C ker(A — M\ 1,,)* quel que soit k > 1.
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Si f € L(F) est 'endomorphisme associ¢ a la matrice A, alors on peut reformuler cette

définition comme :

Définition 2.6.5 Soit A\ une valeur propre de f . Le sous-espace caractéristique de f pour

la valeur propre \ est :
Ny={veE, Im>0, (f — A\dg)"(v) =0}
c’est un sous-espace de E stable par f.

Exemple 2.6.4 Soit la matrice

La valeur propre Ay = 1 est de multiplicité 1, la valeur propre Ao = —2 est de multiplicité 2.

e Sous-espace caractéristique associé a A\ = 1.

Comme la multiplicité de cette valeur propre est 1 alors le sous-espace caractéristique est aussi
le sous-espace propre : Ny = ker(A — I,,) = Ey. Ainsi
Nl = {(.%,y,Z) € R3 | (A - [3) (xvya Z) = (0707())}
= {(2,y.2) € R® | (A~ L;) (z,9,2) = (0,0,0) }
= Vect (v, (—1,1,1)) = E

e Sous-espace caractéristique associé a g = —2

La multiplicité de cette valeur propre est 2, donc N_o = ker (A + 213)2. Ona :

1 11 3 3 3
A+2l;=11 1 1|, (A+2L)°=|3 3 3|, Ainsi
1 11 3 3 3

N—2 - {(l’,y, Z) S Rg | (A_ [3)2 (.T7y72) = (07070)}
={(z,y,2) eR® |z = -y — 2}
= Vect (v2(—1,1,0), v3(—1,0,1))
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Théoréme 2.6.2 Soit f un endomorphisme de E, soit A € M" (K) la matrice de f dans une

telle base, tel que x4 (X) est scindé (toutes ses racines sont dans k). Notons
Xa(X)=(X = A)™M. (X = )™

pour 1 <11 <r, N; le sous-espace caractéristique associé a la valeur propre \; , alors :
1. Chaque N; est stable par f

2.E=N,, ®N,,®..... B N,,.

3. dim Ny, =m

Preuve. 1. Soit v € N, = v € ker (f — \ildg)"™ = (f — Mdg)™ (v)
ona: fo(f—Adg)™ ()= (f—Mdg)" of(v)=0,dou f(v) € N,,.

2. Par le Lemme des noyaux, on obtient

I
o

FE = ker(A — Alfn)ml D..D ker(A — )\pIn)mT = N)\l D ]\[/\2 D..... @D N)\T.

3. Notons ¢; = f |NM pour 1 <4 < 7. Pour i # j, Ny, N Ny, = {0}. Or, E), C N,, , donc la seule
valeur propre possible de g; est \;. Le polynoéme caractéristique de g; est scindé (car il divise celui
de f ) et sa seule racine est la seule valeur propre, c’est-a-dire A . Ainsi x,,(X) = £(X — ;)™ (ou
ni = dim N,, ). Or,

H(X — M) (X = A)™ = xp(X) = x91(X) oo xgr (X) = £(X — X)) (X = M)
D’o1, en identifiant les exposants des facteurs irréductibles :
pour 1 <:<r. m
Exercice 2.6.2 Soit A une matrice de M*(R) de trace nulle, admettant \; = 1 et Ny = i
comme valeurs propres.
1. Déterminer toutes les autres valeures propres de A.

2. Montrer que
R* = ker(A — I,,)* @ ker(A + I,,)*.

Lemme 2.6.1 i) Si dim Ny <oo, alors il ezxiste une base de Ny ou la matrice de la restriction

fin, est triangulaire supérieure avec A\ sur la diagonale :

A
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Preuve. i) Soit k = dim N,. Notons V; = ker(f — M dg)’ pour tout i > 0. (Donc Vy = {0}).
Soit m > 0 le plus petit entier tel que V,, = V,,41 , Alors :

0=V CViG o G Vi = Ving

de plus :

VE Vo & (f — Mdg)" v =0
< (f = AMdg)v € Vi
& (f — Mdp)v € Vi,
Sove Vi

donc Vm = Vm+1 = Vm+2 = Vm+3 = ... = N)\

Soit ey, ..., e, une base de V; = ker(f — Aldg) que 'on compléte en une base e, ..., ex, de Vo =
ker(f — A dg)?, que I'on compléte en ...... etc, que 'on compléte en ey, ..., ex,, une base de N,.
On a alors : k1 < ky < ... < ky, = k et pour tout 0 <i <m:V; = Vect (eq, ..., ex,) .
Or pour tout ¢ > 1 :

(f = Mdg)(Vi) € Viy

et la matrice de la restriction fjy, dans la base ey, ..., e, est triangulaire de la forme :

m

A0 0
0
0 0 A

2.6.4 Théoréme de Cayley-Hamilton

Le théoréme suivant montre que le polynéme caractéristique d’une matrice est annulateur
d’une matrice. Ainsi, du polynome caractéristique on pourra déduire le polynéme

minimal.

Théoréme 2.6.3 (Théoréme de Cayley-Hamilton). Toute matrice est racine de son poly-

noéme caractéristique.i € :
xa(A4) = 0.
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Preuve. Notons B(X) € M"(K[X]) la transposée de la comatrice de X1, — A. Tous les
coefficients de la matrice B(X) sont des polyndmes a coefficients dans k de degré < n— 1. Il existe

donc des matrices :

BOr--;Bn—l < Mn(K)

telles que :
B(X)=By+XB1+ ..+ X, 1By 1

On a alors :

B(X)(XI,— A)=det(X1I, — A)l,
=(Bo+XB1+ ...+ X, 1B, 1)(XI, — A)
=xa(X)I, on développe la partie gauche
= —BoA + X (By — B1A) + X*(B) — BA) + ... + X" YB3 — B,1A) + X"B,_1
(*)
= xa(X)1I,
Notons cy, ..., ¢, € K les coefficients du polynéme caractéristique :
Xa(X)=co+ ... +c, X"

(co =+£det A, ¢, =1). On a donc d’aprés (*) :

—B()A = C()In
BO - BlA = Cljn

et donc :

xA(A) = col, + 1A+ ...+ c A,
= —ByA+ (By — BiA)A+ (By — BoA)A* + ... + (B, 9A" ' — B, 1)A" '+ B, ;A"
=0

car « tout se simplifie » . =
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Exemple 2.6.5 Soit la matrice A= | 1 -1 1

Le polynome caractéristique de A est

xa(X) =X 4+3X2—4=(X-1)(X +2)

Xa(4) = (A= L) (A+20,)°

-2 1 1 3 3 3 000
= 1 -2 1 33 3|=102020
1 1 =2 3 3 3 000

Application du Théoréme de Kayley Hamilton : Inverse d’une matrice

Soit A € GL,, (K) une matrice inversible. On note
xa(X) = ZaiXi =ap+a; X +aX?+ ...+ a, X"
=0

Comme A est inversible alors A = 0 n’est pas une valeur propre de A, ce qui implique que
ag + GlX + CLQXQ + ...+ Clan 7é XQ (X)

o @ () est un polynome de degré n — 1, ce qui implique nécessairement que ag # 0.

Alors d’aprée le théoréme de Kayley Hamilton on a :

XA(A) = On < G()[n + alA + GQAQ + o+ anA" = On

— A (alln + ag A+ ...+ anA”_l) = —aopl,

—I,=A <_—1 (alfn + asA+ ...+ anA”_l))

Qo

—1
<~ Al = — (alln +agA+ ...+ anA”_l)
Qo

Exercice 2.6.3 Cas n =2, Soit
1 2

21

xa(X)=X?-2X -3
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On a
1 10 1 2 1 -1 2
At=2[ -2 + ==
3 0 1 2 1 3 2 -1
Exercice 2.6.4 Cas n =3, Soit
-1 1 1
A= 1 -1 1
1 1 -1
On a
xa(X)=X?4+3X% -4
-1
= — (aln + a2A+ ...+ a, A"Y)
Qo
Alors,
2
1 1
X -1 1 1 -1 1 1 011
-1 _ _ 1 1
A_131—11+1—11 =101
1 1 -1 1 1 -1 : 20

2.6.5 Polyndéme minimal

Définition 2.6.6 (polynéme minimal) Soit A € M™(K). On appelle polynéme minimal de
A, le polynéme annulateur de degré minimum et unitaire (c’est- a-dire dont le coefficient de

plus haut degré egal o 1). On le note pa(X).
Exemple 2.6.6 1 Soit A = I,, la matrice d’identité. Alors

ILLA<X> =X —-1.

11
2. A= , alors pa(X) = (X —1)
1

3A=1 1 —1 1 |,alorspus(X)=(X+2)(X-1)
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Remarque 2.6.4 Si un polynome non nul Q satisfait Q(f) =0 (ou Q(A) =0), alors deg(Q)

est au degré du polynome minimal (diviser Q) par son coéffcient dominant).

Un cas particulier important : Si le polynome caractéristique est + (X — \)", alors le

polynéme minimal est (X — )\)d avec 1 < d <n.

Exemple 2.6.7 Soient les matrices

(0010 0] (010 0] (010 0]
4o |0000) o000 10000
0001 0001 0001
(0000 (0000 (0000
Ona :
1) xa, (X) = X%, pa, (X) = X?
2) xa, (X) = X*, pa, (X) = X
8) xa, (X) = X%, pa, (X) = X*

Théoréme 2.6.4 Soient A € M"(K) une matrice (non nulle) et p14(X) son polynéme minimal.

Un scalaire X est une valeur propre de A si, et seulement si, il est racine du polynéme minimal

pa(X).

Preuve. Le polynome y 4 est annulateur de A, il admet donc le polynéme j4 comme diviseur.

11 existe un polynome g de k [X] tel que

XA =9-Ha

Par suite, toute racine du polynéme 4 est racine de y 4, donc est valeur propre de A.
Inversement, le polynéme 14 est annulateur de A, donc, d’apres la proposition (2.6.3), toute valeur

propre de A est racine de 4. ®
Proposition 2.6.5 Le polynome minimal divise le polynome caractéristique.

Preuve. Soit A le polyndéme caractéristique et B le polynome minimal. On fait la division

euclidienne du premier par le second :

A=BQ+R
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ou deg(R) < deg(B). On a alors, par le théoréme de Cayley-Hamilton, et par définition du
polynéme minimal :

0=A(f) = B(/)Q(f) + R(f) = R(f)

et on doit avoir R = 0 par minimalité du degré du polynéme minimal. =

Corollaire 2.6.2 Si le polynome caractéristique est scindé le polynome minimal aussi.

2.6.6 Deuxiéme critére de diagonalisabilité

Théoréme 2.6.5 Une matrice A € M"(K) est diagonalisable sur K si et seulement si son

polynome minimal est scindé a racines simples sur K.

Preuve. —> : Si A est diagonalisable, A est semblable & une diagonale. Or deux matrices
semblables ont le méme polynéme minimal
Donc il suffit de calculer le polynéme minimal d’une matrice diagonale.
—:Si
pa(X) = (X = M) (X =)

avec i, Mg, ..., A, € K deux a deux distincts, la décomposition en éléments simples de la fraction

donne :
a(X)
1 - a1 + + L
pa(X) X=X T X -\
ou a; = ———— pour tout 2.
MA(X )
Donc

1= alQl(X) + ...+ CLTQT(X)

ou pour tout 7 :
T

Qi(X) = ;AEXA) = I &=

J=1Lj#1

est un polynome. Si on applique cette égalité a la matrice A, on trouve :

I, = a1Q1(A) + ... + a,Q.(A)

donc si Z € K", on a :

Z = ayQi(A) (Z) + ... + a,Q, (A) (2)
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or, pour tout 1 <i <7, Q;(A) (Z) € ker(A — \;1,,) car :
(A = NL)(Qi(A) (2)) = pa(4)(Z) = 0

Par conséquent

&7 ker(A — \I,) = k"

et A est diagonalisable. m

Corollaire 2.6.3 Une matrice A € M" (K) est diagonalisable sur k si et seulement si elle

admet un polynome annulateur scindé a racines simples sur K.

Corollaire 2.6.4 Soit f un endomorphisme de E diagonalisable sur K. Si F' est un sous-espace

de E stable par f, alors la restriction fir est encore diagonalisable.

Preuve. En effet, pf (f) =0 = puy (f|F) = 0= py, divise py mais si py est scindé a racines

simples sur K, tous ses diviseurs le sont aussi. m

2.7 'Trigonalisation des matrices

2.7.1 DMatrices trigonalisables

Définition 2.7.1 Une matrice A de M"(K) est dite trigonalisable dans M"(K), si A est sem-
blable & une matrice triangulaire supérieure de M"(K). C’est-a-dire, s’il existe une matrice

inversible P de M™(K) et une matrice triangulaire supérieure T' o coefficients dans K telles que
T =P AP

On notera que toute matrice triangulaire supérieure étant semblable & une matrice triangulaire
inférieure, une matrice est trigonalisable dans M"(K) si, et seulement si, elle est semblable & une

matrice triangulaire inférieure.
Théoréme 2.7.1 Soit A € M™(K). Alors A est trigonalisable <= x4 (X) est scindé sur K.

Preuve. = : Deux matrices semblables ont le méme polynoéme caractéristique donc il suffit

de montrer que y7 (X) est scindé pour toute matrice triangulaire supérieure 7'; ce qui est facile.
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<= : On raisonne aves f un endomorphisme de E (et on suppose E de dimension finie). Par
récurrence sur dim £. Si dim £ = 1, il n’y a rien & démontrer. Si dim £ > 1, alors comme s (X)
est scindé,

X5 () = (X = Ao (X = M)

oun =dimFE et ou les \; € K ne sont pas forcément distincts. Soit e; un vecteur propre associé
a la valeur propre A;. On compléte e; en une base : ey, ..., e,. Dans cette base, la matrice de f est

de la forme :

Ao
0 B

ou B € M" 1K) et € M 1(K). En particulier,
xr(X)=(X=X)xs(X)= x5 (X)=(X —X).... (X = \p)

est scindé sur K. Par hypothése de récurrence, il existe S € M"}(K) une matrice triangulaire

supérieure et Q € GL,_1(K) une matrice inversible telles que :

B=QSQ!
alors, on peut vérifier que :
A [ Aol
Mat(f)y=| " _p| M@
0 QSQ! 0o S
pour la matrice inversible
1 0
0 @
Donc la matrice de f dans la base ey, ..., e, est semblable & une matrice triangulaire
A @
0o S

supérieure : donc f est trigonalisable. m

Corollaire 2.7.1 Toute matrice A € M" (C) est trigonalisable.
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Exemple 2.7.1 La matrice suivante de M™ (R)

0 -1 1 1
10 1 1
A=
0 0 0 -1
000 1 0 |

admet pour polynome caractéristique
Xa(X) = (X?+1)

Ce polynéme n’est pas scindé dans R [X], la matrice A n’est donc pas trigonalisable dans M*(R).

Cependant, il est scindé dans C[X] :
Xa (X)) = (X —i)* (X +14)*.

On cherche les vecteurs propres
Pour \y =i, E; = Vect((1,—1,0,0)),
Pour Ay = —i, E_; = Vect((1,1,0,0))

donc on va completer vy (1,—14,0,0), vy (1,7,0,0) a une base de trigonalisation dans M*(C)

Posons 3 3
1 -1 10
- 0 1 2
P =
0 1 01
i 0 —2 0 1 |
d’ot _ )
1 1: 1
3 3¢ 3 O
1 1
Pil_ 0 0 ) 52
oo
1 1;
|00 5 —37 ]
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donc
T =P AP
(L4 Lo | Jo 11 1 ][1 —110]
_00§§¢ 1 0 1 1 — 0 i i
T -2 0 i 0 0 0 —1 0 1 01
00%—%@__0010__0—202_
i 10 0|
0o 0 0
00 —i 1
|00 0 —i|
Exemple 2.7.2 Soit la matrice
1 2 —4
A=10 -1 6
0 —1 4

Son polynome caractéristique est
Xa(X) = (X -2)(X -1)°

est scindé sur R, donc A est trigonalisable sur R

Les valeurs propres sont \; = 1, racine double et \y = 2, racine simple. L’espace propre associ
a Ay =2 est By = Vect (v1(0,2,1)). L’espace propre associ & Ay = 1 est £y = Vect (vy(1,0,0))
, avec dim Fy = dim Fy = 1.

pour trigonaliser la matrice A il faut completer {vy,v2} o une base de R3, soit le vecteur
v3(0,1,0) (ce choix est loin d’étre unique). La famille {vy,vq,v3} est bien une base. La ma-

trice de changement de base est
100

P=10 21
010
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Donc la matrice triangulaire semblable a A est

10 0 1 2 —4 100
T=P1'AP=|0 0 1 0 -1 6 0 2 1
01 —2 0 —1 4 010

1 0 2
=10 2 —1
0 0 1

2.7.2 Blocs de Jordan

Soient F : K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de FE.

Objectif : (si E est de dimension finie) construire une base 3 telle que :

7, 0 .. 0]
0 1T
Matg (f)=| .
_0 0 Tp_

ou les T sont des blocs triangulaires supérieures avec diagonale constante.

Définition 2.7.2 Un bloc de Jordan de la taille n x n pour la valeur propre A est une matrice

de la forme : ] ]
A1 0 0
0 A 1
J(A\n)= 0| eM"(k)
1
[0 - o 0 A

Définition 2.7.3 Une matrice de Jordan est une matrice diagonale par blocs de la forme :

J 0 0
0 0
0o 0 J

ou les J; i = 1,...,r sont des blocs de Jordan.

Les blocs de Jordan peuvent étre de tailles différentes, les valeurs propres dans J, sont quel-

conques (certaines d’entre elles peuvent étre égales).
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Exercice 2.7.1 Une matrice de Jordan est diagonalisable si et seulement si ses blocs sont tous

de taille 1 x 1.

Exemple 2.7.3 Soit cette matrice de Jordan

3 1 0 0 0 00 0 0|
0 -3 0 0 0 00 0 O
0O 0 -1 1 0 00 0 0
0 0 0 -1 1 00 0 0
0O 0 0 0 —-100 0 0
0O 0 0 0 0 40 0 0
0O 0 0 0 0 06 0 0
0 0 0 0 0 005 1

0 0 0 0 0 00 0 V5

- Elle est formée d’un bloc de Jordan 2 x 2 associé a la valeur propre —3,
- un bloc de Jordan 3 x 3 associé a la valeur propre —1,

- un bloc de Jordan 1 x 1 associé a la valeur 4,

- un bloc de Jordan 1 x 1 associé a la valeur 6,

- un bloc de Jordan 2 x 2 associé & la valeur propre /5.

Théoréme 2.7.2 Si A € M"(K) a son polynéme caractéristique scindé sur K, alors A est

semblable (sur K) a une matrice de Jordan. Il existe donc P € GL,, (K) telle que

Ji 0 0
PAP=| 0o 0
0o 0 J

ou les J; sont des blocs de Jordan. Ce théoréme se reformule aussi comme

Théoréme 2.7.3 Soit f un endomorphisme de E dont le polynéome caractéristique x s (X) est

scindé sur K. Il existe une base B de E ou la matrice de f est de Jordan, c’est-a-dire :

J 0 0
Mats(f)=1 0 . 0
0o 0 J,
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2.7.3 La forme normal de Jordan (La réduite de Jordan )

La forme réduite de la matrice A dans le théoréme (3.2.3) est appelée la réduite de Jordan ou
(la forme normale de Jordan) si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Les qui apparaissent dans les blocs de Jordan, sont les valeurs propres de A (ou de f ) et
donc les racines du polynéme caractéristique.

2. Une méme valeur propre A peut apparaitre dans plusieurs blocs différents.

3. En particulier, ce théoréme s’applique a toutes les matrices complexes.

4. La décomposition de Jordan est unique dans le sens ot le nombre et la taille des blocs de
Jordan ne dépendent que de A (ou de f ). Par contre, on s’autorise & permuter les blocs de Jordan
entre eux.

5. Le nombre de blocs associés a la valeur propre A est égal a la dimension du sous-espace
propre F).

6. La somme des tailles des blocs de Jordan associés a A est la multiplicité de A comme racine
du polyndéme caractéristique.

7. La taille du plus grand bloc de Jordan associé a A est la multiplicité de A comme racine du

polynéme minimal.

Changement de base

trouver P € GL,, (K) tel que

Ji 0 0
PT'AP = o 0
0o 0 J,

Pour chaque vecteur propre de la base, on construit le bloc de Jordan associé :
- Siv; € E est un vecteur propre de la base de E , alors on cherche vy € K" tel que (A—\I,,)ve =
V1.

- Puis on cherche s’il existe vz € K" tel que (A — Al,)vs = vy, et ainsi de siut .......
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alors on obtient

(A= A)vy, = v,

- Donc, dans le sous-espace engendré par ces (vq, vg, ..., U,) la matrice associé a A, dans cette

base, est exactement le bloc de Jordan :
A'Ul A’Ul AUl A’Ul

U1 A1 0 O
Vg 0 A 1 0
) ) ) ]
A

Up o --- 0

- On recommence avec les autre valeurs propres, et on procéde de suite le méme alghorithme
pour les vecteurs propres de la base de ces nouveaux F).
- Enfin la matrice P est construit par tout ces vecteurs propres cherchés correspondants a tous

les valeurs propres de A.

Exemple 2.7.4

1 2 -4
A=10 -1 6
0 -1 4

Xa(X) = (X —2) (X —1)*
Sp (A) = {172}

e La valeur propre \o = 2 est de multiplicité 1. Le sous-espace propre associé est Fo =
Vect (v1(0,2,1)) est de dimension 1. Comme la multiplicité de Ay comme racine de x (X)
est 1, alors la valeur propre Ay sera juste associée a un bloc de Jordan de taille 1 x 1.

e La wvaleur propre \y = 1 est de multiplicité 2. le sous-espace propre associé est E; =

Vect (v9(1,0,0)). Comme E; est un espace vectoriel de dimension 1, et comme \; est racine
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de multiplicité 2 dans xa (X), alors la matrice A n’est pas diagonalisable et on sait alors que
la valeur propre \y = 1 sera associée un bloc de Jordan de taille 2 x 2.

Donc la réduit de Jordan est
110

J=1010
0 0 2
St on cherche une nouvelle base telle que A est réduit a une forme normal de jordan :

On cherche le deuziéme vecteur propre associé a \y = 1, cad on complete la base {vi,vo} & une
base de R?,

0 2 -4 T 1
(A—Ig)U3:U2<':> 0 -2 6 Y - 0
0 -1 3 z 0
20—4z =1
<~ Uy =
—2y+62=0

< 2 =1/2,y = 3/2, x quelconque

si on choisie x = 0 on trouve v3 = (1,3/2,1/2)

donc,
1 1 0 1 -2 4
P=103/22]|.,doaP ' =0 2 —4
0 1/2 1 0 -1 3
alors
1 -2 4 1 2 —4 1 1 0 110
J=P'AP=1|0 2 -4 0 -1 6 03/22|=]010
0 -1 3 0 —1 4 0 1/2 1 00 2
Exemple 2.7.5 Soit la matrice
2 33 2 0 |
2 -1 0 1 =2
A=] -3 0 5 —6 3
—4 0 5 —6 4
-2 -3 7 -6 4 |
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On a:

Xa (X) = (X +1)*(X —2)°

pa (X) = (X +1)* (X —2)°

Sp(A) ={-1,2}
donc A admet deux valeurs propres A\ = —1 de multiplicité 2 dans le polynome caractéristique
et minimal

et Ao = 2 de multiplicité 3 dans le polynome caractéristique et minimal.
le sous espace propre associé a \y = —1 est E_1 = Vect (v1(1,1,0,0,1)), dou dimE_; =1
le sous espace propre associé 4 Ay = 2 est By = Vect (v1(1,0,0,0,1)), d’ot dim By = 1

donc la réduite de Jordan de la matrice A est :

-1 1
-1
J=J(-1,2)® J(2,3) = 210
21
L 2 ]
Exemple 2.7.6 Soit la matrice
2 2 -4 9 |
Ao -2 2 -3 6
1 -1 2 -3
| 00 0 1 |
Xa(X) =X (X —1)°
4 (X) = X (X — 1)
Sp(A) ={0,1}
avec Ey = Vect (v1(1,1,0,0,)), dim Ey =1
et By = Vect (v2(3,0,0,1), v3(—2,—1,1,0)), dim £} =2
la réduite de Jordan de la matrice A est
(000 0]
J=J0O0,1)eJ(1,2)aJ(1,1)= oL Lo
0010
100 0 1]
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Exemple 2.7.7 Soit la matrice

[ 5 0 4 -2 —3]
23 -3 2 4
A=| 0 0 3 0 0
00 0 3 1
10 02 -1 1

et pa(X)=(X-3)°

La matrice A admet une seule valeur propre A = 3 de multiplicité 5 dans le polynome carac-
téristique et de multiplicité 3 dans le polynome minimal. donc le plus grand bloc sera de taille
3. le sous espace propre associé 4 A = 3 est Ez = vect (v1(1,0,0,0,0), v2(0,1,0,0,0)), d’ou

dim F5 = 2.donc la réduite de Jordan de la matrice A est :

0 0

Jo

|
o o o o w

100
3100
0300
0031
000 3
2.8 Exercices

Exercice 2.8.1 Soit ’endomorphisme f de R® representé dans la base canonique par :

1 10
A=1 -1 21
1 01

1) Le Plan P d’équation y + z = 0 est-il invariant par f 2
2) La droite [(1,1,1)] est-elle invariant par f ¢

3) Déterminer les sous espaces invariant par 'endomorphisme représenté par la matrice

1 2 0
A=| -4 3 4
2 2 -1
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Exercice 2.8.2 Soit A€ M" (R), k > 2,

1) Montrer que si \ est une valeure propre de A pour vecteur propre v, alors \¥ est une valeure
propre de A¥ pour vecteur propre v.

2) Montrer que si X est une valeure propre d’une matrice inversible A € M™ (R), alors A\™' est

une valeure propre de A~t. Trouver un vecteure propre correspondant.

Exercice 2.8.3 Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices suivantes

et dites si elles sont diagonalisables, (a € R).

2 0 1 -1 a a? 0 1 1
-2 0 —1 0 0 1 0 01
i (00 0 —a|
1 1 0
0 0 —a O
Ag=11 0 1 |,4=
0 a O 0
1 -2 2
- | a 0 O 0 |
Exercice 2.8.4 Soit la matrice
7 3 =9
A=| -2 -1 2
2 -1 -4

qui représente l’endomorphisme f dans la base canonique 3 de R3.
1) Determiner les valeures propres de A et on deduire qu’on peut diagonaliser A ?
2) Determiner une base 3 des vecteurs propres tel que la matrice D de f dans la base (' soit

diagonale.

Exercice 2.8.5 Soit

0 1 0
A=10 a 0
0 a—2 2

1) Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle diagonalisable ?

2) Lorsque A est diagonalisable, déterminer une base de vecteurs propres de A.
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Exercice 2.8.6 FExpliquer sans calculs pourquoi les matrices suivantes ne sont pas diagonali-

sables : ) )
1 200

™ 1 2
0120

Ai=10 7 3|, Ay =

001 2

0 0 «
0 0 01

Exercice 2.8.7 Soit E = R,[X] lespace vectoriel des polynomes de degré < n, et soit ¢
Uendomorphisme de E défini par p(P) = P — (X + 1)P'. Justifier que ¢ est diagonalisable et
donner les valeurs propres de ¢.

Indication : la base canonique de R,[X] est 3= {1, X, X?,.....,X"}.
Exercice 2.8.8 Déterminer les matrices A € M™ (R) telles que A> = A et tr(A) = 0.
Exercice 2.8.9 Supposons :

P(x)=(z—1)(z+1)*(x-3)°

est un polynome annulateur d’une matrice A € M3 (R).
1) Que peut on dire des polynomes minimals de A?
2) On consideére deux polynomes annulateurs pour une matrice donnée A € M3 (R) .
P (z)=(z—1)*(@+2)(x—2)° (z —5)
et Py(z)=(x—1)(z+1) (x+2)" (z—5)°
- Préciser tous les expressions possibles du polynéme minimal ainsi que du polynome caracté-

ristique de A.
- Justifier que A est diagonalisable.

Exercice 2.8.10 Déterminer le polynéme minimal des matrices suivantes ou a # b

(w0 0] a 1 0 a 0 0
Ai1=10 a 0|, A2=1]0 a 1|, A3=[0 b 0
00 a 00 a 00 b
) ] (4 10 0]
a 1 0
0 a 10
Ay = a 01, As =
0 a 1
00 b
- - (000 a|
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Exercice 2.8.11 Déterminer suivant la valeur du parametre m le polynéme minimal de la

matrice

2m — 5 1 1 4—m
0 m 0 0
5—-m -1 m-—1 m-—4

| 2m—10 2 2 8—m

Exercice 2.8.12 Soit « € R et A € M3(R) la matrice suivante

-1 0 a+1
Ay = 1 -2 0
-1 1 o

1. Factoriser le polynome caractéristique.

2. Déterminer selon la valeur du paramétre o les valeurs propres distinctes de A, et leur mul-
tiplicité.

3. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles la matrice A, est diagonalisable.

4. Déterminer selon la valeur de o le polynéme minimal de A,,.

Exercice 2.8.13 Soit

3 2 =2
A=1-10 1
1 1 0

1) Calculer les puissance de A — I3.
2) Donner iy (M), et calculer A", ¥n € N.
3) Calculer A™Y, puis calculer A™", pour tout n € N*.

Exercice 2.8.14 Montrer que A est trigonalisable , A est elle diagonalisable ? donner la ré-

duite de Jordan de A et déterminer son polynéome minimal dans les cas suivantes :

3 2 4 -2 =3 2 -2 1 1
A= -1 3 —-1|, B= 1 2 =21, C= 8§ 1 =5
-2 -1 =3 2 4 =3 4 3 =3
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Exercice 2.8.15 Déterminer les formes canoniques de Jordan des matrices :

0 10 3 2 =2 4 2 -2
A=| -4 4 0|, B=|-10 1|, C=|115 -1
-2 1 2 1 1 0 1 3 1

Exercice 2.8.16 Determiner toutes les formes canoniques possibles de Jordan des matrices

dont le polynome caracteristique et le polynéme minimal sont :

DxaN)=T=X"  pa(\)=(7T-N>

2)xaMN)=06B-N0'6G-N" ) =3-1)6-N
) xaN)=1-=N%  pa(N)=\-1)
HDxaN)=1+0)°2-1%  pa)=0+1*2-N"
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Chapitre 3

Applications aux systémes

différentielles linéaires.

3.1 Puissances d’une matrice diagonalisable

On considére le corp K = R ou C.
Rappelons que une matrice A est diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale

D, c’est a dire il existe une matrice inversible P formée par les vecteurs propres de A tel que
D =P AP
Proposition 3.1.1 Soit A € M"(K) et D = P~ AP une matrice semblable. On a alors
A = ppFp!
pour tout entier k € N.

Preuve. On va démontrer par récurrence
1.Initiation :(le cas k = 0 est trivial ) pour k =1, on a; A= PDP™!
2. Héridité : on suppose que la propriété est vrais pour k et on montre la verité pour k£ + 1
On a
AMt = AAY = APDFP = (PDP™') (PD*P') = PD*' P!

Donc la propriété est vraie Vk € N. m
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Exemple 3.1.1 Soit la matrice
1 0 1

A=10 20
013

Xa(X)=(X=3)(X-1)(X-2)

Le polynoéme caractéristique de A est scindé et posséde toutes ses racines simples, alors A est
diagonalisable dans M3(Kk), on cherche les vecteurs propres de A. On a : E3 = Vect (1,0,2),
Ey=Vect(1,-1,1), E; = Vect (1,0,0)

On pose
111 1 3 -1
P=|0 -1 0|,douPt=]0 -1 0
0 1 2 o &+ 1

Donc la forme diagonale de A est

1 -1 1 01 11 1
D=P'"P=|0 -1 0 020 0 -1 0
0 3 3 013 0 1 2
100
=1020
00 3|

Par exemple pour k = 10,

AlOIPD10P71

11 1 1 0 0 1 3 —3

=|0o -1 0|0 20 o0 0 -1 0
(001 2] |0 0 3% o &+ 1
(101 1] [1 0 L

=10 -1 0|0 1024 } -1 0
(0 1 2] o0 59049 11
[ 1 28501 29524

=10 1024 0
| 0 58025 59049
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3.2 Suites récurrentes linéaires

Définition 3.2.1 Une suite (uy),~, de nombres réels est une suite récurrente linéraire si elle

vérifie une relation de récurrence du type suivant
- *
Upt2 = QUpyt + Buy, (*)
pour tout n >0, ot o et B sont des nombres réels donnés.

L’objectif : Si a et § sont des nombres réels donnés, on veut déterminer toutes les suites

récurrentes linéaires vérifiant la relation (*) ci-dessus.

Proposition 3.2.1 L’ensemble des solutions de (*) est un espace vectoriel sur R de dimension

2.
Preuve. La suite récurrente vérifie
Upr1 = QUp + ﬁun—l‘
Considérons la suite (v,,) définie, pour n > 1 par
Up = Un—1

On obtient le systeme
Uny1 = QUp + Uy
Un+1 = Un

que nous pouvons écrire matriciellement sous la forme
Uyi1= MU,

ou M est la matrice

et

On déduit
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et
Upi1 = M"U;.

On est donc conduit a calculer M™. m
Exemple 3.2.1 On va étudier la suite récurrente linéaire

Upr1 = —Up + 2Up—q

et on va déterminer la solution correspondant a u; = 1 et ug = 0.

On a
Upt1 = —Up + 2un71 Upyp1 = —Up + 27)71
<~
Up+1 = Up Un+1 = Un
U, -1 2 U, U,
AR ,  tel que U, =
Un4t1 1 0 Un, Un
: : : -1 2
alors on va diagonaliser la matrice M = , le spectre de A est Sp = {1, — 2} et les
1 0
vecteurs propres correspondants sont :pour Ay = 1 est v1 = (1,1) pour A\ = =2 estvy = (=2, 1),
d’ot la forme diagonale de M est
12 |
D 3 3 -1 2 1 -2 _ 1 0
11
~3 3 | 1 0 1 1 0 -2
d’ot la solution est
Un+1 — M Uy
Un+1 Ug
.
I —% % | 0 (—-2)" 1 1 Ug

G2+ urt G2 =2 u
| G2 - Dus G2+

dans le cas particulier uy = 1 et ug = 0 la solution est

Un+1

W= Wi
~—~
|
[\
S—
3
+

Un+1

0]
—_
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3.3 Exponentielle d’une matrice diagonalisable

Définition 3.3.1 Soit A € M" (K). On appelle Exponentielle de la matrice A la somme de la

série de puissances de A :

LIy U (I)

1
A _ A2

Cette définition a bien un sens car la série (I) est convergente.

Exemple 3.3.1 1. soit 0,, la matrice nulle alors

e =1,
2. Soit I,, la matrice d’identité alors
(e 0 0 0]
s 0 e 0 O _
e'n = = diag (e, e, ..., e)
00 0
100 0 e |

3.3.1 Exponentielle d’une matrice diagonale

Proposition 3.3.1 Soit D la matrice diagonale

N O - 0
D= 0 X '
| 0 0 A |
Alors exp D est la matrice diagonale
[ M0 0 |
0 e
el =
0
| 0 0 et ]
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3.3.2 Exponentielle d’'une matrice diagonalisable

Proposition 3.3.2 Soit A € M, (K) une matrice diagonalisable et soit D = P 'AP une

matrice diagonale semblable a A. Alors

Preuve. Soit

o 1 2 1 k
Ek:—]n-l—A—l—EA ot A

la somme partielle de la serie e. et on a A = PDP~! et donc

L1 . 1 _
> =1+ PDP™ 4 o (PDP) 4 ..+ o (PDP!)
k

Comme (PDP1)* = PDFP~! don
1 1 1 1
Z =1, +PDP '+ 5PD2P*1 4+ HPD’fP*1 —Pp (In + D+ 5172 R HD’f) p!
k ! ! ! !

On en déduit par la limite
1 1
A _ Y k) p-1 _ D\ p-1
e _P<]n+D+2!D +...+—k!D)P =P(e”) P
[ ]

Exemple 3.3.2 Soit la matrice
011

A=110 1
110

le polynoéme caractéristique de A est
xa (X) = (X =2)(X +1)°

D’ou le spectre de A est Sp (A) = {2, —1}, et By = Vect (vy(1,1,1)), E_1 = Vect (v2(—1,1,0), v3(—1,0,1
cette matrice est diagonalisable car dim E_; = 2 c’est la multiplicité de X\ = —1 dans x4 (X),

et la forme diagonale de A soit

3 3 3 011 1 -1 -1
D=pP'AP=| -1 2 1111 01]|1 1 0
-3 —3 2 110][1 0 1
2 0 0
=10 -1 0
0 0 -1
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Donc

1 -1 -1 e 0 0 503 3
=11 1 0 0 e’ 0 —3 2 —3
|1 0 1 0 0 e -3 -3 2
[ %e‘l + %(32 %ez — %e‘l %62 — %e‘l
= %62—%6*1 §6*1+§e2 %62—%6*1
3 —det o det Zeti e

3.4 Systémes différentiels linéaires

Définition 3.4.1 Un systéme différentiel linéaire homogéne est un systéme d’équations diffé-

rentielles de la forme :

Ill (t) = a11T1 (t) + A19%2 (t) + ..o+ ATy (t)

x;l (t) = an1x1 (t) + anoza (t) + ... + appxy (1)

ot les a;;(1 <14, j <n) sont des coeflicients constants réels ou complexes.

On pose

T (t) Ty (t) app - Qip

Avec cette notation matricielle, le systeme différentiel (S) devient :

X'(t) = AX(t) (51)

La résolution du systéme linéaire X'(t) = AX(t), avec A € M"(K) une matrice constante,

c’est donc trouver X (t) dérivable tel que X' (t) = AX(t), pour tout t € R.
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3.4.1 Cas d’une matrice diagonale

Exemple 3.4.1 Si A est diagonale, alors le systéme S s’écrit

) () = My (1)

z, (1) = My (t)
On résout indépendamment chaque équation x; (t) = \iz; (t), dont les solutions sont les x;(t) =

k:ie’\it, k; € R.

Les solutions X (t) sont donc les fonctions

ot ky, ..., k, sont des constantes réelles.

3.4.2 Cas d’une matrice diagonalisable

Dire que A est diagonalisable signifie qu’il existe une matrice inversible P et une matrice
diagonale D telle que 'on ait A = PDP~!.
Rappelons que les colonnes de P sont formées des composantes d’une base de vecteurs propres, les
¢éléments diagonaux correspondants de D étant les valeurs propres associées. L’idée est de ramener
la résolution du systéme X = AX a celle d’un systéme U = DU, ou D est diagonale.

Posons
Ult)=P'X(t).
Puisque P est une matrice constante, on a U'(t) = P~'X'(t). On trouve alors

U'(t)=P1X'(t) = P'AX(t) = P"'PDP'X(t) = DP~'X(t) = DU(t)

Or, puisque la matrice D est diagonale, on sait résoudre le systéme U (t) = DU(t) (voir Exemple

3.4.1)) On revient aux solutions du systéme initial en utilisant la relation
X(t) = PU(t).

Conclusion Si U(t) est la solution générale de U'(t) = DU(t), la solution générale de X' = AX
est X(t) = PU(t).
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Remarque 3.4.1 Pour trouwver la solution générale de X' = AX, il faut trouver les matrices

D et P, mais il n'est pas nécessaire de calculer la matrice P~1.

Autre présentation de la solution générale
Il résulte facilement de ce qui préceéde que, si (vy,vs, ..., v,) est une base de vecteurs propres

de A, le vecteur v; étant associé a la valeur propre J\;, les fonctions
eMty;, pour (i =1,...,n)
forment une base de Pespace des solutions. La solution générale de X' = AX s’écrit donc
X(t) = areMto; + ..+ ae’ito,

ou les o;, (i =1...n) sont des constantes réelles.

Conditions initiales

Pour t = 0, la solution prend la valeur initiale Xy = ajv; + ... + a,v,. Autrement dit les
constantes (ay, ..., a;,) sont les composantes de la valeur initiale Xy dans la base de vecteurs propres
(v1, Vg, ..., v,).En fait, la condition initiale X, est en général donnée dans la base canonique, sous

la forme
T (O) = C1

(2)
x, (0) = ¢,

Les constantes oy, ..., a,, peuvent se calculer par la formule de changement de base

Le calcul de P~! peut donc étre utile quand on veut imposer & la solution des conditions

initiales données.
Dans la pratique, si on doit trouver une seule solution avec les conditions initiales (2) imposées,

chercher les constantes aq, ..., a,, telles que

vy + ..+ apv, =
On

revient & résoudre un systéme d’équations linéaires d’ordre n.

86



Chapitre4 : Applications de la diagonalisation des matrices

Exemple 3.4.2 Soit le systéme
37/1 =1+ 3

/
Ty = 279

!
Ty = Ty + 313

1 01
La matrice A = | 0 2 0 | a pour valeurs propres \y = 3, Ao = 2, A3 = 1. Des vecteurs
01 3
propres correspondants sont v (1,0,2), ve (1,—1,1), v3(1,0,0)

La solution générale du systéme s’écrit donc

21 (1) 1 1 1
X ()= | 25(t) | = ae™vi +be™ vy +celvs=ae® | 0 | +be” | =1 | +ce' | 0

On Uécrit plutot sous la forme :
z1 (t) = ae® + be? + ce!
Ty (t) = —be*

23 (t) = 203 + be*

Cherchons la solution vérifiant : x1 (0) =0, x5 (0) =1, 23(0) =2
En faisant t = 0 dans le systéme ci-dessus, on obtient le systéme (non différentiel)

_ 1
@ =3
b=1
— _3
€= "3
La solution cherchée est donc
1 3
1 (t) = §€3t + 62t — §€t

3.4.3 Equation differentielle linéaire

Exemple 3.4.3 Déterminer la solution générale de l’équation différentielle linéaire :
ylll - 5y// o yl + 5y — 0
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ou y est une fonction réelle d’une variable réelle t.

» Pour toute fonction réelle d’une variable réelle y, dérivable deux fois

Yv:R — R3
y (1)
t o= vl = 4@
y ()
Ona:
0 By” (t) +y (t) = 5y (1)
y est une solution de (I) <=1 (t)= | " (t) | = y' (t)
G y (1)
(51 =5 | [y ()
=Pt)=[10 0 y" ()
(01 0 y (1)
= (1) = Ay (1)
avec
5 1 =5
A=110 0
01 0
1 1 25
Les valeurs et les vecteure propres de A sont { —1 p < —1,¢ 1 p <1, 5 b
1 1 1

Pour résoudre (I) on diagonalise la matrice A et on applique comme le probléme précédent, on

obtient la solution générale de l’équation differentielle (I) est

Y (t) = ae vy + belvg + ce®ug

1 1 25
—ae | -1 | +bef | 1| +c®]| 5
1 1 1

ae”t + bet 4 25¢e®
= | —ae™! + be! + 5ced

aet + bet 4 cedt
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3.5 Exercices

Exercice 3.5.1 Soit la matrice
9 00

A=| -5 4 0
-8 0 1
1) Déterminer le Spectre de A et les sous espaces propres associés.
2) A est elle diagonalisable ?
3) Determiner une base de R® formée de vecteurs propres de A.

4) Montrer que pour tout entiern € N , A" = PD"P~1, puis calculer A™.

Exercice 3.5.2 Soit A la matrice

-4 —6 0
A= 3 5 0
3 6 5

1. Diagonaliser la matrice A.
2. Calculer A™ en fonction de n.
3. Soient les suites (Up)nen, (Un)

et (wy,), . définies par ug, vy et wy et les relations :

neN neN

Upy1 = —4u, — 6v,
Upt1 = Uy + OV,

Wpt1 = Uy, + 6V, + dw,

Ezxprimer X, .1 en fonction de A et X,,, pour n > 0. En déduire u,,, v, et w, en fonction de n.

Exercice 3.5.3 Soit la matrice

2 -1 -4

1) Diagonaliser la matrice A,
2) Résoudre le systéme différentiel X' = AX,
3) calculer exp A.

Exercice 3.5.4 Résoudre I’équation differentielle : y +5y + 3y —y =0
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