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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions deux problémes liés a la décroissance de la premiére
énergie de dimension une de 1'équation d'onde linéaire avec amortissement de Kelvin-Voigt
avec des fonctions de module de corde, puis nous remplacons le modele de Kelvin-Voigt par
le modele de Boltzmann. Et permettre 'arrét accéléré des propriétés des matériaux aux

interfaces
.La décroissance énergetique a été démontrée dans les deux cas

Ces nouveaux résultats indiquent que les propriétés de discontinuité du matériau a l'interface
et le "type" d'amortissement peuvent influencer le comportement spécifique de la

.décroissance énergétique

Mots clés : Stabilité exponentielle, semi-groupe, viscosité locale.
Abstract

In this paper we study two problems related to the decay of the first energy of one
dimension of the linear wave equation with Kelvin-Voigt damping with string modulus
functions and then we replace the Kelvin-Voigt model with the Boltzmann model. And

allow the discontinuation of the properties of materials at the interfaces accelerated.
Energy decay has been demonstrated in both cases.

These new results indicate that the material discontinuity properties at the interface and the

'type' of the damping can influence the specific behavior of the energy decay.

Key words : Exponential stability, semi-group, local viscosity.
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Notations

t : temps

E : énergie

f : fonction

D(A) : Domaine de lopérateur A.

[0, L] : I'intervalle fermé 0 <t < L

||.|| la norme associée aux produits scalaires

L? : T'espace des fonctions a la puissance p intégrables pour la mesure de
Lebesgue

H'(Q),H*(Q) : Espaces de Sobolev

||z|| : La norme de z

WP :Espace de Sobolev, 1 < p < 00
Wh? = HY(Q) : Espace de Sobolev

1 : Dérivée partielle de u par rapport a t

u' : Dérivée partielle de u par rapport a x
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Introduction

Au cours des dernieéres années, on s’est beaucoup intéressé au probleme de
stabilté exponentielle pour les systemes élastiques avec amortissement distribué
uniquement dans un sous-domaine
Dans ce mémoire, nous reprenons plus en détail les travaux de Kangsheng et Zhuan-
gyi [9] et nous essayons d’expliquer quelques passge nous limitons notre attention
a la corde vibrante a viscoélasticité locale, c’est-a-dire qu’un segment de la corde
est constitué d’un matériau viscoélastique, les autres segments sont en matériau
élastique. Dans ce travail on suivra le plan suivant :

Chapitre 01 Dans ce chapitre, Introduction générale pour le probleme de la sta-
bilité exponentielle

Chapitre 02 Dans ce chapitre, Quelques rappels sur I’analyse fonctionnelle qu’on
utlise au cours de ce mémoire

Chapitre 03 Nous étudions ’équation (3.1) en supposant que toutes les fonctions
de module sont lisses sur (0, L).

Chapitre 04Nous étudions 1'équation (4.1) et permettons l'incompatibilité des
fonctions de parametres dans l'interface.



Chapitre 1

Introduction générale

Au cours des dernieres années, on s’est beaucoup intéressé au probleme de la
stabilité exponentielle (qui est la décroissance exponentielle de ’énergie associée
a un probléme) pour les systeémes élastiques avec amortissement distribué unique-
ment dans un sous-domaine (appelons-le amortissement local). A notre connais-
sance, le premier article dans ce sens a été publié en 1991 par Chen et ses collegues
[3] o ils ont obtenu des conditions suffisantespour la décroissance exponentielle de
I’énergie associée a un systeéme conservateur linéaire abstrait avec amortissement.
Un exemple donné dans leur article est une équation d’onde linéaire unidimension-
nelle avec amortissement visqueux local

i(z,t) =u"(x,t) — b(x)u(x,t), x € (0,L),t>0,
u(0,t) = u L,t) =0, (1.1)
u(z,0) = u’(x), iz, 0) = u'(z)

ot b(x) est une fonction a support local sur (0, L) et est strictement positive sur
un sous-intervalle (a, ) C (0,L) 4 est la dérivée par rapport a "t" et v’ est la
dérivée par rapport a 'x" , Ils ont montré que ’énergie associée a (1.1) décroit
exponentiellement, c’est-a-dire qu’il existe des constantes M, w > 0 telles que

’énergie associée a ce probleme E(t) vérifie
E(t) < Me ™" E(0). (1.2)

Dans ce cas, le systeme est dit exponentiellement stable.

Notons que (1.2) est valable pour le systéme ci-dessus méme si la fonction du
coefficient d’amortissement b(x) est discontinue en z = a et x = (. Plus tard,
Renardy [12] a obtenu la propriété de croissance déterminée par le spectre (d'un
certain opérateur A) pour le méme systéme abstrait. Si cet opérateur A s’écrit
sous la forme A = Ay + B le générateur infinitésimal d'un Cy-semigroupe dans
un espace de Hilbert avec Ag est normal et B est borné. Nous supposons en outre
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qu’il existe M > 0 tel que toute valeur spectrale de Ay de module supérieur a
M —1 est une valeur propre isolée a multiplicité finie. En outre, on suppose que les
multiplicités de toutes les valeurs propres appartiennent a un disque unité donnée
(centré en un point z avec | z |< M) ne dépassent pas un certain entier n. On a
montré que le type du semi-groupe est déterminé par le spectre de A. On définit
le type du semi-groupe e par

T At
Wo = tlnoélog ]| /¢
et nous définissons la borne spectrale par
ro =sup{Re X | A € o(A)},

ou o(A) désigne le spectre de A. Ainsi, pour (1.1),on suppose que sup w est le
sup des parties réelles des valeurs propres. Concernant la version de dimension
supérieur & un de (1.1)nous nous référons a [2] pour les conditions géométriques
optiques connue. On peut aussi se référer a [15] , [16] pour le cas semi linéaire. La
condition suffisante est prouvée pour des problemes de contréle et d’observation
dans la frontiere.

Les auteurs des articles [7] [15], ont prouvé ’équivalence entre la contrdlabilité
exacte et la stabilisabilité exponentielle pour un systeme conservateur abstrait a
contrdle borné

Dans larticle [6], il a été abordé la question de controlabilité des solutions de
I’équation des ondes par des forces de commande distribuées limitées qui s’an-
nulle en dehors d’un certain sous-ensemble de la zone dans laquelle le processus
se développe. Ainsi, Par exemple, nous considérerons le probleme de controle de
mouvement d’une corde vibrante ou une membrane vibrée par des forces externes
exercées uniquement sur une partie spécifique du milieu élastique. Il a été montré
que la corde vibrante peut étre contolée en tous type d’énergie selon les forces en
question. mais c¢’est pas le cas pour la membrane vibrante. En fait , en considérant
un ensemble ouvert O ayant son complémentaire dans une membrane ayant des
"trapped rays ", en général il y aura des combinaisons d’énergie finis de fréquences
et d’amplitudes qui ne peuvent étre induites ou éliminées par la membrane par
des forces extérieures exercées seulement sur O. Il a été montré également que la
controlabilité exacte donnée dans [6] implique la stabilité exponentielle de (1.1)
par I'équivalence entre eux [7].

L’équation des ondes avec amortissement visqueux local a été bien étudié, en par-
ticulier dans le cas unidimensionnel linéaire. Mais on n’a pas assez d’études sur
les systemes élastiques avec amortissement viscoélastique local, bien que il y a une
compréhension assez profonde lorsque 'amortissement est distribué sur ’ensemble
du domaine . c’est 'objet de I'article qu’on a détaillé dans ce mémoire [9].



Chapitre 2

Rappels d’analyse fonctionnelle

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques éléments d’analyse fonctionnelle que
nous allons utiliser dans les chapitres suivants de ce mémoire tous les détails se
trouvent dans [1]

2.1 Epaces vectoriel normés, Espaces de Hilbert

Théoréme 2.1 [18] Pour toute norme x — ||z|| sur K* (K est un corps), Uappli-
cation
A — ||A|| = sup || Az|| (Sest la sphére unité)
z€S

définit une norme sur M,,(K).

Définition 2.1 [18] L’application A — ||A]| = sup,cq ||Az|| est la norme matri-
cielle induite par (ou subordonnée a) la norme vectorielle x +— ||z||.

Définition 2.2 ( Espaces de Hilbert) Soit H un espace vectoriel. Un produit
scalaire (u,v) est une forme bilinéaire de HxH dans R, symétrique, définie positive
[d.e. (u,u) 20 YueH et (u,u)>0siu0.

Théoréme 2.2 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert réel et a une forme
bilineaine sur H continue et coercive, c¢’est-a-dire telle qu’il existe C,a > 0 telles
que Vx,y € H,

la(z,y)| < Cllzlllyll et alz,z) > ol

alors pour toute forme linéaire continue L de H il existe un unique u € H tel que
Ve e H
L(z) = a(u,x)

4
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de plus si a est symétrique, en posant J(x) = za(x,z) — L(x) pour x € H,u est
caractérise par

J(u) = min J(x)

Définition 2.3 (Inégalité de Young) Supposons que a,b >0 et 1 < p,q < o0
avec % + % =1, l"inégalité de Young s’exprime par :

ab? b
ab < —+ —
p q

2.2 Espaces de lebesgue
Définition 2.4 (L’espace L?) Soit p € R avec 1 < p < 00

LP(Q) = {f : Q= R; f mesurable et |f|? € L'(Q)}

Il = | [ 150 as] "

Théoréme 2.3 L? est un espace vectoriel et ||.||» est une norme pour tout 1 <
ps oo

On note

avec ||.||r» est une norme.

Théoreme 2.4 LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < 00

Propriété 2.1 nous avons les deux propriétés suivantes de l’espace LP
1. LP est réflexif pour 1 < p < oo
2. LP(Q) est séparable pour 1 < p < o0

Définition 2.5 (Inégalité de Holder généralisée) Soit f, g deux fonction re-
speetivement daus LY () et dans LI(Q), avec

1 1 1

p q T
Alozs- le produit fg est daus L"(Q) et l'on a

U 'fg‘r‘””)i <[ r%); (. fgrng);
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2.3 Espaces réflexifs, espaces séparables

2.3.1 Espaces réflexifs
Définition 2.6 Soit E un espace de Banach . On dit queE est réflexif si J(E) =

E" On donne le résultat

Théoréme 2.5 Soit E un espace de Banach réflexif; alors toute suite bornée dans
E admet au moins une sous-suite faiblement convergente.

2.3.2 Espaces séparables
Définition 2.7 On dit qu’un espace métrique est séparable s’il existe un sous-

ensemble D C E dénombrable et dense.

Proposition 2.1 Soit E un espace métrique séparable et soit F' un sous-ensemble
de E . Alors F est séparable.

Preuve 2.1 Soit (u,) une suite dénombrable dense dans E. Soit (r,,) une suite
de réels positifs avec rp, — 0. On choisit (arbitrairement) apmpn € B(Up, m) () F
lorsque cet ensemble est non vide. Il est clair que la suite (Gp,,) constitue un
ensemble dénombrable dense dans F.

Corollaire

Soit ¥ un espace de Banach.
Alors (E réflexif et séparable)< E’ (réflexif et séparable)

Preuve 2.2 Voir H. Brezis [1] (le démonsration de Corollaire II1.24. , page 48 )

2.4 Espaces de Sobolev

Définition 2.8 (L’espace de Sobolev W'?) Soit I =la, b un intervalle borné ou
non et soit p € R avec 1 < p < 00

W'P(1) = {u € LP(I); 3g € LP(I) tel que /ugo’ = — /ggp Vo € Ci(I)}
I I

Proposition 2.2 (Inégalité de Couchy-Schwarz) SoitH un espace vectoriel .(u,v)
un produit scalaire sur H. Alors

N
[SIE

|(u, 0)] < (u, u)

(v,0)
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Définition 2.9 Soit O C RY un ouvert et soit p € R avec 1 < p < oo L’espace
de Sobolev WHP(Q) est défini par :

Wio(Q) = {u c1/(Q)| /Qua

Proposition 2.3 nous avons définie quelque propriétés de l’espace WP L espace
WP est un espace de Banach pour 1 < p < 0o

_/giSO Vo € C°(Q) Vizl,?,...,N}
Q

— WP est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo.
— HY(Q) = Wh2(Q)
— L’espace H' est un espace de Hilbert séparable.

— L’espace WHP(Q) est muni de la norme

[ullwrr = [Jullee

i ||l Lp

ou parfois de la norme équivalente

(!uH

— L’espace H'(2) est muni du produit scalaire

ou Ov
(u,v)m = UUL2+Z(85L' 695)

9 1/2
[l = (HUHiQ )
L2

est équivalente & la norme de W12,

1/p
) (sil<p<o0)

la norme associée

2.4.1 Inégalité de Poincaré

Soit 2 un domaine borné de R". Soit p un réel superieur ou égal a 1; alors il
existe une constante positive C telle que

Vu € WaP(Q), ullzm < CllVul o)
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2.5 Semi groupe

Nous avons utilisé [11] comme référence de ce paragraphe

Définition 2.10 Soit X un espace de Banach, une famille T'(t),0 < t < oo d’opé-
rateurs linéaires bornés de X dans X est dite un semi-groupe sur X si :

— T(0) =1 (I est lidentité dans X )
— T(s+1t)=T(s)T(t) pour tout t,s >0

Définition 2.11 ( Cy semi-groupe) Un semi-groupe T'(t),0 < t < oo d’opéra-
teurs linéaires bornés est un semi-groupe fortement continu Si :

ImT(t)x =2  pour tout x € X

t—0
Un semi groupe d’opérateurs linéaires bornés fortement continu est dit un Cy semi-
groupe

Théoréme 2.6 Soit T'(t) un Cy semi-groupe, alors ils existent un réel w et un réel
M > 1 tels que :
|T(t)|| < Me™ pour tout t > 0

En particulier, si M = 1 et w = 0 alors (T(t)); est appelé Cy semi-groupe de
contractions

2.6 Opérateurs

Définition 2.12 Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle opérateur
linéaire de E dans F toute application linéaire A : D(A) C E — F définie sur un
sous-espace vectoriel D(A) C E, d valeurs dans F.D(A) est le domaine de A.

On dit que A est borné s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

|Aul| < c||lul]| Vu € D(A).

Définition 2.13 Soit H un espace de Hilbert, un opérateur linéaire continue T
de H dans H est dit compact s’il transforme tout ensemble borné en un ensemble
relarivement compact.

Propriété 2.2 Un opérateur linéaire est compact si et seulement s’il transforme
toute suite faiblement convergente en une suite admettant au moins une sous suite
fortement converyente.
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2.6.1 Opérateurs m-dissipatifs dans un espace de Banach

Définition 2.14 (Opérateur dissipatif) On dit que Uopérateur (A, D(A)) li-
néaire non borné dans E(A : D(A) C E — FE) est dissipatif si pour tout
u€ D(A),A>0

|AL = A)ul| = Alfull

Définition 2.15 Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans X ( X est un
espace de Hilbert), est m-dissipatif Si :

— . A est dissipatif,
— VfeX,VA>0 3ze D(A) tel que \x — Az = f

2.6.2 Opérateurs m-dissipatifs dans un espace de Hilbert

Dans cette section nous supposons que X est un espace de Hilbert sur le corps
CouR

Définition 2.16 Un opérateur (A; D(A)) ; linéaire non borné dans un espace de
Hibert réel X ; est dissipatif si et seulement si

Ve € D(A); (Az,x) <0

Dans le cas d'un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est remplacée
par

Vo € D(A); Re(Az,z) <0

Définition 2.17 Soit A : D(A) C E — F un opérateur non-borné a domaine
dense .On peut définir un opérateur non-borné A* : D(A*) C F' — E’ en posant :

D(A*) ={v € F';3c > Otel que | (v, Au) |[< c||u||Vu e D(A)}

Définition 2.18 Un opérateur linéaire non borné (A; D(A)); de domaine dense
dans X est dit auto-adjoint si A = A* Il est dit anti-adjoint si A = —A*

Remarque 2.1 Si A est autoadjoint dans un espace de Hibert E et si A est dis-
sipatif, alors
A est m-dissipatif.
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2.6.3 Définition et propriétés élémentaires des opérateurs
maximaux monotones

Définition 2.19 Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné. On
dit que A est monotone si

(Av,v) 20 Yv e D(A),
A est maximal monotone si de plus R(I1+ A) =H i.e.

Vf e H,Jue D(A) tel que u+ Au = f.

Propriété 2.3 Soit A un opératear mazximal monotone, Alors
— D(A) est dense dans H.
— A est fermé.

— Pour tout A > 0, (I+ AA) est bijectif de D(A)sur H, (I + M\A)™! est un opé-
rateur borné et [|(T+AA) ™| vy <1

Preuve 2.3 Voir H. Brezis [1] (le démonsration de Proposition VII.1. , page 114

)

2.7 Générateur infinitésimal

Nous avons utilisé [11] comme référence de ce paragraphe
Théoréme 2.7 Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique.
Soit B un opérateur linéaire fermé vérifiant D(B) D D(A) et
|Bx|| < a||Az|| + b||z|]| pour = € D(A).
1l existe un nombre positif 6 tel que st 0 < a < § alors A+ B est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe analytique

Corollaire 2.1 Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique. Si
B est un opérateur linéaire borné alors A+ B est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe analytique

Corollaire 2.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique
uniformément borné. Soit B un opérateur fermé vérifiant D(B) D D(A) et

|Bz|| < al||Az|| pour x € D(A).

Alors il existe une constante positive ¢ telle que pour 0 < a < 6, A+ B est le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique uniformément borné.
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Théoréme 2.8 (Lumer Phillips) Soit A un opérateur linéaire tel que D(A) =
X

— Si A est dissipatif et s’il existe Ao > 0 tel que Im (Mgl — A) = X alors A est
le générateur infinitésimal d’un Cy semi groupe de contractions sur X

— Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi groupe de contractions sur
X alors A est dissipatif et Im(AN — A) = X pour tout A > 0. De plus, pour
tout x € D(A) et pour tout z* € F(x),Re (Ax,x*)) <0

2.7.1 Générateur infinitésimal de Semi groupe de contrac-
tion

Définition 2.20 Un opérateur dissipatif A pour lequel R(I — A) = X, est dit m-
dissipatif.

Si A est dissipatif alors pA pour tout p > 0 et donc si A est m-dissipatif alors
R(M — A) = X pour tout A > 0. En termes d’opérateurs m-dissipatifs, le théoréme
de Lumer-Phillips peut étre reformulé comme suit : un opérateur densément défini
A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe Cy de contractions si et seule-

ment si c’est m -dissipatif. Le résultat principal de cette section est le théoréme de
perturbation suivant pour les opérateurs m-dissipatifs

Résolution du probléme d’évolution
@t Au=0 sur [0,00]
u(0) = g

Existence et unicité Commencons par rappeler un retsultat classique.
Théoréme 2.9 (Cauchy, Lipschitz, Picard) Soit E un espace de Banach et
soit F : E — E une application telle que

|Fu — Fo|| < L|ju —v|| Yu,v € E (L >0).

Alors pour tout ug € E il eziste u € C*([0, 00; E) unique telle que

{ @ —Fu  sur [0,00]

u(0) =up (donnée initiale). (2.1)

Demonstration :
Existence. Résoudre (2.1) equivaut a trouver u € C([0, 00[; E) tel que

u(t) = uop +/0 F(u(s))ds. (2.2)
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Etant donné k > 0 - qui sera fixé ulterieurement - on introduit
X = {u eC ([0,00[; E);  Supssg e_Kt||u(t)H} < oo}

On vérifie aisément les propriétés suivantes :
i) X est un Banach pour la norme

lullx = Supyg e [lu(t)]]

ii) Pour tout u € X la fonction

(Du)(t) = ug —i—/o F(u(s))ds

appartient a X.

iii) ”(I)u - (I)UHX < %Hu - UHX v uv € X.

Pour k > L, ® admet un point fixe qui est une solution de (2.2)
Unicite.

Soiont u et u deux solutions de (2.1). Posant

p(t) = [lu(t) —a®)],

on a, grace a (2.2) ,

Donc ¢ = 0.

Théoréme 2.10 (Hille-Yosida) Soit A un opérateur mazimal monotone dans
un espace de Hilbert H. Alors pour tout ug € D(A) il existe une fonction

u € C' ([0, +oo[; H) N C ([0, +oo[; D(A))

unique telle que
‘fi—qt‘thu:O sur [0, 400]
u(0) =uy  (donne initiale).

De plus on a

d
()] < |uo| et Fut(t)‘—|Au(t)|<|Auo| vt > 0.

Preuve 2.4 Voir H. Brezis [1] (le démonsration de Theoréme VIL.4 , page 118 )



Chapitre 3

Kelvin-Voigt Model

Le modele Kelvin-Voigt de viscoélasticité linéaire suppose que la contrainte
instantanée dépend linéairement du taux de contrainte-déformation instantané,
c’est-a-dire

o(z,t) = a(z)e(z,t) + b(z)é(z, t).

Pour I'équation (3.1), un résultat tout a fait inattendu a été obtenu dans [8] dans
lequel nous avons que dans le cas ou m(x), a(x) sont des fonctions constantes
positives par morceaux avec discontinuité aux interfaces © = «, § et b(x) étant la
fonction caractéristique de (o, 3) , I"énergie pour I’équation (3.1) ne décroit pas
de facon exponentielle. Ce résultat est déroutant puisque le phénomene ne se voit
pas dans I'amortissement visqueux local modele (1.1). Il est donc naturel de se
poser la question suivante : Pourquoi la localisation de 'amortissement visqueux
"plus faible" ne perd pas stabilité exponentielle alors que I’amortissement Kelvin-
Voigt "plus fort" le fait 7 Nous supposons qu’il existe deux causes possibles a ce
phénomene.

(1). La discontinuité des propriétés des matériaux a l'interface.

(2). L'illimité de 'amortissement viscoélastique dans ’espace sous-jacent
Etudions alors le probléme :

t) = [a(x)u'(z,t) + b(z)d/ (x,t)], =€ (0,L),t>0,
=u(L,t) =0, (3.1)

Nous considérerons le taux de décroissance de 1'énergie pour I’équation (3.1)avec
les conditions suivantes sur les fonctions coefficient :

m,a,b € C'[0,L],(ma), (ab) € C*1 [0, L],

m(z),a(x) > 0,b(x) >0, /OL b(x)dx > 0. (3.2)

13



CHAPITRE 3. KELVIN-VOIGT MODEL 14

b(x) peut étre une fonction supportée localement sur[0, L|. 'énergie de 1’équation
(3.1) est définie par

E(t):% /O (@)l + a(z) '] de. (3.3)
Soit
H=L*0,L), [[ol[}; = f,'m 2)|* dz,
V= H}0,1), [Jv]]2= [ al z)|* dr,

H=VxH, |[(u0)l|} = lulli + [|v][F
on définit dans H
D(A) = {(u,v)|v € V,au' + b € H(0,L)}, (3.4)

et
A(u,v) = (v, %(au’ + ")) (3.5)

Ainsi (3.1) peut étre réécrite comme une équation d’évolution abstraite sur H :
(a(t), o(t)) = Alu(t), v(t)), (u(0), v(0)) = (uo, u1) (3.6)
il est bien connu que [13]

Lemme 3.1 A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-group de contractions
sur H,et iR € p(A).

Preuve 3.1 [1}]
i) D’aprés

Re(A(u,v), (u,v))y = —b(v) <0 V(u,v)) € D(A)
A est dissipativ. 1l est évident que Ker A = {0}. Pour tout (f,g) € H,Soit
u=-A"lg-Sf, v=Ff
Alors (u,v) € D(A), A(u,v) = (f,9), et

|(u, 0) |3 < M|(f, 9) |
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pour un certain M > 0 indépendant de (f,g). Par conséquent, A~* € L(H),0 €
p(A), et A est fermé. De plus, on voit que R(A\— A) = H pour A > 0 suffisamment
petit. et pour D(A) = H. La conclusion découle maintenant du théoréme de Lumer-
Phillips

it) Il est facile de montrer qu’il n’y a pas de spectre ponctuel sur l'imaginaire
aze, c’est-a-dire nous devons prouver que Ao N[C\o,(A)] C p(A). Par le théaréme
du graphe fermé, il suffit de montrer que Im A # 0 et Ker(A — A) = {0} implique
RAN—A)=H.
s0it

Ac={reo(A)||ImA |> €}
et
AN =T+AS+NA T eL(V). (3.7)
SiIm A # 0 et Ker(A—.A) = {0}, on a Ker A(X\) = {0}. Sinon, il existe un nonero

v e Ker A(N) C V. Il est facile de voir que (3v,v) € Ker(A — A).

Il découle de l'auto-adjonction de S € L(V) que 0 € p(I + \S) pour tout non réel
A. Sinoe
AN) =T +AS) (T 4+ (I +A5)"A™

et A1 est compact, par la théorie bien connue de Rics -Schunder
0€p(AN), R(AMW)=V.

A présent. pour tout (f,g) € H,letv = A"YN) (A" g — f),u = $(f+v). Ona
u,v eV
et

1 1
u+ Sv= X(f +0)+ X (M g—f—v—=NAT) = A7 (g — M) € D(A).
Par conséquent. (u,v) € D(A) et (A — A)(u,v) = (f,9). La preuve est compléte
Théoréme 3.1 le semi-group e pour lequation (3.1) avec des coefficients satis-

faisant les condition (3.2) est exponentiellement stable .
De plus,

@m@gnm{_%pwm}

ot Bo(A) = limy_, 4 o % In He“‘“ est le type de e, et oo(A) est le mazimum de la
partie réelle de o(A), le spectre de A.

preuve : il suffit de prouver ( d’apres [4], [5] , [17] )

sup {|| (1B, — A) || : BER} < 00 (3.8)
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Par la propriété de la résolvante, il suffit de montrer
sup{H()\ — A)_lH |0 <ReX <1} < +o00

En cas d’échec, d’apres le théoréme de résonance, il existe une suite (3, avec Ref3,, —
10 € [0, 1], et une suite de vecteurs (u,, ;) € D(A) tels ce

a(uy,) + c(v,) =1 (3.9)

et
(18, — A) (tun, vn) = (frn, gn) — 0 dans H (3.10)

on résout 1’équation résolvante

1BnUn — vy = frn — 0 dans V, (3.11)

1
iBntn — — (au’ + Sv) = g, — 0 dans H. (3.12)
m
Maintenant, par (3.9), (3.11) implique que
Bna (un) — a(vp, un) — 0 (3.13)

On obtient .
a (Sivn) =b(v,) = —7 <0.

Ainsi 79 = 0, et Sv, — 0 dans V. De plus, c¢(v,) — 0. Enfin, en ajoutant le
conjugué complexe de (3.13) et en utilisant le résultat de la derniere étape, nous
concluons que a (u,) — 0. Par conséquent, 1 = a (u,) + ¢ (v,) — 0, une contradic-
tion.

Prouvons ensuite 'inégalité (3.8)

Bo(A) = inf {a > 0o(A) | sup [[(A—=A)7!| < +oo}

Re A\>o

A partir de la dissipation de A, il suffit de montrer que
sup {H()\ — A)’1H | ReX € o, 1]} < 40

pour tout o tel que max{—v1/2,00(A)} < o < 1. Nous raisonnons a nouveau
par contradiction. Si I'inégalité ci-dessus n’est pas vraie, d’apres le théoreme de
résonance, il existe une suite 3, avec Re 3, — 70 € [0, 1] et |B,] > 1 et une suite
de vecteurs (u,,v,) € D(A) tels que (3.9), (3.10) soient vérifiés. On peut répéter
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la preuve apres (3.9) pour obtenir

b(vp) = —10 < —0 < %

D’autre part, on a o
Bnc (arn) + Bna (uy) +b(v,) — 0.

Prendre la partie imigrinaire et la combiner avec (3.9) assure ¢(v,) — 3 avec
v = v, comme n — o0 est —7y > % Cette contradiction acheéve la preuve .
Lemme 3.2 La suite de fonctions (u,,v,) vérifie
g 2 r 2
lim b(z) vy, |” dz = lim / b(z) |Bnu,|”dx =0 (3.14)
et
L ) 1 L ,
lim a(z) |u,|” de = =, / b(z) | Bavn|” dz = O(1) (3.15)
n—oo Jo 2 0

Preuve 3.2 D’apri (3.10) , on obtient

/0 b(z) |0, * dz = Re ((iB — A) (tn, ) , (Un, )y — 0 (3.16)

Ceci et (3.11) conduisent encore a

L L
/ D) | Bt |2 da :/ b(@) o, + f PP dz — 0 (3.17)
0 0

En suite , nous prenons la somme du produit scalaire de (3.11) avec v, , et (3.12)
avec u dans H pour obtenir

ltnlly = llvallr = Re (fus v gy + (G 1) gy — (b0}, 203)) = 0 (3.18)

Donc , compte tenu de(3.9) on a
L 1
lim a(z) |ul, | de = 5 (3.19)

n—oo 0

Pour montrer la deuxiéme égalité dans (3.15) on prend le produit scalaire de (3.12)
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avec 13,bv, dans H pour obtenir

L
/ mb | B, |? da
0

L L
= (gn, 18nbvy) 5 — / (au), + bv),) bi, Bv! dx — / (au), + bv),) b'iSB,v,dx
0 0

L (3.20)
= Re/ [(mgn — V'v),) biByv, + a (v), + f,) bU, + aul,b'iB,v,] dx
0
L —_—
= Re/ [(mgn — V'v},) biB,v, + au,b'if,0,] dz + o(1).
0
le second terme intégral est borné puisque
L
Re/ ab'u, i, v,dx
0
L
— b/ / I\ —~ d
Re/o ab’ (v,, + f,) vpdx (3.21)
1 L L
= —/ (ab')’ |vn|2dx—|—Re/ ab f! v, da
2 Jo 0
=0(1)

En raison de la délimtation de ||v,||;. Enfin , le premier terme peut étre estimé
comme suit ,

L
Re/ (mg, — b'v,) bif,v,dx
L
= Re/ (—gn\/ mb + v,/ b/m) (iv mbﬁn@n> dx (3.22)
0
I 5
§§ mb|B,v,|” dz,  pour grand n.
0

Donc , le membre de gauche de (3.20) est borné
Revenons maintenant & la preuve du théoréme . Prenos ¢ € C11([0, L];R) avec
q(0) = 0. il résulte du produit scalaire de (3.12) avec ¢T,, dans H que

Re (i8,0n, qT0n) y — Re (T, /m, qT,,) iy = Re (gn, qT0) 5 - (3.23)

ou T,, = aul, + bv),. Notons que T}, est borné dans H .
le membre de droite de(3.23) converge vers zéro du fait que 7,, est borné dans H
et g, converge vers zéro dans H .Pour les termes de gauche dans (3.23) , ona
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Re (iBnvn, q1),) 4

. L
:Re/ —iByvymaqat,dx + Re/ (iBnvnmq) (b0},) dx
0 0

L
=Re /0 (=iBnfn — Brun) mgati,dz +o(1)  (Lemme(3.2)) (3.24)
:% /OL(maq)' |Bnun|2 dr — Re /OLi (famaq) (Byuy,) dz + o(1)
1 L
25/0 (maq) |Butin|? dz + o(1)
et
Re (T, /m, qT,)
1 [E 1
_ 5/0 ¢|T.Pda + Sa(L) | Tu(L) + o(1) (3.25)
1

2

Ainsi (3.23) peut étre réécrit comme

__! /O d @, P+ (DT (L) +0(1)  (Lemme(32))

L L
/ (maq)' | Bpun|? de + / qa? |u | de — q(L) |T(L)|* = o(1). (3.26)
0 0

Prenons aussi le produit scalaire de ((3.23)) avec (maq)'u, un dans L?(0, L) pour
obtenir

<_/81?Lun - Tr/L/m7 (maqyun>L2 = 0(1) (327)
De

(=T5/m, (maq)'un)

:ALm¢<Q%?Z%>ﬁx+lfb¢(aéfy%)Qx
_ /OL (mﬁq)'a ! [* da: + /OL e <(maq)/)/andx +o(1) (Lemme (3.2))
(

3.2) - [lunll g = o(1))

(3.28)
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nous réécrivons (3.27) comme

L / L
/ (maq) o 2 s — / (maq) |Bun? dz = o(1). (3.29)
0 m 0
la combinaison de (3.26) et (3.29) donne
L /
[ (0 P20 e Pas - @ m0F = o). (330
0

Nous pouvons montrer que (3.30) conduira & une contradiction en choisissant cor-
rectement ¢(z) et en profitant de (3.14) .D’abord prenons

1 T /m(7) N
q(x) = 2\/%/0 \/mb( )dT. (3.31)

L’equation (3.30) est alors simplifiée en

| b e = an) LD = o) (3.3

ce qui implique de plus que T,,(L) — 0 di a (3.14)

Ensuite , nous
1 T /m(T) .
q(2) = 57— /0 T(T)d (3.33)

Prenons (3.30) pour obtenir

/0 ol [2 dz = o(1) (3.34)

Ceci contredit (3.15)



Chapitre 4

Boltzmann Modele

Le modele de Boltzmann d’élasticité viscoélastique linéaire suppose que la
contrainte instantanée dépend de la contrainte instantanée et de I'historique com-
plet du taux de contrainte de maniere linéaire, c¢’est-a-dire

o(z,t) = / n(x,t — s)é(x,t)ds (e(x, —o0) =0)
= n(x,00)e(x,t) — /000 ns(z, s)le(x,t) — e(x,t — s)ds
a(x)e(x,t) — b(x) /000 gs(s)[e(z,t) — e(z,t — s)]ds

ou 'on prend la fonction de relaxation sous la forme

n(x,5) = a(z) +b(z)g(s), g(o0) =0

et appelons aussi la fonction g la fonction de relaxation
Etudions alors le probleme :

ii(z,t) = [a(z)v/( —b(x) [ gs(s) (u’(w,t)—u’(x,t—s))ds}/,
u(0,t) = (L,) 0<z<L,t>0, (4.1)
u(z,t) = u’(x,t), (xt)—u(aﬁt)pourt<00<x<L

supposons que la " fonction de relaxation " g(s) satisfasse les conditions sui-
vantes :
(g1) g(s) € C%*(0,00) N C0, ), et gs(s) € L'(0, 00).
(82) g > 0,95 <0,gss > 0 sur (0,00).
(g3) —kgs < gss < —Kgs sur (0,00) pour certains k, K > 0.
(g4)

g
g4) g(o0) =

21
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Nous supposons également que
a,b € C*0,a]NC"a, L],a > 0 sur [0, L], b > Osur (o, L],b =0 sur [0, a), (4.2)

n(-,0) = (a+ g(0)b) € C"'[a, L] si b (o) = 0. (4.3)

Soit y(x,t,s) = u(z,t) —u(z,t —s) et v =10,z = (u,v,y). 'énergie du systéme
(4.1) est donnée par

PO =3 [ (ot + i) e L [Tl [l e

On définit les espaces V, H,Y et ‘H comme suit

W= {w |w,w' € L2(6,L),Ya < 6 < L,Vbw' € L*(a, L), w(L) = o} ,

L
(wr,wa),, :/ b(z)wiwhdz,

L
v_mOL.  Julf = [ @)
0
L
H=1'0.0), ol = [ loPd
0
Y = I((0,00); W), ol = [ ool
et
H=VxHXxY. (4.5)

Alors H est un espace de Hilbert .
On peut maintenant réécrire (4.1) comme une équation d’évolution

2(t) = Az(t)
sur H ou
Az = (0,T" 0 — ), (4.6)
B veV,seY(:cO)—O
D(A) = { PeH T(z) Eya uy— b(x fo 9s(s)y'(x, s)ds € H'(0, L) } @7)

D’aprés notre résultat précédent ( [10], lemme(3.2) ) on a

Lemme 4.1 Supposons que h(s) € Y, Re\ > —g,g(s) satisfait auzr conditions
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(91) -(93) .
y(s) :/ e A= (r)dr. Alors

(i) yeYNnC(0,00), W), ys € Yet

1
lyl3 §5(2Re)\~l—k‘—5)_1||h||§, pour 6 € (0,2ReA +k), (4.8)
ke | 95(5) (s(8), y () ds = =5 [lyly- (4.9)
(17) llgs(s)y(s)|lw — 0 lorsque s10, et |gs(s)y(s)]lw — 0 lorsque s — 0.

Théoréme 4.1 Supposons que (g1 — 4),(4.2) — (4.3) soient satisfaites . Alors
Vopérateur A défini par (4.6) — (4.7) génére unCy semi-groupe de contraction ez-
ponentiellement stable sur H

Preuve 4.1 Pour z = (u,v,y) € D(A), D’aprés le lemma (4.1) on a

Ro Az =)y = Re [ o) by ds < =51l <0, (@10
Ainsi , A est dissipatif . Pour (f,[,h) € H, considérons 1’équation
Az = (f,1,h), z=(u,v,y) € D(A). (4.11)
il est facile de vérifier que(4.11) admet une unique solution satisfait

[(u, v, 9) [l < MI|(f, 1, 1) ]2

Pour une constante M indépendante de (f,, ). Donc A~! € L(H). il de montrer
que A génére un semi-groupe Cy de contractions sur H (voir [10] )

Puisque 0 € p(A), pour vérifier (3.1) il suffit de prouver qu’il existe un constante
0 > 0 telle que

166 = Azl = 02l V2 € D(A), B € R. (4.12)

Supposons (4.12) est faux , alors il existe 8, € R, 2z, = (un,vn,yn) € D(A),
n=1,2,---, tels que

1 _
[ty )l = 1, 18] > 5 |47 "= (4.13)

et
li_1>n ||(zﬁn — .A) anH =0, (4.14)
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et aussi
1Bty — vy = f, — 0dans V, (4.15)
iBovn — T, =1, — 0dans H, (4.16)
1BnYn + Yns — Up = h,  — 0 dans Y. (4.17)

Lemme 4.2 La suite de fonction (u,, vy, yy,) satisfait

L
lim |ly,|ly = lim / (b ! |* + |un|® + T, — au'n|2) dr =0, (4.18)
n—oo n—oQ a
L o)
lim / qbvn/ gs(8)yl, [dsdr =0 Vq e C([a, L|;R). (4.19)
n—oo [ 0 ’

Preuve 4.2 D’aprés(4.17) on a

$ . 1 . $ .
Yn = / e~ Bn(s=7) (p + hy(7))dT = — (1 — 6_15"8) Up + / e_’ﬁ"(S_T)hn(T)dT.
0 0

iBn
(4.20)
Il résulte de(4.1)(4.13) et (4.14) que
k 9 ,
Pl < Re (untdy = Re (i~ A) 2z =0 (421)
De lemme (4.2)(i) ,(4.20) et (4.21) on obtient
00 L v 2 1 ‘ 2
2/ (cos fBps — 1)gs(s)ds/ b|—2| dr=|— (1—e ) v, —0. (422)
0 @ Zﬁn 2/671 Y
Par les conditions (g1) — (¢3)
£(p) = / (cos s — 1)gs(s)ds >0, VG #O. (4.23)
0
lim g0 () = g(0) > 0 et £ est une fonction continue sur R .On a donc
inf cos s — 1)gs(s)ds > 0. 4.24
it [ (eos g = 1. (429
La combinaison de (4.22) et (4.24) donne
L L r |2
lim [ b(z) W, [Pde= lim [ b(z)|—| dz=0. (4.25)
n—oo [ n—oo [, ’lﬁn
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Cela implique que u,, — 0 dans L*(d, L) pour tout a < § < L. Puisque u/, est
borné dans L?(a, L), en appliquant le théoréme d’interpolation faisant intervenir
des sous-domaines compacts , on obtient

lim [ |u,|dz = (4.26)

De plus

2
dx

L/m 9s(s)y,ds
0
00 L 00 )
< / 19.(5)|ds / b / 1g2() Iy dsde
0 « 0

< 9(0) max bx) |yl -0

a<lz<<L

D’aprés le lemme (4.1)(ii) , nous avons

qbvn gs(s yn (dsdx

gsss(s)y;dsdm

qb@n
0

(e’ L
<K / 19:(5) / (b5 | deds
0 o
0 L 2 L 1
<K / |gs<s>|( / b|qan|2dx) ( / b|y;|2dx) s
0 o o

1
[e%¢) L 3
<K (/ |gs(8)|d8/ b|q17n|2dx) |Ynlly — 0. (4.27)
0 [}

Lemme 4.3 u,,v, et T, vérifient

(i)  lim <|vn(a)|2—|— I, (a+)|2) —0.

n—oo
L
(i) lim / (10a +aluf2) d
n—oo a
Preuve 4.3 Soit q(x) € C%'([a, L];R) tel que q(L) = 0,q(c) # 0. il résulte de

(4.16) que
Re (iBpvn, qTn) 124, 1) — Re (T}, qTn) 20,y — 0 (4.28)
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On en déduit

L

1 1
~Re (T oy = 060 L@ + 5 [ dTfde (429

Re <i5n?}ann> L2(a,L)

L
— Re/ i3,qUy, (aﬂ; + T, — aﬂ;) dx

L B L B
= Re/ —aquy, (0, + f1) dv + Re/ iBnquy (T, — att},) dz

—ga(@)a (@) (@) + 5 [ (aa) fu, [ do

L
—|—Re/ 16nqUp (Tn — aﬂ;l) dx + o(1), (4.30)
et
L —
Re/ 13nqUn (Tn — aﬂ;) dz

L o0
:Re/ zﬂnqvnb/ gs(8)y,dsdx
aL J 0 7
:Re/ qvnb/ gs(s)(hy, + v, — 4, ,)dsdx
« 0

L L 00
:Re/ —g(0)qu,bv,,dx — Re/ qvnb/ 9s(8)yp, sdsdx + o(1).
a « 0

= %(Koz)b(oﬁ)g(O) | vn () |? +@/@ (bg)" [va|* da + o(1) (4.31)

Substitution (4.29)-(4.31) en (4.28) donnne
a()[|ITu(a®)]” + (ala) + b(a™)g(0)) [va(a) ]

+ / ¢ 1Tl + (ag + g(0)bg) [ua[Pldz = o(1). (4.32)

soit p € C%!([, L]; R),On prend les produits scalaires de (4.15) avec pv,, et (4.16)
avec pu, dans L*(«, L) pour obtenir

L L
iﬁn/ PU, Uy d :/ plval? dz + o(1), (4.33)
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L L
zﬂn/ pﬂnvnd:v—/ pT u,dx + o(1)
L

= —p(a)T,, () wn(ar) — / [P’ Tht, + pT,u,) de + o(.1) (4.34)

«

D’aprés le lemme (4.2), T, est borné dans L*(a, L) et u,(a) — 0. En prenant
q(x) = L — x dans (4.32) , on sait que T, (a™) est borné. Ainsi (4.33) et (4.34)

impliquent .
1
/ D (|vn|2 - - |Tn|2> dxr = o(1). (4.35)
o a

En prenant p = b dans (4.35) et en utilisant le lemme (4.2) on obtient

/Lb|vn|2d:c — o(1). (4.36)

Sib(a™) >0, par (4.32) et (4) la preuve est complétée sans condition (4.3) . Si
b(at) = 0, On substitue (4.35) par p = aq’ dans (4.32) pour obtenir

L

o) |2, @)+ a (@) onl@) 2] + [ 20+ (a + 90D a) onf* i = o(0).
" (4.37)
prenons ¢ dans (4.37) satisfaisant
2aq' + (a +g(0)b)qg=0b  q(L)=0.
Alors N bs)
_ [ g ey B(s
q(a —/ ele 2a ds # 0
=, ofs)
ou 6= g(0) . Donc (i) est vérifié et (4.37) se réduit a
L
/ 2aq’ + (@ + g(O)B)'q] [va]? dz = o1). (4.38)

En prenant g dans (4.38) satisfaisant
2a¢' + (a+g(0)b)qg=1  ¢(L)=0.

et p =1 dans (4.35) , on obtient les résultats recherchés .
Revenons maintenanta la preuve du théoréme . Soit ¢(z) € C%([0,a];R) tel que
q(0) =0 . il résulte de (4.16) que

Re (iBpvn,q0u5,) 12 o) — Re {(aul,)", qau;>L2(07a) — 0. (4.39)
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D’aprés le lemme (4.3) et T,, € H'(0, L), on a (au),) (™) =T, (a™) = o(1). Ainsi

1

—/ ¢ |au,|? dz + o(1) (4.40)
0

—Re((auy)", qansl) o o) = 2

et
Re (8,000t} 0y = Re | —agqun (6 + 17) do
0

=4 [ e = dateda (@) e+ ot

-1 /Oa(ga)’ ol d + o(1)
| VT
= 5/0 (qa)" |v,|” dx + o(1) (4.41)
la combinaison de (4.39)-(4.41) donne
lim /a (q’ |a!,|* + (qa)’ |Un|2> dz =0 (4.42)
e Jo
Si nous choisissons ol 1
q(z) = 0 s T dT@d&

il est facile de vérifier que

Ainsi (4.42) implique

lim [ (@l + o)) de =0 (4.43)
0



Conclusion

En combinant les résultats de ce mémoire et ceux examinés dans la section 1,
nous avons une image assez claire de 'effet de localisation de 'amortissement (vis-
queux, Boltzmann, Kelvin-Voigt) sur la préservation de la stabilité exponentielle
pour une equation des ondes linéaire unidimensionnelle .

1. Lorsque les fonctions coefffcientes sont lisses, la localisation de 'amortissement
préserv la stabilité exponentielle dans les trois cas.

2. Lorsque les fonctions coescientes présentent une discontinuité aux interfaces, la
localisation de 'amortissement Kelvin-Voigt perd sa stabilité exponentielle, tandis
que la localisation de ’amortissement visqueux ou les amortissements Boltzmann
préservent toujours la stabilité exponentielle.

3. Pour le modele d’amortissement de Kelvin-Voigt (3.1) avec des fonctions co-
effcientes discontinues aux interfaces, puisque la contrainte o(z,t) est continue, a
I'interface x = a Nous avons

ala ) (a™,t) = ala™)u'(a™,t) + b(x)d (a™, )

Ainsi la pente u/(z,t) de la corde pourrait étre discontinue en ce point. I'onde

peut étre partiellement réfléchie a l'interface avant qu’elle n’entre dans le Région.
Par une analyse aux valeurs propres, il existe une branche de I'approche aux va-
leurs propres - ’axe imaginaire comme sa partie imaginaire va vers 'infini, ce qui
signifie que l'effet d’amortissement diminue jusqu’a s’annuler pour une séquence de
fréquences alors qu’il tend a I'infini. Cependant, ce n’est pas la seule cause de perte
exponentielle de stabilité. Pour le modele de Boltzmann (4.1) avec des fonctions
coeffcientes discontinues au interfaces, La pente de la corde peut également étre
discontinue. On sait alors que le "type" de 'amortissement joue également un réle
ici.
Pour les structures élastiques de grande dimension avec viscoélasticité locale, le
probleme de la décroissance exponentielle de 1’énergie est plus délicate en raison du
caractere illimité de 'amortissement et absence de régularité de déplacement. Nous
rapporterons quelques résultats dans cette orientation dans les articles a venir.
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