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Abstract:  we study in this work at the beginning the analytic functions and their 

properties, and we define the quasi-analytic functions as a generalization of analytic 

functions, then builds an algebra. there are two quasi-analytic classes: class of BERNSTEIN 

and class of DENJOY-CARLEMAN, We will be interested in DENJOY-CARLEMAN class 

and especially those associating with logarithmic convex sequences, then deducing certains 

properties 

Keywords: analytic function ,  quasi-analytic function , logarithmic convex sequence, 

analytic extension 

 

،  :الملخص ونقدم خصائصها  التحليلية  الدوال  عملنا  بداية  في  تحليلية  و  سندرس  شبه  الدوال  نعرف 
  BERNSTEINصنف    اك صنفان من الدوال شبه تحليلية:دوال التحليلية والتي تكُون جبرا. هن لل  تعميمك

على    صوصا، وخ DENJOY-CARLEMN على صنف  ركزوسن  DENJOY-CARLEMANو صنف  
 خصائصهابعض   استنتاجمن خلال  المتتاليات المحدبة لوغاريتمياالنوع المرتبط ب

 تمديد التحليلي ، المتتالية محدبة لوغاريتميا، شبه تحليلية الةدتحليلية،   الةد الكلمات المفتاحية:

 

Résumé: on étudie dans ce travail les fonctions analytiques et leurs propriétés. et 

définir les fonctions quasi-analytiques comme une généralisation des fonctions analytiques 

qui constituent une algèbre. il existe deux types de fonctions quasi-analytiques: celle de 

BERNSTEIN et celle de DENJOY-CARLEMAN, on s'intéressera à celle de DENJOY-

CARLEMAN et surtout celle associer aux suites logarithmique convexes et déduire certaines 

propriétés   

Mots clés: fonctions analytiques, fonctions quasi-analytiques, suite log-convexe, 

prolongement analytique 
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Introduction

Au début du 19e siecle Hadamard Jacques un mathématicien français, l’un des grand
prionnier d’analyse, Dans ces traveau sur les fonctions analytiques il a sur tiré de belles
propriétés arithmétiques.

Dans ce travail, nous verrons certains de ces propriétés et nous allons étudier les classes
quasi-analytiques des fonctions, tous on se posant le problème de savoir comment on peut
prolonger une fonction analytique à travers sa frontière naturelle suivant un segment, et
quand est-ce que ce prolongement est unique.
On pourrait s’intéresser à trouver des conditions pour que si deux segements sur lesquels
la fonction a été prolongée se rencontrent, la valeur des prolongements de la fonction à
l’intersection des segements côıncident.

On va tout d’abord commencer par exposer quelques notions de bases importantes
dont nous aurons besoin , puis exposer les propriétés des fonctions analytiques d’une
variable réelle ce qui nous conduira à la définition de classes quasi-analytique et leurs
propriétés avec quelques exemples, deux types de classes quasi-analytiques de fonctions
seront étudiées, les classes de Denjoy-Carleman et celle de Bernstein, et on s’interessera
plus particulièrement aux classes de Denjoy-Carleman, enfin Déterminer un prolongement
quasi-analytique, problème d’unicité et application
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques éléments d’algèbre et d’analyse que nous
allons utiliser dans les chapitres suivants dans ce mémoire.

1.1 Algèbre

Soit K un corps

Définition 1.1. Espace véctoriel [6]
On appelle espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel) un ensemble E muni de deux
lois :
une loi interne, notée +, telle que (E,+) soit un groupe commutatif, c.à.d :

— + est associatice, c.à.d : ∀(x, y, z) ∈ E3, x+ (y + z) = (x+ y) + z
— Il existe un élément neutre notée 0E, c,à,d ∀x ∈ E, x+ 0E = 0E + x = x
— toute élément possède un symétrique, c.à.d :

∀x ∈ E, ∃(−x) ∈ E avec x+ (−x) = −x+ x = 0E

— + est commutative, c.à.d ∀(x, y) ∈ E2, x+ y = y + x
une loi externe, notée · , qui est une application de K× E dans E vérifaint :

— ∀(α, β) ∈ K2, ∀x ∈ E, (α + β) · x = α · x+ β · x.
— ∀α ∈ K, ∀(x, y) ∈ E2, α · (x+ y) = α · x+ α · y.
— ∀(α, β) ∈ K2, ∀x ∈ E, α · (β · x) = (αβ) · x.
— ∀x ∈ E, 1 · x = x.

Définition 1.2. Algèbre [6]
Une algèbre sur un corps commutatif K, ou simplement une K-algèbre, est une structure
algébrique (A,+, ·,×) telle que

— (A,+, ·) est un espace vectoriel sur K
— la loi × est interne

2



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

— la loi × est bilinéaire c.à.d : ∀(α, β) ∈ K2, (x, y, z) ∈ A3, on a :

(x+ y)× z = x× z + y × z

x× (y + z) = x× y + x× z

(αx)× (βy) = (αβ)(x× y)

1.2 Série entière

Définition 1.3. Série entière [6]

On appelle série entière toute série de fonctions de la forme
∑
n

anz
n où an est une suite

de nombres complexes et z ∈ C

Définition 1.4. Rayon de convergence [6]

On appelle rayon de convergence de la série entière
∑
n

anz
n le réel

R = sup{ρ ≥ 0; (anρ
n) est bornée} ∈ R+ ∪ {+∞}.

1.3 Fonction analytique

Définition 1.5. [1]
Soit f une fonction d’une variable réelle ou complexe à valeurs complexe définie sur un
ensemble X ⊆ C.
on dit que f est analytique en z0, si z0 appartient au domaine de définition de f et s’il
existe une série entière

∑
an(z − z0)

n de rayon de convergence strictement positif qui
côıncide avec f sur un voisinage de z0

On dit que f est analytique sur E, si f est analytique en tout point z0 de E

1.4 Fonction indéfiniment dérivable

Définition 1.6. [6]
On dit qu’une fonction f : [a, b] → R (ouC) est indéfiniment dérivable, si f est dérivable
sur ]a, b[ et si toutes les dérivées de f admettent une limite finie à droite de a et à gauche
de b.

1.5 propriétés des fonctions analytiques

propriétés d’unicité

Proposition 1.1. [1]
soit f et g définies et analytiques sur [a, b] :

3



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1. s’il existe x0 ∈ [a, b] tel que pour tout naturel n ∈ N on ait :

f (n)(x0) = g(n)(x0) alors f = g

2. si f(x) = g(x) sur un sous-intervalle ouvert non vide de [a, b] alors f = g

prolongement par recollement

Proposition 1.2. [1]
soient f et g analytiques réspectivement sur [a, b] et [c, d],
soient I = [a, b] ∪ [c, d], J = [a, b] ∩ [c, d] alors :

1. S’il existe x0 ∈ J tel que pour tout naturel n f (n)(x0) = g(n)(x0) alors il existe
h analytique sur I qui côıncide avec f sur [a, b] et avec g sur [c, d]

2. si f(x) = g(x) sur un sous-intervalle ouvert non vide de J alors il existe une
fonction analytique h définie sur I qui côıncide avec f sur [a, b] et avec g sur [c, d]

Théorèmes de caractérisation

Théorème 1.1. Pringsheim [1]
f définie sur [a, b] est analytique sur [a, b] si et seulement si f est indéfiniment dérivable
sur [a, b] et s’il existe A > 0 tel que pour tout naturel n et tout x ∈ [a, b] :

|f (n)(x)| ≤ An n ! (1.1)

Définition 1.7. [1]
soit f une fonction définie sur [a, b], on note :

||f || = ||f ||[a,b] = sup {|f(x)|; x ∈ [a, b]} (1.2)

En(f) = En(f, [a, b]) = min { ||f − p|| ; p pôlynome de degré au plus n} (1.3)

signalons que si f est continue, il existe un unique polynôme pn tel que ||f−pn|| = En(f) ,
appelé polynôme de meilleure approximation de degré au plus n de la fonction (Théorème
de Weierstrass)

Théorème 1.2. Bernstein [1]
Soit f une fonction définie sur [a, b], f est analytique sur [a, b] si et seulement s’il existe
A > 0 et ρ ∈]0, 1[ tel que pour tout naturel n

En(f) ≤ Aρn (1.4)

Propriétés algébriques

— L’ensemble des fonctions analytiues sur [a, b] est une algébre pour la multiplication
ponctuelle.

— Si f : I → J est analytique, g analytique sur J Alors g ◦ f est analytique sur I.

4



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Propriétés différentielles

Si f est analytique sur I, toute primitive de f est analytique sur I, et sa dérivée f ′

est analytique sur I.

1.6 Formule de Stirling

Définition 1.8. [6]
La formule de Stirling, du nom du mathématicien écossais James Stirling, donne un équi-
valent de la factorielle d’un entier naturel n quand n tend vers l’infini :

lim
n→+∞

n !√
2πn (n/e)n

= 1

que l’on trouve souvent écrite ainsi :

n ! ∼
√
2πn

(n
e

)n
où le nombre e désigne la base de logarithme népérien.

1.7 Inégalité de shwarz

Théorème 1.3. [6] Soit (E, ⟨·, ·⟩) un espace préhilbertien réel ou complexe. Alors, pour
tous vecteurs x et y de E

|⟨x, y⟩| 6 ∥x∥ ∥y∥

1.8 Principe de symétrie de Schwarz

Théorème 1.4. [6]
Si une fonction f : E → F est de classe C2 en un point a ∈ E, alors l’application bilinéaire
d2fa : E × E → F est symétrique.

1.9 Enveloppe convexe

Définition 1.9. Partie convexe
Un ensemble C est dit convexe lorsque, pour tous x et y de C, le segment [x, y] est tout
entier contenu dans C, c’est-à-dire :

∀x, y ∈ C ∀t ∈ [0 ; 1] t x+ (1− t) y ∈ C

Définition 1.10. Enveloppe convexe
Soit A une partie de E. L’enveloppe convexe de A est l’intersection de toutes les parties
convexes de E qui contiennent A.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.10 Forme quadratique

Définition 1.11. Polynôme homogène
Un polynôme homogène, est un polynôme en plusieurs indéterminées dont tous les mo-
nômes non nuls sont de même degré total. Par exemple le polynôme x5+2x3y2+9xy4 est
homogène de degré 5 car la somme des exposants est 5 pour chacun des monômes

Définition 1.12. Forme quadratique
Une forme quadratique est un polynôme homogène de degré 2.
Les formes quadratiques d’une, deux et trois variables sont données respectivement par les
formules suivantes (a, b, c, d, e, f désignant des coefficients) :

Q(x) = ax2

Q(x, y) = ax2 + bxy + cy2

Q(x, y, z) = ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz

1.11 Equation intégrale de Voltera

Définition 1.13.
Une équation intégrale est une équation dont l’une des indéterminées est une intégrale.
On appelle une équation intégrale linéaire de Voltera de second espèce une équation de la
forme

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)ϕ(t) dt.

où ϕ est une fonction inconnue et K et f sont des fonctions connues

1.12 Théorème de Bang

Théorème 1.5. [7]
En géométrie , le théorème de Bang sur les tétraèdres stipule que, si une sphère est inscrite
dans un tétraèdre et que des segments sont tirés des points de tangence à chaque sommet
sur la même face du tétraèdre, alors les quatre points de tangence ont le même triple de
angles. En particulier, il s’ensuit que les 12 triangles dans lesquels les segments subdivisent
les faces du tétraèdre forment des paires congruentes sur chaque bord du tétraèdre.

1.13 Arc de Jordan analytique

Définition 1.14.
Soit γ : I → C On dit que γ est l’arc de Jordan Si B est un arc de frontière libre de
C et il existe A un arc ouvert de frontière libre de D tel que γ a une extension injective
continue et γ(A) = B.

6



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.14 Introduction aux classes quasi-analytiques réeles

1.14.1 Les classes de DENJOY-CARLEMAN

Soit I un intervalle de R et {Mn}n une suite de nombres réels positifs

Définitions 1.1. [1]
La classe C(M) = C(M, I) tel que M = {Mn}n est l’ensemble des fonctions f définies
sur I, indéfiniment dérivable telles qu’il existe A > 0 vérifiant pour tout naturel n

||f (n)(x)||I ≤ AnMn (1.5)

Si Mn = n! ces inégalités sont vérifiées en particulier par toute fonction analytique sur I
et (1.1) montre que C(M,I) est l’ensemble des fonctions analytique sur I.
La classe C(M) est dite quasi-analytique au sens de Denjoy-Carleman si tout élément f
de cette classe est complétement détérminé par la suite {fn(x0)}n, où x0 ∈ I.
En particulier (1) de 1.4.1 montre que la classe des fonctions analytique est une classe
quasi-analytique de Denjoy-Carleman

1.14.2 Les classes de S.BERNSTEIN

Soit {Nn}n une suite strictement croissante de naturels et I = [a, b].

Définitions 1.2. [1]
La classe B(N) = B(N, I) tel que N = {Nn}n est l’ensemble des fonctions f telles qu’il
existe A > 0 et p ∈]0, 1[ satisfaisant pour tout m ∈ {Nn}n

Em(f) ≤ Apm (1.6)

Si {Nn} = n ces inégalités sont vérifiées en particulier par toute fonction analytique sur
I, et (1.2) montre que B(N, I) est exactement l’ensemble des fonctions analytique sur I.
La classe B(N, I) est dite quasi-analytique au sens de Bernstein si tout élément f de cette
classe est complétement détérmoiner par sa restriction à un sous intervalle ouvert non
vide de I.
En particulier (2) de 1.4.1 montre que la classe des fonctions analytique est une classe
quasi-analytique de Bernstein.

7



Chapitre 2

les classes de DENJOY-CARLEMAN

2.1 Caractérisation

Théorème 2.1. DENJOY-CARLEMAN [1]

C(M) est une classe quasi-analytique de Denjoy-Carleman si et seulment si
∑
n

1

βn
diverge

avec βn = inf
r∈N

(Mn+r)
1/n+r

Pour des conditions équivalantes on peut utiliser le lemme suivant

Lemme 2.1. [1]
Soit {Mn}n une suite de nombres positifs, on désigne par Mn = einf{t;(n,t)∈E} où E dé-

signe l’enveloppe convexe des points (k,Mk), k ∈ N, T (r) = sup
n∈N

rn

Mn

alors les expressions

suivantes convergent ou divergent simultanément∑
n

1

βn
,
∑
n

1

(Mn)1/n
,
∑
n

Mn

Mn+1

,

∫ ∞

1

log T (r)

r2
dr ,

∫ ∞

1

log[
∑

(
rn

Mn

)p]dr

et p > 0

2.1.1 Exemples et contre-exemples de classes quasi-analytiques de DENJOY-
CARLEMAN

Soit q un entier q > 0 soit log1 x = log x et par récurrence logp+1(x) = log(logp x) alors
— Les classes C(Mq, I) avec Mq(n) = (n log1(n)× ...× logq(n))

n pour n assez grand,
sont des classes quasi-analytiques de Denjoy-Carleman pour tout entier q ≥ 1

— Les classes C(Mλ
q , I) avec Mλ

q = (n log1(n) × ... × logq−1(n) × logq(n)
λ)n sont

quasi-analytiques pour λ ≤ 1 et non quasi-analytique pour λ > 1.

8



CHAPITRE 2. LES CLASSES DE DENJOY-CARLEMAN

2.2 Inclusion d’une classe dans une classe

Théorème 2.2. Cartan et Mandelbrojt [1]

C(M, I) ⊆ C(M ′, I) si et seulement si lim
n
(
M f

n

M ′
n

)1/n <∞

où M f
n =

1

nn
sup
r≥n

r2n

U(r)
et U(r) = sup

n≤r

r2n

nnMn

, r ∈ R.

Remarques 2.1.
— Il existe un procédé constructif pour obtenir la suite {M f

n}n à l’aide de la suite
{Mn}n.

— Le théorème précédent est encore valable en supprimant la condition de quasi-
analyticité de C(M, I) et de C(M ′, I).

2.2.1 Résultats

1. S’il existe n0 ∈ N tel que ∀n ≥ n0 :Mn = 0 alors C(M, I) est inclu dans l’ensemble
des polynôme de degré au plus n0 − 1 restreints à I.

2. La classe analytique est incluse dans C(M ′, I) si et seulement si

lim
n

n

(M ′
n)

1/n
<∞

Démonstration

1. On a ∀n ∈ N ||f (n)(x)||I ≤ AnMn alors pour n ≥ n0 on a ||f (n)(x)||I ≤ 0

c à d f (n)(x) = 0 et on a f(x) =
∞∑
n=0

fn(x)

n!
xn =

n0−1∑
n=0

fn(x)

n!
xn

2. En utilisant la formule de Stirling, on montre que C(n!, I) = C(nn, I).
Soit Mn = nn, on va déterminer un encadrement de M f

n .

U(r) = sup
n≤r

r2n

n2n
et on remarque que

d

dn
(
r2n

n2n
) = 2(

r

n
)2n(log

r

n
− 1), donc

r2n

n2n
est

maximale en x =
r

e
sur [0, r] (on suppose r ≥ 6 ) on ontient que U(r) ≤ βr avec

β = e2/e. D’autre part soit m ∈ N, 1 ≤ m ≤ r tel que
r2m

m2m
= U(r). comme

r2y

y2y

est monotone sur [1, x] et [x, r] il vient que |m− r

e
| < 1 et donc |m− r

e
| < r

2e
par

conséquent

U(r) ≥ min{
(
r
r
2e

)2. r
2e

;

 r
3

2

r

e


2. 3

2
. r
e

} = αr α = (2e)1/e

On obtient l’encadrement

9



CHAPITRE 2. LES CLASSES DE DENJOY-CARLEMAN

(
2n

e. log β

)2n

= sup
r≥n

r2n

βr
≤ nnM f

n ≤ sup
r≥n

r2n

αr
=

(
2n

e. logα

)2n

Vu que
d

dr

[
r2n

γr

]
= (2r

n

r
− log γ)

r2n

γr
, d’où on déduit que

r2n

γr
est maximal en

r =
2n

log γ
. Enfin on obtient les inégalités(

4n

(e. log β)2

)n

≤M f
n ≤

(
4n

(e. logα)2

)n

qui avec le théorème précédent démontrent le deuxième point.

2.3 Log-convexe et quasi-analyticité

2.3.1 suites log-convexe

Définition 2.1. [3]
Une suite de nombres réels positifs (Mn)n∈N est dite logarithmiquement convexe si et
seulement si pour tout n > 1,M 2

n 6Mn−1Mn+1

Proposition 2.1. [3]
Pour une suite de nombres réels positifs (Mn)n∈N les assertions suivantes sont equiva-
lentes :

1. (Mn)n∈N est log-convexe

2.

(
Mn

Mn−1

)
est monotone croissante

3. (ln (Mn)) est convexe

Preuve 2.1.
Les conditions (1)et (2)sont évidemment équivalentes.
si (3)est vraie alors 2 lnMn 6 lnMn−1. lnMn+1 d’ou (1)
si (2) est vraie alors pour tout n,m, k ∈ N tel que :n 6 k 6 m on a :

1

k − n

k∑
j=n+1

ln

(
Mj

Mj−1

)
6 1

m− k

m∑
j=k+1

ln

(
Mj

Mj−1

)
Corollaire 2.1. [3]
Si une suite de nombres réels positifs (Mn)n∈N est log-convexe avec M0 = 1, Alors :(

n
√
Mn

)
n∈N est monotone croissante

Preuve 2.2.
proposition 3.3.2,il s’ensuit que pour tout n ∈ N :

Mn =
Mn

M0

=
n∏

j=1

Mj

Mj−1

6
(

Mn

Mn−1

)n

10



CHAPITRE 2. LES CLASSES DE DENJOY-CARLEMAN

ou equivalent à :

M

1

n− 1
n−1 6M

1

n
n

Lemme 2.2. [3]
Supposons que (Mn)est une suite log-conv de nombres réels positifs .C{Mn} est quasi
analytique si et seulement si pour certains et donc pour tout j ∈ N la classe C

{
j
√
Mnj

}
est quasi-analytique

Preuve 2.3.
On peut supposer M0 = 1.En fait, si M0 ̸= 1 alors on peut appliquer la preuve à la

suite

(
Mn

M0

)
n∈N

. il suffit de prouver que
+∞∑
n=1

1
n
√
Mn

= +∞ seulement si pour un j ∈ N,

+∞∑
n=1

1
nj
√
Mnj

= +∞

on a alors :

+∞∑
n=1

1
n
√
Mn

=
+∞∑
n=1

 1

nj
√
Mnj + · · · ·+ 1

nj+(j−1)
√
Mnj+(j−1)

 +

j−1∑
n=1

1
n
√
Mn

6 j
+∞∑
n=1

1
nj
√
Mnj

+

j−1∑
n=1

1
n
√
Mn

ce qui prouve la partie nécéssité d’autre part
∑+∞

n=1

1
nj
√
Mnj

diverge pour certains

j ∈ N alors la série
+∞∑
n=1

1
n
√
Mn

diverge aussi car elle contient plus de sommations

2.3.2 Propriétés algébriques

— C(M, I) est un espace vectoriel.
— une condition suffisante pour que C(M, I) soit stable pour la multiplication ponc-

tuelle est que l’un des deux propriétés suivantes soient vérifiée :

1. (Mn)n∈N est log-convexe

2. lim
n

Mn

n
> 0 c’est à dire si M(C, I) contient la classe analytique

Démonstration de (2)

Rappelons les inégalités de Cartan-Georny
Soit I = [−1, 1] et pour tout naturel r, Ar un nombre positif tel que Ar ≤ ||f (r)||I alors
pour tout naturel p et tout naturel k ≤ p on a

||f (k)||I ≤ max

{
2

(
e2p

k

)k

A
1− k

p

0 A
k
p
p , 2

(
e2p2

2k

)k

A0

}

11
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Auterement dit ces inégalité peut s’écrire ||f (k)||I ≤ 2

(
e2p

k

)k

A0 max

{(
Ap

A0

) k
p

,
(p
2

)k}

et en posant Bp = max

{(
Ap

A0

)
,
(p
2

)p}
il vient que ||f (k)||I ≤ 2A0

(
e2p

k

)k

B
k
p
p

Soient f et g éléments de C(M, I) il existe A et B deux nombres positifs tels que pour
tout naturel n on ait ||f (n)||I ≤ ABnMn, ||g(n)||I ≤ ABnMn.

Définissons pour tout naturel r, Ar = ABrMr de (f.g)(p) =

p∑
k=0

(
p

k

)
f (k)g(p−k) (Formule

de Lebniz) il vient en utilisant les inégalités de Cartan-Gorny que

||(f.g)(p)||I ≤ ||(f.g)p||I ≤
p∑

k=0

(
p

k

)(
2A0

(
e2p

k

)k

B
k
p
p

)(
2A0

(
e2p

p− k

)p−k

B
p−k
p

p

)

≤ 4e2pA2
0Bp

p∑
k=0

(
p

k

)
pp

kk (p− k)p−k

En utilisant la formule de Stirling, il est facile de vérifier qu’il existe une constante c
vérifiant pour tout naturel k et p, k ≤ p

pp

kp(p− k)k
<

p!

k!(p− k)!
c.
√
p

D’autre part

p∑
k=0

(p
k

)2
≤

(
p∑

k=0

(p
k

))2

= 42p

donc

||(f.g)(p)||I ≤ 4 c (4e)2p
√
pA2

0 max

{
Ap

A0

,
(p
2

)p}

Du fait que lim
n

(Mn)
1/n

n
> 0 il existe a ≥ 1 tel que quelque soit p :

(p
2

)p
≤ ap

Ap

A0

Donc

||(f.g)(p)||I ≤ A′B′pMp avec A
′ = 4c.A0, B

′ = 2a.(4e)2 et remarquant que
√
p < 2p. Le cas

où I = [a, b] se ramène, par un changement de variable affine, au cas [−1, 1] ce qui achève
la démonstration.

2.3.3 Propriétés différentielles

— Toute primitive de f ∈ C(M, I) est un élément de C(M, I).

— C(M, I) est stable pour la dérivation si et seulement si lim
n

(
M f

n+1

Mn

)1/n

<∞.

12
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2.4 Prolongement par recollement

Proposition 2.2. [10]
Soient f ∈ C(M, I), g ∈ C(M,J) et K = I ∪ J . S’il existe x0 ∈ I ∩ J tel que pour tout
naturel n, f (n)(x0) = g(n)(x0) alors il existe n ∈ C(M,K) qui prolonge f et g.

2.5 Prolongement par interpolation

2.5.1 Méthode de Charles de le Vallée-Poussin

Nous avons utilisé [11] comme référence de ce paragraphe
Pour simplifier les notation soit I = [−π, π] et soit x0 ∈ I et {cn}n suite des nombres réels
(ou complexes),
Supposons qu’il existe f ∈ C(M, I) périodique de période 2π telle que f (n)(x0) = cn et que
de plus, l’on connaisse A et B tels que ||fn||I ≤ BAnMn. On se propose de détérminer
les coefficients de Fourier de f . Sans restreindre la généralité on peut supposer que f est

paire, f(x) =
∞∑
n=0

an cosnx, x0 = 0. On a donc à résoudre le système linéaire infini

c2i =
∞∑
r=0

(−1)i r2i ar ∀i ∈ N

Posons T (r) = sup
n∈N

rn

Mn

et S(r) =
1

β
T (

r

A
) . On montre, par intégration par partie, que

|ar| ≤
1

S(r)
. Soient ϵ > 0 et n ∈ N données, on choisit p ∈ N tel que

(
∞∑

k=p+1

k2(n−1)

S(k)

)2

≤ ϵ

n
(2.1)

On a alors (
c2i −

p∑
r=0

r2i ar

)2

≤ ϵ

n
pour i ∈ {0, ..., n− 1}

Soient F (y) =
n−1∑
i=0

(
c2i −

p∑
r=0

r2i yr

)2

+ ϵ

p∑
r=0

y2r S(r)
2 α−2r α > 1(

ap0, ..., a
p
p

)
le point où f est minimale et m la valeur de ce minimum. On a

m ≤
n−1∑
i=0

(
c2i −

p∑
r=0

r2iar

)2

+ ϵ

p∑
r=0

a2r S(r)
2 α−2r ≤ ϵ

(
1 +

1

1− α−2

)

en posant C = 1 +
1

1− α−2
et D = α.C1/2 , On obtient

13
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1.

(
c2i −

p∑
r=0

r2iapr

)2

< ϵ.C , i ≤ n− 1

2. |apr| <
D

S(r)
, r ≤ p

soient {ϵk}k une suite de nombres strictement positifs qui converge vers zéro et {nk}k une
suite strictement croissante de naturels. Soit pk un entier satisfaisant 1.6 pour ϵ = ϵk et
n = nk, soit N0 = {pk; k ∈ N}. pour tout sous-ensemble infini N1 de N0 il existe un
sous-ensemble infini N2 de N1 tel que pour tout r ∈ N{apr}p∈N2 soit convergente vers a∗r.
(α > 1 fixé).
On peut montrer que
” La classe des fonctions périodique

P (γ) = {g; g(x) =
∞∑
n=0

a
′

ncosnx+b
′

nsinx et ∃B′ ∈ R tq max{|a′

n|, |b
′

n|} < B′e−γ(n)}

où γ une fonction continue sur [1,∞[ telle que tγ′(t) tend en croissant vers l’infini lorsque

t tend vers l’infini est quasi-analytique si et seulement si

∫ ∞

1

γ(t)

t2
dt diverge”.

Supposons de plus que {M1/n
n }n crôıt vers l’infini.

En prenant pour γ(t) = log(S(t)) on a

∫ ∞

1

γ(t)

t2
dt = ∞ et γ′(t) =

A

2

n(t/A)

t
où n(r)

est la plus petite valeur m ∈ N telle que T (r) = supn∈N
rn

Mn

=
rm

Mm

.

Les conditions sur γ sont alors vérifiées et P (γ) est une classe quasi-analytique périodique

qui a pour élément f et g : g(x) =
∞∑
n=0

a∗n cos(nx), vu les inégalités (2). De plus, les

inégalités (1) montrent que g(r)(0) = f (r)(0) ∀r ∈ N, par conséquent f = g et aprp
converge vers ar pour tout naturel r.

Remarque 2.1.
La méthode qu’on vient de présenter n’est pas exactement celle de C.de la Vallée-Poussin.
Ce dernier n’a pas imposé l’inégalité 1.6 et de ce fait n’obtient que l’existence d’une sous-
suite de {apr}p qui converge vers ar pour tout naturel r.

2.5.2 Méthode de T.CARLEMAN

Nous avons utilisé [12] comme référence de ce paragraphe
Soit {cn}n une suite de nombres et supposons qu’il existe f ∈ C(M, I), I = [0, 1], telle
que f (n)(0) = n! cn pour tout naturel n.
On propose de détermner une suite de fonctions qui convergent uniformément vers f sur
I ainsi que leurs dérivées successives.

La classe C(M, I) étant quasi-analytique on a
∞∑
n=0

1

βn
= ∞, il est alors facile de construire

14
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une suite {αn}n telle que :
∞∑
n=0

1

αn

= ∞ et
αn

βn
= ∞ croit vers l’infini avec n.

Posons γn =

(
1

αn

)2n

Soit fn la fonction qui minimise In(g) =
n∑

k=0

γk

∫ 1

0

|g(k)(x)|2dx et

qui vérifie les conditions f
(k)
n (0) = k!ck k ∈ {0, ..., n−1} alors fn est la suite de fonctions

cherchée.
De plus Carleman montre l’existence de réels ωn,m tq n,m ∈ N (le procédé de calcul des
ωn,m est explicite dans sa démonstration) tel que toute fonction f ∈ C(M, I) se présenter

par f(x) =
n−1

lim
m=0

ωn,mcmx
m la convergence étant uniforme et m!cm = fm

0 T.Carleman

affirme ce dernier résultat sans toutefois l’avoir démontré. Au passage Carleman enonce
le théorème suivant :

Théorème 2.3. [1]
Etant donné un nombre positif ϵ on peut trouver un nombre entier N et une quantité
positive δ (ne dépent que de ϵ, ketM0,M1, ...,Mn) tels que les inégalités

|f (v)(x)| ≤ kvMv a ≤ x ≤ b

|f (v)(a)| ≤ δ pour 0 ≤ v ≤ N

entrâınent

|f(x)| < ϵ pour a ≤ x ≤ b

pour vu que C(M, [a, b]) soit quasi-analytique
Théorème qui a été depuis démontré par Bang et Mandelborojt

2.5.3 Compléments, 1er Algorithme, 2ème Algorithme

Compléments

Soit C2(M, I) l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur l’intervalle I telles
qu’il existe deux nombres A et B tels que pour tout naturel n,

||f (n)||2 ≤ BAnMn où ||g||2 =
[∫

I
|g(x)|2dx

]1/2
.

Il serait naturel d’utiliser la méthode de Carleman dans ces classes de fonctions.

Théorème 2.4. [1]

La classe C2(M, I) est quasi-analytique si et seulement si
∑ a

βn
diverge avec βn = infn∈N(Mn+r)

1/(n+r)

Démonstration

donnons le lemme de Carleman suivant :
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Lemme 2.3. [1]
une condition nécéssaire et suffisante pour que toute fonction analytique ϕ dans le demi-

plan, réel z > a et qui satisfait aux inégalités |ϕ(z)| ≤ Mn

|z|n
soit identiquement nulle est

que ∫ ∞

1

log

(
∞∑
n=0

rn

Mn

)
dr

r2
diverge

Preuve 2.4. Ceci dit montrons la suffisance par l’absurde.
Supposons qu’il existe x0 ∈ I et f ∈ C2(M, I) tels que f ̸= 0 et f (n)(x0) = 0 pour
tout naturel n.
Quitte à faire une transformation affine on peut supposer que I = [0, 1] et que x0 = 0. On
peut aussi supposer que f ′′ ∈ C2(M, I) quitte à remplacer f(x) par

∫ x

0

∫ τ

0
f(t) dt dτ .

La fonction g(x) = f(4x(x− 1)) est non identiquement nulle vu que

[0, 1] → [0, 1]

[0, 1] → 4x(x− 1)

est surjective et que f est non identiquement nulle. De plus, g vérifie :

1. g(n)(0) = g(n)(1) = 0 pour tout naturel n

2. g ∈ C2(M, I)

Comme nous l’avons supposé que f (n)(0) = 0 et comme on a g(x) = f(4x(x − 1)) alors
g(n)(x) = f (n)(4x(x − 1)), donc pour x = 0 on a g(n)(0) = f (n)(0) = 0 , et pour x = 1
on a g(n)(1) = f (n)(0) = 0
montrons le second.

Tout d’abord montrons que ||f (n−p)||2 ≤
1

(p− 1)!
||f (n)||2

Ceci pour tout p ≤ n

f (n−p)(x) =

∫ x

0

f (n−p+1)(t)dt =
1

(p− 2)!

∫ x

0

(x− t)(p−1)f (n)(t)dt

En appliquant l’inégalité de Schwarz il vient

||f (n−p)||22 =
∫ 1

0

1

((p− 2)!)2
|
∫ x

0

(x− t)(p−1) f (n)(t) dt|2 dx

≤ 1

((p− 2)!)2

∫ 1

0

∫ x

0

(x− t)2(p−1)dt

∫ 1

0

|f (n)(t)|2dtdx

||f (n−p)||22 ≤
1

((p− 2)!)2.2(p− 1).(2p− 1)
||f (n)||22 ≤ 1

(p− 1)!2
||f (n)||22

Rappelons l’identité entre séries formelles suivante :
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∞∑
n=0

an
n!

(
∞∑

m=1

bm
m!
xm

)n

=
∞∑
k=0

Ck

k!
xk avec

Ck

k!
=

k∑
n=0

an
n!

∑ (
k∑

m=1

im)!

k∏
m=1

im!

k∏
m=1

(
bm
m

)im et

k∑
m=1

im.m = k

On a en particulier l’identité avec ak = h(k) , bk = f (k)(h(x)) et Ck = (f ◦

h)(k)(x). Posons a′n = an
(k − n)!

k!
, b∗n = |bn| , a∗n =

k!

(k − n)!
pour n ≤ k et

a∗n = 0 si n>k

On a |Ck

k!
| ≤ [

k
max
n=0

|a′n|].
C∗

k

k!
avec

C∗
k

k!
=

k∑
n=0

a∗n
n!

∑ (
k∑

m=1

im)!

k∏
m=1

im!

k∏
m=1

(
b∗m
m

)im et
k∑

m=1

im.m = k

On remarque alors que

∞∑
ℓ=0

C∗
ℓ

ℓ!
xℓ =

k∑
n=0

a∗n
n!
P ∗(xn) avec P ∗(x) =

∞∑
n=1

b∗n
n!
xn

Comme
a∗n
n!

=
k

n
il vient que

∑ C∗
ℓ

ℓ!
xℓ = (1 + P ∗(x))k

Définition 2.2. [1]
Soient A(x) =

∑
Amx

m et B(x) =
∑
Bmx

m deux séries formelles, on note A(x) ≤ B(x)
si pour tout m,Am ≤ Bm.

Il est aisé de voir que si A(x) ≤ B(x) alors
d

dx
A(x) ≤ d

dx
B(x) et que si A(x) et B(x)

ont de plus leurs coefficients positifs alors (A(x))k ≤ (B(x))k pour tout naturel k .
Ceci dit, prenons h(x) = 4x(x− 1), P ∗ est un polynôme de degré 2.

Soit M =
2

max
m=0

∥ h(m) ∥∞
m!

= 8. Il est clair que 1 + P ∗(x) ≤M(1 + x)2 et que

(1 + P ∗(x))k ≤Mk(1 + x)2k.
On a donc

C∗
k ≤Mk 2k (2k − 1)...(2k − (k − 1))

donc

|Ck| ≤
(

k
max
n=0

|an| (k − n)!
)
·Mk 2k(2k − 1) . . . (2k − (k − 1))

k!

≤ (2eM)k
k

max
n=0

|an| (k − n)!
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La dernière inégalité étant obtenue à l’aide de la formule de Stirling, on obtient :

|g(k)(x)|2 ≤(2eM)2k
k

max
n=0

|f (n)(4x(x− 1))(k − n)!|2∫ 1

0

|g(k)(x)|2 ≤(2eM)2k
k

max
n=0

(k − n)!2
∫ 1

0

|f (n)2(4x(x− 1))|dx

or

|f (n)(4x(x− 1)| ≤
∫ 4x(x−1)

0

|f (n+1)(t)|dt ≤
∫ 1

0

|f (n+1)(t)|dt

≤ ∥ f (n+1) ∥2

en utilisant 1e fait que ∥ f (n+1) ∥2 (k − n)! ≤ ||f (k+2)||2 il vient que

∥ g(k) ∥2≤ (2eM)k
k

max
n=0

(k − n)! ∥ f (n+1) ∥2≤ (2eM)k ∥ f (k+2) ∥2

qui montre que g ∈ C2(M, I).

On considère ϕ(Z) =

∫ 1

0

g(t)e−Ztdt qui est une fonction entière, en intégrant par partie

il vient que

ϕ(Z) =

∫ 1

0

g(n)(t)

Zn
e−Ztdt

et donc

|ϕ(z)| ≤ 1

|Z|n

∫ 1

0

|g(n)(t)|dt ≤ Mn

|z|n

dans le demi-plan rêel Z > 0 donc d’après le lemme de Carleman ϕ devrait être identi-
quement nulle ce qui implique que g est identiquement nulle,ce qui conduit à une contra-

diction. Si

∫ ∞

1

log

(
∞∑
n=0

rn

Mn

)
dr

r2
converge d’après le thêorème de Denjoy-Carleman, il

existe f ∈ C(M, I) non identiquement nulle et x0ϵ I telle que f (n) (x0) = 0 pour tout
naturel n, et il est facile de vérifier que f ∈ C2(M, I) d’ou le théorème.

Remarque 2.2.
Soit p ∈ [1,∞[. Si Cp(M, I) désigne l′ensemble des fonctions f telles qu’il existe A et B
vérifiant pour tout r ∈ N ∣∣∣∣∫

I

|f (r)(t)|pdt
∣∣∣∣1/p ≤ ABrMr

alors, en reprenant la démonstration précédente, on peut montrer que la classe Cp(M, I)
est quasi-analytique si et seulement si la classe C(M, I) est quasi-analytique.

Voici deux algorithmes théoriques de reconstruction d’une fonction dans une classe
quasi-analytique inspirées de la méthode de Carleman.

Dans la suite, on se fixe {Cn}n , Cn ∈ C et {Mn}n ,Mn > 0 deux suites de nombres et

on suppose que
∑
β−1
n diverge, βn = inf

r∈N
(Mn+r)

1/(n+r) −26−

18



CHAPITRE 2. LES CLASSES DE DENJOY-CARLEMAN

1er Algorithme de prolongement

Nous avons utilisé [12] comme référence de ce paragraphe
On se propose de résoudre le problème suivant :
Existe-t-il f appartenant à la classe quasi-analytique C2(M, I), I = [0, 1], telle que
f (n)(O) = n!Cn ∀n ∈ N. Dans l’affirmative déterminer une suite de fonctions {gn}n qui
convergent uniformément vers f sur I ainsi que toutes leurs dérivées.

Définitions 2.1. [1]

— Pour tout naturel n, Vn désignera 1’ensemble des fonctions g, n−1 fois continûment
dérivables, de dérivée nème de carré intégrable et qui satisfont

g(r)(0) = r! cr, 0 ≤ r ≤ n− 1

— Pour tout ε > 0, n ∈ N et g ∈ Vn on définit

Jn(ε, g) =
n∑

m=0

ε2m+1

M2
m

∫ 1

0

|g(m)(t)|2dt

— Soit Jn(ε) = min {Jn(ε, g); g ∈ Vn} Soit C un nombre strictement plus grand que
1.

Remarque 2.3.
Carleman a montré que quelque soit n et ε > 0 il existe un unique élément de Vn qui
minimise Jn(ε, g).

Description de 1’algorithme

— Déterminer k1 = min
{
k; k ∈ Z J1

(
2−k
)
< C

}
— ε1 = 2−k1 , déterminer g1 ∈ V1 tel que J1 (ε1 · g1) = J1 (ε1)

Boucle sur r

Au r + 1 ème pas
— déterininer kr+1 = min{k; k ∈ Z k ≥ kr et Jr+1

(
2−k
)
< C}

— εr+1 = 2−kr+1 , dêterminer gr+1ϵVr+1 tel que Jr+1 (εr+1, gr+1) = Jr+1 (εr+1)

Théorème 2.5. [1]
Il existe f ∈ C2(M, I) telle que f (n)(0) = n!Cn ∀n ∈ N si et seulement si dans l’algo-
rithme précédent la suite {kn}n est stationnaire.

De plus si {kn}n est stationnaire alors
{
g
(k)
n

}
n>k

converge uniformément vers f (k) pour

tout naturel k.
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Démonstration

On remarque que s’il existe f ∈ C2(M, I) telle que f (n)(0) = n!Cn alors il existe A > 0
et B > 0 tels que ||f (k)∥2 ≤ B · Ak ·Mk pour tout naturel k et il vient que

Jn(ε) ≤ Jn(ε, f) =
n∑

m=0

ε2m+1

M2
m

∥ f (m) ∥22≤ B

n∑
m=0

ε2m+1A2m =
1− (Aε)2(n+1)

1− (Aε)2
Bε

Soit p = min
{
k;A2−k < 1 et 2−k·B

1−(A2−k)
2 < C

}
on a alors

2−p · B · 1− (A2−p)
2(n+1)

1− (A2−p)2
≤ B · 2−p

1− (A2−p)2
< C

par conséquent Jn (2
−p) < C et donc pour tout n, kn ≤ p. {kn} étant une suite croissante,

on déduit que {kn} est une suite stationnaire.
Réciproquement si 1a suite {kn}n est stationnaire il existe n0 tel que quelque soit n ≥
n0 , kn = k.
Posons ε = 2−k. Pour tout n ≥ n0 on a Jn (ε, gn) < C

par conséquent pour tout naturel r ≤ n on a ∥ g(r)n ∥2 ≤
√
C/ε 1

ε
Mr.

Les suites
{
g
(r)
n

}
n∈N

sont des ensembles uniformément équicontinus de fonctions pour a

norme uniforme sur I.
Il existe donc un sous-ensemble infini N ′ de l’ensemble des naturels tel que pour tout

r ∈ N ,
{
g
(r)
n

}
n∈N ′

converge uniformément sur I. Soit h la limite de {gn}n∈N ′ .

D’autre part, pour tout r ∈ N on a ∥ g(r)n ∥2≤
√
C/ε · ε−rMr

par conséquent ∥ h(r) ∥2≤
√
C/ε · ε−rMr donc h ∈ C2(M, I). Du fait que g

(r)
n (0) = r!Cr

on a h(r)(0) = r!Cr, r ∈ N. Par conséquent la fonction cherchée f est égale à h.

Montrons enfin que quelque soit r ∈ N, {g(r)n }n converge uniformément vers f (r).
pour cela il suffit de montrer que quelque soit Nj ensemble infini de naturels, il existe N2

sous-ensemble infini de N1 tel que pour tout r ∈ N,
{
g
(r)
n

}
n∈N2

converge vers f (r).

Soit donc N1 un ensemble infini de naturels et du fait que pour tout r ∈ N
{
g
(r)
n

}
n∈N

est une famille uniformément équicontine , il existe N2 sous-ensemble infini de N1 tel que

quelque soit r,
{
g
(r)
n

}
n∈N2

converge uniformément vers g(r). Comme pour la fonction h, on

montre que g ∈ C2(M, I) et vérifie g(r)(0) = Crr!, r ∈ N, et du fait que C2(M, I) est une
classe quasi-analytique, il vient que g = f , ce qui achève la démonstration du théorème.

2me Algorithme de prolongement

Nous avons utilisé [12] comme référence de ce paragraphe
On se propose de résoudre le problème suivant :
Existe-t-il η > 0 et f ∈ C2(M, [0, η]) telle que f (n)(0) = n!Cn. Dans 1′affirmative,
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CHAPITRE 2. LES CLASSES DE DENJOY-CARLEMAN

construire une suite de fonctions {gn}n qui converge uniformément vers f sur [0, η] ainsi
que toutes leurs dêrivées.

Définitions 2.2. [1]
Pour tout ϵ > 0 on note :

— Vn(ε) l’ensemble des fonctions g, n − 1 fois continûment dérivables et de dérivée
nème de carré intégrable sur [0, ε], et qui satisfont à g(r)(0) = r!Cr, 0 ≤ r ≤ n− 1.

— Kn(ε, g) =
n∑

m=0

ε2m+1

M2
m

∫ ε

0

∣∣g(m)(t)
∣∣2 dt

— Kn(ε) = min {Kn(ε, g) ; g ∈ Vn(ε)} , et C > 1

Description de l’Algorithme

— Déterminer k1 = min
{
k; k ∈ Z ; k1

(
2−k
)
< C

}
— ε1 = 2−k1 déterminer g1 ∈ V1 (ε1) tel que K1 (ε1, g1) = K1 (ε1)

Boucle sur r

Au r + 1ème étape

— Déterminer k1 = min
{
k; k ∈ Z ; k ≥ kr ; kr+1(2

−k) < C
}

— εr+1 = 2−kr+1 déterminer gr+1 ∈ Vr+1 (εr+1) tel que Kr+1 (εr+1, gr+1) =
Kr+1 (εr+1)

Théorème 2.6. [1]
Il existe n > 0 et f ∈ C2(M, [O, η]) vérifiant f (r)(O) = Crr ! r ∈ N si et seulement si la
suite {kn}n est stationnaire
De plus si {kn}n est stationnaire, soit n0 ∈ N tel que si n > n0 kn = kn0 et η = 2−kn0 ,

alors pour tout naturel r la suite
{
g
(r)
n

}
n
converge uniformément vers f (r) sur [0, η].

Démonstration

On sait la mème démonstration que celle du théorème précédent.
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Chapitre 3

Exemples des fonctions appartenant à
des classes quasi-analytiques

Il y a peu d’exemples non triviaux de fonctions appartenant à des classes quasi-
analytiques dans la littérature

— Carleman [12]

Donnons ϕ(x) =
∞∑
n=1

e−en
[

1

x− i
n

+
1

x+ 1
n

]
et dit que ϕ ∈ C(M,R) où

Mn = (n log n)n et qu’en fait ∥ ϕ(r) ∥R est de l’ordre de grandeur de Mr, en
particulier n’est pas analytique.

— Bernstein [10]

définissons θ(x) =
∞∑
n=1

cos(n! arcos x)

u(n−1)!
où u > 1, θ ∈ B(n!, [−1, 1]), ne peut être

prolongée quasi-analytiquement et n’est pas analytique. et cite aussi

ψ(x) =
∞∑
n=0

cosF (n) arcos x

F (n)
où F (0) = 1 et F (n + 1) = 2F (n) pour tout n

qui n’est pas dérivable sur I.

Voici mintenant quelques exemples qui permettent de mettre en évidence les différences
entre classes de Bernstein et classes de Carleman.[1]

— Soit a(x) = exp
(
− 1

x

)
, x ∈ ]0, 1] , a(0) = 0 I = [0, 1].

a est indéfiniment dérivable sur I, analytique sur ∈ ]0, 1] et n’appartient a aucune
classe quasi-analytique C(M, I).

— Soit b(x) =
∞∑
n=1

exp

(
−2n

n

)
cos (2nx), alors b ∈ C(M, I) avecMn = (n log n)n et

n’est analytique en aucun point.

— Soit c(x) =
∞∑
n=k

exp

(
− 3n

logp(n)

)
cos (3nx) , c ∈ C (Mp, I) avecMp

n =
(
n logp+1(n)

)n
,

et n’est analytique en aucun point.
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Posons Tn(x) = cos(n arcos(x)) , x ∈ [−1, 1] = J .

— Soit d(x) =
∞∑
n=1

exp

(
−2n

2

n

)
T2n2 (x) est indéfiniment dérivable sur J appartient à

la classe B
(
2n

2
, J
)
et n’est analytique en aucun point.

— Soit e(x) =
∞∑
n=1

exp

(
− 3n

log n

)
T3n(x), alors e ∈ C(M,J) , Mn = (n log n)n et

n’appartient à aucune classe B(N, J).

— Soit f(x) =
∞∑
n=k

exp

(
− 3n

logp(n)

)
T3n(x), f ∈ C (Mp, J) et n’appartient à aucune

classe B(N, J).

— Soit g(x) =
∞∑
n=1

3−2rNn TNn+1(x) avec N0 = 1, Nn+1 = 3N et r un naturel

non nul, alors g ∈ B(N, J) est r − 1 continûment dérivable mais g(r−1) n’est pas
continûment dérivable.

— Soit h(x) =
∞∑
n=1

3−(logn)NnTNn+1(x), Nn défini ci-dessus, h ∈ B(N, J) est indéfini-

ment dérivable et n’appartient à aucune classe Q.A C(M,J).

Démonstrations

b ∈ C(M, I) est n’est analytique en aucun point

Soit un(r) = 2r·n exp
(
−2n

n

)
, θn(r) = log un+1(r)

un(r)
, A(r) =

∞∑
n=1

un(r)

alors ∥ b(r) ∥≤ Ar et θn(r) = r log 2− 2n

n+1

(
1− 1

n

)
·

Soit n la partie entière de − log(r) + log2(r)

log 2
− 1· Pour tout n ≥ n1 + 1 on a

2n−1

n− 1
≥ log 2

r log r

log r + log2(r)
vu que 2t

t
croit pour t =

1

log 2
.

On a alors θn(r) = r log 2−2
2n−1

n− 1

n− 1

n+ 1

(
1− 1

n

)
≤ r log 2

[
1− 2

log(r)

log(r) + log2(r)

(
1− log 2

log(r)

)]
par conséquent il existe r0 >

2

log 2
tel que pour tout r ≥ r0, θn(r) < −r log 2

2
.

Posons n1 = nr + 1.

A(r) =
∑
n≤nr

un(r) +
∑
n>n

un(r) <
∑
n≤n

un(r) +
∑
n>n

un(r)e
−n log 2

2

<
∑
n≤nr

un(r) + un1(r)
2−

n1
2

1− 2−
1
2

<
1 + 2−

n1
2

1− 2−
1
2

∑
n≤nr

un(r)

Posons α =
2

1− 2−1/2
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A(r) < α
∑
n6n1

2r·n exp

(
−2n

n

)
< α · n1 · 2r·n1≤4r·α log r + log2(r)

log 2
(r log r)r

Ceci montre l’existence d’un nombre β tel que pour tout naturel r > 1, A(R) ≤ αβr(r log r)r

donc b ∈ C(M, I).

Afin de montrer que b n’est analytique nulle part, considérons B(z) =
∞∑
n=1

exp

(
−2n

n

)
z2

n

.

B est une série qui converge uniformêment sur le disque unité fermé D̄, et d’après le
théorème d’Hadamard sur les sêries lacunaires, le cercle unité S est une frontière naturelle
pour la fonction analytique B.

Signalons le

Lemme 3.1.
Soit F (z) une fonction analytique sur le disque ouvert D, continue sur D̄ et telle que le
cercle unité S soit une frontière naturelle pour F , alors f : R → R définie par
f(x) = Re [F (exp(ix))] n’est analytique en aucun point.

Démonstration

Il suffit de montrer que f n’est pas analytique en 0, la démonstration en les autres

points étant similaire. Supposons le contraire. Soit G(z) = f(−i log z) , log z = −
∞∑
n=1

(1− z)n

n
,

il existe un voisinage ouvert connexe V de 1 sur lequel G est analytique.
Puisque Re(F (z) − G(z)) = 0 pour tout z ∈ V ∩ S , par le principe de symétrie de
Schwarz, il existe un prolongement analytique H de F (z) − G(z) sur un voisinage de 1.
Alors, de F (z) = G(z) + H(z), au voisinage de 1 on conclut que 1 est un point régulier
de F , contradiction, ce qui achève la démonstration du lemme.
Comme b(x) = Re(B(exp ix)) on déduit que b n’est analytique en aucun point.

c ∈ C (Mp, I) et n’est analytique en aucun point

Même démonstration que précédemment sauf qu’il faut remplacer nr par

kr =
log r + 1 logp+1(r)

log 3
− 1

d ∈ B
(
2n2

,J
)
est indéfiniment dérivable et n’est pas analytique nulle part

On a E2n
2 (d, J) ≤

∞∑
r=n+1

exp

(
−2r

2

r

)
≤
∑
r>2n2

exp(−r) < ee−2n
2

vu que
2(r+1)2

r + 1
= 2r

2 22r+1

r + 1
> 2r

2
, donc d ∈ B

(
2n

2
, J
)
qui est une classe stable pour la
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dérivation.

D’autre part, d(cos x) = Re

(
∞∑
n=1

exp

(
−2n

2

n

)
z2

n2

)
qui avec le lemme montre que d

n’est analytique en aucun point.

e ∈ C(M,J) et n ’appartient à aucune classe B(N,J)

Rappelons 1′ inéga1ité de V.A. Markov

∥ p(r) ∥J ≤
n2 (n2 − 1) . . . (n2 − (r − 1)2)

1.3 . . . . . . (2r − 1)
∥ P ∥, j = [−1, 1]

et P polynôme de degrê au plus n’ ! .

e(x) =
∞∑
n=2

exp

(
− 3n

log n

)
T3n(x)

∣∣e(r)(x)∣∣ ≤ A(r) =
1

r!

∞∑
n=2

un(r) avec un(r) = 32nr exp

(
− 3n

log n

)

Soit θn(r) = log
un+1(r)

un(r)
= 2r log 3− 3n

log n

[
3
log(n+ 1)

log n
− 1

]
Posons mr =

log r + log3 r

log 3
− 1 , de

(
3t

log t

)′

=

(
log 3− 1

t log t

)
3t

log t

il vient qu’il existe ro tel que si r > ro et n ≥ mr + 1

θn(r) < 2r log 3− 3r log2 r

log
(

log r+log3 r
log 3

)(3− 1) → −∞ lorsque r → ∞

par conséquent il existe r1 > ro tel que quelque soit r > r1 et n > mr, θn(r) < −1.
Soit m la partie entière de mr + 2·

A(r)r! ≤
∑
n≤mr

un(r) + um1(r)
∞∑
n=0

e−n ≤ 1 + e−1

1− e−1

∑
n≤m1

un(r)

A(r) ≤ cste
m1

r!
32rm1 ≤ 9r · cste · log r + log3(r)

log 3

1

r!
r2r (log2 r)

2r

En utilisant la formule de stirling il est facile de voir qu’il existe une constante C telle que

A(r) < Cr
(
r log22 r

)r ≤ Cr(r log r)r

ce qui montre que e ∈ C(M,J).
Montrons que e /∈ B(N, J) pout tout N . Pour tout naturel m > 0 il existe un naturel

r tel que 3r ≤ m < 3r+1.
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Soit Pm =
r∑

n=0

exp

(
− 3n

log(n)

)
T3n(x), Pm est un polynôme de degré au plus m.

Si maintenant x = cos

(
πk

3(r+1)

)
avec k naturel k ≤ 3r+1, alors

(f − Pn) (x) = (−1)k
∞∑

n=r+1

exp

(
− 3n

log n

)
= (−1)k ∥ f − Pm ∥J

et on utilise le théorème suivant :

”P est le polynôme de meilleure approximation de degré au plus m de f sur J si et seulement
s’il existe x0 < x1 < . . . < xnm+1, éléments de J, tels que

|(f − Pm) (xi)| = Em(f, J) et (f − Pm) (xj) = − (f − Pm) (xj+1)

pour tout naturel j ≤ m′′

pour conclure que Em(e) =
∞∑

n=r+1

exp

(
− 3n

log n

)
> exp

(
− 3(r + 1)

log(r + 1)

)
(Em(e))

1/m > exp

(
− 3(r+1)

m log(r + 1)

)
> exp

(
− 3

log(r + 1)

)
la dernière quantité tendant vers 1 lorsque m tend vers L’infini on déduit que

e /∈ B(N, I) pour tout N .

f ∈ C
(
MP,J

)
et n’appartient à aucune classe B(N, J)

La démonstration est semblable à la précédente sauf qu’il faut remplacer mr par

ℓr =
log r + logp+3(r)

log 3

g ∈ B(N,J) est r− 1 fois continûment différentiable et ne l’est pas r fois

On a les résultats :

∣∣T (r)
n (x)

∣∣ ≤ T (r)
n (1) =

n2 (n2 − 12) · · · · (n2 − (r − 1)2)

1 · 3 · · · (2r − 1)
pour tout x ∈ J

g(k)(x) =
∞∑
n=1

3−2rNnT
(k)
Nn+1

(x) et comme pour k ≤ r − 1

∞∑
n=1

3−2rNn−1
N2

n (N
2
n − 12) · · · (N2

n − (k − 1)2)

1.3 · · · (2k − 1)
≤

∞∑
n=2

3−2rNn−1N2(r−1)
n

≤
∞∑
n=1

3−2rNn3
2(r−1)Nn ≤

∞∑
n=1

3−2Nn ≤ 1

2
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QUASI-ANALYTIQUES

On déduit que g est r-1 fois continûment dérivable.

Soit h ∈ ]0, 1[ on a
T

(r−1)
n (1)− T

(r−1)
m (1− h)

h
> 0 et de

g(r−1)(1)− g(r−1)(1− h)

h
=

∞∑
n=1

3−2rNn
T

(r−1)
Nn

(1)− T
(r−1)
Nn

(1− h)

h

Il vient

lim
h→0+

g(r−1)(1)− g(r−1)(1− h)

h
=

∞∑
n=1

3−2rNnT
(r)
Nn+1

(1) = ∞

h ∈ B(N,J) est indéfiniment dérivable et n’appartient a aucune classe Q.A C(M,J)

ENn(h, J) =
∞∑
r=n

3−(log r)Nr ≤ 3−(log n)Nn

∞∑
r=0

3−r

≤ 3

2
3−(logn)·Nn

(ENn(h, J))
1/Nn < 2 · 3− logn qui tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini donc

h ∈ B(N, J).
On remarque que ∣∣h(r)(x)∣∣ ≤ h(r)(1) =

∞∑
n=1

3−(logn)NnT
(r)
Nn+1

(1)

Soit nr un entier tel que er < nr < er + 1 alors

h(r)(1) ≥
(
3− log(er+1)Nnr ·

(
32·Nnr−1

)
·
(
32·Nnr − 2

)
. . .
(
32·Nnr − (r− 1)

))
/1.3 . . . (2r − 1)

donc h(r)(1) ≥
(
3−(r+1)Nnr32·r·Nnr

)
/(4r)r soit alors

ar =∥ h(r) ∥1/2J , ar ≥
3

r−1
r

Nnr

4r
≥ 3Nnr−1 et donc

∞∑
r=0

1

ar
<∞

donc h n’appartient à aucune classe quasi-analytique C(M,J).
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Chapitre 4

Prolongement quasi-analytique, problème
d’unicité, application

Définition 4.1. [1]
Soient I un interval1e compact, C(M, I) une classe quasi-analytique au sens de Denjoy-
Carleman et f ∈ C(M, I).
On dit que g ∈ C (M ′, J) est un prolongement quasi-analytique de f relatif à C(M, I) si

i) J est un intervalle compact et I ⊂ J.
ii) Quelle que soit la classe quasi-analytique C(M ′′, I) telle que C(M,J) ⊆ C (M ′′, J)

il existe une classe quasi-analytique C (M⋆, J) telle que

C (M ′′, J) ∪ C (M ′, J) ⊆ C (M∗, J)

iii) Pour tout x ∈ I, f(x) = g(x).

On définit de façon analogue la notion de prolongement quasi-analytique relatif à une
classe B(N, I).

Remarques 4.1.

— Si g1 définie sur I1 et g2 définie sur I2 sont des prolongements quasi-analytiques
de f relatifs à C(M, I), (respectivement B(N, I)) alors pour tout x ∈ I1 ∩ I2 on a
g1(x) = g2(x)

— Soient I et J des intervalles compacts, I ⊂ J , f ∈ C(M, I) (réspectivement
f ∈ B(N, I)), g ∈ C(M,J) (réspectivement g ∈ B(p · N, I), p naturel non nu1),
alors si pour tout x ∈ I g(x) = f(x), g est un prolongement quasi-analytique de f
relatif à C(M, I) (respectivement B(N, I))

4.1 Procédés constructifs de prolongement quasi-analytique

Soit I = [a, b] , f ∈ C(M, I) (respectivement B(N, I))
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1ère Méthode

i) Déterminer ε > 0 tel qu’il existe un prolongement quasi-analytique
g ∈ C(M, [a, b+ ε]), (resp B(pN, [a, b+ ε])), relativement à C(M, I), (resp B(N, I)).

ii) Utiliser un procédé de reconstruction de g précédemment étudié.

2me Méthode

Voir le 2ème algorithme de reconstruction page(21)
la seule différence de cette méthode avec la méthode précédente est que le choix de ε se
fait au cours de l’algorithme.

4.2 Dépendance entre la classe quasi-analytique dans la-

quel1e on prolonge une fonction, et son prolongement

dans cette classe

Signalons tout d’abord deux théorèmes :

Théorème 4.1. Théorème de S. MANDELBOJT [1]
Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur I, alors il existe deux fonctions f1, f2 indé-
finiment dérivables telles que :

i)
∞∑
r=0

||f (r)
i ||−1/r diverge si i ∈ {1, 2}

ii) f = f1 + f2

Théorème 4.2. Théorème de MARKUSHEVICH [1]
Soit f : I → R une fonction continue alors il existe deux fonctions continues f1, f2 telles
que

i) lim
n→∞

(En (fi))
1/n < 1 pour i ∈ {1, 2}

ii) f = f1 + f2
De plus, si f est r fois continûment dérivable, alors f1 et f2 peuvent être choisis r fois
continûment dérivables.

De ces deux théorèmes on peut déduire

— Qu’il existe deux classes quasi-analytiques C(M,I) et C (M2, I) , (resp B (N1, I) , B (N2, I))
qui ne peuvent âtre incluses toutes les deux dans une classe quasi-analytique
C(M, I), (resp B(N, I)).

— Soit f appartenant à la classe quasi-analytique C(M,I) , (resp B(N, I)), J un in-
tervalle compact contenant strictement I.
Soit une classe quasi-analytique C(M,J), (resp B (N ′, J)) telle que
i) C(M,J) ⊂ C (M ′, J) , (resp B(N, J) ⊂ B (N ′, J))
ii) Il existe g ∈ (M ′, J) (resp g ∈ B (N ′, J)) qui prolonge f .
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Alors le prolongement g de f dépend en général effectivement de la classe C (M ′, J) ,
(resp B(N ′, J))

— Soit I = [0, 1] il existe une suite {Cn}, deux classes quasi-analytiques C(M, I) et
C (M ′, I), et deux fonctions f et g telles que
i) f ∈ C(M, I), g ∈ C (M ′, I)
ii) f (n)(0) = Cnn! = g(n)(0), n ∈ N.
iii) f ̸= g
En particulier le procédé de reconstruction de CARLEMAN d’une fonction dans
une classe quasi-analytique C(M, I) fournit une fonction qui dépend effectivement
de la classe C(M, I).

— Soit I = [a, b], τo ∈ [a, b] il existe deux classes B(N, I) et B (N ′, I) , u définie sur
[a, τ0], et deux fonctions f et g telles que
i) f ∈ B(N, I), g ∈ B (N ′, I)
ii) f(x) = g(x) = u(x) pour tout x ∈ [a, t0].
iii) f ̸= g.
En parriculier le procédé de reconstruction d’une fonction dans une classe de
BERNSTEIN B (N, I) fournit une fonction qui dépend effectivement de la classe
B(N, I).

4.3 Critiques des procédés de reconstruction dans les classes

de carleman et problèmes ouverts

Soient {cn}n une suite de nombres réels et A > 0.
Supposons qu’il existe f ∈ C(M, I) telle que
i) ∥ f (n) ∥I≤ AnMn, n ∈ N
ii) f (n)(0) = Cnn!, n ∈ N.

1) procédé de Carleman fournit une suite de fonctions gn qui convergent uniformément
vers f sur I ainsi que leurs dérivées.

— Le calcul de chaque gn s’obtient en résolvant une équation intégrale de Volterra de
deuxième espèce à noyau symétrique.

— Pour tout r ∈ N et ε > 0 donnés nous n’avons pas de moyen pour trouver n ∈ N
tel que pour tout k ≤ r on ait ∥ f (k) − g

(k)
n ∥I< ε

2) Si de plus la fonction est périodique, f(x) =
∑∞

n=0 an cosnx+ bn sinnx
la méthode de Charles de la Vallée-Poussin fournit pour tout r ∈ N des suites {arn}n,
{brn}n telles que pour tout n ∈ N {arn}n et {brn}n convergent respectivement vers an et bn.

— Les valeurs des suites {arn}n et {brn}n qui en fait satisfont à arn = brn = 0 pour tout
n assez grand s’obtiennent en minimisant une forme quadratique

— Pour tout ε > 0 nous n’avons pas de procédé pour trouver

r ∈ N tel que

∥∥∥∥∥f(x)−∑
n

(arn cos(nx) + brn sin(nx))

∥∥∥∥∥
R

6 ε
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Voici deux problèmes ouverts

Premier problème

Soient {Cn}n une suite de nombres et A > 0.
Supposons qu’il existe f ∈ C(M, I) telle que
i)
∥∥f (n)

∥∥
I
≤ AnMn, n ∈ N

ii) f (n)(0) = Cnn!, n ∈ N
Pour tout r ∈ N et ε > 0 fixé, Pouvons-nous construire une fonction g telle que pour

tout n ≤ r

∥ f (n) − g(n) ∥I< ε.

Ce problème admet une solution et que g peut être choisie polynômiale, résultat qui
peut être déduit de la démonstration de théorème de Bang

Deuxième problème

Soient I = [0, 1], C2(M, I) une classe quasi-analytique

∥ g ∥=
∞∑
n=0

1

Mn

∫ 1

0

|gn(t)|2dt

H = {g : g ∈ C2(M, I) , ∥ g ∥<∞}

Est-ce que l’ensemble des polynômes est dense dans H pour la norme ∥ ∥

4.4 Application de prolongement de fonctions analytiques

Prolongement quasi-analytique d’une fonction analytique à travers sa
frontière naturelle

Soient D = {z, | z |< 1}

F1(z) =
∞∑
n=1

exp

(
− 3n

log n

)
z3

n

F2(z) =
∞∑
n=1

e−(n−1)!zn!

F1 et F2 sont des fonctions analytiques sur D et continues sur D̄, et ∂D = {z; |z| = 1}
est leur frontière naturelle.

On peut montrer, en reprenant la démonstration concernant l’exemple c(x), page(25)
que
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∥∥∥F (r)
1

∥∥∥
D
≤ A · Br(r log r)r

pour tout r et que 1′ on peut déterminer A et B.
Soient a ∈ D et b un point frontière de D, soit

f1(t) = F1(bt+ (1− t) a) , t ∈ I = [0, 1]

il est clair que f1 ∈ C ((n log n)n , I).
Si f1 admet un prolongement quasi-analytique sur [0, 1+ε] (ε > 0) relatif à C ((n log n)n, I)
on dira que f1(t), t ∈] 1, 1 + ε] est la valeur du prolongement quasi-analytique de F1 sui-
vant [a, b] en a · (1− t) + bt relatif à la classe C ((n log n)n, I)

Remarquons d’autre part que ∥ F2(z)−
r∑

n=1

e−(n−1)! · zn! ∥≤
∞∑

n=r+1

e−(n−1)! ≤ e

e− 1
e−r!

Soit a ∈ D et b un point frontière de D, soit f2(t) = F2(bt+ (1− t) a) t ∈ I = [0, 1]
Il est évident que f2 ∈ B(n!, I)
Si f2 admet un prolongement quasi-analytique sur [0, 1 + ε] (ε > 0) relatif à B(n!, I) on
dira que f2(t), t ∈] 1, 1 + ε] est la valeur du prolongement quasi-analytique de F2 suivant
[a, b] en a(1− t) + bt relatif à la classe B(N, I)
Le prolongement quasi-analytique d’une Fonction analytique à travers sa frontière natu-
rel1e peut être un moyen de définir en certains points une fonction analytique à 1′ extérieur
de sa frontière naturelle.

Prolongement analytique le long d’un arc d’une fonction ana-

lytique définie par sa série de Taylor en un point

Soit I = [−1, 1], γ : I → C un arc de Jordan analytique, z0 = γ(−1) et

s(z) =
∞∑
n=0

an (z − z0)
n une série entière de rayon de convergence non nul et supposons

que :
i) s(z) se prolonge analytiquement le long de l’arc γ
ii) L’on connaisse r > 0 tel que pour tout t le prolongement analytique de s ◦ γ en t ait
un développement en série entière de rayon de convergence rt > r.
iii) L’on connaisse τ0ϵ]− 1, 1] tel que γ([−1, τ0]) soit inclus dans le disque de convergence
de s(z) (ouvert). On se propose de trouver une suite de polynômes pn qui convergent
quasi-analytiquement vers le prolongement de s ◦ γ.
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Conclusion

Nous n’avons pas pu donner une solution satisfaisante au problème de prolongement
de façon unique une fonction analytique le long d’un segement qui traverse la frontière
naturelle de la fonction, car en général le prolongement quasi-analytique dépend de la
classe quasi-analytique dans laquelle on a effectué le prolongement.

Enfin, étant donné s(z) =
∑
an(z − z0)

n une série entière qui se prolonge analytique-
ment sur un arc de Jordan analytique γ : I → C, sous certaines hypothèses, nous avons
construit une suite de pôlynomes Qn de degré au plus n qui convergent quasi-analytique
vers le prolongement de s ◦ γ.
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