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Résumé

I’ensemble des nombres réels R est un corps totalement ordonnée ,il est muni de quatre
opérations arithmétiques satisfaisant les méme régles que celle sur les fractions rationnelles de
plus ces opérations sont compatibles avec la relation d’ordre .

Il satisfait on plus la propriété de la borne supérieure. Cet ensembles est caractérisé comme
corps archimédienne.
Dans la notion topologique Q est dense dans R ,comme R est un ensembles connexe est complet

alors toute suite de Cauchy est convergente.

Abstract

The set of real numbers R is a totally ordered body, it is equipped with four arithmetic
operations satisfy the same rules as on rational functions over these operations are compatible
with the order relation.

There are more satisfied the property of the upper bound.
This set is characterized as Archimedean body.
In the topological notion Q is dense in R as R is a connected set is complete when every Cauchy

sequence is convergent.



Introduction Historique

Pour les mathématiciens grecs de 'école de Pythagore (Ve siécle av. J.C.), les seuls nombres
étaient les nombres rationnels. Bien qu’ils aient su que v/2 n’était pas rationnel, et que cette
grandeur est la longueur de la diagonale d'un carré de coté 1, l'existence de telles gran-
deurs"incommensurables" était pour eux un secret bien gardé. 11 a fallu attendre la fin du X1 Xe
siécle pour que les mathématiciens comme Peano, Dedekind et Cantor notamment aboutissent
par une démarche rigoureuse a la construction du corps des nombres réels .

Dedekind par example qui prend conscience de la nécessité de clarifier la notion de nombre
elle-méme. Donc "Que sont et que doivent étre les nombres?" (1887) il répond longuement a
cette question, affirmant : "les nombres sont de libres créations de ’esprit humain, ils servent
comme moyen permettant de saisir avec plus de facilité et de précision la diversité des choses".
Auparavant, en 1872 il avait publié "Continuité et nombres irrationnels", essai dans lequel il

présenta sa conception des nombres réels Dans la chaine d’inclusions suivante :
NcZcDcQcRcC

c’est I'inclusion Q C R qui est la plus mystérieuse et la plus délicate.
» On note N I’ensemble des entiers naturels, Z 'anneau des entiers relatifs,D ’ensemble des
nombres décimales, Q le corps des nombres rationnels, R le corps des nombres réels et C le

corps des nombres complexes.

0.1 L’ensemble des entiers naturels N

La construction de I’ensemble des réels commence par ’ensemble des entiers naturels N, ou

N = 1,2, 3...selon le procédé suivant : 0 = card())
J s : successeur
Is
1 = (card{0})
2 = (card{0,{0}})
3 = (card{0,{0},{0,{0}}})

n =7



Cette construction s’appelle le processus de récurrence, on a pour tout n € N; il existe un
successeur du nombre naturel n, noté S(n) et il est unique telle que S(n) € N : Comme 0 n’est

pas un successeur,de aucun nombre naturel donc pour tout n € N, 0 # S(n) et on écrit
N=1{1,2,3,..}

Soit I’équation
r+a=>b\abeN (1)

Cette équation (1) n’admet pas toujours une solution dans N (il suffit de prendre b < a). De
méme pour ’équation :

za=">b\a,beNet (a#0) (2)

(dans le cas ot a ne divise pas b).

N est totalement ordonnée et que tout sous ensembles de N admet une borne inférieure mais
n’admet pas une borne supérieure .

Pour trouver les solutions de I’équation, il faut construire un autre ensemble qui s’appelle

I’ensemble des entiers relatifs noté Z et qui est construit par symétrie par rapport a 0,

0.2 L’ensemble des entiers relatifs Z

Ainsi défini, dans Z on peut résoudre 1’équation . en fait, on a :

Proposition 0.2.1 Z muni de ['addition est un groupe additif.

Maintenant toute équation sous forme :
r+a=0b\abeZ,

admet une solution dans Z

Mais on a encore le probleme de I’équation
xa=>b\a,beZ,
qui n’admet pas toujours une solution dans 7

7 est totalement ordonné, mais tout sous-ensemble de Z peut ne pas avoir de borne inférieure

et borne supérieure.

0.3 L’ensemble des nombres rationnels Q

Pour commencer, on va se concentrer sur I'équation :

za="b\..a,b€Zet (a#0)



On construit une extension de Z , ’ensemble Q qui est appelé ’ensemble des rationnels,définie
par :
p «
Qz{g\peZ,qem

et dans lequel I’équation (2) aura toujours une solution. En fait, on complétera I’ensemble 7Z
pour former un corps Q (il y a distributivité de la multiplication par rapport a 'addition )
qui contiendra une sous-structure algébrique isomorphe & Z; Ainsi dans Q tout élément (a
I'exception de 0) aura un inverse pour la loi multiplicatif et par suite sur ce nouvel ensemble
la division (sauf avec le 0) sera toujours possible. Q est totalement ordonné mais nous avons
toujours le probléme des sous-ensembles de Q qui peuvent ne pas avoir de borne inférieur et
borne supérieur : Malgré tout ca il y a des opérations arithmétiques simples, qui ne sont pas
possible dans l’ensemble des nombres rationnels. Ainsi, par exemple il n’y a aucun nombre
rationnel dont le carré est égale & 2. En effet, supposons qu’un tel nombre rationnel r existe

alors :
r =2 avec (q #0);
q
ol p, g sont des entiers et p, ¢ n’ont aucun facteur commun (p A ¢ = 1), on aurait
P2 =24

Donc

2
p:2q—:p:2p/:2divisep
p

Alors
p2 — 4p/2 — 2q2 — q2 — 2p/27

—> 2 divise q.

Ce qui contredit le fait que p, ¢ n’ont aucun facteur commun (pAq = 1) ;donc v/2 ¢ Q, De plus,
comme /2 ¢ Q alors il existe un autre ensemble qui contient @ et conserve les opérations qui
ne sont pas définies sur Q, il est noté R (I’ensemble des nombres réels).
Ainsi :

1. les problémes(les équation algébrique (1) et (2)) seront toujours résolubles dans R ;

2. R est totalement ordonnée ;

3. Tout sous ensemble E de R majoré admet une borne supérieure (sup F), et tout sous

ensemble £ de R minoré admet une borne inférieure (inf E) ;



Chapitre 1

Etude algébrique de ’ensemble R

1.1 Construction de Dedekind

Définition :
C’est la construction imaginée par Richard Dedekind qui remarque que tout rationnel r coupe
Q en deux ensembles : I’ensemble A, des rationnels a tels a < r et ’ensemble B, des rationnels
b tels b > r.
I appelle alors (A,; B,.) une coupure de Q.
Tl remarque ensuite que /2 peut aussi partager Q en deux ensembles :
I’ensemble A des rationnels a tels que a < /2 et ’ensemble B des rationnels b tels que b > V2.
L’idée lui vient donc de définir ’ensemble des réels comme ’ensemble des coupures de Q. Reste
maintenant a définir une coupure sans se servir de la notion intuitive de nombre réel.
Dedekind propose la définition suivante : Une coupure de Dedekind dans le corps Q des ration-

nels est un couple de 2 sous-ensembles non-vides A et B tels que
ANB=g

AUB=Q
Vae AVbe B,a<b

On voit ainsi que tout nombre rationnel r définit deux coupures : (A, B) telle que A est ’en-
semble des rationnels strictement inférieurs a r et B ’ensemble des rationnels supérieurs ou
égaux ar, (A, B') telle que A" est I'ensemble des rationnels inférieurs ou égaux a r et B’ I'en-
semble des rationnels strictement supérieurs a r. Pour lever cette ambiguité, on utilise alors la
définition suivante d’une coupure : Une coupure de QQ est une partie A de Q telle que :

A est non vide et différente de Q

pour tout a de A, si a’<a alors a’ appartient a A

A ne posséde pas de plus grand élément.

On définit alors R comme l'ensemble de ces coupures (pour une généralisation, voir plus bas la
section « A I'aide des nombres surréels »).

On peut remarquer que cette seconde définition permet d’assurer une correspondance univoque
entre chaque rationnel r et la coupure A, définie comme ’ensemble de tous les rationnels a tels

que a < T.
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On remarque alors que R se divise en deux ensembles, I'un comprenant les coupures dont le
complémentaire admet un plus petit élément, coupure de la forme A,, et 'autre comprenant
les coupures dont le complémentaire ne posséde pas de plus petit élément.

Par exemple 'irrationnel V2 est représenté par la coupure {a € Q t.q. a < 0 ou a* < 2}.

On plonge naturellement Q dans R par I'application injective qui a tout rationnel r associe la

coupure A,.

1.1.1 Ordre et opérations

Relation d’ordre : L’ensemble des coupures, muni de la relation d’inclusion est un en-
semble totalement ordonné.

Addition : On peut alors construire une addition sur R de la maniére suivante :

c € A+ B < il existe a dans A et b dans B tels que ¢ = a + b.
Cette addition confére & R une structure de groupe commutatif. La seule difficulté consiste en
la définition de 1'opposé de A : A_,(siA = A,)ou — A(siA # A,).

Multiplication : La construction de la multiplication est plus subtile. Elle est définie sur
tous les réels positifs de la maniére suivante :

c € Ax B & il existe a dans ANQT et b dans BN QT tels que ¢ < ab . La régle des signes

permettant alors de construire la multiplication sur tout R.

Proposition 1.1.1 L’ensemble R des coupures, muni de cet ordre et ces deux lois est alors un
corps totalement ordonné, vérifiant de plus la propriété de la borne supérieure (tout ensemble

non vide majoré posséde une borne supérieure.

1.2 Le corps des nombres réels

1.2.1 Inventaire des propriétés de Q

Q est ’ensemble des nombres rationnels

Théoréme 1.2.1 Q est un corps commutatif totalement ordonné, Archimédien et ne possédant

pas la propriété de la borne supérieure.

(Q, +, x) corps commutatif

1. (Q,+) groupe abélien d’élément neutre 0.
2. (Q — {0}, x) groupe abélien d’élément neutre 1.
3. X est distributive par rapport a + .

Corps totalement ordonné

On sait que Q = {$ : a € Z,b € N*}
On définit Q" = {§:a € N,be N}, et Q7 = {—z,2 € Q"}
Il est clair que :
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1. QPUQ =Q
2. Q*NQ = {0}
3. QT est stable par I’addition et la multiplication.

Relation d’ordre :
Définition 1.2.1 Soit (v,y) € Q* , z <y ssi (y — ) € QT

— Il est clair que < est une relation d’ordre sur Q
— L’ordre est total : V(z,y) € Q1 x <youy<x
— Compatibilité avec les opérations :

(%) avec I’addition :

Sia<b,alorsVee Q,a+c<b+c

(xx) avec la multiplication par les nombres positifs :
Sia<b,alors Ve € QF, ac < be

Q ne posséde pas la propriété de la borne supérieure

Définition 1.2.2 (F, <) ensemble totalement ordonné.
E possede la propriété de la borne sup ssi toute partie non vide et majorée de E posséde une

borne sup.
(Q, <) ne posséde pas cette propriété :
Théoréme 1.2.2 Q ne posséde pas la propriété de la borne sup

En effet, soit A = {z € Qt|z? < 2}

A est non vide et majoré, par exemple par 3 Si A avait une borne supz , on aurait x ¢ Q ,
démonstration par ’absurde :

SidreQf,z?=2

On peut supposer = = % irréductible, a € N*, b € N* .

Ona ($)* =2 = a* =20

= a? est pair = a est pair (si a était impair, a? le serait) = a? est divisible par 4 = 2b*
est divisible par 4 = b? est divisible par 2 = b est pair

a
Contradiction, car a et b sont tous les deux pairs, donc la fraction — n’est pas irréductible.

1.2.2 Construction de R
Nombres réels

Définition 1.2.3 On appelle section commencante ouverte de Q tout ensemble S C Q vérifiant
les 4 propriétés suivantes :

(1) S #0

(2)S#Q

(8)Vee S,y<zr=—yeSs

(4) S n’a pas de plus grand élément, i.eNv € S,y € S,z <y
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Définition 1.2.4 On appelle nombre réel toute section commengante ouverte de Q , et on note

R 'ensemble des nombres réels.

Opération sur R
L’addition

Définition 1.2.5 Soient S,S" C R
Onpose S+ 5" ={2€Q:3qx €S,y S z+y==z}

(Propriétés de ’addition)

«) + est une loi interne : V(S,5') e R:, S+ 5 € R
Démonstration

(1)S + 5" # 0 trivial

(2)S+5#4#Q:5#Q,donc Iz € Q,x#S5 5 #Q, donc Iz’ € Q, 2" # S’ ; posons z =z + 2’
Size S+ 5 ,alors z=y+y avecy € S,y € 5’
Onaz+a' =y+y

donc 'une au moins des inégalités x < y ou 2’ < 3/ est vraie.
par exemple x < y

mais x # S, donc y € S, contradiction.

B)Vze S+ 5 t<2)teS+5  z=x+y,xe S yesS0
posons z —t =¢,onac € Q" donec 5§ €Q

x/

On pose

xr —

/

NI o|m

<
I

y—
yeQetar’'<z=2€S8

yeQety <y=1y'cS

¥+yeS+S=teS+9.

(AVze S+ S5, FteS+S5 2<t:z=x+y,xeSyecsS, I eS 2>z, €Sy >y
Soitt=a'+y ,onateS+S ett>z

)+ est associative :¥(S,5",5") e R?, (S +8)+ 5" =85+ (5" + 5”)

Démonstration : c¢’est trivial

v)+ est commutative : V(S,5) e R2, S +5 =5+ 5

Démonstration : C’est trivial.

§ Elément neutre : On pose 0 = {z € Q\ # < 0} = Q* =] — 00,0[g

Soir S € R

S+0={z+y:2e€SyecQ}

Montrons que S +0 =S :

— S+0CS

Soit z € S+0

z=x+y,x €S yeQr

donc z<x=—=2€9

— SCS+0

Soit x € S

10
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On sait dJy € S,z <y
dot z =y+u,u<0
donc x € S+0

v) Elément opposé :

Remarque 1.2.1 préliminaire :du fait que ordre est total, on a

VSeR,ScO0oulCS

SeRtssi0C S

SeR™ 5518 C0
I’Antisymélrie prouve que R* "R~ = {0}
La totalité de l'ordre prouve que RT UR™ =R

On dira que

Définition de opposé : Soit d’abord S € R*

posons T = S\ 0

—SiT=0,alors S=0

On pose alors opp(0) = 0

— Si T # (), alors T contient une infinité de rationnels

[ en effet, si T'= {0}, alors S =] — 00, 0]g, 0 serait le plus grand élément de S , absurde

donc T contient au moins un rationnel non nul, soit x , et donc tous les rationnels compris
entre 0 et x , soit une infinité |.

Soit 7" ={—z,x € T}

On pose S* =0\ T

Si S* n’a pas de plus grand élément, on pose oppS = S* Si S* a un plus grand élément w , on
pose oppS = S* — {w}

I1 est alors clair que oppS € R .

Conclusion : (R, +) groupe abélien.

La multiplication

Définition 1.2.6 (le produit de 2 réels positifs :)
Soit S, 5" € RT

Notons ST = S\0

st =50

et S xS =Q* U{ay,z € ST,ye S}

SxSeR

et méme que S x S’ € RT

On définit ensuite sur R la fonction valeur absolue :
Si SeRY S| =S

SiSeR S| =-S5

— Cas général : 5,5 € R
Le réel S x S est le réel dont la valeur absolue est |S| x |S’| , et dont le signe est obtenu par
application de la régle des signes.

Propriétés de la multiplication :

11
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a) Par construction méme, on a bien :
V(S,8) eR: S xS eR
b) V(S,5,8") € R3, (S x §') x 5" =8 x (5 x 3"
c) V(5,9 eR*,Sx 5 =5x8
d) V(5,5,8") eR3Sx (8+85")=8x5+5 x5
e) Existence d’un élément neutre pour X :
On pose 1 =] — 00, 1[g= Q* U0, 1[g
etona:VSeR 1x5=9
f) Elément inverse :
VSeER,S#0,35 ' eR,Sx S =1

Conclusion :(R,+, x) corps commutatif

Compatibilité avec ’ordre

Il est immédiat de vérifier les 2 propriétés suivantes :
(x)SiS<SetsiTeR,alors S+T <S5 +T
(xx) SIS < SetsiT eRY jalors SxT <S8 xT

Conclusion : R est un corps totalement ordonné

1.2.3 Relation d’ordre sur R

Définition 1.2.7 Un réel o est dit positif si et seulement s :
- « est le réel nul, ou

- « posseéde un représentant u qui vérifie

da e Q) ,3Ing € N,n > ng = u, > a

L’ensemble des réels positifs est noté R*. On note R’ I'ensemble R, \ {(0)} des réels positifs

et non nuls, dits strictement positifs.

Théoréme 1.2.3 Soit o un réel strictement positif. Alors
Vv € o,3n, € N;Ja € Q. (n>n, = v, > 0)

Démonstration Soit donc a un réel strictement positif. Par définition de R* il existe un
représentant u de «, un rationnel a strictement positif et un entier ng tel que pour tout n > ng,
on ait u, > a . Soit alors v € a un autre représentant du réel o . Alors la suite v — u est

. o . ) a
dans l'idéal I, donc il existe un entier ny tel que, pour n > ny , on ait |v, — u,| < 5 ,et donc

S a
Up > Uy — = .
2

a a

Pour n > max(ny,ns) , on a alors u,, > a et v, > u, — = , donc v, > = >0 .

(\]

N.B. On défini de maniére similaire les réels négatifs, les ensembles R_ et R* .et I'on a bien

sir une propriété analogue pour les réels strictement négatifs.

12
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Définition 1.2.8 On définit la relation binaire < sur R par :
a<lf<+=pf-acRy
Théoréme 1.2.4 < est une relation d’ordre totale sur R.

Démonstration :

Réflexivité : pour tout a, ona o —a=0€ R,.

Antisymétrie : (o« < fetf<a)= (f—acRieta—FeR,).
Alors f —a € Ry NR_ = {0} donc o = f5.

Transitivité :(a < fet f<v) = (F—a € Ry et v— [ €R,).
Alors vy —a=(y—=p)+ (f—a) € R+, et donc o < vy

Ordre total : on sait que Ry UR_ =R . Si a et 3 sont deux réels, leur différence § — « est
donc soit dans R, soit dans R_.

Dans le premier cas, on a alors a < . Sinon, a — f = —(f —a) € Ry et donc f < o .
Remarque 1.2.2 a > 0<=a-0€ R, <= ac R,
Propriété 1.2.1 < est compatible avec ’addition sur R .

Démonstration : Soit a, 5,7 et § des réels vérifiant a < fet v <9 .
Onaalors —aeRyetd —veRy
donc

B-—a)+ (@ —7) =B+ —(a+7) eR;
et donc
at+y<B+0

Propriété 1.2.2 < est compatible avec la multiplication sur R..

Démonstration : soit «, 3,7 et 0 des élément de R vérifiant o < et v <9

On a alors
B—aeceRyetd—veR,.
et donc

ay < 80

1.2.4 Majorants, minorants

On désigne par A une partie non vide de R.

Définition 1.2.9 On dit qu’un réel a est un majorant de A si tout élément de A est inférieure

ou égal a a

a majorant de A équivaut o :Vr € A,z < a

13
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Définition 1.2.10 On dit que A est majorée si A admet un majorant (elle en admet alors une
infinité).

On définit de méme un minorant, une partie minorée.
Définition 1.2.11 A est bornée si A est majorée et minorée

Exemple

1. Soit A= {z € Rlz =1+%,n € N*}; 2 et 3 sont des majorants de A; 0 et 1 des minorants
de A. A est donc une partie bornée de R. On remarque que 2, majorant de A, appartient
a A.

2. Soit B = {x € R|lz = In(1 +n),n € N}; —10 et 0 sont des minorants de B; B est une
partie minorée de R, mais B n’est pas majorée (il existe des éléments de B arbitrairement

grands). On remarque que 0 est un minorant de B qui appartient a B.

Définition 1.2.12 On dit qu’un réel a est plus grand élément (ou mazimum) de A si a appar-

tient a A et est un majorant de A.
a plus grand élément de A équivaut a:a € Aet Ve € A,z <a

On définit de méme la notion de plus petit élément ou minimum.

Exemple 1.2.1 On reprend les exemples précédents : 2 est le plus grand élément de A, 0 le plus
petit élément de B. 1 est un minorant de A, 1 n’appartient a A, mais tout nombre supérieure

a 1 n’est plus minorant de A, ce qu’on traduit par :
Ve>0,Ine N1+ 2 <1+¢
Il suffit de prendre n > 1\ e. Ainsi si € = 1071° on prend par exemple n = 10 + 1.

Proposition 1.2.1 Si A a un plus grand (resp petit) élément celui ci est unique.

Preuve : On aurait sinon a < b et b <a, d’ot a =b.

On note alors max A (resp min A) le plus grand (resp petit) élément de A.

1.3 Borne supérieure, borne inférieure

Quand une partie A non vide de R est majorée, elle admet une infinité de majorants, et si
a est un majorant de A, tout réel supérieure a a est majorant de A.
Il est donc naturel de s’intéresser a I'existence éventuelle d’un plus petit majorant. C’est ce
concept de plus petit majorant que 'on va formaliser en exprimant que tout réel qui lui est

strictement inférieure n’est pas majorant.

Définition 1.3.1 Soit A une partie de R, on appelle borne supérieure de A dans R le plus petit

des majorants de A dans R s’il existe; cet élément se note alors sup A.
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CHAPITRE 1. ETUDE ALGEBRIQUE DE I’ENSEMBLE R

(iVre Az <a
(Vb eRb<adr e Ab<z<a

a = sup A équivaut a :

On écrit souvent (i7) sous la forme
(17) Ve>0,dr € Aja—e<zx<a
On définit de méme le concept de borne inférieure, notée inf A.

Proposition 1.3.1

1. Si A a une borne supérieure (resp inférieure), celle-ci est unique

2. Si A a un plus grand (resp petit) élément a, alors a = sup A (resp inf A).
Preuve
La propriété a. vient du fait que la borne supérieure est le plus petit des majorants la propriété
b. découle de la définition La réciproque de b. est fausse comme le montre ’exemple a. : on
asupA =2 € Aetinf A=1;2 est plus grand élément, 1 n’est pas plus petit élément.
On peut définir les concepts de majorant, plus grand élément, borne supérieure (resp mino-
rant, plus petit élément, borne inférieure) dans n’importe quel ensemble totalement ordonné en

particulier Q; on va voir I'intérét de R par rapport a la notion de borne supérieure.

1.3.1 La valeur absolue d’un réel

Définition 1.3.2 On appelle valeur absolue d’un réel x, le réel, noté [z/, défini par :
|z| = max(z, —x)

. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) VzeR,|jz| >0cet (Jz] =0 2 =0)

(ii) Vz € R,Vy € R|zy| = |z||y|

(iii) Vo e R,Vy € Rz +y| < |z| + |y

1.4 Propriété d’Archimeéde. Partie entiére et approxima-

tions décimales d’un réel

Parmi les rationnels les décimaux ont un role pratique important, leur intérét est d’approcher

les réels d’aussi prés que 'on veut, ce qui permet les calculs sur les réels
1
Définition 1.4.1 Un réel d est un nombre décimal s’il existe k € N tel que 10%d € Z. Ainsi 1

1 1
est un décimal car 100 X 1= 25 € N on écrit 1= 0,25 . Cette écriture décimale signifie :

1 2 5 25

1710 100~ 100
En revanche 1/3 n’est pas un décimal.

On note D ’ensemble des décimauz; on a l'inclusion

DcCcQcCR
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CHAPITRE 1. ETUDE ALGEBRIQUE DE I’ENSEMBLE R

Remarque D n’est pas un corps :en effet 3 est un décimal mais pas 1/3.

1.4.1 Q@Q est archimédien

Théoréme 1.4.1 V2 € Q,Vy € Q,In € Nyny >«

Démonstration :

on pose 7" =T\ {0}

S #Q, donc 3t € Q,t ¢ S Le réel t n’est donc pas inclus dans S et donc S C t Soit x € T"
Q étant Archimédien,In € N, nx >t et donc nT >nx >t > S

1.4.2 R est un corps archimédien

C’est Archiméde (-287, -212 dans I’Antiquité) qui le premier formula le postulat qui porte
son nom (postulat d’Archiméde ou de continuité) : deux points A et B quelconques étant donnés
sur une droite, si, & partir de A, on dispose a la suite et en direction de B des segments de
méme longueur, on finira par dépasser le point B aprés une série finie de telles opérations, si
petite que soit la longueur des segments. Le corps des réels posséde la propriété précédente ,
on dit qu’il est Archimédien. Cette propriété s’énonce ainsi : pour n’importe quels réels a et b,
avec a strictement positif, il existe un entier n € N pour lequel le produit na soit supérieur ou
égal a b. Ce que l'on peut résumer ainsi Va,b € R, avec a > 0, dn € N tel que na > b Une
conséquence de la propriété d’Archiméde pour R est que I'ensemble des réels {%\n € N*}
posséde la propriété suivante :

1
soit € > 0 quelconque, en posant a = 1 et b = —(> 0), par la propriété d’Archimeéde il existe
€

1 1 1

ni € N tel que ny(1) =ny > b= —; il en découle € > — > — pour tout entier n supérieure ou
€ nq n

égal a ny.

1
Pour rendre compte de cette propriété (a partir d’'un certain rang tous les réels — sont plus
n

1
petits que e nombre positif quelconque) on dit que la suite (—) tend vers 0
n neN*

Théoréme 1.4.2 R est un corps archimédien , c’est o dire qu’il satisfait a l'une des quatre

propriétés équivalentes suivantes :
(1) étant donné deux réels x et y, y strictement positif, il existe un entier n € N* tel que x < ny
(i) étant donné un réel x, il existe un entier n € N tel que x <n

(iii) étant donné un réel x, il existe un entier n unique tel que n < x < n -+ 1 Uentier n est la

partie entiére de x notée E(x) ou [z].
(iv) étant donné un réel x et un entier naturel k, il existe un décimal xy, unique, tel que :
10Fz, € Z et o, <z <z + 107F

x, est Uapprozimation décimale d’ordre k ou a 107F pres par défaut de x .

Preuve : On démontre les implications (i) = (i7),
(i1) = (i), (i11) = (iv), (iv) = (1), puis on montre (i) par 'absurde.
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CHAPITRE 1. ETUDE ALGEBRIQUE DE I’ENSEMBLE R

(1) = (i) il suffit de prendre y = 1.

(it) = (i17) soit x € R%, d’apres (ii) 'ensemble p € N;p < x

est fini et admet donc un plus grand élément, appelons le n, n vérifie donc n < x < n+ 1; soit
z € R™, lentier E(x) défini par :

E(x)=—-E(—x)siz € Z,E(x)=—E(—x)—1six ¢ Z

cet entier convient.

(iii) = (iv) soit x un réel, 10*z est un réel qui admet donc une partie entiére [10*x], celle-ci
vérifie ; [10F2] < 10k < [10%z] + 1;

10%
d’oi1, si Pon pose zF = [10°2]
10k

102, € Z et zF < x < zF 4+ 107F.

(iv) = (i) soit € R, et y € R%, en appliquant (iv) & x/y avec k = 0, il existe u entier qui
x

vérifie u < — <u+1, dot z < (u+ 1)y.

(i) On montre alors (i) par I'absurde. Supposons que, pour tout entier n on ait
x >mny;soit A=ny,n € N*; A est non vide et majorée, elle admet une
borne supérieure o > 0. On a donc, pour tout entier n, ny < « et il existe p
tel que :% <py < adoupy > a,

or 2py appartient & A, on a donc une contradiction

1.4.3 Propriétés principale de R

Théoréme 1.4.3 toute suite croissante (resp décroissante) et majorée(resp minorée)

des nombres réels est convergente

Démonstration : Soit A = u,, : n € N 'ensemble des valeurs prises par la suite (u,) -
OnaVneN un < M

ieVre Az <M

A est donc une partie non vide et majorée de R , donc A admet une borne supérieure, soit /.
On va montrer que

lim u,, =
n—oo

Soit € > 0

Par définition de la borne sup,dz € A,l — e <z <
ie.dng e Nl —e <u,, <l

mais (u,) est croissante, donc Vn > ng, un > uy,

[ est un majorant de (u,) , donc Vn € N un <1

1.4.4 Partie entiére

Définition 1.4.2

Soit x un réel, sa partie entiére, notée E(z) est le plus grand des entiers relatifs

inférieurs a x.

E(z) = Max{n € Z,n < z}

La partie entiére d’un nombre est une localisation de ce nombre sur [’échelle des entiers, elle
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CHAPITRE 1. ETUDE ALGEBRIQUE DE I’ENSEMBLE R

trouve

son ulilité lorsque 'on a a préciser un entier voisin d’un réel.
Exemple 1.4.1 (1.3) =1 ,[-2.5]=-2

Propriété 1.4.1
1.Vx e R E(z) <z < E(x)+1
2.VreRox—1<E(x)<z
3. Y(z,y) e R, E(x+y) > E(z) + E(y)
4. Ve eRVneZ, E(x+n)=E(x)+n

Définition de la fonction partie entiére

soit z € RT
comme R est archémidien il existe un entierntqn+1>zien >z
soit A={peN/p<uz}, A# & car 0 € A et majorée par n,donc

A admet un plus grand élément que I'on appellera la partie entiére du réel x .

Définition 1.4.3 pour x € R* ona
E(zr) =max{p e N tgp <z}

Remarque 1.4.1 E(z) est un caractérisé par le fait que c’est Uunique entier ntgn < z < n-+1

1.4.5 Développement décimale illimité d’un nombre réel positif

soit g € RT on définit la suite (ay)ren de la forme suivant :
ag = E(x)
pour k > la, = F(10%z) — 10E(10% 1)
par exemple si x =7 = 3,141592.. ..
onaay=3;a = FE(10r) — 10E(x)

a; =31 -30=1
ay, —4

as =1

as =Het ...

il est clair que ag € Net Yk > 1 a5 € {0,1,2...9}

par ailleurs si on pose s, = E a;,107% on a

k=0
VneN,; s, <x<s,+ 107" (s,) / majorée par x donc a = lim s,
n—+o0o
on a aussi lim (s," +107") =a,onaz=a
n—-+00

oo

on dit que (ay)est le développement décimale illimité de x et on écrira x = Zaklo_k ou
k=0

T = apa ...

Réciproquement

soit (ay)une suite d’entiers naturels tel que Vk > 1,a4 € {0,1,2...9}

18
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o
la suite (s,) définie par s, = Z a, 107" est croissante et majorée par exemple par ag + 1 donc

k=0
convergente.
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Chapitre 2

Etude topologique de I’ensemble R

2.1 La densité des rationnels

Proposition 2.1.1 Soient a et b deux réels avec a < b . Dans lintervalle ]a,b| , il existe au
moins un rationnel r .

On exprime cette propriété en disant que ’ensemble Q est dense dans R.

Remarque 2.1.1 Sl y a au moins un rationnel r dans Uintervalle |a,b] avec a < b , alors il
y en a une infinité, puisqu’il y en a dans |a,r| et un dans |r,b| , et en itérant le processus, on

en trouve autant que ['on veut.

L’ensemble des nombres irrationnels R\Q posséde la méme propriéteé.

Corollaire : Pour tous nombres réels a, b tels que a < b, il existe un nombre irrationnel

c € R\Q (et donc une infinité) tel que a < ¢ <b .

Démonstration : En effet, comme a < b, on a '\ V2 < b\ V2

il existe un nombre rationnel r € Q tel que a '\ V2<r<b \ V2, autrement dit a < rv/2 < b.
Comme 2 ¢ Q , on en déduit que rv/2 ¢ Q

2.1.1 Q est dense dans R

Proposition 2.1.2 entre deux nombres réels distincts, il existe un rationnel

Preuve
Soient a et b deux réels, vérifiant a < b; on pose [ =b —a > 0.
.a+b : : : o a+b
Si est rationnel, il convient car il vérifie a < 5 < b.
a+b a+b

Si

mation décimale & 107* prés par défaut =, et I'on a :

admet une approxi-

. . [
n’est pas rationnel, soit k¥ € N tel que 107% < 5 le réel

a+b

a<xp < <b,avec zp €D
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CHAPITRE 2. ETUDE TOPOLOGIQUE DE L’ENSEMBLE R

2.2 Complétude

2.2.1 Non complétude de Q

Définition 2.2.1
Une suite u de rationnels est dite de Cauchy ssi Ve > 0,3N(¢) tel que Yn > N(€),Vp > 0,
|un +p — un| <e.

Lemme :ll existe des suites de Cauchy de Q@ qui ne sont pas convergentes.

Preuve :

n o/ 1\n
Considérons la suite u,, = Z (=1) et démontrons qu’elle est de Cauchy.

n!
k=0
n+m 1 1
fint | “2;1 S Tt (n+m)! b=
L g Loy ! (n +m))
(n+1)! n+1 (n+1)(n+2)
< L (1+1+1+ +1)< 2 — 0
- (n+1)! 2 22 2m” = (n+ 1) o

Nous venons de démontrer que la différence w4, —u, est majorée en valeur absolue (usuelle)
par une suite ne dépendant que de n et qui tend vers 0 donc la suite u est bien de Cauchy.

) a
Supposons qu’elle converge vers un rationnel 7 avec (a,b) =1

Il est judicieux de remarquer que

1 1
n — U2n — - <0
fone2 =l = o TN T 2+ 1)

c’est-‘a-dire que la suite (u2n)n20 est strictement décroissante donc Vn > 0, 5 < Usp, que
—1 1

n+3 — WU2n = >0
Uants = Mol = o T T on 1 2)]

c’est-‘a~dire la suite (ug,41) est strictement croissante et puisque u; = 1 — 1 =0, on en déduit
linégalité
a
Vn > 0, OS“Qn—i—lSZ

. Des inégalités précédentes, on déduit I'encadrement suivant :

a
Vn > 0, 0 < ugpyr < 7 < Ugy,

a

qui démontre en particulier que 7 est positif donc on peut supposer dans la suite a > 0 et b > 0.
2n+1

On multiplie I'inégalité précédente par (2n)! et par b, ce qui nous donne ¥n > 0, b Z (—1)
k=0

k!

< (2n)! b 2n)!
a(2n)! < bz::(—l)k o Gt 1) a(2n)! — bz k— <0.
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CHAPITRE 2. ETUDE TOPOLOGIQUE DE L’ENSEMBLE R

b—1
En particulier pour 2n+1>b<n > —

2n
2n)!
on en déduit l'inégalité Vn > b — 12, —1 < a(2n)! — bZ(—l)MkL') <0.
k=0 '

2n
2n)!
Le nombre a(2n)! — bzz(—l)]€< IZ) est toujours un nombre entier
k=0 '

(2n)!
k!

(car = (2n)(2n — 1)..(k + 1)). Or le seul entier strictement plus grand que —1 et plus

b—1 a

2n (2”)'
a@u)l=b Yy (~1)FE =0 g, =
k=0 '

Ainsi la suite (ug,), est stationnaire ce qui est absurde car elle est strictement croissante.

petit que 0 est 'entier 0, d’ou l'inégalité Vn >

Conclusion : la suite u est de Cauchy mais elle ne converge pas dans Q donc (Q, || ) n’est pas
un espace métrique complet.

Le corps Q n’est donc pas complet pour la valeur absolue usuelle

En effet, pour construire de nouveau objets mathématiques (nombres, fonctions, etc) il est utile
d’utiliser la notion de limite de suite.

L’idée génial de Louis-Augustin Cauchy fut d’introduire la notion de suite de Cauchy afin de
s’affranchir de l'utilisation d’une limite "explicite".

En utilisant Iintuition que l'on avait a ’époque des réels (corps ordonné, il démontra que le
corps des réels est complet c’est-a-dire qu'une suite réelle converge ssi elle est de Cauchy.

que les rationnels forment une partie dense de R c’est-a-dire tout réel est la limite (au sens de
la valeur absolue archimédienne) d’une suite de rationnels, que la distance sur les rationnels est
induite par la distance sur les réels.

Il est dés lors évident que deux suites convergentes (ou de Cauchy, ce qui semble étre la méme
chose pour les réels),vont représenter le méme réel ssi elles possédent la méme limite, ¢’est-a-dire

que leur différence tend vers 0.

2.2.2 Complétude de I’ensemble réel R

Théoréme 2.2.1 R est complet i.e toute suite de Cauchy est convergente

Démonstration :soit (u,) est une suite de Cauchy on sait que (u,,) est bornée

donc (u,) C [o,B] on peut extraire une suite convergence (u,, ) — [ on montre qu’en fait
lim w, =1

n—-+o0o

soit € > 0,u,, — [ Iko € Ntq Vk > ko |u,, — 1| < 5

(un) étant de Cauchy 3go € N:n = qo,p = Otnyy — un| < §

posons Ny = max(ng,, qo)

soit n > N,

appelons ny le plus petit entier de la suite extraite qui si r > N, existe par définition de la suite

extraite

On a dors :|u, —I| = |[(un — Un,) + (Un, — )| < |ty — tp, | + |tn, — ] 0U |uy — Uy, | < § car

n = qo et ng = qo et |u,, — 1] < § car zp > ng,

d’ou |u, — 1| <¢
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2.3 Théoréme du point fixe

Théoréme 2.3.1 (théoréme de point fize)

soit f: R — R une application strictement contractant i.e
telle que 3k €]0,1[,¥(z,y) € R?

/(@) = F)| < Klz — y] alors 3z € R g f(z) =

Démonstration :
unicité :
supposons l'existence de 2 points fixes z et /[ f(z) — f(2')] < k|lz — 2|
|z — 2'| < klz — 2'|(k €]0,1]) ce qui si |z — 2’| # 0 alors 1 < k impossible car 0 < k < 1 d’ou
r=2a
Existence
soit xp € R
on pose 1 = f(xg)....xtpe1 = f(zy)
Soit p € N
|Tps1 — p| = | f(2p) = [(@pr]| < Klp — 2p]

en itérant le posséde on arrive & |r,41 — x| < kP|z1 — 20
montrons que (x,) est de Cauchy.
soit € > 0

|Tprq — Tp| < |Tpg1 — Tprgo1| + |[Tprg—1 — Tpig—2]

’xp—i-l _xp|
< (kPHa—t 4 kPra=2 L+ kP)|xy — x0)
< k:p(kq Vb2 4 o+ 1) |2y — o
< k:p(

kp
1—k
Jpo € N tq Vp > ng

)|ZE1 — Cl?ol — 0
p,q—>+00

S |ZL’1 —l’0|

p
— k]:cl — x| < ¢
donc Ipy € N tq Vp = po,q = 01 |2p4q — 7| < €
(n)nen est une suit de Cauchy est converge vers z € N
Tn1 = f(un); f(@n1) — @

flan) — f(x)
flz) =z

2.3.1 Remarque fondamentale

Il apparait dans la démonstration que le point crucial est le fouit que toute suite de Cauchy
soit convergent le théoréme reste valouse si on remplace R par une partie compléte de R
On sait que les fermés de R pour des partes compléte .
On peut appliquer le théoréme des point fixe a une fonction strictement contractant f : I — [

ou I est une intervalle fermé ([a,b] ou [a, +o00] ot | — 00, a])
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Théoréme 2.3.2 Soit f: I — I, ou I intervalle fermé de R
$i3n € N, 3k €]0,1, [, ¥(z,) € 12, |"(x) — f(y)] < ko —yl,
alors Az eI, f(z) ==

[sachant, bien entendu, que la notation f™ désigne I'itérée n iéme de

f:ff=fofo..of (nfois)]

Démonstration : Le théoréme fournit alors que la fonction f™ admet un seul point fixe i.e
frz) ==

|/ (f(@) = (@) < klf(2) — 2]

|f(f (@) = f < Rl f(x) — =

(@) — 2l — f(x) < klf(x) — ] done 1 < k

n’est possible que si f(z) —x =01ie f(z) =2

2.4 Le théoréme des segments emboitées

Théoréme 2.4.1 (Théoreme des segments emboites)
Soit (I,,) une suite décroissante d’intervalles fermés i.e. I, = |an, by ,

avec a, < b, et Vn e N, I,,.1 C I, o long = b, — a,

Unicité :

Soient x,y € ﬂ I,

n=0

Siz#y,posons |[xr—y|=¢>0

Comme lim longl, = 0,3dng € N, longl,, < ¢

n—oo
mais z,y € I, ,donc |z —y| < longl,, <e¢
d’ol € < €, contradiction.
Existence :
On a (ay)croissante
(b,) décroissante
vn € N,a, <b, et

lim (by — an) = 0

n—oo

D’aprés le théoréme des suites adjacentes,(a,) et (b,) sont convergentes de méme limite x.
donc Vn € N,a, <z <b,
ie.Vn e N,z € [an,b,]

o0
T E ﬂ[n
n=0
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2.5 La connexité

2.5.1 Intervalles

Les intervalles de R jouent un role fondamental dans I’étude des fonctions numériques (fonc-
tions de R vers R), tant du point de vue global (ensemble de définition) que local (voisinage) :

ce sont les parties connexes, c’est a dire d’un seul tenant, de R
Définition 2.5.1 Yac [,Vbe [,a<bVreR(a <z <b) =z €l)

On remarque que I'ensemble vide ) est un intervalle. La propriété de la borne supérieure (resp
inférieure) permet de classer les intervalles non vides de R en neufs types distincts suivant
I’existence ou non d’un majorant, d’'un minorant, d'un plus grand, d’un plus petit élément.
On montre ainsi que I'ensemble des intervalles de R est constitué par ()
intervalles bornés : (on désigne par a et b des réels a < b)
intervalles ouverts bornés |a,b[= {z € R,a < z < b}
intervalles semi-ouverts bornés [a,b[= {x € R,a <z <b}oula,bj =z e Ra<z <b
intervalles fermés bornés [a,b] = {x € R,a < = < b}.
intervalles non bornés : (on désigne par a et b des réels)
— minorés, non majorés :
avec minimum [a, +oo[ intervalles fermés non bornés
— sans minimum Ja, +o00| intervalles ouverts non bornés

— majorés, non minorés :

— avec maximum | — 0o, b intervalles fermés non bornés
— sans maximum | — 0o, b[ intervalles ouverts non bornés
— non minoré, non majoré : | — oo, +oo[= R.

Par exemple, montrons qu’un intervalle borné ayant un plus petit élément mais pas de plus
grand élément est de la forme [a, b|.

Soit I un tel intervalle, a son plus petit élément, b sa borne supérieure, alors

tout x réel vérifiant © < a n’appartient pas a I,

tout x réel vérifiant * = b n’appartient pas a I,

I'intervalle I est inclus dans [a, b[ et tout = de [a, b] appartient & I, d’ou I = [a, b|.

Les intervalles ]a, b et [a,b](b > a) peuvent étre encore définis de la facon suivante :

Ja, b= {z € R|z — “;b| < b;“}
0.t = frerle - T <20
Le réel & 0 est le centre de I'intervalle , est le rayon.
2.5.2 Non connexité de Q
Théoréme 2.5.1 Q n’est pas conneze
Démonstration : Soit a ¢ Q . Posons Oy =| — 00, a[ et Oy =|a, +o0|.

O;¢tO4 sont deux ouverts disjoints de R , qui recouvrent Q car Q C R\ {a} .
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Comme QN O; # 0 # QN Oy,

on en déduit que Q n’est pas connexe.

2.5.3 Connexité de R

Définition 2.5.2 On dit qu’une partie E de R est connexe si on ne peut pas la diviser en deuz

ouverts disjoints et non vides.

Autrement dit, F est non connexe s’il existe A non vide et distinct de F, tel que A soit a la

fois ouvert et fermé dans FE.
Proposition 2.5.1 Un sous-ensemble de R est conneze si et seulement si c¢’est un intervalle.

preuve :un sous ensemble connexe E de R a la propriété suivante : pour tous a,b € E,]a,b|C E
Autrement dit, il est convexe.

Inversement, soit I un intervalle. Soient A et B des parties non vides de I , disjointes, telles
que AUB =1 .Soit a € A et b € B. Quitte a échanger A et B, on peut supposer que a < b.
On considére ¢ = sup{z € A\z < b}. Comme a < ¢ < b,c € I . De I'une des caractérisation de
la borne supérieure, il résulte qu’il existe une suite (z,,) de points de A qui converge vers c.
D’autre part, ou bien ¢ = b € B, ou bien l'intervalle |c, b est entiérement contenu dans B.
Dans les deux cas, il existe une suite (y,) de points de B qui converge vers c¢. Par conséquent,

I'un des ensembles A et B n’est pas fermé.

2.5.4 Valeur intermédiaire

I désigne un intervalle de R, non réduit a un point.

Théoréme 2.5.2 (des valeurs intermédiaires)

Soit f : I — R une application continue et a et b deux éléments de I tels que a < b et
fla) < F(b) .

Alors

Yy €lf(a), F(b)[, 32 €la, b], f(z) =y

Preuve : (Par dichotomie)
On suppose f(a) < f(b) etm €]f(a), F(B)].
On va définir par récurrence deux suites (a,), et (b,), et considérer une suite auxiliaire (¢, ),

définie pour n > 0 par
Ay + by

Cn de la maniére sulvante :

b
i) ap =a,by = b (donc ¢y = %)

e Si f(cy) < m, on pose a; = ¢y et by = by.
e Si f(co) > m on pose a; = ag et by = ¢p.

de sorte que ag < ay, by < bo, f(ar) <m < f(br),b1 > ay et (b — ag) = 2(by — aq).
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ii) On suppose qu’au rang n > 1 on a des réels qp < a3 < -+ < ayeth, < --- < bl < by tels
que pour tout k= 1,--- ,n, f(ax) <m < f(by), b > ay et (bp—1 — akl) 2(by — ag). Au
rang n+1:

e Si f(c,) < m on pose a,i1 = ¢y, et by = by.
e Si f(c,) > m, on pose Gpi1 = Gy €t byig = Cy.

On a alors f(ani1) < m < f(bps1), bug1 > ansr €t (b, — an) = 2(bnt1 — Gpy1)-

Les suites (a,,), et (by), ainsi construites permettent d’obtenir la suite ([a,, b,]), de segments

emboités dont la longueur tend visiblement vers 0.

Soit alors ¢ I'unique élément de Nyen|an, by).

On a lim a, = cet hm b, = ¢ donc hm flan) = f(c) et lim f(b,) = f(c) car f est continue .
n—00 n—00

Mais comme f(ay) < m < f(bn), par passage a la limite on obtient f(c) =m .

Maintenant ¢ € [a,b] mais ¢, a et ¢, b car f(a) < f(c) < f(b), donc ¢ €a, b|.

Le cas f(a) > f(b) se raméne au précédent en considérant la fonction —f .

2.5.5 Composantes connexe

Définition 2.5.3 Soit U un ouvert de R, et x € U. On appelle composante connexe de x dans

U la réunion de tous les intervalles ouverts contenant x et contenus dans U .

Exemple 2.5.1
R* n’est pas connexe .
R* =] — 00, 0] est la composant conneze de tout nombre p € R*

R% =)0, +o00[ est la composant connexe de tout nombre p € R,
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conclusion

Les nombres réels sont intéressants dans tous les domaines par exemple,
dans le domaine mathématique, on les utilise pour étudier la convergence des séries et résoudre
certaines équations linéaires et non linéaires de plus ils sont utilisés pour calculer les distances.
Dans ce travail, nous avons exposé deux aspects essentiels de I’étude de ces nombres.
1. Le premier, intitulé "Etude algébrique des nombres réels", nous a permis propriétés des
lois de composition sur R. Il permet aussi un accés plus direct a certaines propriétés algébrique
fondamentales de R.

2.Le second,que nous avons intitulé "Etude topologique des nombres réels " que Q est
insuffisant dans la topologie.ll est nécessaire de la compléter par les nombres irrationnels.

Cette étude est traduit par le fait que R est complet. Cet aspect de completion ou de complétude
trouvera des généralisations pour certains espaces fonctionnels. Le plus fonda- mental étant

'espace des atomes L? ([a, b|)qui est complet pour la 2-norme par construction.
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