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Introduction générale

Dans ce travail, nous s’intéressons a la résolution des systémes linéaires, Ax = b, et des systémes
non lineaires de n équations a n inconues a coefficients dans le corps K. (K =R ou C)

Nous distinguons deux catégories de méthodes de résolution d’un systéme linéaire, les méthodes
directes et les méthodes itératives.

Si nous supposons une précision infinie, les méthodes directes conduisent a la solution exacte
du systéme en un nombre fini d’étapes alors que les méthodes itératives donnent toujours une
approximation de la solution, la solution exacte étant obtenue en un nombre infini d’étapes.

Les méthodes directes ont un caractére exact, mais pour les grands systémes, la propagation
des erreurs d’arrondis en diminue D'efficacité.

Les méthodes itératives sont bien adaptées au cas des matrices creuses (contient beaucoup
de termes nuls), car ces méthodes ne transforment pas la matrice de départ, contrairement aux

méthodes directes. Pour 'aspect programmation et pour plus d’information on pourra consulter
2] ou [4].

Ce mémoire est subdivisé en quatres chapitres

Premier chapitre : Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions, théorémes et
notions de base sur l'algébre linéaire qui sont utilisés tout au long de ce mémoire.

Deuxiéme chapitre : Dans ce chapitre, nous intéressons a la résolutions des systémes linéaires
par des méthodes directes, et nous présentons particuliérement trois méthodes essentielles :
e Méthode d’élimination de GGauss.
e Méthode de la décomposition LU.
e Méthode d’élimination de Cholesky.

Troisiéme chapitre : Dans ce chapitre, nous présentons quelques méthodes itératives de
résolutions des systémes linéaires et nous examinons par la suite, la convergence de ces méthodes,
nous étudions particuliérement trois méthodes :

e Méthode de Jaccobi.
e Méthode de Gauss-Seidel.
e Méthode de relaxation.
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Qautriéme chapitre : Dans ce chapitre, nous résumons quelque méthodes classiques de ré-
solution des équations et des systémes non linéaires, en partculier :
e Méthode de dichotomie.
e Méthode de la corde.
e Méthode de Lagrange.
e Méthode de Newton.

Nous donnons par la suite quelques conditions de convergence pour ces méthodes, et enfin, nous

terminons notre mémoire par l’exposition de la méthode de Newton pour les systémes d’équations
non linéaires.



Chapitre 1

Notions de base sur I'algébre linéaire

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques définitions, notations et opérations de base sur
I’algébre des matrices, qui seront utiles tout au long de ce mémoire.

1.1 Espaces vectoriels et vecteurs

Définition 1.1.1 Un espace vectoriel V' sur un corps K (K=R ou C) est un ensemble non vide
muni deuz lois, une loi interne notée + et une loi externe notée ., telles que pour tout v,w € V et
AMp€eKona:

o (V,4) est un groupe commutatif

e \(v+w)=Av+Aw

o (At pu)v=Av+pv

o \.(p.v) = (Ap).w

o l.u=nw.

Ezemple 1.1.1 M1 5(R), ensemble de matrices a coéfficients réels, est un espace vectoriel sur R
pour les deux lois de compositions définies par :

a b n a v\  fa+d b+V
c d d d)  \e+d d+d
\ (@ by  [(Aa XD
‘\e d)  \ A M
Remarque 1.1.1 Dans toute la suite, on note R™ un espace vectoriel de dimension n.

La base canonique de R™ est (eq, ....,e,).
Un vecteur x € R™, de composantes x, ...., T,, est noté x = (x;).

Définition 1.1.2 On dit qu’une partie non vide F de E est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si
V(v,w) € F?, ¥(o, B) €K*: av+ pw € F.
En particulier, 'ensemble F des combinaisons linéaires d’une famille de p veccteurs de F,
{v1,....,v,}, est un sous-espace vectoriel de E, appelé sous-espace engendré par la famille de vec-
teurs. On la note

F = wvect{vy,....,v,}
= {v=aqv1 + ..... + a0 € Kji =1, ..., p}.

La famille {vy,....,v,} est appelé famille génératrice de F.
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1.2 Matrices et vecteurs

Définition 1.2.1 Soient m et n deux entiers positifs. On appelle matrice @ m lignes et n colonnes

ou matrice m X n, a coéfficients dans K, un ensemble de mn scalaires a;; € K, avec ¢ = 1,....,m,
j=1,....,n représentés dans le tableau rectangulaire suivant :
a1 - Qin
A=
Ampm1 0 Qmn

ou encore A = (a;;) avec 1 <i<metl<j<n.

o L’ensemble des matrices m X n a coéfficients dans K est noté M., ,,(K).

e SiK =R, on écrit A € R™",

e Si K=C, on écrit A e C™*™,

e Sin =m, la matrice A est dite matrice carrée ou d’ordre n, de diagonale principal (a1, ....., Gpy).
o Un vecteur ligne est une matrice n’ayant qu’une seule ligne, c’est-a-dire que m = 1 et un vecteur
colonne est une matrice n’ayant q’une seule colonne, c’est-dire que n = 1.

1.2.1 Opérations sur les matrices

e Somme de deux matrices : On apelle somme de deux matrices A = (a;;) et B = (b;;), la
matrice C(m x n) dont les coéfficients sont C;; = a;; +bj; oti=1,...,met j=1,.....,n.

e Multiplication d’une matrice par un scalaire : La multiplication de A par un scalaire
A € K, est la matrice C'(m x n) dont les coéfficients sont donnés par C;; = Aa;; ot i = 1,....m et
j=1..n.

e Produit de deux matrices : Le produit d’'une matrice A(m, p) par une matrice B(p,n) est la
matrice C'(m,n), dont les coéfficients sont donnés par :

P
Cij = E @irbuj,
k=1

oui=1,....met j=1,...n.

Le produit matriciel est associatif et distributif par rapport a la somme matricielle mais il n’est
pas commutatif en général. Si AB = BA, on dira que les matrices carrés A et B commutent.
Dans le cas des matrices carées, I’élément neutre pour le produit matriciel est la matrice carrée
d’ordre n, appelée matrice identité, définie par I, = (d;5).

La matrice identité est la seule matrice n x n qui vérifie Al,, = I,A = A, pour toutes les marices
carrées A.

Remarque 1.2.1 e L’ensemble des matrices R™*™ est un espace vectoriel de dimension mn.

e Le produit de deuxr matrices diagonales est une matrice diagonale.

e Le produit de deux matrices triangulaires superieures (inférieures) est une matrice triangulaire
superieure (inférieure).
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1.2.2 Trace, déterminant, rang d’une matrice

Définition 1.2.2 A est une matrice carrée d’ordre n. On définit la trace de A comme la somme
des éléments de la diagonale principale :

n

tr(A) = Z aij.

i=1
Proposition 1.2.1 Si A et B sont deuz matrices carrées d’ordre n, alors
o tr(AT) =tr(A).
o tr(A+ B)=tr(A)+tr(B).

e Si A est une matrice m x n et B une matrice n x m,alors
tr(A x B) =tr(B x A).

Définition 1.2.3 Soit A une matrice carrée d’ordre n.

FEtant donné un couple (i,7) d’entiers, 1 < 1i,7 <n, on note (A;;) la matrice carrée d’ordre n — 1
obtenue en supprimant la i-eme ligne et la j-éme colonne de A.

On définit le déterminant de A, et on le note dét(A), par récurrence sur l'ordre de la matrice A.
e Sin=1:le déterminant de A est le nombre

dét(A) = diy,

e Sin>1:le déterminant de A est le nombre
dét(A) = zn:(—1)i+jaijdét(,4,-j) Vi, 1<i<n,
j=1
ou, de maniére équivalente, le nombre
dét(A) = i(—ni“%détmij) Vi, 1<j<n.
i=1

Remarque 1.2.2 (déteminant d’une matrice d’ordre 2)
Soit A la matrice carrée d’ordre n = 2, alors

dét(A) = dét (an 212) = 11022 — Q12021
22

a21

Remarque 1.2.3 (régle de Sarrus)
Soit A la matrice carrée d’ordre n = 3, alors

11 Aaiz2 i3
dét(A) = dét ag1 Q92 Q923
31 Aaz2 as3

= (11092033 + G21G32a13 + A31012093) — (A13G22031 + A23A32a11 + A33012G21).

Remarque 1.2.4 [e déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des éléments dia-
JONauL.
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Proposition 1.2.2 e det(A”) = det(A),
® det(A_l) = m
e det(A x B) = det(A). det(B).

Définition 1.2.4 Le rang d’une matrice quelconque A est égal au plus grand entier s tel que l'on
puisse extraire de A une matrice carrée s inversible, ¢’est-a-dire de déterminant non nul.

1 g %) Le rang de A est 2.

A est d’ordre 2 x 3 donc s <min2,3 donc s =0,1 ou 2.

Comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiére et de la deuxiéeme colonne est
nul, on ne peut pas conclure,

comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiére et de la troisiéme colonne est
non nul, alors s = 2.

Exemple 1.2.1 Soit la matrice A =

1 0 1
Exemple 1.2.2 Soit la matrice A= 0 5 —1
-1 0 -1

A est d’ordre 3 x 3 donc s < 3.
Le déterminant de A est 0 donc s # 3.

le déterminant de la sous-matrice ((1) (5)) est 5, donc s = 2.

1.2.3 Matrices inversibles

Définition 1.2.5 Une matrice carrée A d’ordre n est dite inversible ( ou réguliére ou non singuliére
) 87l existe une matrice carrée B d’ordre n telle que AB = BA = I. Dans ce cas B est la matrice
inverse de A, notée A1, Une matrice qui n’est pas inversible est dite singuliére.

Remarque 1.2.5 e Si A est inversible, son inverse est aussi inversible et on a : (A7)~ = A.

e 5i A et B sont deux matrices inversibles d’ordre n, leur produit AB est aussi inversible et on a :
(AB)"' =B 1AL

Proposition 1.2.3 Une matrice carrée est inversible si et seulement si ses vecteurs colonnes
sont linéairement indépendants.

1.2.4 Inverse d’une matrice
Si A est une matrice inversible d’ordre n, alors

1

-1
det(A) ¢

ot C est la matrice de coefficients ¢;; = (—1)" det(A4;), i =1,...,n, j =1,...,n.

Par conséquent, une matrice carrée est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.
Dans le cas d’'une matrice diagonale inversible, I'inverse est aussi une matrice diagonale ayant pour
éléments les inverses des éléments de la matrice.

Toute matrice orthogonale A est inversible, son inverse est AT et det(A4) = &1.
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1.2.5 Transposée d’une matrice

Définition 1.2.6 On appelle transposée d’une matrice A € R™" la matrice n x m, notée AT,
obtenue en échangeant les lignes et les colonnes.

Proposition 1.2.4
oA = A o(A+B)Y=A" 4+ BT o (AB)' = BTAT

o(aA) = AT o (AT)™t = (AT s5i A est inversible.

1.2.6 Matrices symétriques, matrices anti-symétriques

Définition 1.2.7 Une matrice A est dite symétrique si AT = A.
Une matrice A est dite anti-symétrique si AT = —A.

Exemple 1.2.3

1 5 =9
5 4 0 | est une matrice symétrique.
-9 0 7
1 5 -9
—5 4 0 | est une matrice anti-symétrique.
9 0 7

Définition 1.2.8 Soit A € C™". La matrice B = A* € C"™™ est appelée adjointe de A si
bij = @j;, ot aj; le conjugué de aj; et on a :

e (A+B)=A"+B"
e (AB)"=DBA”
e (aA)'=aA" VacC.

1.2.7 Diagonalisation, trigonalisation

Définition 1.2.9 On dit qu’une matrice A € M, (K), (K =R ou C) est diagonalisable s’il existe
une matrice inversible P € M,,(K), et une matrice diagonale D telles que P"'AP = D

e les valeurs propres de A sont les éléments de la diagonale de D et les vecteurs propres sont les
vecteurs colonnes de P.

Définition 1.2.10 On dit qu’une matrice A € M,,(K),K = R ou C est trigonalisable s’il existe
une matrice inversible P € M,,(K), et une matrice triangulaire T' inférieure (les coéfficients a; ;=0
si i > j)ou supérieure (les coéfficients a;; =0 sii < j) telles que PT'AP =T

e les valeurs propre de A sont les éléments de la diagonale de T.
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1.3 Produit scalaire et normes vectorielles

e Le produit scalaire de deux vecteurs x et y est définie par :

IT?J = i TiY;-
i=1

e Dans le cas de vecteurs complexes, le produit scalaire hermitien de deux vecteurs x et y est

définie par :
n
Ty = Zﬂf_zyz
i=1

e Il est possible de définir plusieurs normes dans I'espace vectoriel R"™.

Définition 1.3.1 Une norme d’un espace vectoriel E est une application || . || de E dans R qui
vérifie les propriétés suivantes :

1
2
3
4

Ve E ||z ][>0
VAER VI e B | A = Al # |
Veye Bz +y[<[lz] + [yl
Vre E||z|=0<=xz=0.

~—_— — ~— “—

Dans R", les trois normes les plus courantes sont :
e Norme infinie : || z |[oo= max | z; |,
1= n

Ly

n

e Norme 1: || z ||;= E | z; |,
i=1
o\

e Norme 2 ou norme eucludienne : || z ||s= (2%2) ,Ou x = (2, ...2,)".
i=1

Proposition 1.3.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

V(@,y) €ER" xR":| 2y [<[ = |12l y |2 -

L’égalité a lieu si el seulement si les vecteurs x et y sont liés.

Comme toutes les normes des espaces vectoriels de dimension finie, ces trois normes sont équai-
valentes.

Les constantes qui les relient sont données par la proposition suivante :

Proposition 1.3.2 Pour tout x € R", on a :

2 f2<ll 2 i< vV | @ 2,
2 o<l 2 fl2< Vo || 7 oo,
I flo<[[ 2 [h<n || 7 [loo -
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1.4 Normes matricielles

Définition 1.4.1 On suppose que l'on a choisi une norme dans chacun des deux espaces R™ et
R™. On définit alors la norme matricielle subordonnée dans ['espace des matrices R™*™ par :

VAe R™" || A||l= max || Az || .

[lz]|=1
Lorsque les normes 1,2 ou infinie sont choisies respectivement pour les deux ensembles a la

fois, on note les normes subordonnées correspondantes de la méme maniére.

Proposition 1.4.1 Soit A = (a;;) € R™*™. Alors :

m
| A= .{I}axnz | aij |,
I i=1

n
| A fleo= Z.:Tglaxmz | ai; |,
[} =1

Remarque 1.4.1 La norme matricielle euclidienne n’est pas facile a calculer dans le cas général,
contrairement aux autres normes.

1.5 Matrices semblables

Définition 1.5.1 On dit que deux matrices A et B sont semblables si et seulement s’il existe une
matrice régqulicre P telle que : A= P~1BP

1.6 Matrices définies positives

Définition 1.6.1 (mineurs principauz) Soit A € M,(R).

Une sous-matrice k x k formée a partir de A, en éléminant n — k colonnes, disons les colonnes
11,09, ooy in_p et les mémes n — k lignes 11,19, ...,in_1 est appelée une sous-matrice de A, d’ordre
principal k. Le déterminant d’une sous-matrice principale k X k est appelée le mineur principal
d’ordre k de la matrice A.

Exemple 1.6.1 Soit A une matrice 3 X 3

ailz aiz a3
A= |axn axp axs
a31 32 as3

e Les mineurs principaur de premier ordre sont : aii, aso et ass.
e Les mineurs principaur de second ordre sont :

11 Q12 aixz as Q22 A23
det , det et det .
21 A22 a31 ass 32 Aas3

e Le seul mineur principal de troisiéme ordre est : det(A).
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Définition 1.6.2 (mineurs principaux dominants) Soit A € M,(R).

Une sous-matrice k x k formée a partir de A, en éléminant les n — k derniéres colonnes, et les
mémes n — k derniéres lignes, est appelée une sous-matrice de A, d’ordre principal dominant k.
Le déterminant d’une sous-matrice principale dominante k X k est appelée le mineur principal
dominant d’ordre k de la matrice A.

Exemple 1.6.2 Soit A une matrice 3 x 3

aix aiz Az
A= [an ax a23

a31 azz 33

e Le seul mineur principal dominant de premier ordre est : aj;.

a21 Qa22
e Le seul mineur principal dominant de troisieme ordre est : det(A).

o Le seul mineur principal dominant de second ordre est : det (a11 a12)

Définition 1.6.3 Soit A une matrice symétrigue définie positive d’ordre n. FElle est dite définie
positive si elle vérifie la propiété suivante :

Ve e K*, zTAz > 0.

Théoréme 1.6.1 (critére de Sylvester) Pour qu’une matrice A = (a;;)1<ij<n, Téelle symétrique
ou complexe hermitienne, soit définie positive, il faut et il suffit que les n mineurs principaus
dominants soient stictement positifs.

Remarque 1.6.1 (intérét des matrices définies positives)
e Les problemes de résolution de systémes linéaires les plus faciles a traiter numériquement sont
ceux dont les matrices sont symétriques définies positives.



Chapitre 2

Résolution des systémes linéaires par des
méthodes directes

2.1 Introduction

On se propose de résoudre I’équation matricielle Az = b o A est une matrice inversible de
taille n. Lorsque A est trinagulaire supérieure , la résolution de I'équation Az = b est immédiate.
On calcule successivement X, a partir de la derniére équation, puis X, ; a partir de I'avant-
derniére et ainsi de suite jusqu’a z;.

On procéde d’une maniére analogue si A est triangulaire inférieure.

2.2 Méthode d’élimination de Gauss

Supposons que A n’est pas triangulaire. L’idée de la méthode d’élimination de Gauss (ou pivot
de Gauss ou trigoalisation de Gauss) est de se ramener a une systéme linéaire A’z = ' dont la
matrice A’ est triangulaire supérieure, on obtient ensuite la solution par simple remontée.

Exemple 2.2.1 On cherche a résoudre le systéme suivant :

20 +3y+3z2+t=15
—4r -6y +32+2t=3
—r+y+z2+t=5
—2r—y+z+t=1

(2.1)

La méthode de Gauss, consiste a éliminer x des lignes 2,3 et 4, puis y des lignes 3 et 4, puis z
de la ligne 4. On obtient alors la valeur de t et on en déduit les autres valeurs en remontant. Le
systeme (2.1) s’écrit sous la forme matricielle Az = b :

2 3 3 1\ [z 15
—4 -6 3 2| |y| |[3
11 11| |2] 7|5
2 11 1) \¢ 1

Etape 1
1

On pose Ay = A et on note a;;, 1 <i,5 < 4 [’"élément (1,7) de la matrice A. L’orsqu’il est non nul,

15
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on appelle pivot I’élément al,. Dans notre exemple ai, = 2. On effectue alors pour toute ligne L;,
2<:<4:

al
Li + Li — Ly

agy
on arrive q :
2 3 3 1 T 15
0 0 9 4 y| |33
3 =1 2
0335 3]~ 2
0 2 4 2 t 16
Etape 2

On note Ay la matrice obtenue o Uétape 1. Maintenant, le pivot a3, de la nouvelle matrice est nul.
Alors on échange la deuzxieme et la troisieme ligne. On obtient :

2 3 31 x 15
5 5 3 25
05 5 5|yl |3
009 4 z 33
0 2 4 2 t 16
Le nouveau pivot maintenant est a3,. On effectue alors :
4
Ly Li— 2Ly =L, — - L,
59 5
Ce qui nous donne :
2 3 31 x 15
035 alfvlo|2
009 4 z 33
00 2 3 t 6
Etape 3
Le pivot de la matrice A est I'élément a3; = 9. On effectue :
2
Ly Ls— a;;ng =Ls— —Lg.
a3 9
Ce qui nous donne :
2 3 3 1 x 15
0535 5 ||v|l=]|Z2
009 4 z| | 33
4 4
00 0 —5 t -3

Etape 4
La matrice obtenue est triangulaire supérieure, et on peut résoudre le systéme par remontée. On
trouve :

6
-1
-3
15

SRS BN
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Algorithme :

De I'exemple précédent on tire l'algorithme suivant :
Etape 1

Si ay; # 0, alors :

Q;
La ligne 1 ne change pas. et pour i—2,...,n on, effectue : L; < L; — !

Lietona:

a ai
il . .
aij:aij—a—alj, ZIQ,...,H, ] :1,...,n.

1

a1 .
bi:bi__bL 222,...,71
a1

Etape 2
Si agy # 0, alors :
B . a.
La ligne 1 et 2 ne changent pas. et pour i=3,...,n, on effectue : L; +— L; — 2, etona:
22
a.
Qij = A5 — 12a2j7 1=3,..,n, j=1,...,n
22
a/,
by = b — —2by, i =3,...,n
22
Etape k
Si agr # 0, alors :
ik . .
Qjj = Q45 — a—akj, t=k+1,...n, j=1,...,n.
kk
a.
b; = b; — ibk, 1=k+1,...n
Qg

Aprés ces étapes on obtient un systéme A’z = b (avec A’ est triangulaire supérieure) équivalent
au systéeme Ax = b.

Remarque 2.2.1 Si ax, = 0, on utilise la stratigie de pivot (soit partiel ou total), qui est basée
sure le changement des lignes.
Pour plus d’information, on pourra consulter [1].

2.3 Méthode de la décomposition LU

La méthode de décomposition LU consiste a factoriser la matrice A en produit de deux matrices
triangulaires

A=LU

ou L est triangulaire inférieure (lower) et U est triangulaire supérieure (upper). La résolution du
systéme linéaire Ax = b est alors ramenée a la résolution de deux systémes Ly =bet Uz = y.

Dans la méthode de Gauss pour éliminer les éléments de la colonne k (k'*™¢ étape), on multiplie
la matrice A a droite par une matrice L, nulle sauf la colonne k et on a :

Qi

Qg

Si on sauvgarde les matrice Ly on peut définir a la fin d’élimination une matrice triangulaire
supérieure L.

Et donc on définit une nouvelle méthode directe de résolution des systémes linéaires qui s’appelle
méthode de décomposition LU.
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Ceci est intéressant lorsqu’on a a résoudre plusieurs systémes avec la méme matrice et différents
second membres car la décomposition est effectuée une fois pour toutes.

2.3.1 Existance

Théoréme 2.3.1 Soit A € R™". La factorisation LU de A avec L est une matrice tringulaire
inférieure dont les éléments diagonaux sont égauxr a 1 et U est une matrice triangulaire supérieure
est unique si est seulment si tous les mineurs principauz dominants de A sont non nuls.

Preuve : Pour la démonstration, on pourra consulter [1].

|
2.3.2 Algorithme
Soit la matrice :
a2 - Qg 10 - 0 Uy U e Uy
Gg1 G2 -+ Aoy loy 1 -+ 0 0 uyy -+ Uy
an1 e Ann lnl e lnn—l 1 0 cee O Unn
Calcul des matrices L et U.
e Ftape 1
{ U1, = Q15 1= 1, ., N
lélz u;11’ 1=2,...,n
e Etape 2
U = Qg — lo1 X Uy, 1=2,...,M
lig = ap=ligXu1y 5 _ 3 n
U292 ) FRRES)
e Etape k&
j—1
Ukj = Akj — Zlkz’ X Wi, J=FkK,...n
5
lix = ﬁ X (i — Zlij X ui), 1= (k+1),..,n
j=1
L’étape k est vérifié pour k = 2,....,n — 1, et pour k£ = n on trouve juste u,,,.
Exemple 2.3.1 On considere le systéeme suivant :
r+y+32+3t=15
r4+2y+4z+2t =14 (2.2)

6z + 9y + 72 =28
3r+5y+8z+1t=22
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Le systeme (2.2) s’écrit sous la forme matricielle de la fagon suivante :

113 3 x 15
124 2| |y| |14
6 9 70 2| |28
3581 t 22
c’est-a-dire de la forme
Ar=1»

On vérifie facilement que les mineurs principauz de la matrice A sont non nuls, donc A vérifie
les conditions du théoréme 3, et par la suite on peut appliquer la méthode de factorisation LU a la
résolution du systéme (2.2).

Ona:
11 3 3 1 0 0 0 U1 U2 U3 Ui4g
1 2 4 2 - lgl 1 0 0 0 U922 U3 U224
6 9 70 - l31 lgg 1 0 0 0 U33 U34
3 5 8 1 l41 l42 l43 1 0 0 0 U44
e k=1
Uy = A14, 1= 1, ,4
liIZZjlla _27' 74
Donc : .
=3 =1=1
l41:uﬁ :I_?’
Alors, on peut écrire
1 13 3 1 0 0 0 1 1 3 3
1 2 4 2 o 1 1 0 O Ou22 U3 U4
6 9 70 - 6 l32 1 0 0 0 U3z U4
3 5 8 1 3 l42 l43 1 0 0 0 Ug4
e k=2
Uy = Qg — lo1 X U2 =1
Uz = g3 — log X w3 =1
Ugg = Qg — lo1 X Uy = —1
Ly = ——i =3
lyp = w2=laiam — 9
Alors la décomposition devient :
11 3 3 1 0 0 O 1 1 3 3
1242 (11 00 01 1 -1
6970_6310 OOU33U34
3 5 8 1 3 2 I3 1 0 0 0 uy
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e k=3
¢ 2
Uz = az3 — Zl:ﬁ' X ug = —14
izl
Ugq = A34 — Zl?)i X U3 = —15
= ;
lyz = u—; X (a3 —2143' X Uj3) = 11
\ j=1
o k=14
3
39
Ugq = Qg4 — lezu X Ujqg = 1
Donc le systeme (2.2) devient
LUx = b, (2.3)
avec :
1 0 0 O 11 3 3
1 1 0 0 01 1 -1
L=163 1 0 ¢ U=lg o0 14 —15
32 21 o0 o -2
Le systéme (2.3) est équivalent au systéme :
Ly=15b
{U:p _y (2.4)

La résolution du systéme (2.4), nous donne

8
I
W = =N

Donc la solution du systéme (2.2) est

8
I
W = =N

2.4 Factorisation de Cholesky

La méthode de Cholesky ne s’applique qu’aux matrices réelles symétriques définies positives.
Elles consiste en une factorisation A = BBY, ou B est une matrice triangulaire inférieure. La
résolution du systéme Ax = b peut se ramener a la résolution du systéme

By =15
BTy =y
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Ceci est intéressant lorsqu’on a a résoudre plusieurs systémes avec la méme matrice et différents
second membres car la décomposition est effectuée une fois pour toutes.

Théoréme 2.4.1 Soit A € R™™"™ une matrice symétrique définie positive. Il exriste une unique
matrice réelle B triangulaire inférieure, telle que tous ses éléments diagonaux soient positifs et qui
vérifie

A= BB

Preuve : Pour la démonstration, on pourra consulter [5].

Algorithme :

Soit la matrice :

a1 Q2 - Gl ly 0 - 0 lih lis -
A = . . . - .
Qn1 Tt Qpn lnl e lnnfl lnn 0 o 0 lnn

on a :

( 4 Ly = v a11

[ SIS

j—1
L = (aij - Zsz)
k=1

Exemple 2.4.1 On considére la matrice

\

(1 P 7
A=13 3 3
L 1 1
3 4 5
La factorisation de Cholesky de A est :
1 0 0\ /1 & =
A=(L 2 o) |0 ¥ L|=pBB"
1 V3 5 0 0 ¥
3 6 30 30
det(A \/§\/§ 2— L
6 30/ 2160
Pour résoudre le systéme Az = b, avec b =
On a :
1
By=b=y= V3],
V5
Puis ,
3
Blz=y=—=2=[-24

30



2.4 Factorisation de Cholesky 22

2.4.1 La complixitée des méthodes

. .2 3 7 .
Pour une matrice d’ordre n, la méthode de Gauss nécessite §n3 + §n2 — an opérations élémen-

. . ”» 1 . .
taires, mais la décoposition LU demande —n3 + n? — gn opératins élémentaires.

1 1 1
Pour la méthode de Cholesky on utilise §n3 + §n2 + 3" opératins élémentaires.



Chapitre 3

Résolution des systémes linéaires par des
méthodes itératives

3.1 Introduction

Les méthodes directes sont trés coiiteuses en termes de nombre d’opérations, donc de temps
de calcul lorsque la taille du systéme linéaire est assez élevée. On peut alors avoir recours a des
méthodes ot la solution est obtenue par itérations successives et ol chaque itération consist a
résoudre un systéme linéaire moins cotiteux.

On peut écrire de maniére générique une classe de méthodes itératives de la maniére suivante :
Considérons le systéme linéaire

Axr=b>
ol A est une matrice n x n inversible, et soit une décomposition de A sous la forme

A=M—-N

ot M est une matrice inversible, facile & inverser. En se donnant un vecteur 2° € R™, on construit
une suite de vecteurs (z(*)) par itérations

Mz#+D = Nz® 4 p, k=0.1.. (3.1)
Notons que si cette méthode converge vers un vecteur x € R™ alors on a nécessairement
Mx = Nx + 0,
c’est-a-dire
Ax =b.

3.1.1 Convergence des méthodes itératives

Soit x € R™, On définit la norme :

I o= (Z)

i=1
On dit que la méthode itérative (3.1) converge s’il existe un vecteur x € R™ tel que

lim || 2® — 2 ||=0
k—ro0

pour tout choix de vecteur initial 2° € R™.

23
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Définition 3.1.1 Soit A une matrice carrée d’ordre n. On appelle rayon spectral de A et on le
note p(A), la plus grande valeur propre en module, i.e.

p(A) :=max{| \; |; \; valeur propre de A, 1 <i<n}.
On a alors le théoréme fondamental suivant :

Théoréme 3.1.1 La méthode itérative (3.1) converge si et seulement si
p(M™'N) < 1.

Preuve : Pour la démonstration, on pourra consulter [5].

3.2 Meéthodes itératives

Dans cette section, on s’intéresse d’exposer trois méthodes itératives telles que : méthode de
Jacobi, méthode de Gauss-seidel et méthode de Relaxation. Pour cela nous écrivons A sous la
forme

A=L+D+U
ol
d. — A4 SZ’L:] L. — Q5 SZ’L>] e — Qij SZZ<]
Y10 si non Y10 si non Y1 0 si non

On suppose en outre que la matrice diagonale D est inversible, autrement dit a;; # 0 pour tout
1<t <n.

3.2.1 Méthode de Jaccobi

Dans cette méthode nous choisissons
Alors la méthode s’écrit
DY = (L +U)z™ +b, k=0,1...
i.e.
e Y = D YL+ U)2™ + D, k=0,1..

ou encore

=k (bi - Zazjxﬁk’) 1<j<n k=01,

J#i

x§°) donné 1<i<n.

Chaque itération consiste donc a résoudre un systéme linéaire diagonal.

Exemple 3.2.1 On considere le systéme suivant :

4 2 1 T 4
120 |y]l=1(2]. (3.2)
2 1 4 z 9
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Le systéme peut se mettre sous la forme :

dor+2y+2=4
—x 42y =2
2v4+y+42=9

ce qui nous donne :

— _ ¥ _ z
r=1 5 :
— Z
y=0tE

X
=373 74

Soit (0, 0,0) le vecteur initial, en calculant les itérées on trouve :

1 4

= — (bl —apy’ — a1320) =-=1
a1 4
1 2

yh = — (bQ —ana’ — G23ZO> =-=1
9292 2
1 9
2= — (b3 — agz’ — Cl32y0) =7
ass3 4

Donc z; = (1,1, 2). D’une maniére analogue on trouve :

]
1 33
Ty = T T A A A
16°2’ 2
- 1 1 61
S 8 32732

by _ (515265
7 1287167 128
7 261 511
Ty = F10 o’ oce |
512° 256 256

La suite (z) converge donc vers la solution exacte (0,1,2) du systéme (3.2).

3.2.2 Meéthode de Gauss-Seidel

Dans la méthode de Gauss-Seidel, on choisit M = D+ L et N = —U, donc cette méthode peut
étre écrite sous la forme :

(D + L)z®™ Y = 2™ +b k=0,1,....

ou encore
250 = (D4 L)"'WUaW + (D+ L), k=0,1,..

La méthode de Jacobi montre que, pour calculer les itérés xEkH), les valeurs xycﬂ), sont disponibles

pour 1 < 7 < n. En modifiant cette méthode, on trouve :

= (bi =D iy = Zaiﬂ?)) 1<j<n k=01,

j<i §>i
xl(o) donné 1<i<n.

X
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Exemple 3.2.2 Considérons le systéme suivant :

1 1
11 5 4_1 X 1
3 L Ofly)=1{1]. (3.3)
7 1 1) \# i
i.e.
Az =0b

Le systéme (3.3) nous donne :

r=1-4-;
y=1+¢
_ 9 T
Z=1-5"1
en patant du vecteur initial x0(0,0,0) on calcule xq :
1 1
o= _(bl —apy’ — a1320> =-=1
a1 1
1 3
y' = —(bz —ayz' — G23ZU> =5
929 2
1 11
2t = —(ba — agx' — Cl33311> =3
ass 8
Donc 3 11
= (1.2, =
n=33)

On calcule de la méme fagcon

B 3 61 527
T = (_3_2’6_4’%)
/9 2047 16349
T = (1024’2048’ 8192>'

Cette suite de point (xy) converge vers la solution exacte (0,1,2).

Remarque 3.2.1 La méthode de Gauss-Seidel et la méthode de Jacobi peuvent étre aussi utilisées
pour la résolution des systémes non linéaires.
Exemple 3.2.3 Soit a résoudre le systéme

y

r = sin(xy) — 5=
{ y = 2mx N (m— b1 —1) (3.4)

partant du point zy = (%, 3), on calcule successivement

z1 = (0.455,3.03)
T, = (0.499,3.11)
zs = (0.505,3.14).

C’est une suite (z;,) qui converge vers la solution exacte (3,7) du systéme (3.4).
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3.2.3 Méthode de Relaxation

Dans la méthode de relaxation, on choisit

1 1
M=-D+1I, N:(——l)D—U.
w w

Ou w € RY. La méthode de relaxation s’écrit donc sous la forme :

1 1—
(—D+L>x(k’+1) = <—°"D— U)I(k) + b, k=0,1...
w

w

i.e.

1 - 1 B
ZkH1) = <—D + L) (—“D - U) a® 4+ (—D + L) b, k=01..
w w w

Remarque 3.2.2 Pour w = 1, nous retrouvons la méthode de Gauss-Seidel. Pour w < 1, cette
méthode est appelée méthode de sous-relaxation et pour w > 1 est appelée méthode de sur-relaration

Remarque 3.2.3 Le but de la méthode de relaxation est d’accélérer la méthode de Gauss-Seidel.

Exemple 3.2.4 On considére le systéme Ax = b qui admet une solution exacte x = (1,2,3); ol

3 1 -1 2
A=|1 5 2 et b= 17
2 —1 -6 —18

pour w = 1.1 et g = (0,0,0) :

z1 = (0.7333,3.5787,2.9128)
2y = (0.4158,2.0090,2.7927)
z3 = (0.9792,2.0948,2.9957)

pour w =1 et g = (0,0,0) :(méthode de Gauss-seidel)

z; = (0.6667,3.2667,2.6778)
zy = (0.4704,2.2348,2.7843)
x5 = (0.8498,2.1163,2.9306)

Donc on remarque que la méthode de Relaxation pour le paramétre w = 1.1 plus converge que la
méthode de Gauss-seidel.
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3.3 Etude de la convergence dans le cas d’une matrice sy-
métrique définie positive
Dans ce paragraphe on va examiner la convergence de ces méthodes itératives dans le cas d’'une

matrice symétrique définie positive.

Théoréme 3.3.1 Soit A une matrice symétrique définie positive et soit A = M — N une décom-
position de la matrice A ot M est inversible. On suppose que la matrice M7 + N est symétrique
définie positive. Alors, la méthode itérative Max*+t1) = Nz®) + b converge.

De ce résultat, on peut déduire les corollaire suivants :

Corollaire 3.3.1 Si A est une matrice symétrique définie positive, la méthode de relaxation converge
pour 0 < w < 2.

Preuve : Pour la méthode de relaxation, on vu que :

1 1 -
M=-D+L, N=—2D-U
w w

Comme A est symétrique, on a L = U”. La diagonale de M est celle de D. On déduit que M est
inversible puisque les éléments d;; sont positifs. Soit

1 1— 9
M4 N=-D4+ T+ -——Yp_7r_2"%p
w w w

Cette matrice diagonale est définie positive si et seulement si 0 < w < 2.

Corollaire 3.3.2 Soit A une matrice symétrique définie positive telle que 2D — A soit définie
positive. Alors, la méthode de Jacobi converge.

Preuve :

MY +N = D' —(L+U)
= D—(A-D)
= 2D — A

3.4 Etude de la convergence dans le cas d’une matrice a dia-
gonale dominante

On va étudier maintenant la convergence de ces méthodes itératives pour un autre type de
matrices, c’est le cas des matrices a diagonale dominante. Pour ceci on a besoin de la définition
suivante.
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Définition 3.4.1 On dit qu’une matrice A est a diagonale dominante si on a :

Z |6Ll‘j |§|CL“ | \V/Z:L,TL
J#

On dit qu’elle est a diagonale strictement dominante si
Z‘CZZ’]‘ ’<|Clii ’ VZ:L,n
J#i

Théoréme 3.4.1 Soit A une matrice o diagonale strictement dominante, alors A est inversible.
De plus, les méthodes de Jacobi et de Gauss-seidel convergent.

Preuve : Montrons d’abord que A est inversible.
e Soit z € R™ avec x # 0 et Az = 0. Soit 7 un entier tel que | z; |>| z; | pour tout j =1,...,n. On

a
Q;;T; = —Zai]‘l‘j.
J#i
Alors
Laii || i [=1) aga 1 Tag o [<l @ | Y ai |-
j#i i i

Ce qui est impossible puisque x # 0. Donc la matrice A est inversible.
e Montrons maintenant la convergence.
Posons B = M~!'N et soit A une valeur propre et x un vecteur propre de B, c¢’est-a-dire :

Br =Mz, x#0.

Puisque on s’intéresse a la plus grande valeur propre en module, on suppose que A # 0. Par la

suite, on a
1
(]\/[ — XN).I‘ =0.

e Pour la méthode de Jacobi, la derniére équation s’écrit

1 1
D+ —-L+-U)z=0.
< A A ) 0

Posons C' = D + %L + %U. Supposons que | A |> 1, dans ce cas, on a
1
| cii !:’@n’bzmij !ZWZV%J' \:Z’Cij\-
i i i

On en déduit que C est & diagonale strictement dominante, donc C' est inversible. Alors x = 0.
Ceci est une contradiction avec le fait que x est un vecteur propre de B.
e Pour la méthode de Gauss-Seidel, on pose

1
C:D—i—L—i—XU.
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D’une maniére analogue que précédement, on suppose que | A |[> 1, on déduit que :

|Cu‘| = |an“

C’est une contradiction.



Chapitre 4

Résolution des équations et des systémes
non linéaires

4.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est la résolution de I’équation

f(z)=0 (4.1)

ot f est une fonction de I C R dans R. Ce probléme concernait déja les mathématiciens de I'anti-
quité puisque les babyloniens et les grecs s’intéressaient déja aux racines des polyndémes de degré 2.
Plus tard, c’est en s’intéressant aux racines des polyndémes de degré 2 et 3 que les mathématiciens
italiens du seixiéme siécle, Cardan et Bombelli découvrirent les nombres complexes. On sait aujour-
d’hui qu’il n’existe pas de formule générale exacte pour calculer les racines des polynémes de degré
supérieur ou égal a cinq. Cette remarque permet de comprendre 'intérét des méthodes numériques.
Elles fournissent un outil d’approcher la solution d’un probléme que I’on ne sait pas résoudre exac-
tement. Elles permettent également le cacul d’une solution en un temps réduit. Cependant elles ne
remplacent pas la théorie : théorie et simulations sont complémentaires. Les simulations donnent
un aspect concret. La reflexion se nourrit des aspects concrets, augmentent la compréhension et
guident les nouvelles simulations. Actuellement, la résolution de ’équation (4.1) préoccupe tou-
jours les mathématiciens : ainsi, les points d’équilibre d’un systéme dynamique de dimension finie
ou infinie, la minimisation d’une fonction ou d’une fonctionnelle peuvent conduire a la résolution
d’un probléme de type (4.1).

Les méthodes pour approcher une racine a de f sont en général itératives : elles consistent a
construire une suite {z(*} telle que
lim z® = a.
k—o0
La convergence des itérations est caractérisée par la définition suivante :

Définition 4.1.1 On dit qu’une suite {x™} construire par une méthode numérique converge vers
a avec ordre p > 1 st

31
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Contrairement au cas des systémes linéaires, la convergence des méthodes itératives pour la
détermination des racines d’'une équation non linéaire dépend en général du choix de la donné
initiale (%), Le plus souvent, on ne sait établir que des résultats de convergence locale, c’est-a-dire
valables seulement pour un z(®) appartenant a un certain voisinage de la racine a. Les méthodes
qui convergent vers o pour tout choix de 2(*) dans I'intervalle I sont dites globalement convergentes
vers .

Pour introduire ce chapitre, on commence par rappeler le théoréme des valeurs intermédiaires

qui permet d’assurer I'existence d’une solution a I’équation.

Théoréme 4.1.1 (théoréme des valeurs intermédiaires)
Soit f une fonction continue, d valeurs dans R et définie sur un intervalle [a,b]. On suppose que

f(a)f(b) <O0.
Alors, il existe | €]a, b| tel que
f()y=0.
Preuve : On utilise la méthode de dichotomie. On pose ag = a, by = b. Puis,

an +bn

Cp = 5

e Si f(c¢,) =0, on s’arréte.

e Si f(c,)f(a,) >0, on pose a,i1 = ¢y, byy1 = by.

e Si f(cy)f(an) <0, on pose b1 = ¢y, Apy1 = ay.

Les suites (ay,), (b,), (¢,) ainsi définies vérifient :

e (a,) est croissante majorée, (b,) est décroissante minorée.

o (b, —a,) = &2

On en déduit que (a,,) et (b,) convergent vers une méme limite [. Par ailleurs on a

flan)f(b,) <0,

et par passage a la limite
Ce qui nous donne

|
Théoréme d’existence d’un point fixe :
Un autre théoréme joue un role important en analyse, il s’agit du théoréme de point fixe. On donne
ici ce résultat dans le cas d’une fonction de R dans R, mais il faut savoir que ce théoréme admet
des généralisation dans R" et dans des espaces plus abstraits.

Théoréme 4.1.2 (théoréeme d’existence d’un point fize)
Soit g une fonction continue définie sur un intervalle [a,b] et vérifiant g([a,b]) C [a,b]. Alors il
existe | € [a,b] tel que
g(l) =1
Preuve : On pose

f(x) =g(z) —x

et on applique le théoréme précédent a la fonction f.
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4.2 Quelques méthodes itératives classiques

Nous avons démontré en introduction l'existence d’une solution de I’équation (4.1). Tl faut
maintenant chercher a calculer cette solution effectivement. Nous savons résoudre les équations
du premier et second degré, et avec un peut plus de technique les équations du trosiéme et du
quatriéme degré. Mais pour le reste, en général on ne sait pas calculer les solutions de maniére
exacte. Il est donc nécessaire de développer des méthodes qui vont approcher les solutions. Nous
allons présenter dans ce chapitre quelques méthodes itératives classiques. Elles permettent de
construire une suite qui converge vers une solution de (4.1). Plus précisément nous introduisons
les méthodes de dichotomie, de la corde, de Lagrange et de Newton. toutes ces méthodes reposent
sur la résolution d’une équation linéaire approchant (4.1). Plus précisément, on construit une suite
x, jusqu'a l'ordre n, on approche f(x,.1) par une fonction affine :

f(@ng1) = f(zn) + an(Tng1 — 20)

ol «v, est une approximation de f’(x,).
Et puisque l'on aimerait que f(z,+1) soit proche de 0, on résoud :

f(xn) + )\n(anrl — l’n) = 0.

Ce qui donne

f(xn)
o

Lptl = Tn —

4.2.1 Meéthode de dichotomie
Soit f une fonction continue et f(a)f(b) < 0. On pose :
ap = a, bo =b.

Puis,
an + b,

Ty = 5

e Si f(z,) =0, on s’arréte.

e Si f(x,)f(an) >0, on pose any1 = Tp, bpy1 = by.

e Si f(x,)f(an) <0, on pose byi1 = Ty, Apr1 = Q.

Cette méthode assure la convergence de la suite (x,,) vers une solution de 'équation (4.1), dés que

f(a)f(b) <0.

Remarque 4.2.1 Notre probléme peut avoir plusieurs solutions, et la méthode converge donc vers
une des solutions.

4.2.2 Meéthode de la corde

Cette méthode, consiste a choisir
I - f(@)
b—a

Donc I'équation
f(x'fl-‘rl) = 07
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devient,
f(b) — f(a)

f(xn) + b—a

(Tpg1 — @) = 0.

Et par la suite : )
—a
Tptl = Tn — mf(%)

Remarque 4.2.2 Soient A(a, f(a)), B(b, f(b)), Xy(zn, f(z,)) et (A,) la droite paralléle 6 (AB)
passant par X,,. Géométriquement, x, .1 est l'abscisse du point d’intersection de (A,) et l'aze des
abscisses. Cette méthode n’assure pas la convergence vers une solution mais certaines hypothéses
permettent d’assurer la convergence.

4.2.3 Méthode de Lagrange

La méthode de Lagrange consiste a choisir

flan) = f@ar)

Tp — Tp—1

An =

Donc I'équation

devient,

Et par la suite

Tt = f(xn) — f(xn—l)f(xn>

Remarque 4.2.3 Soient X, (x,, f(2,)), Xn—1(n-1, f(xn_1)) et (Ay) la droite passant par X,_1
et X,,. Géométriquement, x,1 est l’abscisse du point d’intersection de (A,) et l'aze des abscisses.

Comme pour la méthode de la corde, cette méthode n’assure pas la convergence vers une
solution.

4.2.4 Méthode de Newton
La méthode de Newton consiste a choisir
A = f(x,).
L’équation f(x,41) = 0, nous conduit a I’équation,

f(@n) + (@) (@ng1 — 20).

Et par la suite :

n

Remarque 4.2.4 Soit (A,,) la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse x,.
Alors x,41 est labscisse du point d’intersection de (A,) et laze des abscisses. L’algorithme de
Newton n’assure pas la convergence vers une solution de (4.1)
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4.3 La méthode du point fixe

Théoréme 4.3.1 Soit g une fonction de classe C' sur un intervalle [a,b] C R. On suppose que
g([a,b]) C [a,b] et qu’il existe k, 0 < k < 1 tel que pour tout x € [a,b], ¢'(x) < k, alors :
e la fonction g admet un unique point fize dans [a,b].
e pour tout xo € [a,b], la suite (x,)nen définie par
Tpy1 = g(Tn)
vérifie :

VneN, z, €la,b] et lim z, =1

n—+400

Preuve : Puisque la fonction g est continue et g([a, b]) C [a, b], le théoréme 4.1.2 assure 'existence
d’un point fixe. Soient [ et Iy deux points fixes de g. D’aprés le théoréme des accroissement finis,
ona:

b=l |=lg(lh) —g(l) [S kL=l [<[ L -1z

dés que [y # l. Donge, I3 = I et le point fixe est unique. Le fait que x,, € [a, b] résulte du fait que
g(la,b]) C [a,b]. Par ailleurs pour tout n € N*,

| zn — L |=[ g(zn) = L=l g(za1) —g() |[< k| 2n — 1]
On montre ainsi par récurrence que
|z, — U< E" | 2o — 1],
puisque 0 < k < 1, cela implique que,

lim |z, —1|=0.
n——+00

4.4 Convergence de la méthode de Newton, de Lagrange et
de la corde

4.4.1 Convergence de la méthode de Newton

Soit xy donné, la suité des itérés de Newton est définie par la relation de récurrence suivante :

f(zn)

n

Théoréme 4.4.1 Soit f une fonction de classe C* sur intervalle [a,b]. On suppose que :
 f(a)f(b) <0

o " #0 sur[a,b

o >0 sur|a,b)].

Alors, si f(xo) > 0, la suite des itérés de Newton converge vers ['unique solution | de (4.1) sur cet
intervalle.
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Preuve : On suppose que [ > 0 sur [a,b]. (le cas f' < 0 se traite d’'une maniére analogue)
D’aprés les hypothéses f réalise une bijection de [a,b] sur [f(a), f(b)]. Donc , il existe un unique
nombre [ €la, b] solution de 'équation f(x) = 0. Le fait que x,,; soit plus grand que [ est di au
fait que f est convexe. En effet puisque f est convexe, sa courbe est au dessus des tangentes. Donc
la tangente coupe 'axe des abscisses en un point situé a droite de [. D’un point de vu analytique,
d’aprés la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 2, on a pour tout x € [a,b] il existe &, € [a, b] tel

que
f"(&n)
2

f@) = fxn) + f(@n) (@ — 20) + (z — xn)Q

Comme f” > 0 pour tout x # x,, alors on a :

f(@) > f(zn) + ['(zn)(z — z0).

Ce qui donne pour x =1:
0=f(1) > f(zn) + f'(xn){l = 2n).
Comme z,,, vérifie
0= f(z,) + f(xn)(@ns1 — x0).
On déduit d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction f(x,)+ f'(x,)(x —
Tn) que
I <xpi < xp.

Par récurrence, on en déduit que (x,),en est une suite décroissante minorée, donc elle converge.
Soit x* sa limite. Alors de I'équation,

f(@n) + f(2n)(@n1 — 20) = 0

on déduit par passage a la limite que

fl@) = 0.
_

Remarque 4.4.1 I existe une autre version du théoréme précédent dans le cas f" < 0 sur [a,b],
avec f(xg) < 0.

Remarque 4.4.2 Dans le théoréme précédent, on a l'hypothése que f(xg) > 0. Si f' > 0 cela
veut dire que xo > 1. Si on choisit xo < [, alors du fait de la convezité (f" > 0), on aura x; > .
Pour avoir la convergence, il suffit de vérifier que x1 < b. Ce est bien assuré par la condition :

a— }c,((?l)) < b. Cela est résumé dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.2 Sous les conditions du théoréme précédent, si on suppose de plus que

_ fa)
f'(a)

alors pour tout xq € [a,b], la suite des itérés de Newton converge vers l.

ff>0et a <b
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Preuve :
e Pour [ < 2y < b, le résultat découle directement du théoréme précédent.
e Pour a < xg < [, du fait de la convexité et de la croissance de f, x1 est une fonction décroissante
de . En effet, en posant :
f(a)

1 = ¢(x9) = 9 — Fila);

En dérivant par rapport a xg, on trouve :

(F) = 1" f"
TOEVOE

< 0.

¢ =1-

4.4.2 Convergence de la méthode de Lagrange

Théoréme 4.4.3 Soit f une fonction de classe C? sur Uintervalle [a,b]. On suppose que :

o f(@)f(b) <0

o [/ #0 sur[a,b

o >0 sur|a,b)].

Alors, si f(xg) > 0 et f(z1) > 0, la suite des itérés de Lagrange converge vers l'unique solution [
de (4.1) sur cet intervalle.

Preuve : Supposons que f > 0 sur [a,b]. (le cas f' < 0 se traite d’une maniére analogue ).
D’aprés les hypothéses f réalise une bijection de [a,b] sur [f(a), f(b)]. Donc, il existe un unique
[ €]a,b] tel que f(I) = 0. Puisque f est convexe, alors,

) + f(IN) - f(xn—l)

Tp — Tp—1

0=f() > f(z, (1 —x,).

Donc x,, > 41 > 1. Alors, (z,), € N est une suite décroissante minorée, donc elle converge. Soit
x* sa limite. Alors de I'équation

f(xn) = f(zn1)

Tyn) + T — Tn),
fan) + B 0 )
et par passage a la limite, on déduit que
Fa) = 0.
Théoréme 4.4.4 Sous les hypotheses du théoréme précédent , si on suppose de plus que
f'>0et f(a),<b,
f(a)

alors la suite des itérés de Lagrange converge vers l, pour tout xo,xq € |a,b].

Preuve : On vérifie d’abord que la suite des itérés de Lagrange appartient a l'intervalle [a, b].
Puisque f est convexe et f' > 0, pour tout a < x < b,

fly) — f(x)

pp— > f'(z).
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On suppose que r,_1 < x, < [. Alors

 Tp = Ty . . f(zy)
T )~ o) S T )
~ fla)
=T )
< b

On montre maintenant que la suite (x,),cr €st convergente. supposons que
xo < x1 < [. Puisque f est convexe, alors

4 f(z1) — f(wo)

1 — Zo

0= f(I) > f(zo) (1 — o).

Donc, x5 > [. Puis de maniére analogue, on trouve x3 < [. Mais,

T3 = T2 — —f<513'2> — f(xl)f(xZ)
= N ) = fan! Y
> I7.

Puis de maniére analogue, on trouve x4 < [ et x4 > x3. Puis, | < x5 < 29, et 4 < 16 < 27 < L.
Alors on peut montrer par récurrence que la sous-suite xg, 1, T3, T4, ..., T3p, L3p11, ... €St croissante
majorée et la sous-suite xg,Ts, ..., T3pt2, ..., est décroissante minorée. Elles convergent donc vers
deux limites [; et l5. Par passage a la limite dans I'équation,

f(x?)p) - f($3p—1)

T3p — T3p—1

f(373p> + (333p+1 - :ng) =0,

on trouve,

puis par passage a la limite dans I’équation

f($3p+1) - f($3p)

T3pr1 — T3p

f($3p+1> + (333p+2 - x3p+1) =0,

on obtient,
Iy = 1s.

4.4.3 Convergence de la méthode de la corde

Théoréme 4.4.5 On suppose que f est de classe Ct sur [a,b] et
e pour tout x € [a,b]

min(A(z —a), \(x — b)) < f(z) max(A(x — a), \(x — b))

e pour tout x € [a,b]
min(0,2)) < f(z) max(0, 2)).

Alors la méthode de la corde converge vers lunique solution | dans |a, b].
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Preuve : On a: h_
Tn+l = Tn — mf(xn)-

La suite des itérés de la méthode de la corde peut s’écrire comme une suite des itérés de la méthode
du point fixe :

Tny1 = g(Tn)
oll,
g(m):x—T et )\:w
D’apres le théoréme4.3.1, pour que la méthode du point fixe converge, il suffit que :
1. g([a,b]) C [a,b]
2. ¢'(z) < 1sur [a,b]. La premier condition s’écrit :

g(z) > a et g(x) <b.

Si A > 0, on trouve :

a<g(x)<b <— agﬁ—@

b
<~ Mz —-0) < f(x) <Az —a)

IN

Si A <0, on trouve :
a<g(lr)<b<= ANz —a) < f(x) <Az —0).

Ou encore pour A quelconque non nul :
min(A(z —a), \M(x — b)) < f(x) max(A(x — a), A(x — b)).

Pour la deuxiéme condition, on a :

/
| (x) <1 = —1<1—@<1
/
— 0<f($)<2
A
Si A > 0, on trouve :
0< f'(z) <2\
Si A <0, on trouve :
2\ < f'(x) < 0.

Ou encore pour A quelconque non nul :

min(0,2)) < f'(z) < max(0, 2)).
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4.5 Systémes d’équations non linéaires

On cosidére maintenant un systéme d’équations non linéaires donné par une fonction f : R” —
R, x = (z1,....,21)" — f(z) = (fi(x1,..sT0),s ooy fu(21, ., 7,))T . On cherche donc un vecteur
= (11,...,21)T € R" tel que

f1<1’1, ,l'n) = 0,
f(l’) = ORn < :
fn(fljh ,l’n> =0.

On définit 'itération
gt = ™) A (™)) (4.3)

o M est une matrice, et nous avons les mémes résultats de convergence que dans le cas d'une
seule équation.

Définition 4.5.1 La matrice jacobienne d’une fonction f : R" — R" notée J; est définie (lors-
qu’elle existe ) par :

(@) gt(x) - g

0 0 0

Lon) W) - L)
Vo = (z1,...,2,)" €R", Ji(z) =

Ofn Ofn Ofn

ge(@) ge(a) - g

La méthode de Newton se généralise naturellement au cas des systémes d’équations non linéaires
de la maniére suivante : on choisit z° € R™ et on utilise la formule d’itération

D = ) Jf(x(”))*lf(x(")), (4.4)
ot J;(z(™)~! désigne I'inverse de la matrice jacobienne de f évaluée en z(™.

Théoréme 4.5.1 Soit f : R* — R"” une fonction de classe C? sur une boule fermée B de R™.
On suppose qu’il existe un zéro T de f dans B et que J¢(T) est inversible. Alors il existe € > 0 tel
que pour tout 2° € B tel que || 2° — 7 ||< €, la suite des itérés de la méthode de Newton définie par
(4.4) est bien définie et converge vers T quand n tend vers l'infini.

Calculer I'itéré n + 1 & partir de l'itéré n en utilisant la formule (4.4) nécessite d’inverser la
matrice Jf(x(”)). Or, calculer 'inverse d’'une matrice peut s’avérer coiteux. Par conséquent, nous
ré-écrivons la formule d’itération (4.4) sous la forme :

Ty ™)@+ = o) = —f(a), (1.5

de sorte qu’a chaque itération, le calcul de 'inverse d’une matrice est remplacé par la résolution d’un
systéme d’équations linéaires ce qui est asymptotiquement moins coiiteux en nombre d’opérations.
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Exemple 4.5.1 Considérons le systéme d’équations non linéaires :

(9) x4+ 2z — a5 —2 =0,
"\ @+ 3was — 23 —3=0.

Avec les notations précédentes, cela correspond an = 2, fi(xy, x5) = 224211 —23—2, et fo(r1,79) =
23 + 3w125 — 25 — 3. La matrice jacobienne de f est alors :

(@, ) = 2rx1 + 2 —2x9
P22 A 3(a? + 23) 6rywy — 343

Partant du point (0 = (1, 1), calculons le premier itéré de la méthode de Newton pour résoudre
le systéeme (S). Pour n =1, la formule d’itération (4.5) s’écrit :

T = a®) = ~ (),

4 2\ (a7 =1) (0
6 —9) \a041) " \2)
W -1 .

En résolvant ce systéme linéaire, on trouve x, =—5 etay +1= % de sorte que :

c’est-a-dire

11 5
M = (Ea _E)T'



4.5 Systémes d’équations non linéaires 42

Conclusion et perspectives

Les méthodes directes sont trés cotiteuses lorsqu’on se place dans le cas des systémes linéaires
de taille assez élevée, alors dans ce cas il serait trés utile de passer aux méthodes itératives.

L’utilisation des méthodes itératives est généralement plus avantageuse lorsque celles-ci convergent.
Les méthodes de Jaccobi, de Gauss-Seidel et de relaxation ne convergent le plus souvent que dans
les cas que nous avons décrits dans le troisiéme chapitre. Il existe des méthodes itératives beau-
coup plus élaborées et qui convergent dans des cas plus généraux que ceux décrits ici. Dans le
cas de matrices creuses, i.e., les matrices contenant un nombre significatif de coefficients nuls. ces
méthodes sont beaucoup plus économiques puisqu’il n’est pas nécessaire de stocker en mémoire les
coefficients nuls ni d’effectuer les opérations utilisées.

La méthode de Gauss-Seidel converge généralement plus vite et plus souvent que la méthode de
Jaccobi. La méthode de relaxation nécessite la connaissance d’une valeur optimale du paramétre
de relaxation w.

La convergence des méthodes itératives se teste généralement en utilisant un parameétre de
tolérence e. On arréte ainsi les calculs dés que I'erreur relative est assez petite :

| o — a¥ |
=]

< €.

Une autre alternative est de tester le résidu :

| Az — b ||< e
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Résumé

Dans ce travail, nous avons exposé quelques méthodes
numeériques de résolution des systemes linéaires et non
linéaires. Pour les systemes linéaires nous avons vu trois
méthodes directes (éliminations de Gauss, décomposition LU
et décomposition de Cholesky) et trois méthodes itératives
(Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation) qui sont trés intéressantes
dans le cas des systemes de grandes tailles. Nous avons vu
aussi quelques méthodes numériques de résolutions des
éqguations non linéaires (Newton, corde, dichotomie et
Lagrange) et enfin on a terminé notre travail par la méthode
de Newton pour la résolution des systemes non linéaires.
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