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Avant-propos

Le présent polycopié contient le programme officiel de la matiere Analyse 2 des-
tiné principalement aux étudiants en premiere année socle commun Mathématiques et
Informatique. Il peut aussi servir aux étudiants de premiere ST.

Le contenu de cette matiere est la base de toute introduction a ’analyse mathé-
matique. Il est considéré comme une continuation directe de la matiere Analyse 1 en
premier semestre.

Ce polycopié comporte quatre chapitres principaux, ou sont exposées les notions
d’intégrale de Riemann, de différentes techniques de calcul des primitives, de I'initiation
a la résolution des équations différentielles.

A la fin de chaque chapitre on pourra trouver une série d’exercices avec solu-
tions permettant d’aller plus loin dans la compréhension et I’assimilation des notions

mathématiques introduites.



Chapitre 1

Intégrale indéfinie

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle de R non trivial.

m 1.1 Généralités, Définitions et Notations

Définition 1.1.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I C R. On appelle

primitive de f sur [ toute fonction F définie et dérivable sur [, vérifiant :Vax € I,

Fi(x) = f(z).

Eremple. F(x) = cothz, f(x)= ==, 1=1]0,400[.

Sur l'intervalle |0, 400, le dénominateur des fonctions f et F' ne s’annule pas.
Il n’y a donc pas de probleme de définition ou de dérivabilité pour ces fonctions sur
I'intervalle considéré.

On a
Fl(z) =

coshz\’  sinh?z — ch2x -1
b a1

sinh x sinh? z  sinh®z
Théoreme 1.1.1. Si f admet une primitive, alors elle en admet une infinité et si F,G

sont deux primitives de f sur I, alors il existe une constante C' € R telle que : Vx € I,

F(z) = G(z) + C.

Démonstration. 1-Comme la dérivée de toute constante C' est nulle alors : si F'(z) =
f(z) on a encore (F(z)+C) = f(z). Par conséquent, si f admet une primitive F' alors
toute fonction de la forme F' + C', ou C' est une constante quelconque est encore une
primitive de f donc f admet une infinité des primitives.

2- Comme F, G sont des primitives de f sur [, ona (G—F) = f— f=0.

Soit a,x € I. On applique le théoreme des accroissements finis a la fonction

H = F — @, dérivable sur [a,z[ C I comme somme de fonctions dérivables. On a donc

2



1.1. Généralités, Définitions et Notations Chapitre 1. Intégrale indéfinie

(F () =G (x)) = (F(a) =G (a)) = (z—0a)(G—F)(C)

Donc (F (x) — G (z)) = (F (a) — G (a)), ce qui est une constante, indépendante

de x qui peut parcourir ’ensemble des points de I. [ |

Définition 1.1.2. On appelle intégrale indéfinie de f sur I C R ’ensemble des primitives

de f sur I, si elles existent, qu’on note :

/f(m)dm,x el

Si F' est une primitive de f, alors on écrit :
/f(x)dm = F(z)+C,C €R

Théoreme 1.1.2. Pour chaque xo € I et chaque C' € R il existe une unique primitive
F de f telle que F(zo) = C.

Démonstration. Soit F' une primitive de f sur I. Pour toute primitive GG de f il existe
keRtel que G=F+Eket

ce qui montre que G : I — R définie par G(z) = F(z) — F(xo) + C est I'unique

primitive de f prenant la valeur C' en x. [ |

Remarque 1.1.1. Si [ n’est pas un intervalle les Théoremes (1.1.1) et (1.1.2) peuvent

étre fausses.

FExemple. Soient F' et G deux fonctions de R* dans R définies par :

3
=
I

In|z|=G(x)siz >0

G(z) = In[3z| siz <0.

On a G'(x) = F'(x) = <. Les fonctions F et G sont donc des primitives sur R*
de x — < mais lasi la fonction F — G n’est pas constante sur R* et F/(1) = G(1) = 0.

3



1.1. Généralités, Définitions et Notations Chapitre 1. Intégrale indéfinie

H 1.1.1 Condition suffisante pour I'existence de l'intégrale indéfinie
d’une fonction

Le théoreme fondamental suivant garantit 1’existence de primitives d’une fonction

continue sur un intervalle.

Théoreme 1.1.1.1. Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur

cet intervalle.
Démonstration. Ce théoréme est admis.. [ ]

C’est une condition suffisante, mais pas nécessaire : il y a des fonctions primiti-

vables qui ne sont pas continues.
Remarque 1.1.2. 1- Les fonctions élémentaires réelles admettent toutes des primitives.

Remarque 1.1.3. Il existe des fonctions n’admettant de primitives au sens de la défi-

nition donnée.

Exercice 1.1.1. Soit I =1[0,2] et f: I — R

f(m):{ lsiz=1

0 si non

Montrer que f n’admettant pas de primitive.

Solution : Supposons que f admette une primitive F' sur [0,2]. Comme F est
dérivable en tout point de [0;1] et que sa dérivée est nulle, F' est constante sur [0, 1].

De méme F' est constante sur |1,2]. Donc il existe deux constantes k; et ks telles que
Ve e [0;1], F(x) =k et Vz €]1;2], F(x) = ko.

Mais comme F' est aussi continue en 1, sa limite a droite et sa limite a gauche
doivent étre égales et donc ki = ko. Ainsi F' est constante sur
[0;2], et donc f , qui est la dérivée de F, est nulle sur [0;2], ce qui est une

contradiction.

Remarque 1.1.4. Toute fonction définie sur I'intervalle I n’est pas primitivable. En effet,
les fonctions dérives vérifient le théoreme des valeurs intermédiaires (voir ’annexe).
La satisfaction de ce théoreme est donc une condition nécessaire pour posseder une
primitive et si f(I) n’est pas un intervalle alors on est certain que f n’a pas de primitive

sur I. Par exemple, la fonction partie entiére n’est pas primitivable sur R.



1.2. Calcul de primitives Chapitre 1. Intégrale indéfinie

Proposition 1.1.1. [l existe des fonctions primitivables non continues et méme non

bornées au voisinage d’un point.

Démonstration. Soit F' : R — R définie par :

Flz) = x%in% siz#0
0siz=0.

Cette fonction est dérivable sur R et

F(z) = 2zsin 5 — 2cos 5 siz #0
0siz=0.

La fonction g = F” est primitivable sur R et n’est bornéee sur aucun voisinage de
0. |

m 1.2 Calcul de primitives

W 1.2.1 Propriétés fondamentales de I'intégrale indéfinie

Soient f, g des fonctions continues sur un intervalle I C R. Les propriétés suivantes

sont vraies :
1= [ (f(x) £ g(x))de = [ f(zx)de + [ g(x)dz
2— [ Af(z)de = N[ f(x)dx
3—d(f f(x)da) = f(z)dx
4— [dF(z)=F(z)+c
5— Si [ f(x)dx = F(x)+ calors [ f(ax + b)de = LF(ax +b) + ¢

Table des principales intégrales indéfinies.

A partir de la table des dérivées des fonctions élémentaires, on établit la table

suivante des primitives des fonctions élémentaires.



1.3. Méthodes d'intégration Chapitre 1. Intégrale indéfinie

Fonction intégrale indéfinie intervalle d’intégration
0 JO0dx = ¢ R
% o € R* Jatdr = =52 ¢ | R”
% [2dz =Inl|z|+c R*

for a _ 1 a+1 *
2,0 €R—{-1} | [2%dx = 52 +c | R}

a®, a € R, —{=1} | [a"dz = -a” + ¢, R
e’ Jetdr =e* + ¢ R
sin [sinzdr = —cosx +c¢ | R
Cos T Jcosxdr =sinx + ¢ R

m 1.3 Méthodes d’intégration

Méthode directe d’intégration

Cette méthode consiste, grace aux propriétés des intégrales et aux transformations

sur la fonction a intégrer, a utiliser la table des principales primitives.

Ezemples 1.3.1. 1-f 5(Sinx)—1+%dx =5 [sinxdr—3 [ H%dcc = —5cosx—3arctan r+
c, c eR.

2[5 = [ b [20de =z i € R

Méthode du changement de variable

Théoréme 1.3.1. Soient f(x) = ¢'(x)g(p(x)), © — @(x) =t définie et dérivable sur un
intervalle J, C R. Si la fonction t — g(t) admet une primitive G(t) sur un intervalle
Jy tel que ¢(J,) = Ji, alors la fonction f(x) = ¢'(x)g(¢(x)) admet une primitive sur

Jy et on a

/f(x)dx = /(P’(x)g(gp(l‘))dl‘ = G(p(x)) +c.

En particulier le théoréme est vrai si ¢, g,¢’ sont continues.

Démonstration. Elle immédiate en vertu du théoréme de la dérivée des fonctions com-

posées



1.3. Méthodes d'intégration Chapitre 1. Intégrale indéfinie

Méthode pratique

Posons ¢(x) = t, dt = ¢'(x)dz dans ce cas on a

/f(x)dx = /g(t)dt =G(t) +c=G(px) +c

Parfois le changement de variable n’est pas visible et on peut, dans certains cas,

poser z = ¢(t). Plus précisément, on a le théoréme suivant :

Théoreme 1.3.2. Soient f une fonction continue sur I et ¢ : J — I une fonction

inversible telle que o € CY(J). Alors, en posant x = ¢(t) on obtient la formule

J f@)dz = [ fe0)e 0t = [ alt)dt = G(t) +c.

Avec t = ¢~ (z),dx = ¢/ (t)dt et G une primitive de g. On revient ensuite d la variable

x en remplagant t, d’ou

[ faydz = Gle™ @)+

FExemple. Calculer en effectuant un changement de variable I'intégrale suivant :

g / Inz .
x4+ z(lnx)?
dx

Posons t =lnx = = = €’ et o

:€.

Inz te'
J - /70[ zfidt
x4+ z(Inx)? v et + et(t)?
1 2t

1
. N
5 1+t2dt 2n( +1t°) +c

1
= iln(l +(Inz)*)4¢, ceR.

Remarque 1.3.1. Sila fonction & intégrer contient un facteur va? — b2a2; v/a? + b2x2;\/—a? + b2x2,
mais aucun autre facteur irrationnel, les substitutions suivantes permettent souvent de
résoudre l'intégrale.

Pour Va2 — b222 on utilise x = g sint

Pour va2 + b222 on utilise x = %tant

Pour v/—a2 + 222 on utilise z = —2

bcost




1.3. Méthodes d'intégration Chapitre 1. Intégrale indéfinie

Méthode d’intégration par parties

Théoreme 1.3.3. Soient f,g deux fonctions dérivables sur un intervalle I C R telles
que les fonctions f',g' sont continues sur I et la fonction f'g admet une primitive sur
I.

Alors la fonction fg' admet une primitive sur I et on a :

[ F@)g(@)de = f)g@) - [ f@)g (@)de

En particulier le théoréme est vrai si f,g € C'(I).

Démonstration. La fonction produit fg est dérivable sur I et (fg)' = f'g+ f¢', ce qui
entraine en particulier la continuité de la fonction (fg)’ sur I. Les trois fonctions,(fg)",
f'g, f¢', sont donc continues sur I,.d’apres les propriétés fondamentales de I'intégrale

indéfinie on peut donc écrire :

[ F @@z = [ (f9) @)dz— [ f@)g (@)dz
= f@)g@) — [ (@) (@)da.

FExemples 1.3.2. Calculons par parties les primitives suivantes :
1- [ arctan zdzx,

H%, v =1,v=uz.

Jarctanzdr = varctanz — § [ 1255 + ¢; = zarctanz — 5 In(1 + 2?) + ¢

1422
2- [ €737 cos xd.

Posons u© = arctanz = u' =

Par une intégration par parties deux fois on a

g (z) =cosx g(z) =sinz

— o3z ! — —3z
{ fla)=e { J'(x) = ~3e
Posons I = [ 73 cos xdx = sinxe > + 3 [ sin xre 3*dx.

fa) = [ Pl = -
¢ (z) =sinx g(x) = —coszx
Donc [sinze3%dr = —e 3% cosz — 3 [ e 3* cosx

alors I = sinze 3% — 3e 3% cosx — 97 donc

1
/e’gz cosxdxr = 10 (sinz —3cosx)e ™ +k, k€R.



1.3. Méthodes d'intégration Chapitre 1. Intégrale indéfinie

Primitive d’une fonction rationnelle

Toute fraction rationnelle s’écrit d’une seule maniére (décomposition en éléments
simples) comme d’un polynéme et d’un nombre fini de fractions rationnelles(éléments

simples) de la forme
A Mz + N

(r —a)"’ {(x— )’ —i—ﬁﬂn'

1-Premiére espece :
Il n’y a aucune difficulté a intégrer le polynéme ainsi que les éléments simples de

. N A
premiere espece 7@ ay”

A _ —A .
| Gtarde = e Tesin> 1.
J (xéa)dﬂv =Aln|z —al+csin=1.

Ezemple. Calculer I = [ %d%

Le théoreme de décomposition en éléments simples assure alors 'existence de
(a,b,c,d) € R* tel que :
or — 1 a b c d

(z +2)2(22 — 1) _x+2+(x—|—2)2+x—1+x+1

- En multipliant par (z + 2)? on obtient

Sr —1 (z+2)%c (z42)°d
— = 2 b
(x2—1) (r+2)atb+ x—1 r+1

et en évaluant en —2 on obtient b = _TH

- En multipliant par (z — 1) on obtient

br —1 _(r—=1)a —11 (z—1) (x —1)d
@+22w+1) 242 3 (w22 T ai

et en évaluant en 1 on obtient ¢ = %.

- En multipliant par (z + 1) on obtient
br —1 (x+1a (x+1)b

C+22w—1) 242 @ (wr2?  ao1

et en évaluant en —1 on obtient d = 3.

donc

5r —1 a —11 2 3

(x+2)2(22 — 1) _x+2+3(x+2)2+9(:1:—1)+x+1




1.3. Méthodes d'intégration Chapitre 1. Intégrale indéfinie

- I’évaluation en 0 donne a = —3.
Finalement
S — 1 -3 —-11 2 3

C+ 222 —1) (@+2) B@+2? 9@-1 wat1

On a

/(x+2§2(_;—1)d‘r - /(;p_fz)dx+/?>(as_jil2)2dx+/11(x2—1)dx+/xildx

2
= —31 2 —1 —1 31 1 _
n|r+ |—|—11 n |z | +3In |z + |+6<£L‘—|—2)

+c.

Ezemple 1.3.3. Calculer I = [ Zo—taqde.

On commence par effectuer le changement de variable u = 22, Cela conduit

/ T d 1 / 1 J
r=— u
(2 = 1)(x2 4+ 1)3 2) (u—=1)(u+1)3
Le théoreme de décomposition en éléments simples assure alors l'existence de
(a,b,c,d) € R* tel que :
1 a b c d

D@+ 1P u—1 utl (@12 @rip

1
3

En multipliant par (u+ 1)* et en évaluant en —1 on obtient d = =t

En multipliant par u et en faisant tendre u vers +oo on obtient b = %.

En multipliant par © — 1 et en évaluant en 1 on obtient a =

En évaluant en 0 on trouve ¢ = _71. Ainsi

1 1 1 1 1 2 4
2/(u—1)(u+1)3d“ - 16/<u—1_u+1_(u+1)2_(u+1)3>du

L lu—1] —In|u+1| + 2,1 +
= nju— — mnu C.
16 u+1 3(u+1)

Alors

T 1 2 4
dr = — (In|z® — 1| —In|2? + 1 :
/(x2—1)(x2+1)3 v 16(“"” |~ nfa® + ’+LE2—|—1+3($2+1)2>+C
2- Deuxiéme espéce

I . /17 . N Mz+N
L’intégration des élément simples de seconde espece o+

se ramene, par le changement de variable x = a + (t, au calcul des intégrales

t 1
L= [ty Jy = [t
arer® = are

10



1.3. Méthodes d'intégration Chapitre 1. Intégrale indéfinie

Le calcul de I,, est immédiat. En effet ; le changement de variable 1 +t% = u donc

du __ 1
&= 2t = tdt = Edu alors
n 2/—du

—1 .
In = semnyaeey=r Tesin>1
Li=3m(l+)+esin=1

Pour J,, une intégration par parties

—2nt
Posons vlt) = (1+t2)n = V(0 = (" alors
Wt)=1=u(t)=t
J, = +2n [
1+ t2 (1+ t2 g
B / (1+ t2 — 1
- (1 _'_ t2 n+1
/ —2 / S
p— n e —
(1 +t2 (1 +t2)n+1
donc 2nJ, 11 = (Htg)n +2n—1) J,.
FEzemple 1.3.4. Calculer I = 1+ 5; Ol & 1+x3 = §1Tx + 3x2_x+1
1 3
2 1= . <
Tt —x+ (x 2) +7
donc
;- dz
B 1+ a3

/ 2—x
- = dx
3 1—|—x 3 2 —x+1

1 1 / 2—:}0
= — dz
3 1—|—x

on a

1 ¢
_ dt—/idt
211 241

11



1.3. Méthodes d'intégration Chapitre 1. Intégrale indéfinie

Primitive d’une fonction rationnelle de sinx et cosx

Soit a calculer
I = /R(sinx,cos x)dr.

ou R est une fonction rationnelle de sinz et cosx.
Pour ce type d’intégrale, on peut faire le changement de variable universel :

x
t= th = x = 2arctant.

On a alors les formules

2tg3 1—tg22 )
ThgiT = 1«2;27 COST = Tt = {1, dv =7
2

sinx =

En remplacant ces expressions dans l'intégrale, on obtient :

. 2t 1—1*\ 2dt
/R(51n:c,cosx)dx:/R<1+t2>1+t2> 1+ 2

Ezemples 1.3.5. 1- [ 2= = [ 1 1+t2 ff; = [1dt =In|t| +c.
2dt 2dt 1

dt
2- f 2+Cosx = f 1-~1_t2t2 = f 2112?2 \f f ﬁ = \/3 arctan (7) + C.
T 142 (ﬁ) .

Primitive d’une fonction rationnelle en e¢” : [ R(e")dx

Dans ce cas, on pose t = €%, et alors on a j—; = e”.

Ezemple 1.3.6. [ -4 Ther
En utlhsant le changement de variable ¢t = e*, et alors on a ji =e”
= Fdt+ [ iyt = 1n\1+e te

1+ez =/ (1+t)t

Primitive d’une fonction rationnelle de sh et ch: [ R(shz, chx)dx

Pour ce type d’intégrale, on peut faire le changement de variable universel :

T
t=th—
2
On a alors les formules
_ 2 _ 1442 _2dt
shr = =5 chr = 55, dr =5

En remplacant ces expressions dans l'intégrale, on obtient :

2t 1+t 2dt
/R(shx,chx}dmz/R(l_tQ,1_t2> L

12



Chapitre 1. Intégrale indéfinie

1.3. Méthodes d'intégration

Intégrales de la forme [ R(x, {l/%)d:c.
n/ax+b
cx+d

Si ad —be # 0, dans ce cas, la fonction R est irrationnelle en x. Posons ¢ =

d’ou
n __ ax+b —b+t"d — n(ad—be)t™ ! I
"= == Th dx = T Crreray dt. D’ou

—tre+a’ (—trc 4 a)?

/R (—b +t"d t) n(ad — bc)t”_ldt _ /r(t)dt,

ou 7 est une fraction rationnelle en ¢.

%dx,a>0.
wtr — 2 (g —1x) = a+ z, doncx—atu},

Ezxemple 1.3.7. Calculer I = f%
Le changement de variable t? =

de a4t
dt — (241)2
_ [ Llt241, a4t 4¢2 _ 2 2
alors[-fat2 tt2+12dt f(t2 i) t2+1)dt_f<m_t2+1) dt
— ata vatzr—va-z
I = 2arctan /2= + In n e, T

Recherche des primitives de R(z, vaz? + bx + ¢),a # 0.

En effet, le probleme se raméne toujour a l'intégration d’une fraction rationnelle

en effectuant les changements de variables suivants (Euler)

1-Si a > 0, on pose vaz? +bx + c=x\/a+t ou (—x\/a+t).

2-Si ax* 4 bx + ¢ admet une racine réel g, on pose vax? + bx + ¢ = (z — x¢) t.

- 1 2
3-Sic¢ >0, on pose var?+br+c=tx\/c+t

Fxemple 1.3.8. Calculer I'intégrale [ = [ Wlﬁ.
Faisons la premiére substitution d’Euler en posant V2?2 4+ x4+ 1 =2 —1t

donc
P rr4+l=(z—-1t)° = 2> +r+1=2a>+1* -2z,
x(142t) =t It
N 142t
donc % — 2t(14+26)—2(t2—1) _ 2t(14+28)—2(t3—1) _ 2441221242 _ 2(1+t+t?)
dat T (1+2t)2 = (1+2t)2 = T (+207 T (1422
alors
2(1+t+t2
I — / (1+2t 2dt / dt
— - - )
(1+t1+21) t— ot 1 t(2+1) t(24+1)

13



1.4. Exercices avec solutions Chapitre 1. Intégrale indéfinie

Intégrales de la forme [sin™x cos” zdx, (m,n) € Z*

1- Si m = 2k + 1 impaire on fait le changement t = cosz, % = —sinz

dans ce cas

k
/smm rcos" xdxr = / (1 — cos? x) cos” xsin xdx

- —/(1 —tQ)kt”dt.
dt

2- Si n =2k + 1 impaire on fait le changement ¢ = sinx, 7= = cosz

dans ce cas
/ sin” x cos" xdxr = /sinm (1 — sin’ z)* cos xdx
2 k m
= — [ (1) tmat.
3- Si m,n sont pairs alors on passe a la linéarisation de I’expression.

.9 1 — cos2z 9 1+ cos2zx
sin x:#,cos x:#.

m 1.4 Exercices avec solutions

FExercice 1.4.1. Calculer la primitive suivante [ mdx.
Solution
on a
1 o
GrD@—12  z41° (x—ﬁnz * (xil)
a@@—-1?+B+1)+y@+1)(@—1)
(x+1)(x—1)3
d’ou
l=az—1°+B8@+1)+y@@+1)(z—1). (1.1)
Par substitution dans (1.1) on obtient
Sixz=—1, on aura a = i.
Siz=1, onauraﬁzé.
Siz =0, onauray = —1.
Alors
1 1 1 1 1 —1 1
/<x+1><x_1>zdx = 4/x+1d“2/<x_1>2d“4 o™
= 11nx+1— ! +c, ceR.
4z —11 2x-1) 7~

14



1.4. Exercices avec solutions Chapitre 1. Intégrale indéfinie

FExercice 1.4.2. Calculer la primitive suivante [ de.

Solution
On a

1 o« B Y
a1 7 @12 @-
alz—1)2+Brx+vy(x—1)x

z(r —1)2

d’out
l=a(lz—-1)>*+pr+y(x -1z (1.2)
Siz=0, onauraa =1
Par substitution dans (1.1) on obtient Siz=1, onaura f =1 , alors

Siz=—1, onauray=—1

/@»(xl—wd‘” - /alcd“’+/<x—11>2d‘”_/@i1>d‘”’”

= In +c, c€R.

T ‘ 1
r—1 r—1

Exercice 1.4.3. Déterminer la primitive suivante en procédant par un changement de
2

variable [ - dt.

Solution : Posons e’ = u donc 2 = ¢ = u, alors
2t

€ u
A = / d
/et—i—l u—l—lu

1-1
= /Hdu:u—ln|u+1|+c.
u+1

FExercice 1.4.4. Soit n € N. On désire déterminer la primitive sur R s’annulant en 0 de

la fonction X

(14 22)"
1- Justifier 'existence et 'unicité de la fonction cherchée. Celle-ci est désormais notée
E,.

falz) =

2- Calculer Fy(z) ou F,(x) = [y fa(t)dt.

3- En procédant au changement de variable x = tan 6, déterminer Fy(x)

4- En s’aidant d’une intégration par parties, former une relation de récurrence
entre F,1(x) et F,(x)

5- Calculer Fj(z).

15



1.4. Exercices avec solutions Chapitre 1. Intégrale indéfinie

Solution :
1- f,, est définie et continue sur R donc possede une unique primitive s’annulant

en 0: F,(z) =[5 fa(t)dt.
3-Par le changement de variable ¢ = tan # donc 6 = arctant et % =1

e et on a

T 1 arctan x 1
Fy(z) = /7&:/ —_(1+tan26)df
(@) 0 (1+1¢2)7 0 (1+tan29)2( an”6)

arctan x 1 d@
B /0 1+ tan6?

arctan x 1 arctanx
= / cos® dh = —/ (1 + cos20) db
0 2 Jo

1 1 .
=5 arctan x + 2 5in (2arctanz) .

On a sin 260 = 2sinf cos 0, cos(Arctan(x)) = \/117, sin(Arctan(z)) = =z donc

Fy(z) = 5 (1—ig—cx2 + arctan x) :

4- En s’aidant d’une intégration par parties, former une relation de récurrence entre
Foii(x) et F(x)

@ 1 w142 —¢2
Fo(z) = / . = / SR

(1 +t2)n+1 (1 +t2)n+1
S v 2
= 7dt+/ ot
/0 (14 2)"*! o (142)"

x t2

Puis par intégration par parties

Fop(z) = Fu(z) - /Off( c

Lt
L+2)"
1 t * @ 1
- F"””%(luw”]o_/o <1+t2>”dt>

2n—1 1 T

= Fy PR
2n () + 2n (1 + x2)

5- On utilise la question précédent on obtient

3 1 x
B A T
3 ( T + arct > n 1 x
= - arctanx | + ——.
8 \1+ a2 4(1+ 22)?

16



1.4. Exercices avec solutions Chapitre 1. Intégrale indéfinie

Ezercice 1.4.5. Pour tout entier n € N, on pose
1, = / sin” xdz

-Montrer que 'on a pour tout n € Njn > 21 [, = — <% sin® 'z + (”;) I, _o.

Solution :

Montrons que I'on a pour tout n € Nyn > 2: [, = —=2% sin"tx + (”;) I, ».

I, = /sin” rdr = / (sin"‘2 :U) sin? zdx = / (sin"_2 w) (1 — cos? x) dx
= / (sin"‘2 $> dx — / (Sin"_2 x) (cos :B) dx
= [,_o9— / (sin”_2 x) (cos x) dx.

Pour calculer [ (sin” 2 ) (cos? ) dz, En utilise une intégration par parties. On pose :

g (r) = coszsin" 2z, g(z) = L sin" 'z

/ (sin”’2 x) (COS2 x) dx = ;ijl sin” x4+ / - i 7 sin” xdzx.

Finalement :

COS T n—1
I, = — sin” x4+ ( ) L, .
n n

FEzercice 1.4.6. 1) Décomposition en éléments simples : Determiner a, d et ¢ telle que

2 a n bx + ¢
B4+1 r+1 22—x+1

2)- Calculer I = [ dzx.

m3+1
Solution :

1) Determinons a,d et ¢ telle que

2 a n bx + ¢
B+l o+l 22—zl
e e o nn doodoman
"l o= g im i elors 0=at b= b= 3
*}}ig(l]zgil hinﬁ + hr% b”frl,alors 2=a+c=>c=2— % = %.
2)- Calculons I = [ $3+1
2 —z+2
e
x3—|—1 r+1 3 —r+1
Ona [ 22 de = fﬁdm, posons z = 3 + % , o= §

17



1.4. Exercices avec solutions Chapitre 1. Intégrale indéfinie

2 EtRde =2 (é;)ﬁ%dx =2 (f adt—J tzildt) 2arctan(t)—3 In (% + 1)+

c.
Alors
| / / —x+2 e
m+1 22 —x+1
2 243 1 1 4 1\2
= ln|x+1|+ arctan(\3/—<93—2))—31n<3<1:—2> +1>+K,KER.

FExercice 1.4.7. 1- Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante :

1
(14 a2)

:/x(ll—l—x?)dx

P(zx) =

2- Déterminer sur ]0, +o00[

Solution : 1- On a ¢ + l{fgg = “JFS(J{?;JQ;FCQC donc a = 1,b = —1,¢ = 0. Alors
P(ZC) = % - l—fxz'

2- Déterminons sur |0, +o00|

1 1 2x
e (= e
(1 + x?) da A 20 2/ 1+ xQdm

T

1 2
= lnx—an(l—F.T)—‘—C:ln((l_'_W

>+c, avec c € R.
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Chapitre 2

Intégrales définies

m 2.1 Intégrale d’une fonction en escalier

B 2.1.1 Fonction en escalier

Définition 2.1.1.1. On appelle subdivision de I'intervalle [a, b] toute famille finie (2;);cr01. .y
des réels vérifiant les conditions suivantes

1- pour tout i € {0, 1,...,n},z; € [a,b].

2- x9g=a; x, =b.

3- pour tout ¢ € {0,1,....,n},z; < ;.

Figure 2.1 — Subdivision de 'intervalle [a, b]

Définition 2.1.1.2. On appelle le pas de la subdivision o = <xi>i€{0,1 qy le réel b =

iy (7 7 o)
Soit 0 = (%i);c(01,...ny €6 0" = (20)seq0,1,....m) deux subdivisions de Uintervalle [a, b].
On dit que o’est plus fine que o si

/
oCo

Ezemples 2.1.1. 1- La famille (z);c(0, 00z = a+% (b — a) définit une subdivision
de l'intervalle [a,b] de pas h = = (b— a)
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2.1. Intégrale d'une fonction en escalier Chapitre 2. Intégrales définies

appelée subdivision uniforme de I'intervalle [a, b].
2- La La famille (27);cr01 o,y OU 2} = a+ o= (b — a) définit une subdivision de
Vintervalle [a,b] de pas h' = 5~ (b—a) = 1h, donc (@i)icgo1,2ny € (@icgor,.ny 1€

(x}) plus fine que (z;).

Définition 2.1.1.3. Soit f une application de [a,b] dans R. On dit que f est une appli-
cation en escalier s’il existe :

1- Une subdivision o = (2:);c(91,. , de [a,0],

2- Yo;y1; -3 Yn € Rtel que Vi€ {0,1,....,n — 1} ,Vt € |, xiq]; f(t) = v

On dit alors que la subdivision o = (2i);c(9, ., est adaptée a f .

On note &([a; b]) 'ensemble des fonctions en escalier défnies sur [a, b].

Proposition 2.1.1. L’ensemble des fonctions en escalier &([a; b]) sur [a, b] est un R—espace

vectoriel.

Démonstration. On montre que c’est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonc-
tions de [a, b] dans R.

La stabilité par multiplication par un scalaire est claire. Si f et g sont deux
fonctions en escalier, on considere une subdivision o = (;),, (01,0} adaptée a la fois
a fetgca-d. ona

Yo, Y1 Yn E R tel que Vi € {0,1,....n — 1}, Vt € |z, i[5 f(E) = s

et

20;21; - 2n ER €ER tel que Vi € {0,1,....,n — 1} ,Vt € Joy, xiq[; g(t) = 2

Clest alors &p; &5 .58, € Rtel que Vi € {0,1,...,n—1},Vt € |y, zi1]; g(t) +
) =zi+uy

donc 0 = (), (0.1,..n} UnE subdivision adaptée a f + g et par conséquent f + g

est bien une fonction en escalier. [ ]

Ezxemple 2.1.2. 1-La fonction partie entiere E est une fonction en escalier sur 'intervalle
[—2,2]. La subdivision o7 = (—=2,—1,0,1,2) est une subdivision uniforme adapté a la
fonction partie entiere.

oy = (—2, ’73, —1, %,0, 1, %,2) est également une subdivision adaptée oy plus
fine que o;.

o3 = (—2, _73, —1,1, 2) non adaptée a la fonction partie entiere.

Remarque 2.1.1. Toute fonction en escalier est borné. Si f;g9 € &([a;0]) alors f +
g; fg;|f|, Af € &(la;b]) ot X € R.
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2.1. Intégrale d'une fonction en escalier Chapitre 2. Intégrales définies

W 2.1.2 Intégrale d’une fonction en escalier

Définition 2.1.2.1. Soient f : [a;b] — R une fonction en escalier et o = (i);c(01  n
une subdivision adaptée. On suppose que
Vi€ {0,1,...n—1},Vt € |x;, xi41]; f(t) = N On appelle intégrale de f le réel

n—1

I(f) = 2 ($i+1—$z‘)>\i=f;f

=0

on note aussi ce réel [° f(x)dz.

A
flzy) *
Crmd |l ]_[
flzo) |F— -+ 1 Lo : :
| . : :
I P : : :
| s : -
| : .
. i : —
a=qg T T : b =|Y-1€u
_____________ + I
. |
_ : I
: E - L] |
er | ]—[ 5 : :
f{mu] ______________________ "

Figure 2.2 — Représentation graphique d’une fonction en escalier

Ezxemple 2.1.3.

—2sixe[-2,—1]
—1size[-1,0]
O0sixze[0,1]
lsizell,?2]

E(x) =

3
J3F = ,_20(95141 —x) N = —2.

Interprétation graphique

Le réel ff f représente 'aire algébrique entre la représentation graphique de la
fonction en escalier f sur U'intervalle [a; b] et I'axe des abcisse. La quantité (x;.1 — ;) A;

est en effet I'aire d'un rectangle de longueur (z;41 — x;) et de hauteur ;.
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2.1. Intégrale d'une fonction en escalier Chapitre 2. Intégrales définies

Propriétés des intégrales de fonctions en escalier

Proposition 2.1.2. soit f;g € &([a;b]), on a les propriétés suivantes

< [21f]

2- 51 f >0, alors fff > 0.

3-8i f < g alors [} f < [} g.

4-Veela, bl [P f =[S f+ [P f (relation de Chasles) f escalier sur [a,c| et [c,b].
5-Y (a, B) € R? la fonction af + Bg est une fonction en escalier sur [a;b] et

[@r+sg=afr+5[ s

Démonstration. 1- Par définition on a

pn—1
/ Z (Tig1 — m5) A
@ =0
p|n—1
<

Z(%H—wi))\i
pn—l b
< /az Tit1 — z')|>\z'|=/a|f|-

2-Toutes les valeurs \; de f sur |z;, x;11[ sont positives. Comme les x;1 — x; sont

[1-

tous positifs aussi on a

pn—1

/abf(:v)dx:/ Z Tir1 —x;) A > 0.

3- Comme 0 < g — f, On applique (2). Donc

/ab<g—f)()dx>o;»/ dx>/f
[ |

Proposition 2.1.3. Soit f une fonction en escalier sur |a,b] et u : R — R une application

linéaire. Alors uo f est en escalier et

[lb(uof)(x)dx:u<[lbf(x)dx>_

Démonstration. En effet, uo f est constante sur [z;41, ;] et y vaut u(\;) si f vaut \;,

mais alors

/ab (wo f)(z)dx = §U(>\i) (Tig1 —T3) = u (lelA (i1 — xi)> = (/b f(;p)dx> ,

=0 =0
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2.2. Sommes de Darboux Chapitre 2. Intégrales définies

m 2.2 Sommes de Darboux

Dans toute la suite du chapitre, on ne considérera que des fonctions bornées

c’est-a-dire les fonctions f : [a,b] — R telles que

I} = sup |f(z)] < +o0.
a<x<b

Pour chaque subdivision 0 = {a = 2o < x1 < ... < 2;_1 < x, = b} .On pose

m; =m;(f) =mi(f,o0) = inf f(x)

Ti—1<x<x:;

M; = M(f) = M;(f,0) = sup f(x)

i1 <x<x>;

Définition 2.2.1. Considérons
s=s(f,0)= Zmz(% — ;1)
i=1

n

S=S5(fo0)= ZMZ(,% — T 1)

i=1
Ces deux sommes sont dites sommes de Darboux, respectivement inférieure et

supérieure de f, relativement a la subdivision o.

Remarque 2.2.1. L’aire A(f) de la surface délimitée par la courbe représentative de f,

les droites verticales d’equations x = a,x = b et ’axe des abscisses vérifie la relation

s(f,0) < A(f) < 5(f,0).

W 2.2.1 Propriétés des sommes de Darboux
Proposition 2.2.1. Vo, s(f,0) < S(f,0).
Démonstration. Evident. [ |

Proposition 2.2.2. Si o C o/, alors
1_‘S<f70);Z S(f,Uq-
2- S(f? U) < S(fv U,)'
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NapliP. O]

x X7 Xz X4 x5 X5 b

a
Figure 2.3 — Sommes de Darboux
A
S[an] P, O]

X1 xa x5 X4 x5 X5 h

Figure 2.4 — Sommes de Darboux

Démonstration. Montrons (1), supposons d’abord que ¢’ = o U{c}, ce qui signifie que
la subdivision ¢ est obtenue & partir de o = {zq, ..., z,} par adjonction d'un point

supplémentaire ¢, ¢ étant un point de [a,b], il existe donc j tel que z,_1 < ¢ < ;.
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2.2. Sommes de Darboux Chapitre 2. Intégrales définies

Posons

Mi(f)= sup f(x), M]/(f)= sup f(x)

Tj—1=x<cC c<T<T;
On a Mj(f) < Mj(f) et M (f) < M;(f). d'o

n

S(f.0') =S M(f)(x; — zi1) + M (f)(c — zj-1) + MJ(f)(z; — o).

Il en résulte

S(f,0") < Zn:Mz'(f)(xz' —xi1) + Mi(f)(x; — z5-1) = S(f, 0).

Dans le cas général, la subdivision ¢’ = o U {¢1, 2, ¢3, ..., ¢} est obtenue a partirde o
par k adjonctions successives des ensembles {co}, {c1}, .., {cx }. D’apres ce qui précede,

on a alors
S(f,0') < S(f,0U{c1,ca,¢3,..csci1}) < S(f,0U{c1, cay¢3, oy cha}) < oo < S(f,0U{c1}) < S(f,0).
|
Proposition 2.2.3. Deux subdivisions quelconques o,0’ de [a,b] vérifient
s(f,o) < S(f,0)

Démonstration. D’apres les propositions (2.2.1), (2.2.2), s(f,0) < s(f,oUc’) < S(f,oU
o) < S(f, o). u

A chaque fonction f définie et bornée sur [a, b], associons 1’ensemble
D.(f) les sommes de Darboux inférieures s(f, o)
D*(f) les sommes de Darboux supérieures S(f, o).

les ensembles D, (f), D*(f) sont évidemment non vides.
Proposition 2.2.4. sup D, (f) < inf D*(f).
Démonstration. Conséquence immédiate de la proposition (2.2.3). [ |

Définition 2.2.1.1. La borne supérieure de l'ensemble D, (f), la borne inférieure de

I’ensemble D*(f) seront notées
b *b
/ fdz = sup D, (f), / fdz = inf D*(f).
Remarque 2.2.2. La proposition (2.2.4) entraine les inégalités

Vo,o": s(f,0) S/bfdxg/*bfdeS(f,a’)
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m 2.3 Fonction intégrables. Intégrale de Riemann

Définition 2.3.1. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On dit que f est intégrable

(au sens de Riemann) sur [a, b] si

/*Zfdx: /:bfdx.

La valeur commune de 'intégrale inférieur et de l'intégrale supérieure est alors appelée

intégrale (de Riemann) de f sur [a, b] et notée

/ab fdz ou /abf(af)d:c ou / f(z)da.

[a,b]

FExemple 2.3.1. La fonction de Dirichlet :

(z) = lsizeQ
Xl = Osiz ¢ Q,

n’est pas Riemann-intégrable, car on a, pour toute partition o de [a,b], on a
S(f,0)=b—acet s(f,o) =0.

Théoréme 2.3.1. Pour qu’une fonction bornée f : [a,b] — R soit intégrable il faut, et
il suffit, que
Ve =0, 3d: S(f,d) —s(f,d) <0

B 2.3.1 Théoréme de Darboux

Soit D [a, b] I'ensemble de toutes les subdivisions de [a, b] et soit

F : Dla,b] — R, une fonction associant a toute subdivision d le nombre F(d).

Définition 2.3.1.1. On dit que lim F(d) = A si
d(d)—0

Ve >0, 3n > 0,Vd [§(d) <n=|F(d) — Al <¢].

Théoréme 2.3.1.1. Si la fonction f : [a,b] — R est bornée, alors
*b . b )
| pde= Jim S(f.d). [ fde= lim s(f.d)
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Interprétation géométrique de l’intégrale de Riemann

Si  f est continue sur [a,b] le réel [” f(t)dt représente l'aire algébrique de la
portion de plan comprise entre les droites d’équation x = a,x = b ’axe des abscisses

et la représentation graphique de f.

Remarque 2.3.1. 1- Par convention, si b < a et si f est Riemann -intégrable sur [a; 0]
alors on pose [” f(t)dt = — [ f(t)dt.

2- On convient également que si a = b alors [ f(t)dt = 0.

AY

AT f(x)
o~
S
a b ?

Figure 2.5 — Interprétation géométrique de 'intégrale de Riemann

Définition 2.3.1.2. On dit qu’une application f définie sur [a, b] est continue par mor-
ceaux sur [a,b] §'il existe une subdivision o = (2;);c0;, _,y de l'intervalle [a,b] tells
que tout jeqo,1,...n—1y I'application f est continue sur I'intervalle |xi, 241 et admet une

limite a droite en z; et une limite a gauche en ;.

W 2.3.2 Intégrabilité des fonctions monotones et continues

Théoréme 2.3.2.1. Toute fonction monotone f : [a,b] — R est intégrable.

Démonstration. Soit h une fonction monotone sur /. On suppose par exemple que h est

décroissante et on choisit la subdivision donnée par (z;);c(o;. 3 o0 % = a+ (b—a).

On note M; la limite a droite de h en x; pour 0 < i < n — 1 et m; la limite a
gauche de h en z; pour 1 < i < n. On considere les deux fonctions en escalier G et H

définies par :

G(z) = myq et H(x) = M; pour x; €]z, xiq[, 0 <1< n—1.
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On rappelle que les valeurs prises par GG et celles prises par H aux points x; de

la subdivision n’ont pas d’importance pour la suite. On a alors

G<h<H.
et
b =Mt b =M,
/(ZG(x)dx—iO . (b—a), /aH(ZL‘)d:L’—ZE%n(b—CL)

et par suite
b M —my
[ H@) = @) de = == (60— a) < (Mo —ma) (b a)
@ i=0
Par suite, H est intégrable. [ |
Théoréme 2.3.2.2. Toute fonction continue f : [a,b] — R est intégrable.

Démonstration. On rappelle que si f est continue sur [a,b] alors f est uniformément

continue sur [a, b]. En d’autres termes
Ve>03dn>0,|z—z"| <n=|f(x)— f(z")] <e.

On précise que n ne dépend ni de x ni de x*.
Pour la subdivision de [a, b] donnée par z; = a+ £ (b — a), on définit sur |z;, 2,41

pour 0 < i <n — 1, les deux fonctions en escalier H et (G suivantes :
G(z) = f(z;) —e et H(x) = f(x;) +¢.

Il est facile de voir que G et H sont deux fonctions en escalier sur [a, b] qui vérifient

a partir d’'un certain rang convenable n, G < f < H et
b
/ [H(z) — Gz)] de = 2= (b— a).

Par suite, f est intégrable. [ |

W 2.3.3 Propriétés de I'intégrale de Riemann

Soient f, g deux fonctions Riemann-intégrable sur [a, b],notée (f, g € R|a,b])
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Proposition 2.3.1. 1- Si f est intégrable sur [a,b], alors f est intégrable sur [a’;V],
Via', V'] C [a,b].

2|2 Fydt] < [21F (1)) dt

3- Si f >0, alors [” f(t)dt > 0.

4 Si f < g alors [} f(t)dt < [ g(t)dt.

5- Ve € Ja,b| la fonction f est Riemann-intégrable sur [a,c] et [c,b] , de plus
JPft)at = [ fF(t)dt + [° f(t)dt ( relation de Chasles)

6-V (o, B) € R? la fonction af + g est Riemann-intégrable sur [a,b] et

b b b
/a (af + Bg) (t)dt = a/a f(t)dt+6/a g(t)dt.
Remarque 2.3.2. Par convention, on pose :f(ff(t)dt =— [, ft)dt, [ f(t)dt = 0.

Proposition 2.3.2. Soient a,b et ¢ trois éléments de I et f une fonction continue sur I.
On a

b c b
/ F(t)dt = / F(t)dt +/ F(t)dt.
Démonstration. Soit F' une primitive de f sur I. L’égalité cherchée est une autre fagon

d’écrire F'(b) — F(a) = F(b) — F(c) + F(c) — F(a). u

Proposition 2.3.3. Soient f et g deux fonctions continues sur I. Pour tout (a, 3) € R?
et tout (a,b) € I*.

/ab (af + Bg) (t)dt = oz/abf(t)dt + 5/abg(t)dt.

Démonstration. On utilise la définition de l'intégrale et le fait que si F' et G sont des

primitives de f et g sur I alors aF' + BG est une primitive de af + g. [ |

Proposition 2.3.4. Soit f une fonction continue et positive sur I = |a,b]. Sia < b alors
2 f(tyat > o.

Démonstration. Soit F' une primitive de f sur /. Comme la fonction f est positive, F’
est croissante et a < b implique F(a) < F(b) d'ont [° f(t)dt > 0. u

Proposition 2.3.5. Soient f et g deux fonctions continues sur I = [a,b]. Si pour tout
x € [a,b], [ < g alors [] f(t)dt < [} g(t)dt.

L’inégalité stricte ayant lieu si et seulement si il existe xo € [a, b] tel que f(xg) <
9(zo).
Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition (2.3.4) a la fonction continue et

positive L = g — f. [ |
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Proposition 2.3.6. Soit f une application continue sur [a,b] et a valeurs positives on
a

/bf(t)dt=0<:>f=0.

Démonstration. (<) La fonction nulle est une fonction en escalier sur [a, b] et o = {a, b}
est une subdivision de [a; b] adaptée , d’apres la définition de l'intégrale d’une fonction

en escalier on a ,
/ F(#)dt = (b—a)0 = 0.

(=)Pour montrer que la réciproque est vraie, utilisons un raisonnement par
contraposée.

Supposons que f n’est pas nulle c¢’est -a-dire qu’il existe xq € |a, b[ tel que f(xg) #
0 et montrons que dans ce cas [° f(t)dt # 0.

Puisque f est continue sur [a, b] il existe un voisinage de xy ou f ne s’annule pas

autrement dit , on peut trouver deux rééls «; 8 dans [a, b] avec a < xy < 3 tels que

Vz € [a,f] f(z) #0

Puisque f est positive elle strictement positive sur [«, 5] cela implique que

In > 0,Vr € [o; 3], f(z) > 1

Donc
b «@ B b
/a Ft)dt = / f(t)dt+/a f(t)dt+/5 F(t)dt
B
> / F(t)dt
> ﬁndtz(ﬂ—a)n>0-
On a donc/” f(t)dt # 0. |

W 2.3.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz et inégalité de Minkowski
Inégalité de Cauchy-Schwarz

, b 2
Théoréme 2.3.4.1. Vf, g € Ra,b| : (fa fgdx) < (

I3 f2dx) ([2 g?dx) .
Démonstration. Remarquons tout d’abord que f, g étant intégrables alors d’apres la

proposition les fonctions f + Ag et (f + )\g)2 I’est également pour tout nombre réel \.
On considere, pour tout A € R le trindéme en A
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b b b b
P(\) :/ (f+>\g)2dx:/ f2da:+2)\/ fgda:+)\2/ Pdr >0
P est un polynome A\ de degré 2, toujours positif, d’ou A < 0.

b 2 b b
4</a fgdx) —4/(1 dex/a g*dx < 0.

Proposition 2.3.7. Vf,g € C ([a,b], R) : [*|fg|dx < (f; dea:)E (ff g%iac)E .

Démonstration. On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz. |

Inégalité de Minkowski

[N

Théoréme 2.3.4.2. Vf, g € C([a,b]) : (f: (f(z) + g(2))? d:v)% < (f;’fz(as)da:)
(S g*(x)dx)* .
Démonstration. ¥f,g € C(|a,b]) :

[+ = [ Pasrz [ fegwis+ [ e

< /b f(z)dx + 2 (/b fQ(:L')diL‘>2 (/b92<x)dx>2 + /b g*(x)dx
1 1y 2
- ((/b f%x)dx) + (/bQQ(x)dx> ) :
On en déduit I'inégalité souhaitée. [ |

W 2.3.5 Intégrale de fonction de sa limite supérieure
Soit f € R]a,b]. Considérons la fonction F : [a,b] — R définie par F(z) =
Ja f(t)dt.

Proposition 2.3.8. F' est continue dans [a,b]. Si f est continue en xq € [a,b], alors F

est dérivable en xq¢ et l'on a
F'(x9) = f (o).
Théoréme 2.3.5.1. Toute fonction continue f : [a,b] — R admet une primitive. L’ap-

plication

est une primitive de f.
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Formule de Newton-Leibniz

Théoréme 2.3.5.2. Si f est continue sur [a,b], et si F' est une primitive de f, alors on

a

Ezxemple 2.3.2. [ e**dx = Pe‘”}: = 1(e" —e").

a

m 2.4 Calcul intégral

Définition 2.4.1. Soit f une fonction Riemann intégrable sur [a, b] pour tout = € [a, b] la
fonction f est Riemann -intégrable sur [a, x] et I'application F' : z € [a;b] — [ f(t)dt

est appelée intégrale indéfinie de f sur [a, b].

D’apres la relation de Chasles pour tout (1, xs) € [a,b]?, on a

1

Plas) = F(e) = [ fwde— [ fwyar
_ / F(t)dt.

1

Le théoreme fondamental suivant garantit [’existence de primitives d’une fonction

continue sur un intervalle

Théoréme 2.4.1. (Théoreme fondamental) Soient I un intervalle de R et f une fonc-

tion continue sur I. Pour a € I, la fonction :

F: I— R
r— F(z)= [T f(t)dt.

est de classe C' sur I et est la seule primitive de f qui s’annule en a F' = f et

F(a) = 0.

Proposition 2.4.1. (Dérivabilité de I'intégrale indéfinie)
Soit f une fonction Riemann intégrable sur [a,b].Si f est continue en xq € |a,b|

alors son intégrale indéfinie F sur [a,b] est dérivable en xy et admet pour dérivée

F'(xo) = f(x0)-

Proposition 2.4.2. Soient f une application continue sur un intervalle J et u,v deux
applications de classe C' sur un intervalle ouvert I tel que w(I) C J, v(I) C J.
L’application

v(z)

¢>:er—>/ F(t)dt.
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est de classe C* sur I et pour tout x € I, on a

¢'(x) = fv(z)) x v'(x) = f(u(z)) x u'(z).
Exemple 2.4.1. Considérons 'application
1 2x
p:x € ]—2;4—00[ —>/ V14 t3dt.
L’application f : x € |—1,400] — v/1 4+ t3 est continue et les deux applications
u:x € }—%,—l—oo[—mg €]-1,4o00[

v:ix € }—%,—i—oo[ — 21 € |—1,+oo| sont de classe C'. D’aprés la proposition
(2.4.2) on obtient :

Vxe}—;,—i-oo[ ¢'(z) = 2V1 + 83 — V1 + 2.

Le Théoréeme suivant est un outil pour montrer I'intégrabilité de certaines classes de

fonctions intégrables :

Théoréme 2.4.2. (La moyenne) Soit f une fonction réelle, définie, bornée et intégrable

sur Uintervalle [a,b]. Posons

m = inf}f(x) et M = sup f(x),

z€la,b z€|a,b]
alors

m@—apg[j@mxgwub—@.

Démonstration. Les fonctions m et M sont constantes sur l'intervalle [a, b], elles sont

des fonctions en escalier sur [a, b] donc elles sont intégrables et on a
m < f(z) <M, x € [a,b].
Donc d’aprés les propriétés de l'intégrale on obtient m (b —a) < [ f(z)dx <

M (b — a). Voire la Figure(2.6). u

Proposition 2.4.3. Soit f une application continue sur [a,b]. L’intégrale indéfinie de
f sur [a, 0]
Fmé@ﬂ%/f@ﬁ

est une primitive de f sur [a,b|. De plus, pour toute primitive G de f sur |a,b] il existe
un réel ¢ tel que G = F + c.
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Figure 2.6 — Encadrement d’une intégrale

%ﬁf (ot k

1 I

Figure 2.7 — Théoreme fondamental de I’analyse

Démonstration. Si G est une autre primitive de f, on a F'(z) = G'(x) et donc F(z) —
G(z) = ¢ (constante). Par suite, F'(b) — G(b) = F(a) — G(a). u
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Ezxemple 2.4.2.
/sinxdx = —cosx+c

la formule est vraie sur n’importe quel intervalle [a, b] .

Proposition 2.4.4. (Lien entre primitive et intégrale)
Soit f une application Riemann-intégrable sur [a;b] admettant une primitive G

sur la,b]. On a

Le réel G(b) — G(a) est souvent noté [G(t))" .

Démonstration. Nous admettant une primitive G.Nous supposons que f est continue

sur [a, b] d’apres la proposition 2.4.3
dc € R,Vx € [a,b], G(z) = F(z) + ¢

ou F' est 'intégrale indéfinie de f on a donc

W 2.4.1 Résultats généraux sur I'intégrale de Riemann

Intégration par parties

Théoréme 2.4.1.1. (Formule d’intégration par parties)
Soient u et v deuz applications de classe C* sur un intervalle fermé borné d’ex-

trémités a et b. On a

Démonstration. Nous supposons que a < b. La fonction F' : © — wu(z)v(z) est une
primitive sur [a, b] de la fonction f: x — u(z)v'(x) + o' (x)v(x).

D’apres la proposition 2.4.4 on a donc

b b
/a (@) (2) + o (2)o(e)] dt = / Fla)dt

ce qui implique que [*u(t)v'(t)dt = [u(t)v(t)]” — 2/ (t)v(t)dt. u
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2.4. Calcul intégral Chapitre 2.
Ezemple 2.4.3. Calculons [? 2% sin xdz
2 !
u(xr) =x u'(z) =2z
Posons /< ) ] (z) , alors
V'(z) =sinx v(x) = —cosx
" [~oeonal; + [
—zcosx| + 2z cos .
0 0

/ P 2?sinadr =
0
et une seconde intégration par parties calculons [ 2x cosx
u(x) = 2x u'(z) =2
(z) = { (z) , alors
v

Posons
{ V'(x) = cosx (x) =sinz

/2xcosxdx—2xsmxg /2311191:

Finalement
=7 —2.

[=ENVTE]

™

/Ex sin xdx = [—x2c08x+2xsinx+2008x}
0

Formule du changement de variable pour une intégrale
Théoréme 2.4.1.2. Soit ¢ une application de classe C* sur Uintervalle [a,b] et f une

application continue sur l'intervalle fermé borné ¢ ([a,b]); on a

#(b) b /
/qb( flz)de = / F(o(1)d' (t)dt

a) a

on dit que l'on effectue le changement de variable x = ¢(t)

Démonstration. L’intégrabilité de (f o ¢)¢’ puisque cette fonction est continue. Soit F’
;o

une primitive de f. La fonction F o ¢ est une primitive de (f o ¢)¢’ puisque

(Fog) =(fop)¢

d’olt d’aprés la proposition 2.4.4, on a
[ 18 0= (Foo0) - (Foo@) = [ f(a)ar
|
2_ = Donc

1 dt vt € R’ cht T eldet T 1+82t

Exemples 2.4.4. 1) I = f
1 1 1 2
I:/ 7dt=/ ﬁetdt

o cht 0 14 (et)
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Le changement de Variable x = e'. L’application ¢ : [0,1] — €' de classe Clsur [0,1] et

la fonction f:t — est continue sur

t2+1
¢ ([0,1]) = [1,¢]. La formule du changement de variable nous indique que

1 1 9
[ la = [ 2 v
o cht 0 1—|—(et)

= 2

T ;dr = 2 [arctan z]] .
1 T

2)- I = [ cos® zsin xdz; le changement de variable ¢ = cos z donne

T —1 2
/ cos? z sin zdr = —/ t2dt = =.
0 1

3
3)-1 =[¢ a2 z.Posons t = £ = x = ta donc
/a dx B /1 adt
0o a2+22  Jo a?(1+12)
= — | —— = —|arctant], = —.
alo (1+¢2) a 0 4q

Corrollaire 2.4.1. Soit f une fonction continue sur |a,b] et ¢ une bijection de classe
C' sur le segment de bornes ¢~'(a) et $~1(b). On a :

o1 (b) , b
Ly F@NS @t = [ f(o)da
Démonstration. Remarquons tout d’abord que ¢ est bijective, ce qui établit 1'existence
de ¢!, sa bijection réciproque.

Appliquons alors le théoréeme (changement de variable) précédent a ¢ et f entre

¢~ (a) et ¢71(D).
() , _ ¢(¢71(b)) B b
[, fo@)d @ = [ f@yde = [ flade

(a) b(¢~1(a))

Ezemple 2.4.5. Calculer [, /1 — 22dx.
Posons z = sinu, u € {—g, g} , g—z = cosu . La fonction sinus réalise une bijection
1
de classe C" entre [—g, ﬂ

s
2

1
/\/1—:1;2 :/ 1 — sin? u cos udu
—1

= / COS u

_/Scos2t+1 {sin2t+t]g ™
B 4 2

(VB w‘:‘

mu

w\:\
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m 2.5 Exercices avec solutions

FExercice 2.5.1. Calculer fog cos® z.

Solution :

On a cos® x = cosz(1 — sin® ) d’ott
7 4 2 .
cos” T = cos z(1 — sin® z)dx.
0 0
Posons t = sinx, donc % = cosz, et
5 3 L
/ cos’r = /(l—t)dt
Jo 0
5,3
— t_ R —
3], 3

Ezercice 2.5.2. Calculer [ Trde.

Solution :
On a

1 12
/ Y dr = - 7x2dm
o 1+at 2Jo 14 (22)
1

o’
= |zarctanw
2

FExercice 2.5.3. 1-Calculer les sommes suivantes :

S = 2k, Tew = K
k=1 k=1

o 2

2- En déduire les sommes de Darboux Supérieure et Inférieure des fonctions sui-

vantes :
I- f(z) =2, 2 €]0,1].
I-h(z) = 2% z € [0,1].

Solution :
1. On a lidentité (k +1)° = k? + 2k + 1 donc

n
k=1 k=1

= > K +2%0, +n
k=1

S h+1)? = S+ Y26+ 301
k=1 k=1
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Ou encore
2434+ (n+1)2=14+224+32 4 L+ (n)? + 2810 + 1
d’ou (n+1)
n(n
Zam) = T

- Utilisons lidentité (k +1)° = k® + 3k% + 3k + 1

S k+1)° = YE+3YE+3Y k+ D1
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
= Y K434, + 3M +n
k=1 2
Ou encore
1
26 +33+ .+ (n+1)P= 1+23+33—|—...+n3—|—32(27n)+3n(n;—)—|—n
d’ou

n(n+1)(2n+1)
G :
I) Somme de Darboux Inférieure de la fonction f(z) = z sur U'intervalle [0, 1] en

Lion) =

utilisant une subdivision équidistante de cet intervalle :

(xz)ze{o 1,...n} onw; =0+ — 0 (1 —0) = o

n

Sn = (T — Tp_1)my = ka,

k=1
Ou L1
= inf{f(2), ze1 <@ < we} = flopa) = wpa = ——.
Car la fonction f est continue, croissante sur [0, 1]. Donc :
1 n
k=1
1 " 1 n(n —1)
T ((g) - ”) =z (Baw —n) = =55~

-De méme la somme de Darboux Supérieure de la fonction f sur Uintervalle [0, 1]

est :
n

Sp = Z(Ik — T 1 Mk ZMk

k=1
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Ou
k
My =sup{f(z), zp-1 <x < ap} = f(rp-1) = 2% = -

Car la fonction f est continue, croissante sur [0, 1]. Donc :

1 n

S, = —> k
1 n(n+1)
pz 2n?

1) Somme de Darboux Inférieure de la fonction h(x) = z* sur lintervalle [0, 1]

en utilisant une subdivision équidistante de cet intervalle :

($i)ie{0717 n) ouz; =0+ — (1 —0) = -

n

Sn =Y (T — Tp_1)mg = ka

k=1

(k—1)°

my, = inf{h(z), zp_1 <2 <2} = h(z)ey) = 75| = 2

Car la fonction h est continue, croissante sur [0, 1]. Donc :

1 n
Sno= — Y (k—1)°
n3k§1
- %Z(k:Q—Qk:qu)
=1
1 n(n—1)(2n —1)
= (Bem = 2 +0) = =5

-De méme la somme de Darboux Supérieure de la fonction h sur U'intervalle [0, 1]
est :

= (zp — 1) My = ZMk
k=1

kQ
M, = sup{h(z), zp—1 <z <z} = h(zp_1) = 27 = ")

Car la fonction h est continue, croissante sur [0, 1]. Donc :

1 n
S, = =Y k?
n3k§::1

iZ} _n(n+1)2n+1)
ot T 6n3 '
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Ezercice 2.5.4. Pour n € N, on pose
1
I, :/ " sin mxdx;
0
01- Calculer Iy, I et établier la formule de récurence
I, =7 — (n— 1)nl,_,.

02- Montrer que lim [, = 4o00.
n—-+o0o

Solution
01- Calculons Iy, I;

I —cosmxlt 2
Iy = sintxdr = | ———
0

m 0 m

————dx (une intégration par partie)

—zcosmx]l L xcosmax
_I._
o Jo T

1
I, = /xsinwxdx:[
0 T

1 [sin 1t 1
— _l’_ —
s s

m 0

02- On utilise 'intégration par parties en posant u = x, v’ = sin 7z donc v’ = 1,

v = —2%% alors dans le cas général

1
I, = /x"sinwxdm
0

1
" cos T n B
= [} —I——/ 2" cos Tadx
0 ™ JOo
. 1
T — o .
1 n 2" tsinmx n—1 1
= —4+ — — " sin madx
T T T 0 T Jo
1 (n—1n
= — 721,1,2.
T T

03- On a sinmz > 0 pour x € [0,1] = 0 < [} a"sinmadr < [ 2"dr = 1= + d’ ou

1

0< lim 2" sinrxdr < lim
n—+o0 /o n—+oon + 1

FEzercice 2.5.5. Soit f une application continue sur [a, b] et & valeurs positives, montrer

que

f7é0:>/ £)dt # 0,
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Solution

f n’est pas nulle c’est -a-dire qu'il existe zq € |a, b[ tel que f(zq) # 0.

Puisque f est continue sur [a,b] il existe un voisinage de zy dans lequel f ne
s’annule pas . Autrement dit , on peut trouver deux réels «; 5 dans [a, b] avec a < xg < 3

tels que
Va € [o; B] f(z) # 0

Puisque f est positive elle est strictement positive sur [«, 8] cela implique que

dn > 0,Vz € [a, 5], f(x) >n.

Donc

/abf(t)dt - /aa (t)dt+/jf(t)dt+/;f(t)dt

vV
Q\
ISY

v
Bt
IS
~
I
=
|
L
3
V
<

b
f%o:/g F(£)dt # 0.

FExercice 2.5.6. Montrer 'inégalité suivante :

wrgecon ®: ([oar) < ([ 1par) ([ kar).

Solution
Remarquons tout d’abord que | f], |g| étant intégrables alors d’apres la proposition
les fonctions |f| + a|g| et (|f| + a|g|)? le sont également pour tout nombre réel a.. On

considere, pour tout o € R le trindome en «

b b b b
Pl) = [(fl+alg)’de = [ de+2a [ Ifglde+a? [ |gl*de >0

P est un polyndéme en «a de degré 2, toujours positif, d’ou A < 0.

i([ s} o f s ot ar <o ([alar) < [ [ e

T _
2

3 sint 3 cost T
0o sint+ cost 0o sint+ cost 4

Exercice 2.5.7. A T'aide d’'un changement de variable u = t, Montrer que :
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2.5. Exercices avec solutions

Chapitre 2. Intégrales définies

Indication : cos(a+b) = cosacosb—sinasinb; sin(a+b) = sina cosb+sinbcosa
2- En déduire

A V1—2+t

Solution :

1- A l'aide d’un changement de variable u = § — ¢ donc
t=7%5—uet du

7 = —1,cos(5 —u) =sinu; sin(j —u) = cosu, finalement

/5 sint dt—/g cost
o sint+cost  Jo sint+ cost

3 int 2 t
/2 ‘ sin dt+/2 coSs o cost _/ g —
o sint -+ cost 0

On a

sint + cost
/3 . sint g
0 sint 4 cost 4’
2- A l'aide d’un changement de variable t = sinu

donc

/ /5 cosu_ T
—_— = —du = —.
0o V1—t*+t Jo sinu+cosu 4
FEzercice 2.5.8. Etudier la suite (1,,) définie pour n > 0 par :
3 1
I, :/ (sinx)™ du.
0
Solution :
1 1
Sixz e [0,3] alors 0 < sinz < 1et0 < (sinz)» < (sing)™T < 1. D’apres les
propriétés de I'intégrale on obtient :
0< /5 (sinx)% dr < /5 (sinx)"%l dx < g
0 0

La suite croissante et majorée [,, est donc convergente

1 1
On a %x < sinz d’ou (%x)" < (sinz)™ et donc

/9 1
/2 <:B) dr < I,,.
0 \m

on a )
[ gy
0 \m 2(n+1)
d’ou
nr <I, < Tet lim I, =
2(n + 1) 2" oo
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2.5. Exercices avec solutions Chapitre 2. Intégrales définies

Ezercice 2.5.9. Pour tout entier n € N,on pose
3,
I, = / sin” xdx
0

1- Calculer Iy, I,
2-Montrer que

-1
VneNn>2:1, = (” )In_z (2.1)
n
- 2.2.44.6.6..2n.2n _ . .
3- Montrer que nl_l)I_{loo3.3.5.5.7.7.“(2n_1).(2n_1)‘(2n+1) = 7 (Le produit de Wallis)

Solution :
1- Iy = [ de =%, I = [ sinxdr = [—cosx]§ = 1.
2-Montrons que l'on a pour tout n € Non > 2: [, = (”T_l) I, s.

s s s

I, = /: sin” zdx = /05 (sin"_2 ZE) sin? zdr = /02 (sin"_2 ZL‘) (1 — cos? x) dx

™

= /072r (sin"_2 :v) dr — /02 (sin”_2 a:) ((3052 3:) dx
= I, 9 — /0E (sin”_2 a:) (C082 :U) dx.

Pour calculer [ (sin" ?z) (cos®z)dx, En utilisant une intégration par parties. On

pose :
g (z) = coswsin" %z, g(z) = 5 sin" 'z

3/ o 9 _[cosz ., /’5 ., I
/0 (sm :13) (cos x)dm—[n_lsln ZL“L) + ; n—lsm xdx—n_l.

Finalement :

[VE]

I, -1
I, =1, — 1 =1, = (nn) I, 5.

3-En vertu de 'equation (2.1) et par récurrence sur n , on a

3 2n—12n—-3 1 r3%
2 . 9n

dr = f/ d
/Osm var 2n 2n—2 2 Jo x,

c’est-a-dire B 135 (2 )
/2sin2"$dx: 35... (2n = )z
0 2.4.6...2n) 2

et que
2n 2n—2 2 %

2n+12n—1m§ 0

s
7 . .
/ sin? ™ zdr = sin xdx,
0

c’est-a-dire
24..2n

% . 2n+1 .
/o s ade = o T
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2.5. Exercices avec solutions Chapitre 2. Intégrales définies

Ainsi

Jif sin?" zdz 2.2.4.4.6.6..2n.2n o
S sin2r ! pdy 33557720 = 1). (2n = 1). 20+ 1) 2’

Le résultat suit donc des inégalités

fog sin®xde  2n+1 fog sin®" zdx 2t

l<-% o2n+1 2 3 gi2n—1 - 9on
Jo? sin*" T xdx no 2 sin®tede n
donc _
) o sin®" wdx
lim —% =1.
noteo (2 sin? L pda
Alors

y 2.2.4.4.6.6..2n.2n
11m = —.
n—+03.3.5577.. (2n—1). (2n—1). (2n+1) 2
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Chapitre 3

Equations différentielles du premier
ordre

L’objectif de ce chapitre est de donner les techniques nécessaires pour la résolution
de certaines équations relativement simples. Tout d’abord, on précise ce qu’on entend
par "Equations différentielles" et par solutions d’une équation donnée vérifiant certaines
conditions initiales En particulier, on étudiera les équations homogenes, de Bernoulli
et de Ricatti.

m 3.1 Définitions et vocabulaires

Définition 3.1.1. Soit n € N, n > 1, on appelle équation différentielle d’ordre n et

d’inconnue la fonction y toute relation de la forme

Yy () = f(z,y(@),y (), ...y D(2)), (3.1)
avec les conditions initiales
Y(70) = Yo, ¥ (T0) = Y1y ooy ¥ (@0) = Y1, (3.2)

ol f est une fonction définie sur une partie de R™ ™ (zg, 90, ..., yn_1) € R"™!
et 'inconnue est une fonction y de classe C™ définie sur un intervalle ouvert de R

contenant x.

Définition 3.1.2. On appelle ordre d’une équation différentielle 'ordre de la dérivée la

plus élevée contenue dans cette équation.
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3.1. Définitions et vocabulaires Chapitre 3. Equations différentielles du premier ordre

Définition 3.1.3. On appelle équation diférentielle d’ordre 1 et d’inconnue la fonction

y toute relation de la forme :
y' = f(z,y(v)) (3.3)
avec le condition initiale

y(@o) = Yo (3.4)

oll f est une fonction définie sur une partie de R?, (xg,yo) est vecteur fixé dans
R2, et I'inconnue est une fonction y de classe C! définie sur un intervalle ouvert de R,

contenant x.

Définition 3.1.4. On appelle solution de 1'équation (3.3) toute fonction y de classe C*
définie sur un intervalle ouvert contenant x, et vérifiant I’équation (3.3) ainsi que les

conditions initiales (3.4) contenant x.

Définition 3.1.5. Les courbes représentatives des fonctions solutions s’appellent les

courbes intégrales de I’équation.(3.3).

Exemple 3.1.1. L’équation 3 — 32%y? = 22 est une équation du premier ordre.

Ici, nous avons bien entendu

flay(x)) = 3a*y*(x) 4 22,

Définition 3.1.6. (Condition initiale) Soit (x¢,yo) € I x R. On dit que la solution ¢ de

(3.3) vérifie la condition initiale (xg, yo) si et seulement si ¢(xy) = yo.

Définition 3.1.7. (Probléme de Cauchy) On appelle probléeme de Cauchy la recherche
d’une solution y : I — R d’une équation différentielle (3.3) vérifiant une condition
initiale (zo,v0) € I x R fixée.

Définition 3.1.8. On appelle équation différentielle normale d’ordre 1 toute équation

de la forme :
y = f(z,y(z)).

Définition 3.1.9. On appelle équation différentielle autonome d’ordre 1 toute équation

de la forme

y = fy(x)).

Autrement dit, f ne dépend pas explicitement de .

Ezemple 3.1.2. L’équation : 1y’ 4+ 2y + 1 = 0 est une équation différentielle autonome
d’ordre 1.

47



3.2. Intégration d'équations d'un certain type Chapitre 3. Equations différentielles du premier ordre

W 3.1.1 Classification des équations différentielles du premier ordre

Donnons maintenant une classification par linéarité.

Définition 3.1.1.1. Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation

de la forme
ar(t)y'(t) + ao(t)y(t) = g(t) (3.5)

avec ai,ap et g sont trois fonctions de la variable réelle ¢ continues sur un intervalle
I CR.

FExemple 3.1.3. Dire si les équations différentielles suivantes sont linéaires, ou non li-
néaires,

a) (x —t)dt + 4tdx = 0. (3.6)
Ona (z—t)dt +4tde == 0=z —t = 4% = 42’ + 2 — t = 0,

Alors (3.6) une équation différentielle linéaire du premier ordre puisque elle s’écrite

sus la forme (3.5)
b) (1 —y)y +2y=¢". (3.7)

C’est une équation différentielle non linéaire du premier ordre, car on ne peut pas

écrire (3.7) sous la forme (3.5)

m 3.2 Intégration d’équations d’un certain type

Hm 3.2.1 Equations a variables séparables

Définition 3.2.1.1. Une équation diférentielle du premier ordre
y = f(z,y(x))
est dite a variables séparables si elle peut étre ramenée a la forme suivante
9(y(x))y'(x) = h(x) (3.8)

ol g et h sont deux fonctions définies sur un intervalle ouvert et continues.En pratique,

cela signifie qu’on peut séparer x et y.

Remarque 3.2.1. On a dans ce cas
[ow@)y/ @)dz = [ hx)de
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3.2. Intégration d'équations d'un certain type Chapitre 3. Equations différentielles du premier ordre

et par suite si G et H désignent respectivement une primitive de g et de h, on aura
G(z) = H(x) + K.
On pourra ensuite essayer d’exprimer y en fonction de x.

Méthode de résolution

L’équation (3.8) peut se mettre sous la forme :

en intégrant membre & membre on peut écrire

/g dy—/h )iz +k, k €R

FExemple 3.2.1. Résoudre I'équation différentielle

v (z) = 2%y(z) + 2%, avec y(0) = 1 (3.9)

(3.9)= y%:;()?1 = 22 | est & variables séparables, en effet,

/
1
/de = /xdeéln\y( )+ 1| = fx +c
1 1
ly(z) +1] = exp (3x3+c>:>y(x):Ke3“3—1

K étant une constante arbitraire non nulle; on a y(0) = 2.

FExemple 3.2.2. On sépare les variables :

y'(z) 1
y2—1_x2+1

(22 + )y () =y — 1
est a variables séparables
d 1 1 1
I TR Py P
y?—1 x2—|—1 2 2J y+1 2 +1
Et en intégrant, on trouve

1 —1
I ‘y

5 n y_'_l‘:arctanx—i-c.

49



3.2. Intégration d'équations d'un certain type Chapitre 3. Equations différentielles du premier ordre

W 3.2.2 Equations diférentielles linéaires du premier ordre

Définition 3.2.2.1. On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre toute

équation diférentielle de la forme

Y (z) = a(z)y(z) + b(z)

ou a et b sont deux fonctions supposées définies et continues sur un intervalle
ouvert donné de R

L’équation y'(z) = a(x)y(x) est dite équation homogene associée ou équation
sans second membre. Elle sera souvent

notée "ssm".

FExemple 3.2.3.

/

y+ay=0= L = g
Y

22
donc y = Ae™ 7 est la solution générale de 1’équation ssm.

Théoreme 3.2.2.1. Soit yy une solution particuliére de l’équation avec second membre,
alors y est solution de l’équation avec second membre si et seulement si (y — yo) est

solution de I’équation sans second membre.

Démonstration. Puisque o une solution particuliere de I’équation avec second membre

donc
yo(x) = a(z)yo(z) + b(x)

d’autre part, si y est une solution quelconque de 1’équation avec second membre, y

vérifie

y'(x) = a(z)y(z) + b(z)
ceci équivaut en soustrayant membre a membre les deux équations a
(5 = yo)(x) = a(x)[(y — yo)(x)]-
Ce qui prouve le théoreme. [ |

Remarque 3.2.2. D’apres le théoreme (3.2.2.1) en déduit que la solution générale de et

Y = Yo + Yssm-
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3.2. Intégration d'équations d'un certain type Chapitre 3. Equations différentielles du premier ordre

W 3.2.3 Résolution d’une équation différentielle linéaire du premier
ordre

Recherche d’une solution particuliére ( Méthode de la variation de la constante ou
Méthode de Lagrange) :

Premiere étape :

A partir de la solution générale de 'équation ssm : 3/ = a(x)y
y(zr) = Kel a@dz.

Deuxieme étape :
Cherchons une solution particuliere y, de I’équation avec second membre sous la
p
_ a(z)dx
forme y,(z) = K(x)ef :
La méthode consiste a considérer K comme une fonction de = et a remplacer dans

I'équation avec second membre y' = a(z)y + b(x) On aura

y'(x) _ K’(l’)efa(w)dm + K(l’)a(l‘)efa(w)dx

donc
y(x) = K'(2)e] “@% 4 a(2)y(x)

alors

K’(gj)efa(x)dx _ b(x) N K/(ﬂf) _ b(ﬂ?)ef —a(z)dz

par suite K(z) = [ b(x)ef —al@dr gy + . Comme on cherche une solution particuliere,
on peut prendre C' = 0, ainsi une solution

particuliere de (avec sm) est égale a :

Yp(z) = (/ b(x)ef —a(x)dxdm) o a@)ds
Donc la solution générale de (avec sm) est donnée par la formule :
Yo (r) = (K + /b(x)ef “(m)dxdg;> oJ a@)dze.
Ezercice 3.2.4. Soit ’équation différentielle linéaire du premier ordre
Yy — 2y =sinz

01- Résoudre 'équation ssm : ¢y’ — 2y = 0.

02- Par la méthode de la variation de la constante donner une solution particuliere
de I’équation 3’ — 2y = 0.

03- Déduire la solution générale de 3y’ — 2y = 0.
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3.2. Intégration d'équations d'un certain type Chapitre 3. Equations différentielles du premier ordre

Solution :

Soit I’équation différentielle linéaire du premier ordre

Yy — 2y =sinx (3.10)

01-Onay —2y=0= % = 2 alors Yssm = Ae** ou A € R.

02- Par la méthode de la variation de la constante donner une solution particuliere
de ’équation : y' — 2y = 0.

Posons y = A(x)e?® alors i = A'(x)e?® + 2A(z)e* = ¢ — 2A(z)e*™ = A'(x)e*®

alors
Al(z)e* =sinz = A(r) = /e’% sin xdx
A(z) = Ze ¥ (cosz + 2sinx), d'on la solution particuliere de 'équation :y' —
2y =0 est
Y, = A(z)e* = %e’zw (cosz + 2sinx) e** = % (cosz + 2sinx)

03-La solution générale de (3.32).est

Y= Yssm +Up = (cosx + 2sinx) + Ae**.

Recharche d’une solution particuliére (Méthode de Bernoulli)

On cherche la solution de I’équation
y' +b(@)y = c(x) (3.11)

sous la forme y = u(z)v(z).
*On a

Y = u(x)o(r) + u(z)v'(z)

*En remplacant ¢ et y dans (3.11), on obtient, apres simplification
u'(@)o(z) + u(@) [v'(z) + b(z)v(z)] = c() (3.12)

*On cherche ensuite une solution de I’équation linéaire homogene v'(x)+b(x)v(z) =
0 qui est une équation a variables séparables
Ayant trouvée v, I'équation (3.12) devient u'(z)v(z) = ¢(x),d’on 'on déduit u,

et par conséquent y.
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3.2. Intégration d'équations d'un certain type Chapitre 3. Equations différentielles du premier ordre

Exemple 3.2.5. Résoudre 1'équation
y - ﬁy =e"z" (3.13)
x

Appliquons la méthode de Bernoulli en cherchant y = u.v donc 3’ = v'v + v'u en

remplagant ¢’ et y dans (3.13), on a

n
v+ v'u— —uw = ez
x

alors

u'v+u (v’ — nv) = ez (3.14)
T

On cherche ensuite une solution de I’équation linéaire homogene :v' — 2v = 0 =
v = Ael 9 donc v = ka™ 1l suffit de choisir k = 1

donc v = kz". Dans ce cas, (3.14) devient

donc u = e*+ C, avec C' € R. Ainsi la solution générale de I’équation (3.13) est donnée
par
y(x) =a2"(" 4+ C), C eR.

W 3.2.4 Equations homogenes du premier ordre

Définition 3.2.4.1. On dit qu’une fonction f dépendant de deux variables x et y, p =
f(z,y), est une fonction homogene de degré n € N par rapport a z et y si pour tout

réel A\, on a

fOx, Ay) = N f(2,y).

Ezemple 3.2.6. La fonction f(z,y) = yx® + x?y* est une fonction homogene de degré

4, car on a pour tout A € R,
FOxxy) = Ow) O)’ + (A2)” ()’
= M (yx?’ + x2y2)
= )\4f(:v,y)
Définition 3.2.4.2. L’équation différentielle du premier ordre de la forme (3.3), ¢ =

f(z,y), est dite homogene par rapport a x et y si la fonction f(z,y) est une fonction

homogene de degré zéro par rapport a x et y.
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3.2. Intégration d'équations d'un certain type Chapitre 3. Equations différentielles du premier ordre

Proposition 3.2.1. Une équation différentielle homogéne du premier ordre peut toujours

o= 1 (42, o1

T

s’écrire sous forme suivant :

Pour résoudre cette équations, on utilise le changement de variable y(z) = za(x),
ou a est une fonction a déterminer, permet de transformer l’équation initiale en une

équation du premier ordre a variables séparables.

Démonstration. Comme VA € R, on a f(Az, \y) = f(z,y), on pose A = %(51: #0), alors

on obtient
flay) =102,

Ainsi, I'équation (3.3) s’écrit comme suit :

c’est a dire qu’une équation homogene peut toujours s’écrire sous forme

)

y'(z) =g () : (3.16)
T

Pour intégrer cette équation, faisons le changement de variable y(z) = za(z),

x # 0. Ce qui donne

d(a(z))
g(a(z)) = a(z)

et par intégration on trouve

d(a(x) _ [dx
/g(a(m)) “a(e) /e

y(x)

Enfin, en remplagant ensuite «(z) par , on obtient la solution générale de

I'équation (3.15). u
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3.2. Intégration d'équations d'un certain type Chapitre 3. Equations différentielles du premier ordre

Ezxemple 3.2.7.
22y (z) = v*(x) + vy(z) + 2° (3.17)

est une équation homogene. En effet, elle peut étre ramenée a la forme

—y%@+ﬁ€0+1

8
o

Le changement de variable précédent permet d’obtenir

o (z) 4+ a(z) = ?(x) + alr) + 1

= /QQ?;:(;_)’_ 1da: = /idaz‘

arctan(a(z)) =Inlz| + ¢

c’est -a-dire
o' ()

a?(x)+1 -

K|

Donc

d’ott a(z) = tan (In |z| + ¢), alors la solution générale de 1'équation (3.17) est :

y(r) = xtan (In|z| +¢),c € R.

W 3.2.5 Equations de type Bernoulli

Définition 3.2.5.1. Les équations différentielles de type Bernoulli sont les équations

différentielles du premier ordre de la forme
y'(x) + a(z)y(z) + b(x)y"(x) = 0 avec n € R—{0,1,—1}.

ol a et b sont des fonctions définies sur un intervalle ouvert de R et supposées continues.
La méthode de résolution consiste a diviser par y™ ce qui conduit, modulo un

changement de variable, a une équation différentielle linéaire du premier ordre. En

effet, on a
y'(x) a(ﬂf)
+ +b(z) = 0. (3.18)
yr(x) oy (z)
Si on pose z(z) = ynil donc I’équation (3.18) équivalent a
/
; (_m)l + a(z)z(z) + b(z) = 0,

FExemple 3.2.8.
Y (2) + 2%y(2) + 2°y2(x) = 0 avee y(0) = 1,

est de Bernoulli. On pose donc z(x) = ﬁ et on obtient 1’équation
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3.2. Intégration d'équations d'un certain type Chapitre 3. Equations différentielles du premier ordre

— 12’(x) + 2%2(z) + 2° = 0.

la résolution de I’équation ssm donne

23

z(x) = Ke's .

3
. . T . . , .
et la variation de la constante donnne K'(z) = z%¢73« a laide d’'une intégration par

partie, on obtient

.3

K(z) = (—a:g —3) es = s,=—1"—3,
par suite
23
2(x) = s, + s, = Kes —1° - 3.
Dans notre cas, on a
1

Kes —23 -3

W 3.2.6 Equations de type Ricatti

Définition 3.2.6.1. Les équations différentielles de type Ricatti sont les équations dif-

férentielles du premier ordre de la forme

y'(z) + a(z)y(z) + b(z)y*(z) = c(x) (3.19)

ou a,b et ¢ sont des fonctions définies sur un intervalle ouvert de R et supposées
continues.

Transformation d’une équation de Riccati a une équation de Bernoulli

Quand on connait une solution particuliére yo de cette équation (3.19), on fait le
changement de variable z =y — yp

L’intérét est que nous obtenons une équation qui est de Bernoulli en z,

2 (x) — b(x) 2% (x) + (—2b(z)yo(z) + a(z)) z(x) = 0.
Transformation d’une équation de Riccati a une une équation linéaire.
Quand on connait une solution particuliére yo de cette équation (3.19), on fait le
changement de variable % =Y — 1Y

pour aboutir a une équation différentielle linéaire non homogene de la forme

Z(z) + (20(z)yo(x) — a(x)) 2(x) = b(t).

Intégrons les équations obtenues par ces changements, suivant les cas connus,
équations lineaires ou équations de Bernoulli.
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3.2. Intégration d'équations d'un certain type Chapitre 3. Equations différentielles du premier ordre

FEzercice 3.2.9. Résoudre sur |tg, +oo[, to > 1 I"équation :
(1 -ty =1+ y —2ty*, y(to) > to. (3.20)

Indication : En cherchera une solution particuliere sous la forme : y, = at + b.

Solution : On cherchant comme proposé une solution particuliere y, = at + b.

(320) = (1—ta—1*(at +b)+2t(at +b)* =1
= (20° = 2a) >+ (dab— b) 2 + (20*) t +a =1,

d’ou
20> —2a =10
dab—b=0 a=1.
=
202 =0 b=0.
a=1

Alors la solution particuliere est y, = t.

On pose alors z =y — y, et, sur |ty, +00[ , z satisfait I'équation
1=t = 1-8)y -1~y
= 1+t (z+y) —2t(z+yp)2 —(1 —tS)y;

= 1+t*2 + %y, — 2t2% — dtzy, — 2ty§ —(1- t3)y;
= 3%z — 2%

On obtient 'équation de Bernoulli :

(1 —1%)2 4 2t2* 4 3t%2 = 0. (3.21)
On pose u(t) = ﬁ , on obtient I’équation différentielle linéaire du premier ordre :
(1 — ' + 3t?u = -2t (3.22)

finalement apres la résolution de I’équation (3.22), la solution générale de (3.20)

est
3 —1

tB3+c

y(t) =t +

Remarque 3.2.3. Il n’est pas toujours évident de trouver une solution particuliere de

I’équation de Riccati.
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Proposition 3.2.2. Etant donné une équation de Riccati de la forme :
b c
Yy =ay* + ~y+ —- (3.23)
x x
ol a,b et ¢ sont des constantes, si de plus, on a
(b+1)* —dac > 0,

alors 'équation (3.23) admet une solution particuliére de la forme :

y(z) = 2

Démonstration. En effet, portons I'expression y(z) = % dans I'équation (3.23); on
obtient

aN+b+1)A+c

x? N

0.

Pour trouver la valeur de A; il faut que la condition (b+ 1)2 — 4ac > 0 soit

remplie. |

Proposition 3.2.3. Etant donné une équation de Riccati de la forme :

1 a
/ 2
- — Yy = — +b 3.24

ot a,b sont des constantes, alors cette équation se ramene da une équation a variables

séparables par la substitution de la fonction suivante :

Démonstration. En effet, portons I'expression y(t) = z(t)y/t dans 'équation (3.24) ; on
obtient

2Vt =az? + b,

ou encore

S| 2 | dz =

(=l

=)
VN
5

N
N———

+

—_
g‘&
~ o~
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W 3.2.7 Equations différentielles totales

Définition 3.2.7.1. Soit f = u(z,y) une fonction a deux variables réelles = et y définie
et dérivable par rapport a chacune des variables z et y sur un domaine D € R?. On

appelle différentielle totale de u 1’expression suivante :

Ju ou
du = —dr + —d
ox oy 4
gu et 3 8“ étant les dérivées (partielles) respectivement par rapport a = et a y.

Définition 3.2.7.2. On appelle forme différentielle une expression de la forme
w= M(z,y)dx + N(z,y)dy

ou M et N sont des fonctions des deux variables x et y. On dit cette forme différentielle
est exacte dans D s’il existe une fonction
f = u(x,y) définie sur D telle que

ou ou
du = Gwdx + 8—dy = M(x,y)dz + N(z,y)dy.

Définition 3.2.7.3. L’équation différentielle
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (3.25)

est dite aux différentielles totales si la forme différentielle w = M (z, y)dz + N(z,y)dy

est exacte.

Dans ce cas, il existe une fonction f = u(x,y) ayant des dérivées partielles telle
que M (z,y)dx + N(z,y)dy = du = 0.

Ainsi la solution générale de (3.25) est donnée par la formule u(z,y) = C, C' € R.

Pour savoir si une équation différentiellle est aux différentielles totales, on a la

condition nécessaire et suffisante suivante exprimée par le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.7.1. Si M, N, %N, 86—]\;, sont continues sur D, alors pour que la forme

différentielle w = M (z,y)dx + N(z,y)dy soit exacte, il faut et il suffit que
ON OM
—_— = 3.26
or oy ( )
Ezemple 3.2.10. Soit équation (22 + y)dz + (z — 2y)dy = 0

Tout d’abord vérifions la condition (3.26) (m 2y) = a(m;;-y) = 1, Par conséquent,

I’équation donnée est aux différentielles totales.
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Il existe donc une fonction u(z,y) telle que du = (22 + y)dz + (v — 2y)dy.
Trouvons cette fonction. De la relation

Ou = M(z,y) =2° +y = u(z,y) :/(x2+y) dr + ¢(y)

ox
D’ou )
u@,y) = 327 + 2y +¢(y)
En dérivant cette égalité par rapport a y et sachant que g—; = N(z,y) = x — 2y,
il vient que

r=2y=r+¢'(y) = ¢y =-2y=oly) = -y’ +C

De cette fagon on trouve que u(z,y) = %x:g +ay —y*+ C, la solution générale est

donc 2% + zy — y* = C.

m 3.3 Exercices avec solutions

FExercice 3.3.1. Soit I’équation différentielle linéaire du premier ordre
Y +y=e* (3.27)

01- Résoudre I'équation : y' +y = 0.

02- Par la méthode de la variation de la constante donner une solution particuliere
de 'équation (3.27).

03- Déduire la solution générale de (3.27).

Solution

Soit I’équation différentielle linéaire du premier ordre

Yy +y=e*" (3.28)

01- Résolvons I'équation : ' + 3y = 0.
YV+y=0cy=Ae™"
02- En utilisant la méthode de la variation de la constante.

Siy = A(x)e™™ est une solution de I’équation (3.28) on a
y = A(z)e ™ — A(z)e™™
donc

A@)e™ = e = Ax)=¢e"
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d’ou la solution particuliere de (3.28) y = (—e "+ k)e™*
03- La solution générale de (3.28) est :

y= (—e_x + k:) e+ Ae”" = (K - e‘x> e ",

avec K € R.

FEzxercice 3.3.2. Résoudre 1’équation différentielle non linéaire suivante :

(22 + 1)y () = 9* — 1. (3.29)

Solution
On a

1 2y 1
2 / 2

+1 = -1l = =
(x >y (:1:) y 292 —1 241

& ln‘y2 — 1’ =arctanz + ¢

N ‘yz . 1’ — Ketotane [ e R

FExercice 3.3.3. Résoudre 1'équation :

r+y+1
y =219 (3.30)
r—y
Solution :
4 : . a1z+biytc
Cette équation est de la forme : y' = T--m185 hrotes
Pour la ramener a une équation homogene on effectue le changement :
X=xr—a, Y =y—0.
On a alors
v/ X+Y+a+p8+1
X—-Y+4+a-0
En résolvant le systeme
g N 2
a—pF=0 B=5.
Et ’équation devient :
X+Y
Y' = .
X-Y
Qui est une équation homogene du premier ordre, posons alors Z = %, Y =7X.
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ce qui donne apres dérivation

ay

dX

4z
_ Y.z
ax T

On remplace dans 1’équation pour avoir :

dz

1+Z

L Xt+z="2

dX

On sépare les variables :

1-Z7

12 dX
) dz ="
<1+Z2>d X

Et en intégrant,

o
X

alors

1-7
dz
(r7)
dz 1 27

— - [ ==z
1+22 2 1+2277

arctan Z = In | X| (1 + Z2)5 +1In|c],

donc

exp(arctan Z) =

cX

Comme Z = ¥, exp(arctan %) =

cX (1+ZQ)%

(L )]

Et en revenant aux variables z,y on trouve :

1

_i_l +l 2\ 2

exp(arctany ) =X (1+ Y 2 .
LE+§ $+§

FEzercice 3.3.4. a) Soit I’équation différentielle linéaire du premier ordre

—y +y=2a" (3.31)

01- Résoudre 'équation : —y' +y =0

02- Par la méthode de la variation de la constante donner une solution particuliere

de I'équation (3.31).

03- Déduire la solution générale

de (3.31).

b) Déterminer toutes les fonctions Z : R — ]0, 400 qui sont dérivables, solutions

de I’équation différentielle :

24z — 22

1
= 0 telles que z(0) = 3
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Indication : On pourra faire le changement de variable y = 1

Solution

a) Soit I’équation différentielle linéaire du premier ordre

—y +y = (3.32)
01- Résoudre 'équation : —y' +y = 0.
-y +y=0= % =1, alors y = Ae® avec, A € R
02- Par la méthode de la variation de la constante donner une solution particuliere
de I'équation (3.32).
Cherchons une solution particuliere de I'équation (3.32) de la forme : y, = A(z)e”
y = A'(z)e” + A(z)e” alors A'(x)e” = —2? = A(x) = — [2?e "dx,
par une intégration par parties on obtient :
flz) =2 f'(x) = 2z
g'(r) =—e™ glz) = e

Az) = / —z’e " dr = 2% — Q/xe_xdx +c

par une intégration par parties on obtient :
flz) == f'(x) =1
g'(r) =—e™ g(x) = e

T

- /xe’xdx =ze " +e T+

alors y = A(z)e” = (2?e™ — 2 [xe “dr + ¢1) e® = 2* + 22 + 2 + C. Si on prend
C' =0 donc
Yp = 1>+ 27 + 2

03- Déduire la solution générale de (3.32).
Yg = Yp + Yssm = Ae® + 12 + 22 + 2, avec A € R.
b) Déterminer toutes les fonctions Z : R — ]0, +00[ qui sont dérivables, solutions
de I’équation différentielle :
/ 2.2 1
2+ 2z —a°2" =0 telles que z(0) = 3
onaz +z-122=0= 5+ 5 —2%2=0siz#0.

Par le changement de variable y = % I'équation 2’ +z— 22

2% = 0 devient :—y/+y =

donc
1

T A+ 2+ 2+ 2

z
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et comme
1 1 1
0 = - = — = —
=373 73
donc A = 1. Par conséquent z, = ———t5—.

FExercice 3.3.5. Résoudre ’équation différentielle

/ (—a:2+y)

y'e = . (3.33)

Solution :

L’équation (3.33) est une équation différentielle & variables séparables

y'e(_x2+y> = =yl = ze®
1
= /eydy = 5/2wex2dx
= e'= 163”2 +c
=3 .
Par conséquent
1 o
y(x) =In 3¢ +c|,avec ¢ € R.
Exercice 3.3.6. 01- Résoudre 1’équation
v —3y=0

02- Par la méthode de la variation de la constante donner une solution particuliere de
I’équation :

Yy — 3y = cosw
03- Déduire la solution générale de cette équation.

04- On considere ’équation différentielle :
(1—2%)y —2zy =1

- Résoudre cette équation sur |—1,1].

Solution

01-La solution générale de équation 3’ — 3y = 0 est : y = Ae37.

02- Par la méthode de la variation de la constante donner une solution particuliere
de I’équation :

Yy — 3y = cosx

On cherchens une solutions particuliere de cette équation de la forme :y =
A(z)e3®.
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y — 3A(z)e3 = A'(x)e® donc A'(z)e3® = coswx par conséquent A'(z) =

e 3 cos .

Az) = /6_3’” cos xdx + c.

Par une intégration par partie deux fois on a
fla)=e flx) = =3e75"
g'(z) = cosx - g(x) =sinz
3 [sinxe3%du.

posons I = [e 3% cos xdx = sinze 3% 4

— =3z ! - -3 —3z
/() e' = f'(@) ‘ Ona [sinze3%dr = —e 3 cosz—3 [ e 3% cosx
g (z) =sinx g(x) = —cosx
alors [ = sinze " — 3¢ cosx — 91 donc [ = & (sina — 3cosx) e3"
et A(z) = 55 (sinz — 3cosx) e™* + C. Pour C' = 0, la solution particuliere est :

L.
y(x) = 1 (sinx — 3cosx)

03-La solution générale de cette équation : y(z) = Ae¥” 4 55 (sinx — 3cos x) avec
A€eR
04- On consideére I'équation différentielle : (1 — 22)y’ — 2zy = 1, o z € |—1,1].

- L’équation sans second membre : (1 — z2)y’ — 22y =0

(1—a?)y' 22y =0 L = 25 = [Ldr = — [ Z25de = Infy| = —In|1 — 22|+
C7
alors la solution générale de 1’équation ssm est donnée par : y = % Par la
méthode de la variation de la constante nous cherchons une solution particuliere de la
forme : y = 10_(2 ,de I’équation avec seconde membre.
En effet
C'(x) 2xC () C(x)
r_ 2 /o !
y=1—2"t 127 = (1 x )y —C(x)—l—?xl_mQ.
donc C'(x) = 1= C(z) =z + k, avec k € R.
Finalement la solution générale de 1’équation avec seconde membre est :
C+
y:%, avec C' € R.
1—2
FExercice 3.3.7. Résoudre 1’équation suivante :
2y —y —ay® =0. (3.34)
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Solution : Il s’agit d'une équation du type Bernoulli.

y 1
2y’—y—azy3:O:>2—3——2—3::O
Y Y
Posons alors z = y%, 7= %ﬁ’/
L’équation (3.34) devient :
24+ 2=—x

(3.35)

qui est une équation linéaire du premier ordre. La solution de I’équation son seconde

membre : 2/ = —z, aprés intégration ce donne :
z=ae " ouaclR.

Cherchons maintenant une solution particuliere z,.

Utilisons la méthode de la variation de la constante et posons z = a(x)e " est

alors solution de I’équation avec seconde membre si et seulement si

et apres intégration par parties,

alz) = —/xe’”daz

d’ou
zp = (1 — )

La solution générale de I’équation (3.35) est :

z=ae "+ (1—z),a R

et finalement, la solution de I’équation initiale est définie par

2= ! a€eR
Y Cae 4 (1—2) '
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Chapitre 4

Equations différentielles du second
ordre

En plus de la physique ou de nombreux phénomeénes sont régis par des équations
différentielles, d’autres domaines comme la biologie et I’étude des populations (dans un
modele "prédateur- proie" par exemple) font appel aux équations différentielles. C’est
un domaine qui connait un grand développement motivé par des questions non encore
résolues. En fait, on sait résoudre tres peu d’équations différentielles. Les équations li-
néaires a coefficients constants, certaines équations linéaires a coefficients non constants

et les équations a variables séparables font partie de celle qu’on sait résoudre.

m 4.1 Définitions et vocabulaires

Dans tout ce qui suit, on parle de fonctions d’une variable réelle, a valeurs dans
K=R,C.

Définition 4.1.1. On appelle équation différentielle linéaire du second ordre une équa-

tion de la forme :
f<t7 Y, yla ?JH) =0, (41)
ou f étant linéaire par rapport a y, vy, vy".
Et on Iécrit plus commodément : a(t)y”(t) + b(t)y(t) + c(t)y(t) = d(t) ou d est
dite second membre de cette I'équation.

- Résourdre de 'équation différentielle (4.1) sur un intervalle J, c’est trouver les

solutions ¢ — 1(t) définies et deux fois dérivable sur J, vérifiant :

Vi e J, f(to(t),¢'(t),4" (1) = 0.
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- Les courbes représentatives des fonctions solutions de 1’équation différentielle

(4.1) s’appellent les courbes intégrales de 'equation (4.1).
Ezxemple 4.1.1. L’équation :
ch(t)y”" + sh(t)y +4y = (2t +1)e* +1,

est une équation différentielle du second ordre.

- La fonction : t — 2te!, est une solution particuliére de cette équation.

Définition 4.1.2. On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coeficients

constants une équation différentielle de la forme suivant :
ay” (t) + by (t) + cy(t) = h(t), avec a # 0, (4.2)

ou a,b et ¢ sont des constantes et h une fonction supposée continue sur un intervalle
ouvert J de R.

Définition 4.1.3. Soit (tg,y0) € I x K On dit que la solution ¢ de (4.2) vérifie la

condition initiale (o, yo) si et seulement si p(ty) = yo-

m 4.2 Equations différentielles linéaires du second ordre

homogenes a coefficients constants

Définition 4.2.1. On appelle équation linéaire sans second membre une équation
ay” (t) + by (t) + cy(t) = 0 avec a # 0, (4.3)
linéaire homogene en 3",y et y.

Proposition 4.2.1. L’ensemble des solutions d’une équation différentielle homogene est

un K espace vectoriel.

Démonstration. Soit 1’équation différentielle linéaire homogene du second ordre :
Vi e J, ay’(t) + by (t) + cy(t) = 0 avec a # 0. (4.4)

Si f et g sont des solutions de (4.4) alors, pour tout couple de scalaires (a, 3) € K2,
la fonction af (t) + Bg(t) est encore solution de (4.4).
Notons Sk l’ensemble des solutions de (4.4). Donc Sk possede une structure d’es-

pace vectoriel sur K. [

Théoreme 4.2.1. Soit yy une solution particuliere de [’équation avec second membre
(4.2), alors y est solution de I’équation avec second membre (4.4) si et seulement si

(y — yo) est solution de l’équation sans second membre (4.4).
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m 4.3 Résolutions des équations différentielles du second

ordre homogenes a coefficients constants

Pour résoudre ’équation différentielle (4.2), on a besoin de définir 1'équation

caractéristique.

Définition 4.3.1. L’équation caractéristique associée a I’équation (4.2) est :
ar’* +br +c=0. (4.5)

Théoréme 4.3.1. i)- Si A = b?> — dac > 0 et si v et ro sont les deux racines réelles
distinctes de l’équation caractéristique (4.5) alors la solution générale de l’équation
(4.3) est donnée par :

y(t) = ae™" + e,

ol «, B étant deux constantes.
ii)- Si A =0 et sir est la racine double de l’équation caractéristique (4.5), alors

la solution générale de [’équation (4.3) est donnée par :

y(t) = (a+1tB)e",

ol «, B étant deux constantes.
ii1)- ST A <0 et si A+ip et A —ip sont les deux racines complexes conjuguées,

alors la solution générale de ’équation (4.3) est donnée par :
y(t) = (acos (ut) + Bsin (ut)) e,
ol «, 3 étant deuxr constantes.
Démonstration. i) Si b =0, 'équation ((4.3)) devient :
ay” (t) + cy!(t) = 0 avec a # 0. (4.6)

Dans ce cas, le changement de variable ¥ = z transforme ’équation différentielle (4.6)
en une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants de la
forme :

ax'(t) + cx(t) = 0,

dont la solution générale est de la forme :
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ou A est une constante réelle dépendant des conditions initiales. Ainsi, en revenant a
la fonction y, on a
Y (t) = Ae=t. (4.7)
L’équation différentielle (4.7) admet la solution générale suivante :
y(t) = Kie= ' + Kge,

ol K; = —*A et étant une nouvelle constante d’intégration. Nous avons bien établi le
théoreme dans le cas ou b = 0.

Dans ce cas, les deux solutions réelles sont r; = = et ro = 0.

Si b # 0, on introduit la variable x = ¢’ + my ou m est un réel que nous allons

préciser. En reportant dans I’équation (4.3), on obtient
ax”(t) + (b — am)x(t) + (ozm2 —bm+ c) y(t) =0.

. . /b2 — — /b2 — . ,
-Sib? —4dac>0etsir = W, ro = % sont les deux racines réelles,

pour le choix m = ry, on a
ax”(t) + rox(t) = 0.

La solution générale de cette équation est donnée par :
z(t) = Koe ™.
On a z(t) = y'(t) + r1y(t), alors
Y (t) +riy(t) = Koe ™. (4.8)
Pour le choix m = ry, on a
az"(t) + riz(t) = 0.
La solution générale de cette équation est donnée par :
z(t) = Kje ™.
On a z(t) = y'(t) + ray(t), alors
Y (t) +roy(t) = Kie ™, (4.9a)

Nous reconnaissons deux équations différentielles linéaires du premier ordre (4.8),

(4.9a) et qui admettent le méme ensemble de solutions :

y(t) = Cre ™ 4+ Che ! avec (Cy,Cy) € R
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Il faut remarquer pour finir que —ry; et —ry sont les deux racines réelles de I’équation
caractéristique (4.5).

- Si b? —4ac < 0, dans ce cas nous avons deux racines complexes conjuguées pour
I’équation :

am? +bm +c =0, (4.10)

et I'idée de la démonstration consiste a chercher les solution a valeurs dans C, puis a
déduire toutes les solutions possibles a valeurs réelles.

Dans ce cas, nous obtenons de la méme maniere
—rit —rot
x(t) = Kye ™, z(t) = Kye ™,

ol, cette fois-ci, 1 et ro sont les deux racines complexes conjuguées de I’équation
(4.10), et Ky, K, sont des constantes complexes.

Par suite, on a les solutions correspondantes :
y(t) = Cre ™" + Che™™!, on (C4,Cs) € C2.

Si nous vous déduire toutes les solutions réelles possibles, C et Cy doivent étre

complexes conjuguées. Par suite, si on pose :

C, = n+i
Co = n—1§
rTo= A+iu
ry = A—1iu

y sera nécessairement de la forme :

y(t) = (2ncos (ut) + 2& sin (ut)) €,

car

YO = (i) eI (5 — ig) el
= (n+i&) (cos (ut) + isin (ut)) e + (n — i€) (cos (ut) — isin (ut)) e™
= (2ncos (ut) — 2¢sin (ut)) M.
Si on pose C] = 2n et (] = —2¢ | on retrouve le résultat annoncé.
Si b? — 4ac = 0 il y a une seule solution a 'équation (4.10) c’est r = %, pour le
choix m =r, on a
az'(t) — rx(t) = 0.
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La solution générale de cette équation est donnée par :
z(t) = Ke™.
On a z(t) = y/(t) + ry(t), on obtient :
y(t) +ry(t) = Ke.
La solution généralle de cette équation est donnée par :
y(t) = (a+ Bt) e,
ou « et [ étant deux constantes réeles. [ |
FExemple 4.3.1. Résolvez I’équation différentielle :
-y +y=0, (4.11)

y//
avec les conditions initiales y(0) = @, y'(0) = 1.
L’équation différentielle (4.11) est linéaire du second ordre, a coeffcients constants,

et sans second membre. Son équation caractéristique :

7’2—7'+1:O,

S

3

admet deux racines complexes conjuguées : r; = % + Bietr = 1. Sa solution

1
2 7 72
générale est donc :

y(t) = (a cos (?t) + [sin (?t)) e%t, avec (a, B) € R%

On a alors

0=+ () (- ) ).

Les conditions initiales fournissent le systeme :

yO)z? o az@

0 =1 e+ )=}
V3
2
—1

La solution de (4.11) qui vérifie les conditions initiales est donc :

0= (e (00) (5] o
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m 4.4 Méthode de recherche d’une solution particuliere

de I’équation avec second membre

m 4.4.1 Quelques seconds membres particuliers

On considere dans toute la suite une équation différentielle du second ordre a

coefficients complexes :
Vi eI :ay"(t)+ by (t) + cy(t) = h(t), (4.12)

oua,b,ceC,a#0eth:I—C

On admettra les résultats suivants :

Proposition 4.4.1. Toute solution de (4.12) est somme d’une solution particuliére de

I’équation homogéne associée da (4.12) et d’une solution particuliére de (4.12).

Proposition 4.4.2. Cas ou h est une fonction polynomiale.

On suppose que h est une fonction polynomiale. Alors (4.12) posséde une solution
particuliere de la forme :

1- P sic # 0.

2-tP sic=0 et b+# 0.

3-t?P sib=c=0.

ou P est une fonction polynomiale de méme degré que h.

Proposition 4.4.3. Cas ot h(t) = f(t)e™.

On suppose que h est de la forme :t — h(t) = f(t)e™, o0 f est une fonction
polynomiale et r € C. Alors (4.12) posséde une solution particuliére de la forme :

1-t — P(t)e"™ sir n'est pas une racine de ax?® 4+ bx + ¢ = 0.

2t — tP(t)e™ sir est une racine simple ax?® + bx + ¢ = 0.

3t — t>P(t)e™ sir est une racine double de azx® + bx + ¢ = 0.

ou P est une fonction polynomiale de méme degré que f.

Proposition 4.4.4. Cas ou h est une combinaison linéaire de fonctions sin et cos .
Soient a,b,c,a, 3,0 € R avec 0 # 0. L’équation :

VeI :ay"(t)+ by (t) + cy(t) = acos (t6) + [ sin (¢6), (4.13)
admet une solution particuliere sur I de la forme :
t — Oy cos (t0) + Cysin (t0) avec (Cy,Cy) € R
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Démonstration. Soit g : t — C cos (t6) + Cysin (t6) . Posons «a cos (t0) + B sin (t0) =
¥(t). On a les équivalents suivants :
g est solution de (4.13) < Vte I :ag"(t)+bg'(t)+ cg(t) = ().
& Ve l:y(t) = ((1-0%)Cy +0Cy) cos (t0)
+((1 = 6*)Cy — 0Cy ) sin (16) .

(1—62)C, +0C; = a.
(1 - 62)02 - (901 - ﬁ

- (1:992 <1f92)(2):<g)'

1—-62 0
Le déterminant de la matrice 0 1 est (1 — 92)2 +6% £ 0, et le sys-
teme (4.13) possede toujours un couple solution. L’équation (4.13) admet donc toujours
une solution de la forme indiquée. [ |
qué

FExemple 4.4.1. Réoudre sur R ’équations différentielle suivante :
y" + 4y’ — by = 2¢’, (4.14)

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.
Son équation caractéristique :
r’ +4r —5 =0,

a deux racines réelles distinctes r = —5,r = 1.

La solution de I’équation sans second membre y” + 43’ — 5y = 0 est donc :
y(t) = Cre ™ + Cye' avec (C1,Cy) € R

Cherchons une solution particuliere de (4.14). on a h(t) = 2¢' qui est de la forme

h(t) = f(t)e™ :
Comme r = 1 est une racine de ’équation caractéristique, il faut chercher cette

solution particuliére sous la forme :
y, = ate', a € R.

En injectant cette fonction dans 1’équation différentielle (4.14), on trouve a@ = . En

1
5.
fin, les solutions de (4.14) sont les fonctions :

1
t —y(t) = Cre ™ + Cye' + itet avec (C1,Cy) € R%.
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B 4.4.2 Principe de superposition

Supposons que le second membre de 1’équation différentielle est une somme de

deux fonctions :
Vtel:ay"(t)+by'(t) + cy(t) = hi(t) + ha(t), (4.15)
Considérons les deux équations différentielles :

(1) + /(1) + eyt) = P(r). (1.16)
ay"(t) +by'(t) + cy(t) = holt). (4.17)

Si y; est une solution de (4.16) et si y, est une solution de (4.17), alors la fonction
Y1 + y2 est une solution de (4.15).

En effet, si 'on a

ayy () + by (t) + e (t) = M(t).
ayy () +bys(t) + cya(t) = ha(t).

Alors
a(yl(t) + v () +0(yi(t) +9(t) +c(yi(t) + ya(t)) = ha(t) + ha(t).

On en déduit la regle suivante (principe de superposition) :

Si le second membre se présente sous la forme d’une somme de fonctions
h(t) = hi(t) + ... + hy(t),

on cherche une solution particuliere correspondant a chacune des fonctions ci
1 < j < n séparément, puis d’apres la linéarité on ajoute les différentes solutions

particulieres trouvées. On dit qu’on les superpose.
FExemple 4.4.2. Résoudre 'équations différentielle donnée par :
" / 2
y' + 2y + by = cos” t. (4.18)

11 s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.
Son équation caractéristique :
2 4+2r+5=0,

a deux racines complexes conjuguées distinctes : r = —1+ 2i, r = —1 — 2i.
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Les solutions de I’équation homogene y” + 2y’ + 5y = 0 sont donc les fonctions :
t — y(t) = (Cycos (2t) + Cysin (2t)) e " avec (C1,Cy) € R?.

Le second membre cos? t = $(1 4 cos 2t).

Cherchons une solution particuliere de 1’équation :
" / 1
Yy +2y + 5y = 5 cos 2t. (4.19)
Cette équation admet une solution particuliere de la forme :

y(t) = K, cos (2t) + Ky sin (2t) avec (K1, Kj) € R?.

y'(t)

y"(t) = —4K; cos (2t) — 4Ky sin (2t) .

—2K sin (2t) + 2K5 cos (2t) .

En injectant ces fonctions dans 1’équation différentielle (4.19), on trouve :

1
(4Ky + Ky) cos (2t) + (K3 —4K;)sin 2t = 5 o8 2t,

alors :
4K2—|—K1:% N Klzg%l.
K2—4K1:0 K2:%
Donc

1 2
t—y(t) = 37 08 (2t) + 7 sin (2t)

est une solution particuliere de I’équation (4.19).

-Cherchons une solution particuliere de I’équation :

1
Y+ 2y + 5y = 3 (4.20)

Cette équation admet une solution particuliere de la forme :
y(t) = a, avec a € R.

La fonction t — y(t) = {5 est une solution particuliere de 'équation (4.20).
On applique alors le principe de superposition et les solutions de (4.18) sont les

fonctions :

1 2 1
t — y(t) = (C} cos (2t) + Cysin (2t)) e*t+3f4 cos (Qt)—i-ﬁ sin (2t)+ﬁ avec (Cp,Cs) € R,
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m 4.4.3 Méthode de la variation de la constante

Si y; est une solution de (4.3), ne s’annulant pas sur I, on peut chercher les

solutions de (4.2) sous la forme :

y(t) = u(t)y(t),

ol u est une fonction inconnue (de classe C'' ) qui vérifie 'équation différentielle linéaire

du premier ordre en u' obtenue en reportant dans (4.3).

W 4.4.4 Systeme fondamental de solutions

Dans chacun des trois cas qui peuvent se présenter, la solution générale est de la

forme :
y(t) = Cryi(t) + Caya(?).

Si y; et yo sont deux solutions linéairement indépendantes de (4.3). La méthode consiste
a considerer C; et Cy comme des fonctions de ¢ on peut chercher la solution de (4.2)

sous la forme :
y(t) = C1(t)yi(t) + Ca(t)ya(2),

ou O et Cy sont des fonctions inconnues (de classe C!) soumises & la condition :
CL(t)ya (1) + Co(t)y2(t) = 0.

Maintenant, si on cherche y,y” puis on reporte dans I’équation ( 4.2), on obtient
I’équation :
C1(t)yi(t) + Co(t)ys(t) = h(t).

Les fonctions C; et Cy sont obtenues en résolvant le systeme :

Cr(t)ya(t) + C5(t)ya(t) = 0,
Cr(t)y (1) + Co(t)ys(t) = h(t).

Si on note

W(yl,yQ)(t) — det ( yl(t) yQ(t> ) 7

vi(t) wa(t)

alors on déduit :

—y2(t)h(t) o) = y(t)h(t)

W (ys, yz)@), 2 W (w1, ?Jz)(t)'

On cherchera alors a trouver une primitive C} et une primitive Cj.

Ci(t) =
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Remarque 4.4.3. La fonction W (yy, y2) s’appelle wronskien de y;, y2 ne s’annule pas sur

I lorsque y; et yo sont linéairement indépendantes.

Exemple 4.4.4. Résoudre 1'équation différentielle suivante :
y" +y =2cost. (4.21)

L’équation sans second membre associée est y” +y = 0 admet visiblement les solutions

non proportionnelles :
t — y1(t) = cost, t — yo(t) = sint.
La solution générale de (4.21) est de la forme :
y(t) = Cycost + Cysint.
Les fonctions C; et Cy sont obtenues en résolvant le systéme :

C1(t) cost + C4(t)sint = 0,
—C1(t)sint + C)(t) cost = 2 cost.

cost sint

Le wronskien de yy,ya est W (yy,y2)(t) = _ =1, donc
—sint cost
' . 1

Ci(t) = —2sintcost = C(t) = §C082t + k.

Ci(t) = 2cos?t = Cy(t) =t +sin 2t + ky.
Finalement la solution générale de (4.21) est :

t — y(t) = tsint + acost + fsint, (a,B) € R%

m 4.5 Exercices avec solutions

FExercice 4.5.1. Résoudre chacune des équations différentielles suivantes :

1)y +3y +2y=0.

2) 4y" + 4y +y = 0.

3y +2y +3y=0.

Solution :

1) Soit I’équation 3" + 3y’ + 2y = 0, le polynéme caractéristique est : 72 + 3r +2;
ses racines sont —1 et —2. Les solutions générales de cette équation différentielle sont

donc les fonctions.
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t—y(t) =ae™" + B, (a,B) € R%.

)4y +4y +y=0:
Le polynéme caractéristique est : 4r? + 4r + 1; se racine double est : ’71 . Les

solutions générales de cette équation différentielle sont donc les fonctions :
t—y(t) = (a+t8)e?", (a,f) € R

3y —2y +3y=0.
Le polynome caractéristique est : 72 — 2r + 3, ses racines sont :1 + v/2i, 1 — 1/2i

Les solutions générales de cette équation différentielle sont donc les fonctions :
t— y(t) = (01 cos (ﬂt) + Cy sin (\/51&)) e', (Cy,Cy) € R%
FExercice 4.5.2. 1- Résoudre 'équation différentielle suivante :
y" —y = cost, (4.22)

Solution :
Il s’agit d'une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.
Son équation caractéristique : 7> — 1 = 0, a deux racines distinctes r = 1,7 = —1.

Les solutions de I’équation homogene : y” — y = 0, sont donc les fonctions :
t— y(t) = C’le_t + Cget, (Cl, CQ) € R2.

On sait que y(t) = %cost est une solution particuliere de I'équation (4.22).

Enfin, les solutions de (4.22) sont les fonctions :
1
t — y(t) = Cre " + Coe’ — 3 cost, (C1,Cy) € R2

2-Soit t — F(t) la fonction primitive de la fonction ¢ — f(¢) ; alors 1’équation
(4.22) devient :
F"(t) — F(t) = cost.

d’apres (1), F(t) = Cie™' + Cae! — S cost; alors f(t) = Kie™' + Che! + Lsint, avec

(Kl, Cg) € R2.

FEzxercice 4.5.3. On considere ’équation différentielle suivante :
Y’ +2my’ +y = 0. (4.23)

ou m est un parametre réel.

a) Donner, en distinguent suivant les valeurs de m, la solution générale de (4.23).
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Solution :
Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.

Son équation caractéristique :
2+ 2mr +1=0. (4.24)

On résout cette équation, on trouve A’ = (m — 1) (m+1).
*1¢Cas : A = 0.

Si m =1 les solutions de I’équation (4.23) sont les fonctions :
t— y(t) = (CL +tCy) e, (Cy,Cy) € R%

Si m = —1 les solutions de 1’équation (4.23) sont les fonctions :
t— y(t) = (k1 +thy) e, (ki k) € R%

*2eme Cas 1 A > 0.
SiA"> 0w m e |—oo,—1[U]l, +oo[, I'équation caractéristique (4.24) admet

deux racines réelles distinctes :
1 :m—l—m,m:m—m.
Les solutions de 1'équation (4.23) sont donc les fonctions :
t — y(t) = Cre(mtVm* =)t 4 coe(m=—vm*=i)t (1 ) € R,

* 3¢meCas : A’ < 0.
L’équation caractéristique (4.24) admet deux racines complexes conjuguées dis-
tinctes :

1 :m+im,r2 =m—ivm?2—1.
Les solutions de I’équation (4.23) sont donc les fonctions :
t—y(t) = (C’l cos (tx/ﬁ) + Cysin (tm» e™, (C1,C0,) € R2.
FEzercice 4.5.4. Résoudre en fonction de m € R :
y" —2y' +my = cost. (4.25)

Solution
Le polyndme caractéristique est donné par : P(r) = r? — 2r + m : on trouve le
discriminant réduit A’ =1 —m.
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On est donc conduit a étudier les trois cas :
1-Sim=1.
Les solutions générales de I’équation sans second membre sont les fonctions :t —
y(t) = (C) +tCy) e, (O, Cy) € R
- Cherchons une solution particuliere de I’équation y” — 2y’ + my = cost, cette
équation admet une solution particuliere de la forme :y(t) = K; cost+Kysint, (K, Ks) €
R2.
On a
y'(t) = —Kisint+ Kycost.
y'(t) = —Kjcost— Kysint.

En injectant ces fonctions dans ’équation différentielle (4.25), on trouve

1
Kl :O,KQ = —5

Finalement les solutions de I’équation (4.25) sont donc les fonctions :
1
t—y(t) = (Cy +tCy) e — 5 sint, (C,Cy) € R%

2-Sim > 1.
L’équation caractéristique r? — 2r +m admet deux racines complexes conjuguées

distinctes :
ri=14+ivm—1r=1—ivm-—1

Les solutions générales de 1’équation sans second membre sont les fonctions :
t—yt) = (01 Ccos (t\/m - 1) + Cysin (t\/m - 1)) e', (Cy,Cy) € R

Cherchons une solution particuliere de 1'équation (4.25).

Cette équation admet une solution particuliere de la forme :

y(t) = Ky cost + Kysint, (K, K;) € R%

y'(t) = —Kisint+ Kjcost.
y'(t) = —Kjcost— Kysint.

En injectant ces fonctions dans 1'équation différentielle (4.25), on trouve :

_ —2
{ K=oy

_ m—1
Ko = iy
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Par conséquent, les solutions de I’équation (4.25) sont donc les fonctions :

y(t) = (Cicos (tv/m —1) + Cysin (tv/m — 1)) e'+ (m _(nll)fof)ijsmt, (C1, Cs) € R?

3-Sim < 1.
L’équation caractéristique 72 — 2r +m admet deux racines réelles distinctes :

rm=1+v1l-mro=1—-+v1—-m.
Les solutions générales de 1’équation sans second membre sont les fonctions :
t—y(t) = k16t<1+v =m) 4 /-{:get(kv 177”), (k1 ky) € R?.

La solution générale de (3.18) est donc donnée, pour tout réel ¢, par :

m — 1)cost — 2sint
(m—1)"+4

t— y(t) = klet(Hm) + kget(l_m) + ( , (K1, ko) € R%
FEzercice 4.5.5. Résoudre les équations différentielles (EDO) données par :
1) v" —y — 2y = cost+ 3sint.
) Y — 4y + 4y = (12 + 1)
) ¥+ 4y + 13y = €.
) ¥ +y=-sin2t.
) ¥ +y + 2y = e'sint.
6) v — 4y + 4y =e' + (3t — 1)e* + ¢ — 2.

O = W N

Solution :

= Ciet + Che? —sint.
2
Y t) = (Cl + t02)€2t + me%.
= (Cy cos 3t + Cysin 3t)e* + Lt
(

)
)
)
) = (Cycost + Cysint) — %sin2t.
)
)

N =

w

ot

ot o 1 ¢
t) = Cie" + Cye 10(3cost+sint)e ’

y(t) = C1 +tCy)e " — e + #eﬂ—l— =

D P~

= D D O —
Nead

~—~ o~~~ —~
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Chapitre 5

Annexe

m 5.1 Quelques théoremes fondamentaux dans I’analyse

B 5.1.1 Théoréme de Rolle

Théoréme 5.1.1.1. Soit une fonction f : [a,b] — R. On suppose que :
1- la fonction f est continue sur [a,b].
2- la fonction f est dérivable sur lintervalle ouvert |a, b,
5 1(b) = £(a)
alors il exiset C €]a,b] tel que f'(c) = 0.

B 5.1.2 Théoréeme des accroissement finis

Théoréme 5.1.2.1. Soit une fonction f : [a,b] — R. On suppose que :
1- la fonction f est continue sur [a,b].
2- la fonction f est dérivable sur l'intervalle ouvert |a, b],

alors il exiset C €]a,b] tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

B 5.1.3 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 5.1.3.1. Soient I un intervalle de R et une fonction f : [a,b] — R. Soient
deuz points (a,b) € I x I tels que a < b.On suppose que :

1- la fonction f est continue sur l'intervalle I.

2- f(a) <0, f(b) >0

Alors il existe un réel ¢ € [a,b] tel que f(c) = 0.

Théoréme 5.1.3.2. (Deuxiéme forme)
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Chapitre 5. Annexe

Soient a,b € R tels que a < b. On suppose que : [ est continue sur [a,b].

alors f(z) prend toutes les valeurs intermédiaires entre f(a) et f(b) quand x
parcourt [a,b]. Autrement dit, si yo € [f(a), f(b)] , alors il existe au moins un réel

o € [a,b] tel que f(z0) = yo.

m 5.2 Table des principales intégrales indéfinies

Fonction intégrale indéfinie intervalle d’intégration
cos(ax +b),a € R* | [cos(ax +b)de = Lsin(az +b)+c R
sin (az +b), a € R* | [sin(ax +b) dz = —1 cos (ax + b) + c. R*
tan [tanzdr = —In|z| + ¢ R—{(%;l)k,kGZ}
cothx [ cothzdr = In [sin x| + c. R—{km ke Z}
Hlmg S 1Jr%dac = arctanx + ¢ R
leg Ik H%dx = arctanzx + ¢ R
11_962 fﬁdmzarcsinx—kc |—1,1]
1’_1$2 fﬁdmzarceos:ﬂ%—c |—1,1]
Fonction intégrale indéfinie intervalle d’intégration
shx [ shxdxr = chx + ¢ R
chx [ chxdx = shx + c. R
s}lm Ik ﬁdw =lIntan 3| +c R*
Cix Ik ﬁd:{; = 2arctane” + c. R
thx [ thxdx = In(chz) + ¢ R
coth z | [coth dz =In|shz|+c R*
xéﬂ Ik ﬁdm = arg shx + ¢ R
—— fﬁdw = argchr + ¢ 11, +o0]
e | 7isde = argtha + ¢ |-1,1]

m 5.3 Quelques formules de trigonométrie vraiment utiles

Formules d’addition

cos(a +b) = cosacosb —sinasinb

sin(a + b) = sina cosb + cos asinb

cos(a — b) = cosacosb + sinasinb

sin(a — b) = sinacosb — cosasinb
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Relation entre sin, cos et tan

cos?f +sin’f =1, 1+tan’fd = —2

cos2 6"’

Formules de duplication

cos20 = cos?f —sin?f  sin260 = 2cos@sinb

tan 26 = [2anl 2cos? 6 = cos? — sin? 6
—tan? 0

Formules de linéarisation

2 _ 1+cos26 20 _ 1l—cos26 2 _ l—cos26
cos” 0 = “FF= sin® 0 = ==, tan“ 0 = Py

Expression des fonctions cos, sin et tan en fonction de la tangente de I’angle moitié

Sit=tan (g) on a

_ 142
cost = 173,

o 2t o
sinf = 1355, tanfd = =5.
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