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Résumé, Abstract

Résumé

Dans ce mémoire on s’intéresse a 1’étude de quelques tenseurs particuliers qui jouent un
role tres important dans la géométrie différentielle.

Le calcul des tenseurs que nous avons développé et qui est marqué par la méthode de
tenseur métrique, les symboles de Christoffel, le tenseur de Riemann et le tenseur de
Ricci a le mérite d’étre illustré par des exemples sur des surfaces particulieres. Qui ont
été confirmés a partir d’'une implémentation effectuée sur le logiciel MATHEMATICA.

Mots clés : Les tenseurs, Symboles de Christoffel, Tenseur métrique, Tenseur de Rie-
mann Christoffel, Tenseur de Ricci.

Abstract

In this thesis we are interested in the study of some particular tensors which play an
important rule in differential geometry.

Tensors calculus which we have developped and which is marked by tensor metric me-
thod, the symbols of Christoffel ,Riemann tensor and Ricci tensor , has the merite of
being illustrated by examples in the particulars tensors. which have been confirmed from
an implemmentation carried out on the Software MATHEMATICA.

Keywords : The tensors, metric tensor, Christoffel symbols,Riemann Christoffel ten-
sor, Ricci tensor.
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Notations

E,, : Espace de dimension.

ds? : La métrique Riemannienne.

gij : Tenseur métrique.

¢" : Tenseur métrique conjugué.

I'ijx - Symbole de Christoffel de premier espece.
Ffj : Symbole de Christoffel de deuxieme espece.

Ry, “Tenseur de Riemann Christoffel (La courbure).

R, = R;; :Tenseur de Ricci.
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Introduction

En 1887, Le professeur Gregorio Ricci de 1'Université de Padoue (Italie) a présenté les
tenseurs principalement sous forme d’extension de vecteurs. Une quantité ayant seulement
une magnitude est appelée scalaire, et une quantité ayant une magnitude et une direction,
appelée vecteur. Mais certaines quantités sont associées a deux directions ou plus, une
telle quantité est appelée tenseur. en un point d’'un solide élastique, est un exemple de
tenseur qui dépend de deux directions, I’'une normale a la surface et I'autre, celle de la
force appliquée sur celle-ci.

Les tenseurs ont des applications dans les domaines de la géométrie riemannienne, de
la mécanique, de I'élasticité, de la théorie de la relativité, de la théorie électromagnétique
et de nombreuses autres disciplines des sciences et de 'ingénierie.

Le but fixé dans ce mémoire est de présenter les tenseurs dans un résumé tres clair
qui donne une meilleure compréhension sur eux.

Notre travail s’articule autour de trois points essentiels :

- 1°" chapitre : Il est consacré au rappel des notions de base essentielles a la compré-
hension de la géométrie . Nous définissons la notion de ’espace n dimensionnel,les indices
supérieurs et inférieurs, la somme d’Einstein,..., les transformations des coordonnées, le
tenseur covariant contravariant d’ordre 1,d’ordre 2, d’ordre mixte...et nous abordons a
présenter le tenseur métrique qui joue un réle fondamental pour définir les tenseurs par-
ticuliers que nous allons les voir dans le chapitre suivante.

- 2¢m¢ chapitre : il est consacrer & définir une notion trés importante sur la détermi-
nations des tenseurs particulier, ce sont les symboles de Christoffel,et on le suit par la
dérivée covariante et contravariante des tenseurs.

- 3%m¢ chapitre : 11 constitue le coeur du travail ol nous donnons avec beaucoup de
détails I'objectif essentiel qui consiste la définition des tenseurs particuliers : le tenseur de
Riemann et le tenseur de Ricci.



Préliminaires

1.1 Espace de n dimension
Dans un espace rectangulaire de dimension 3 les coordonnées d’un point sont notés

(z,y, 2) il est convenable d’écrire (2!, 2%, 2*) pour (z,y, 2).les cordonnées d’un point dans
un espace de dimension 4 sont données par (z!, 27, 2°, 2*).

En général les cordonnées d'un point sur un espace de n dimension sont données par
(z*, 2%, ....2") tel que I'espace de n dimension est noté par F,,.

1.2 Les indices Supérieurs et Les indices Inférieurs

Dans le symbole A}, , les indices 7,7 sont écrits dans une position supérieure sont
appelés les indices Supérieures et k, [ sont écrits dans une position inférieure sont appelés
les indices inférieurs.

1.3 La convention de sommation d’Einstein

n
considérons la somme des séries S = a1at + asx® + ... + a2 = Z a;z".
=1

On utilisant la convention de sommation on peut écrire :
n . .
Z a; ' = a;x"
i=1

"cette convention est appelée la convention de sommation d’Einstein’. [4]

1.4 Indice facteur

toute indice répété dans un terme donné est appelée un indice facteur.



1.5. INDICE LIBRE

Par exemple I'expression a;x" tel que ¢ est I'indice facteur ; donc
i 1 2 n
a;r = a1x + ax” + ... + a,x

4]

1.5 Indice Libre

toute indice apparaitre une seule fois dans un terme donné est appelés un indice libre.

Par exemple on considérons l'expression alx" ou j est indice libre

1.6 Delta Kronecker

Le symbole 5; est appelé Delta Kronecker (un mathématicien allemand Leopold Kro-
necker, 1823-91 A.D.) est défini par :

i J1sii=i
J 0sii#]
De méme §;; et 6% définis comme

i J1sii=]
0siij

1sii=j
0ij = L,
0siis#j
propriétés :

1. si 2, 22, ..., 2" sont les coordonnées indépendantes, donc

et

ox’ ox’

- =0sii#] - =1sii=7 1.1
e kv J (1.1)
cela implique que, .
ox" ;
- =)
oxd J
¢ éerive éeal taxiaxk 5i
on peut écrire égalemen — =4
P & Oxk Oxi J

2. 0l =06; +05+085 + ...+ " ( par convention de I'addition)

=1+1+1+...+1



1.6. DELTA KRONECKER

Depuis
a* 8 = a*'0y + a**65 + a®*65 + ... + a®" 65 (comme j est indice facteur )

= a* (.commeléé =0 =..=06y=0etd=1)
4. 6505 =9y,

= 810} + 0507 + 6507 + ... + 0L + ... + 007

= 0F (comme & =0, =04 =..=0"=0et 5 =1) 4]

2



Algebre des tenseurs

2.1 La transformation des coordonnées

dans un espace de trois dimension, les coordonnées d’un point sont (x,y, z) ou z,y, z
sont réelles nombres. Il est commode d’écrire (x', 2% 2°) pour (x,%,z) ou simplement
2t ot i = 1,2,3. De méme dans 'espace de n dimension , les coordonnées d’un point
sont les n variables indépendants (z', 27, ..., 2") dans un systéme de coordonnéesX, soient

(z*,7*,...7") sont les coordonnée du méme point dans dans un systéme de coordonnéesY .

soient (z',@*,--- ,@") sont des fonction & valeur singuliere de z', 2%, --- , 2"
7 =72t 22, ")
72 =722t 22, ")
7" =7"(2t, 2%, ... ")
ou bien
T:7 =7'(2", 2% ...,2");i=1,2,...,n (2.1)

La résolutions de ces équations exprimant z* des fonctions de 7', 72, ..., " ,On obtient
2 =x(z,7%,...,7"); i=1,2,..,n (2.2)

les équations et sont appelées la transformation de systéme des coordonnées
un a 'autre .
Les trois systemes des coordonnées curvilignes les plus communs sont présentés ci-
dessous .
Dans chaque cas, une notation < inverse > estutilisée : lesdeuzoutroisdimensionnelledusystemec
définis par7 qui la prend dans un systéme rectangulaire (z*) de la méme dimension.



2.1. LA TRANSFORMATION DES COORDONNEES

Coordonnées polaires :
Posons (7',7°) et (z',2%) = (r,0), sous la restriction > 0, Alors :

_1 — —=1\2 —2\2
T' =rcosf r (@')? + 7%)
T:9_, ‘ T 72 (2.3)
T°=rsind 0 =tan (=)
Tl
Y
y P(r.0)
~ . yx= 71 cos(0)
3 A y= r sin(f)
" y
2]
=
T x

Figure 1 : Les coordonnées polaires

Coordonnées cylindriques :
Sion a (z',7% @) et (2!, 2%, 2%) = (r,0, 2), ou r > 0

z7! = rcosf r= (@) + 77
—2
T :{7* =rsind T ':¢6=tan™! <xl> (2.4)
T
T?) =z _3
=T

P(r,6,z)
R x = r cos(P)
/ z J ={ yirsin(ﬂ)
Y
6 " 0

T

Figure 2 : Les coordonnées cylindriques



2.1. LA TRANSFORMATION DES COORDONNEES

Coordonnées sphériques :

Si (z',7%,7%) et (2!, 2%, 2°%) = (p,0,0), 01 p>0et 0 < p <,

Z! = psinpcosf

T :{@* = psinpsiné T

7 = pCoS Y

Figure 3 : Les coordonnées sphériques

Note : 0 appelée Angle polaire et  appelée Angle équatoriale.

Le Jacobien :

-

= cos

pZ\/(TI)Q—i—Tz)Q-I—

T3)2

y = p sin(p) sin(6)

} x = psin(yp) cos(8)
2= pcos(y)

0T :
Les n? premiers dérivées partielles e de (2.2) arrange normalement dans une matrice
x

carrée n x n (La matrice Jacobienne) [2]

1= J|=

%l

dal
o2

Ozt
a'fn
ozl

8?1

Qa2
o2

Ox?
oz"
o0x2

%l

oxm
o2

ox"

a'fn
ox"

(2.6)

Ezemple. Dans R? soit un systeéme des coordonnées curvilignes 7' défini des coordonnées

rectangulaires z'par les équations



2.2. LES VECTEURS COVARIANTS ET VECTEURS CONTRAVARIANTS
(TENSEUR D’ORDRE UN)

ozt oT! oz? oz
tel que ax1 = 22, a—; =z, 8% =0et 8—; = 222 Le Jacobien de T est
z? !
j =
0 222

T est localement bijectif sur un ouvert U dans R" si et seulement si y # 0 a chaque point
de U si 7 # 0 dans U et T est de classe C* dans U alors (2.1)) admit un changement des

coordonnées pour U

Remarque 2.1. donc la condition pour qu'une application admis un changement des coor-

données c’est que le Jacobien s’annule pas.

2.2 Les vecteurs covariants et vecteurs contravariants
(tenseur d’ordre un)
Soient (z',2? ---,2™) les coordonnées d’un point dans un systéme de coordonné X

et (z',7°,...,7") les coordonnées du méme point dans un systéme de coordonné Y.

Soit A%,i = 1,2,...,n. n fonctions des coordonnées z', 22,

coordonné X.

., 2" dans un systeme de

Si les quantités A* sont transformées a A? dans un systeme de coordonné Y, donc par
la loi de transformation on a,

: i
- oz ox? —;
A=A ou AV = —
ox7 0T
donc A" sont appelées les composants d’un vecteur contravariant.
Soit A;,;i = 1,2,...,n . n fonctions des coordonnées x1,xs,...,x, dans un systeme de

coordonné X.

Si les quantités A; sont transformées a A; dans un systéeme de coordonné Y donc,

—  ox oT!
A; = o A ou A, axj —A,

Donc A; sont appelées les composants d’un vecteur covariant .
le vecteur contravariant (ou covariant) s’appelle également un tenseur contravariant (ou
covariant) d’ordre Un.

FExemple. Si x' sont les coordonnées d’un point dans un espace de n dimension donc dx*

sont les composants d'un vecteur covariant.



2.3. TENSEUR CONTRAVARIANT D’ORDRE 2

2

soient zt, 2%, ..., 2™ ou z' sont des coordonnées dans un systéme de coordonnée X et,

zL, 72, ..., 7" ou T sont des coordonnées dans un systéme de coordonné Y.
Si
i i1 2 n
T =7(r,2%,,...,2")
A Oz? oz"
AT’ = ——dz* + =——=d2* + ... + —da"
oz’ oz’ 0T’
o 0xd
dz' = —da’
:L.’L

C’est loi de transformation de vecteur covariant. Ainsi dx' sont des composants d’un
vecteur covariant.

2.3 Tenseur contravariant d’ordre 2

Soit A"(i,j = 1,2,...,n) n* fonctions des coordonnées z', 2%, ..., 2™ dans un systéme
de coordonné X et 7', 72, ..., 7" dans un systéme de coordonné Y .alors par la loi de la
transformation S

—~ij 0T 97
- Oxk oxl

alors AY s’appellent les composants du tenseur contravariant de rang Deux.

2.4 Tenseur covariant d’ordre 2

Soit A;j(i,7 =1,2,...,n), n® fonctions des coordonnées z', 2*, ..., 2" dans un systéme
de coordonné X et ', 72, ..., 7" dans un systéme de coordonné Y .alors par la loi de la
transformation

T ok oz A
ij = A= A Mkl
o7 0T

tel que A;; sont appelés les composants du tenseur covariant d’ordre Deux.

2.5 Tenseur mixte d’ordre 2

soit A%(i,j =1,2,...,n) n? des fonctions de coordonnées x!, 22, --- 2™ dans un sys-
teme de coordonné X. Si les quantités A’ transformé a Aé dans un systeme de coordonné
Y de coordonnées T, 72, ..., Z" puis selon la loi de la transformation

— 0T o2t
Z. = —
I QxkoTi !

tel que Aé-est appelés les composants du tenseur mixte d’ordre deux.

Théoréme 2.1. Le delta Kronecker est un tenseur mixte d’ordre deux.



2.6. TENSEUR CONTRAVARIANT D’ORDRE R

Démonstration. Soient X et Y étre deux systémes du méme ordre, a laissé le composante

du delta de Kronecker dans le 5; de systeme d’abscisse et 5;le composant du delta de
Kronecker dans un systeme de coordonné Y, puis selon la loi de la transformation

< 0" oz 0zl 9aF Oz Ot

ToooT Oxkom 0xt Qx0T

5F (2.7)

ceci prouve que Kronecker 9} est un tenseur mixte d’ordre deux O

2.6 Tenseur contravariant d’ordre r

soit A%+ n" fonctions de coordonnées x', 2%, ..., 2™ dans un systéme de coordonné

X . Siles quantités A" dans un systéme de coordonné Y ayant des coordonnéesz', 72, ..., T".puis

selon la loi de la transformation

o i1 Ael2 el
X’Lllz...lr _ 83’; ax ax Ap1p2---pr

axpl 83:?2 o 8$;Dr

Alors A"*2* g’appelant les composantes d’'un tenseur contravariant d’ordre 7.

2.7 Tenseur covariant d’ordre s

soit A; i, i ,n° fonctions de coordonnées z', 2%, ... 2™ dans un systéme de coordonné

=N

X. Siles quantités A;,;, ;. dans un systéme de coordonné Y ayant des coordonnéesz’, 72, .., T"
puis selon la loi de la transformation

o aqu axtp ax(Is

Aj1j2~--js o Qe s T 2ds

Alors Aj ,..;. s’appelant les composantes d'un tenseur covariant d’ordre s. [4]

2.8 Tenseur mixte d’ordre r-+s

soit A7'2 ' n™** fonctions de coordonnées w2, ... 2™ dans un systéme de coor-

donné X. Siles quantités A; j, ;. dansun systeme de coordonné Y ayant des coordonnéesz', T
puis selon la loi de la transformation

2

. . 71 et 70 q1 q2 q
Az 0T 072 0T Qut 0% 01 jpip,. . p
Jije. .. Js OxPL QP2 Oxpr O Oxi2 T s N9z -ds

Alors A;llg . ’j’"s s’appelant les composantes d'un tenseur contravariant d’ordre r + s.
un tenseur du type A%QQ : 1; est connu comme tenseur du type (r,s), dedans (r,s), le
premier compensant r indique que le rang du tenseur contravariant et la deuxieme com-
pensant s indique le rang du tenseur de covariant.

ainsi les tenseurs A;; et A” sont le type (0,2) et les (2,0) respectivement tandis que le

tenseur A7 est le type (1,1)

10

]
R



2.9. CONTRACTION D’UN TENSEUR

Exemple. A;ﬁ,’f est un tenseur mixte de type (3, 2)dans lequel tenseur contravariant de rang

3 et tenseur de covariant de rang 2, puis selon la loi du transformation

Tk _ ozt 07 OT"* Ox® Ox®

_ AQBW
Im = dge 9xf Oz OFt oz WP

2.9 Contraction d’un tenseur

Le processus d’obtenir un tenseur de plus d’ordre réduit (déduit par 2) en mettant un
égal d’indice de covariant un indice contravariant et en effectuant ’addition indiquée est
connu comme contraction.

En d’autres termes, si dans un tenseur nous mettons un contravariant et indice d’un
covariant égaux, le processus s’appelle la contraction d'un tenseur. Par exemple, considé-
rons un tenseur mixte A;’” de l'ordre Cing. Alors par loi de transformation,

ik _ oz 077 0T Ox® Oxt

— APar
m =" 9gp Oz Oar OT OF™

mettez I'indice de covariant [ = I'indice contravariant ¢ , de sorte que

Tk _ oz 0z’ 9z Ox° Ot

pgr
m 9ap Oxd xr O T
0w oz* Ox* dat .
9t 9xr Qzr Oz

oT! 9% 02" | e . s OF
= 91 00 o P 1% =
—ijk 0% oz* 9t .,

1 N t
Mo 9 O oz P

c’est la loi de la transformation du tenseur du rang 3. Tellement A9¥ st un tenseur d’ordre
3 et type(l,2) tandis que A}ff est un tenseur d’ordre 5 et le type (2, 3) .ce signifie que la
contraction réduit 'ordre du tenseur de deux.

2.10 Tenseurs symétriques

Un tenseur serait symétrique par rapport deux indices contravariants (ou deux in-
dices covariants ) si ses composants demeurent sans changement sur un échange des deux
indices.

Par exemple

(1) Le tenseur A” est symétrique si Aij' = ATt )
(2) Le tenseur AFest symétrique si A7F = AJ%

11



2.11. TENSEURS ANTI-SYMETRIQUES

2.11 Tenseurs anti-symétriques

Un tenseur serait anti-symétrique par rapport deux indices contravariants (ou deux
indices covariants ) si ses composants changent le signe sur un échange des deux index.

par exemple

(i) Le tenseur A”est anti-symétrique si AY = — A7

(ii) Le tenseur AZ"est anti-symétrique si A7¥ = —A

Exemple. Si ¢ = ajkAjAk. Montrons que on peut écrire ¢ = jkAjAk tel que bjj est sy-

métrique.

Etant donné ‘
qb = CijAJAk

en changeons les indices k et j

¢ = ay; AF A7
Ajouter (4.18) et (4.19),

2¢ = (Cij + akj)AjAk
1 .
= *(ajk =+ akj)A]Ak

2
= b AT AF
. 1
ou bjk = i(ajk + Cl,kj)
pour montrer que bj; est symétrique
comme
1
bji = 5 (aje + arj)
1
b = 5 (arj + aji)
1
= 5 (a5 + ay)
bjr = b,

Donc,bjj, est symétrique.

2.12 Le tenseur symétrique Conjugué

(2.8)

(2.9)

considérons le tenseur covariant symétrique A;; d’ordre 2 . Soit d dénoter le déter-
minant |A;;| avec les éléments A;; c-a-d. d = A;j| et d # 0. Maintenant, définissez A"

12



2.12. LE TENSEUR SYMETRIQUE CONJUGUE

par
Cofacteur de A

d

A" est un tenseur contravariant symétrique d’ordre 2 qui appelé le tenseur conjugué

de Azg

Al —

13



Symboles de Christoffel et la
Différenciation Covariante

3.1 Tenseur métrique et métrique Riemannienne

3.1.1 Tenseur métrique

La distance entre deux voisinages d'un point sont (z,y, z) et (x + dz,y + dy, z + d=z)
est donnée par
ds* = da’* + dy* + dz*

. Dans un espace de n dimension, Riemann défini la distance ds entre deux voisinages
d’un point z* et ' + dz'(i = 1,2, ...n) par la forme différentielle quadratique suivante
ds® = gy1(dx')? + grada'da® + ... + grndatds™ + gio(da?)da' + gopda®da™ + ... + gy da"da?
+gnodxdz? + ... + gun(dz™)?
ds® = gijdz'dx? (i, 5 = 1,2,..n) (3.1)

utilisant la convention de sommation.
ou g;; sont les fonctions du 2" de coordonnées tels que

9 =195 70
La forme différentielle quadratique (4.20])) est appelée le Métrique Riemannien ou Mé-

trique d’un espace de n dimension et tel que I'espace de dimension n est appelé Espace
Riemannien et noté par F, et g;; appelé un tenseur Métrique ou tenseur fondamental.

Théoréme 3.1. Le tenseur métrique g;; est un tenseur covariant symétrique d’ordre 2

3.1.2 Tenseur métrique conjugué

le tenseur métrique conjugué a g;;, qui est écrit comme ¢, est défini par

gl = By
9
ou B;; est le cofacteur de g;; en le déterminant g = |g;;| # 0

14



3.1. TENSEUR METRIQUE ET METRIQUE RIEMANNIENNE

FExemple. Trouvons la métrique et le composant du tenseur métrique et son conjugué est
dans coordonnées cylindriques.

Soient (2!, 2%, %) les coordonnées cartésiennes et (7', 7%, 7*) sont les coordonnées de

cylindrique d'un point .les coordonnées cylindriques sont données par
x =rcost, y=rsind,z = z donc

=zt =yt =zetT =01 =0,7 =2 (3.2)

gij et g;; sont les tenseurs métriques dans des coordonnées cartésiennes et des coor-
données de cylindrique respectivement.
le métrique dans la coordonnée cartésienne est donné par :

ds? = da® + dy? + d2*
ds* = (dx1)2 + (dwz)2 + (da:3>2 (3.3)

donc ds® = g;jda'z’

2 2
=g (dxl) + grodaztda® + gradrtda® + gorda®dat + goo (de) + gogda?da® + g5 daddat

3
+ ggodx®da® + g3 (daz?’)
(3.4)

Comparer (3.3)) et (3.1.2)), nous avons
g1 =g2a =gz =1et g12 =913 =go3 =931 = g32 =0
Dans transformation

ozt 0’

Gij = gijﬁﬁ’ puisque g;; est covariant tenseur d’ordre 2 .(i,j = 1,2, 3)
. £ ox

B ozl > ox2\ > oz 2
Jg11 = 91 (8?) + goo (69[;1> + 933 <8Tl>

tq gi2=¢g13=... =gz =0

g1 = % 2+ @ 2—1— % :
g11 = 911 ar 922 ar g33 ar

tq x =rcost,y =rsinb, z = z

or dy . 0z
5—0059, E-sm&, P =0

pour i = j = 1.

et g1 =g =g33 =1
G1y = cos’0 + sin*0 + 0

g =1

B ozl > ox2\ > oz 2
Jo2 = 911 (afg> + 922 (axg> + 933 <8§2>

15
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3.1. TENSEUR METRIQUE ET METRIQUE RIEMANNIENNE

Jog = @ 2+ @ 2+ % 2
Go2 = 911 20 g22 90 g33 90

tq g1 =g =g33 =1
ox 0 0z

= —rsinf, 9 _ rcost, — =0

00 a0 a0

Gop = (—7sind)? + (rcosd)* + 0
= r25in%0 + r’cos’0

goo =T

_ ort\” P AN oz 2
933 = J11 <8T3> + go22 <8x3> + g33 <(’3T3>

g33 = % 2+ @ 2—|— % 2
933 = J11 G g22 92 g33 G

Ox 0 0z
q$:0,a—Z:0,£zlAbrs§33:1

Donc ,g;; = 1,09 = 1%, G35 = 1

et g12 = g13 = g23 = gs1 = gz2 = 0

(1) le métrique dans les coordonnées cylindriques

pose ¢ = j = 3.

t

ds® = g,;dz'dz’ i,j=1,2,3

ds® = ?11(6%1)2 + 522(6%2)2 + ?33(6%3)2
ds® = dr* + r*(df)* + do*

(2) Le premier fondamental tenseur est :

g1 G12 913
9i; = | 921 922 YJo3 | =

g31 932 033

oo
o 3,0

_ o O
| ——

depuis

[a)
(@)

Gij| =

g:

O O =
o 3,
— O

16



3.2. LES SYMBOLES DE CHRISTOFFEL

Le cofacteur de g est donné par

By =1* 55=1, By =17

et Bia = Bo1 = B13 = Boz3 = B3 = B3 =0

Le deuxiéme fondamental tenseur ou tenseur conjugué est ¢/ = Bi; .

9

11 Cofacteur de g1

g

B 2

g T
2 _Bw 1 _ 1
9 g r2 r2

B 2
g33_ﬁ:—2:1

g T

et = = g% = ¢** = 0 Par le deuxiéme fondamental tenseur de forme

t\')‘ HOQ

1 0
matricielle est | 0 0
0 1

3.2 Les symboles de Christoffel

Le mathématicien allemands Elwin Bruno Christoffel a défini Les symboles :

dgir. . Ogjx 09y o
Lijr = (gk—l— ik _ gj),(z,j,k:zl,Q,...,n)

oxi — OJxt  Oxk
sont appelés les symboles de Christoffel de premier ordre
et Ffj = gkj I’ﬁj
appelés les symboles de Christoffel de deuxieme ordre , ou g;; est les composantes de
tenseur métrique ou tenseur fondamental .

Théoréme 3.2. Le symbole de Christoffel Ffj et I'ijr sont symétriques avec respect des

indices 1 et j.
Démonstration. Par le symbole de Christoffel de premier type

Typ — (&%k N ik 89¢j>

oxJ oxt oxk

échanger i et j , nous

agjk ik _ 393‘1’
i, K] = (8:6’ T 0w T ot

1 (Ogik 39jk 89ij

17




3.3. LA DERIVEE COVARIANTE D’'UN VECTEUR

[ji, k] = [1], k]
Par symbole de Christoffel de deuxieme type
Lijr = gklrij

T, b T =T,

v

Lijk = Tjir
]
Théoréme 3.3.
(i) 7= grmliji
(it) T + Tl = giz,ﬂ
(iii) gi:,z = — " T — 9" T i

3.3 La dérivée Covariante d’un vecteur

L’expression de la dérivée covariante d’un vecteur est donnée par :

8 «
Vv = 9pv® + I 50" tel que Jpv® = 811})/3

FExemple. Trouvons la dérivée covariante d’un vecteur exprimé par les coordonnées po-

laires.
v=(v",v%)
ou e, = cos be, + sinfe, et eg = —rsinbe, + rcosbe,
on a
a;?j" :o:,rgr:o,%‘;” :o;»rﬁeeu:iegzsrffe:ietrgezo
Aussi :

1
I, =01Y = §,rg9 = —retIf, =0

Donc : V0 = 00" + I 0" = d0" + T, 0" + o’ + 19 »°
= 90" + 0,0° + ;U(’
Alors,
V0% = 00" + 9,07 + ;ve

Pour se référer sur la dérivée covariante voir I’annexe page 35
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Tenseurs Particuliers

En physique ou en électronique (traitement de 'image) les composantes de tenseurs
particuliers ont une signification par rapport a une base d'un espace vectoriel qui peut
étre par exemple I'espace R? ou l'espace de Minkowski.

L’intérét dans ce paragraphe vise a aborder I’étude de certains tenseurs dits de Rie-
mann, de Ricci pour mieux cerner la détermination des géodésiques sous contraintes qui
constitue a elle seule une difficulté majeure.

Ceci nous oblige a reprendre certaines opérations effectuées sur les tenseurs pour mieux
cerner l'intérét quant a leur utilisation.

4.1 Le tenseur de Riemann - Christoffel

La détermination de 'expression du tenseur de Riemann-Christoffel est une opération
utile qui nous permet de mieux nous familiariser avec cette notion et bien apprécier I'im-
portance des coefficients de Christoffel.

Ecrivons la dérivée covariante d'un tenseur A; par rapport a la composantex’. Soit :

0A; o
Et
(V;4) o
VA = ) —I*V;As = T3 VoA (4.2)
0 (04, 0A, A , 0A;
= — . . - B - @
Dk <3mj ”A“> g (axﬂ -t ) Hk (3 et ) 49
0?2 A; ors; o Aa o Ao N 0A; o
VA = D 8x’§A — I — ; FZ’“W + I5.I, A5F]k8 “(A)Tjk mev(4'4)
Interchangeons les indices j et k dans 'équation(4.4)), on trouve :
0?A; o, o Ao o Ao o
viji - Oxi Ok O Ao — Fz]ai - Fl]ai + F F Aﬁrk]a ij an’YA (45)

Soustrayons 1'équation (4.5) de (4.4) :
e al—‘a a aFZ
ijAi - ijAz’ = I‘ikF AB Ok FzgrgkAb’ + O :

kA, (4.6)

19



4.1. LE TENSEUR DE RIEMANN - CHRISTOFFEL

Interchangeons les indices « et § dans le premier et le troisieme terme de I’équation

ci-dessus :
ars, 8I‘?j

ijAi — vijz = [ +; /{;ng_rfjrgk‘| Aa

oxJ oxk
Posons : or -
a ik i B 1o B o
ik — [(%ﬂ - 8:5’“] + Il — Fijrﬁk] (4.7)

On peut alors écrire :
VirAi = VijAi = AaRy,
Le tenseur Rf}, est de Riemann-Christoffel. C’est également la courbure d’ordre 4 ap-
pelé également tenseur de la métrique g;;dx"dx’.

« étant arbitraire donc en général :
e
ijk # 0

Proposition 4.1. L’expression (4.7) ci-dessus peut se mettre sous une forme condensée

qui est la différence de deux déterminants :

0 0 r r
o % % + aki ali
iji Fjli ija I-‘jloc
Deuz propriétés intéressantes de ce tenseur sont citées ci-dessus par deux théoréemes

dont nous donnons les démonstrations.

Remarque 4.1. Dans un espace ou les composantes de tenseur de Riemann Christoffel sont

constantes, le tenseur de Riemann Christoffel est nul et réciproquement :

La premiere proposition est immédiate car si dans un systeme de coordonnées
Js5guw = O(en toute point) , alors I'? =0 et ;'Y = 0; donc I'? | = 0.
Comme c’est une équation tensorielle, donc la nullité du tenseur de Riemann est une
condition nécessaire pour pouvoir trouver un systeme de coordonnées ot les composantes
du tenseur métrique g,, sont constantes partout.

C’est aussi une condition suffisante, bien que ce soit un peu plus difficile de la montrer.

Théoréme 4.1. le Tenseur de courbure Rf. est anti-symélriques

9 9
Démonstration. R%k: oxri  Oxk |+
Tijo Tika| |Lis Lirs

Ugja T'gra

a arlkﬁ aFija
L N

+ IU'gjallikg — I'gral'ijs

20



4.1. LE TENSEUR DE RIEMANN - CHRISTOFFEL

Echanger j et k ,On obtient
Ol Ol

(67

+ Ugralijp — I'gjal'ing

ki Dok oxI

~ [Olka  Olyp

= 9w gk T Leielies — Laralijs
ik = — ik

Alors Ry, est anti symétrique par rapport j et k

Théoréme 4.2. Ry + RS, + Ry = 0 (lidentité de Bianchi).

Démonstration. Ona

0 0
o = |07 BaF|y | e o
Fija Lika r ijB3 Fikﬁ
o aPika arz jo
e =20 ~ 2 ng + Dgjal'ins — Tijsl sra
Alors
1o or ji or ko
ki = @;k - a;i + Dgkal’jis — Lkl gia
et

Ol kjia  Olkia
= e kj + Upial'kjs — Trisl'sja

Q

MiT i Ox
Ajouter (4.8)), (4.9)) et (4.10) , on obtient

R+ Ry + Ry =0

Ceci s’appelle la propriété cyclique.

4.1.1 Propriétés des Tenseurs de Riemann-Christoffel
mier type R
(i) Rji = —Rijm
(i) Rijie = —Riju
(iil) Riij = Rijwl
(iv) Rjiks + Rigi; + Rijr =0

Démonstration. nous connaissons que

Ry — 1 ( 32911 a2gjk 329ik 32%1
ikl = 5

Oxioxk ~ Oxi0xrt Oxiox!  OxiOxk
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4.1. LE TENSEUR DE RIEMANN - CHRISTOFFEL

(i) Echanger i etj en (Z.11]), nous obtenons

1( 9%, d%g; g; d*g; . . I
lekl:2< g]l Jik - gjk - g >+gaﬁ[zka5][jl7a]_gaﬁ[lla/8][jkyoé]

oxtoxk = Oxi0xt  Oxiox!  Oxidxk

1 [ g D?g; 0%g; D%g; , . . .
=—2< - e L gk)+f%hﬂWﬂ%@“WﬁWhM

Oxioxk = Oxioxrt Oxioxk  Oxiox!

Rjiig = —Riju

ou

Rijr = —Rjin

(ii) Echanger [ etk en (@.11), et procedent comme en (7)

(iii) Echanger i etk en ({.11]), nous obtenons

1[0 D%g;i 02 Gi 0%q;
Ry = I Ji Tk T I >+rjm[kz,a]—rj,a[m,a]

2\ 0zigzi ' Ozkdxl  9xidxt  OxkOL
Maintenant ’échange 7 et [, nous obtenons
1{ 8qs; g O Gri g5
Ri':* J. Z,— ’L.— ]. Fiak‘ —F'ak‘, P
i <8xl8wl Oxkdxs  Oxldxd  Oxkox? * Diialkj, @] = Tijalki, o] Pour

Dol = | TN

= T4j9" Thia
= ijﬂ [li> ﬁ]
Lol = Thjal '8

} 829kj 82% _ 329ki _ aQQU
2\ 0xtoxt  Oxkoxy  OxlOxI  Oxkoxt

Alors Rkli j =
, de (E11)

) + Lol i — Tija i Ritig = Rijia

L[ Pga gj D gi %91
Riw =5 | 555 T e Tjkals — Tl
9 (c%ﬁﬂﬁmk Oriort  Oxidrt  Oridoxk + Ljkal i jlad g

1 ( 2 g 9%gu g
Rii = — ij AL i 9 Gk Tpul® — Ty T
o 2 <8$kaxl i 0xtoxs  Oxk0xI oo + Lkial kjol 1;

1 [ Pgy | 0%y gy Pou
Ry = = ik_ I ij Ik ol — Ty T2
k=g (31’[8:53 oriork  Oxlork  Oridxi + Ljal lkal i

Ajoutant ces équations, nous obtenons
Ryt + Riggj + Ryj = 0

Cette propriété de R;ji; s’appelle la propriété cyclique. O
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4.2. LE TENSEUR DE RICCI

4.2 Le tenseur de Ricci

Il est souvent utile de considérer la trace des tenseurs de Riemann. Méme métrique
pour donner le tenseur de Ricci :

. ork  ork

_ ) rmk _ prok
ijk T oxi aZL‘k +Fikrrj Fijrrk

RijER

Notons qu’il y a plusieurs contractions possibles pour un tenseur de courbure formé a
partir de connexion quelconque(pas forcement de Christoffel).

4.3 Exemples sur le calcul du tenseur de Riemann et

de Ricci dans des surfaces particulieres

4.3.1 Dans un cylindre :

Le Cylindre

1— Paramétrisation :
f:[0,7] x [0,27] — S%, f(r,0,¢) — (rcosf,rsind, o)

2— Le tenseur métrique :
Le tenseur métrique covariant est donné comme :

g1 912 Gi3 1 02 0
Gij =921 Ja2 Goz| =10 77 O
J31 G322 J33 0 0 1

Et le tenseur métrique contravariant (ou conjugué) est donné comme :

1 0 0

g"jzoio
7’2

0 0 1
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4.3. EXEMPLES SUR LE CALCUL DU TENSEUR DE RIEMANN ET DE RICCI
DANS DES SURFACES PARTICULIERES

3— Calcul des symboles de Christoffel du premier espéce :
Rappelons que la loi du calcul des symboles de Christoffel du 1°" espece est donnée par :

L 1 (Ogix , Ogjx  Ogij

) (1,5, k=1,2,...,n)

Alors,
1,2,2] =r
2,1,2]=r
[2,2,1] = —r

4— Calcul de symboles de Christoffel de deuxieme espece : Rappelons que la loi du
calcul des symboles de Christoffel du 2°*¢ espece est donnée par :

T = g"[ij, ]

Alors,

5— Calcul du tenseur de Riemann Christoffel :
Toutes les valeurs seront nulles & causes des valeurs des symboles de Christoffel de 2¢™¢
espece

6— Le tenseur de Ricci :
Puisque le tenseur de Riemann est nul, on obtient directement que le tenseur de Ricci est
nul.

4.3.2 Dans une sphere :

0547

05

05

T aos

La Sphere
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4.3. EXEMPLES SUR LE CALCUL DU TENSEUR DE RIEMANN ET DE RICCI
DANS DES SURFACES PARTICULIERES

1— Paramétrisation :
f:[0,7] x [0,27] — S?, f(r,0,¢0) = (rcoscosf,rcos psin b, rsin )

2— Le tenseur métrique :
Le tenseur métrique covariant est donné comme :

g1 912 Gi3 1 02 0
Gij =921 Ja2 Goz| =9=1|0 1 0
931 932 Js33 0 0 r’sin6”

Et le tenseur métrique contravariant (ou conjugué) est donné comme :

1 0 0

gl = 0 2 0
cos 62

0 O 2

3— Calcul des symboles de Christoffel du premier espece :

[l =Toa=r
F133 = F313 = rsin 92

F233 = P323 = T2 cos fsin 6

oo = —r
_ : 2
I'331 = —rsinf
[330 = —r2cosfsin @

4— Calcul de symboles de Christoffel de deuxieme espece :

Nin=Tne=Tnuz3=T1921 =T33 =131 =32 = o133 = T'az; = Taz3 = I'333 = 0
5— Calcul du tenseur de Riemann Christoffel :
Ri32 = R%Bl =—1
R3y = 1.
R3,y = cos 02,

6— Le tenseur de Ricci :

R32 =—-1+ (30892
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4.3. EXEMPLES SUR LE CALCUL DU TENSEUR DE RIEMANN ET DE RICCI
DANS DES SURFACES PARTICULIERES

4.3.3 Dans un Tore :

05
0

05 '
W‘/{a
0 \;‘)\\\A\ ' /{_/fo/ 1
<
2 \(/ 2
3

Le Tore

1— Paramétrisation :
f 00,7 x [0,27] = S, f : (0,0) — ((2+ cosB) cos p, (2 + cos ) cos psin p, sin 0)

2— Le tenseur métrique :
Le tenseur métrique covariant est donné comme :

gii 912 913 1 0
9ij = | 921 G22 G23 | = <O (2 + cos 9)2>
931 32 J33

Et le tenseur métrique contravariant (ou conjugué) est donné comme :

1 0
gij = 0 1
(2 4 cos 0)?

3— Calcul des symboles de Christoffel du premier espéce :

F122 = F212 = —(2 + cos 9) sin 6
91 = (24 cosf)sind

4— Calcul de symboles de Christoffel de deuxiéme espece :

[99 = (24 cos ) sin 6.

sin 6
2+ cosf
5— Calcul du tenseur de Riemann Christoffel :

1—‘212 = 1—‘221 =

R}y, = —cos0(2 + cos )
cosf

R, =——
121779 4 cosh
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4.4. MISE EN OEUVRE DES PROGRAMMES

6— Le tenseur de Ricci :

B cos 6
24 cosf
Ryy = cos (2 + cos )

Rll

4.4 Mise en oeuvre des programmes

Programme 01 : Calcul le tenseur métrique et son conjugué dans le Cy-
lindre :

In[il= HX =3

out[1}= 3

In[2]:= ¥ = Arvray [, HX]
TI[1]] = &=
Tr[2]] = th:

T[[3]] = phi:

Owt[Z}= {Hull[1l], Bull[2], Mull[3]}
In[g]:= X = Array[, NX]
X[[1]] = rCo=s[th]:

X[[2]] = v 5in[th]:

X[[3]]1 = phi;
Cut[El= [Mull[1], Muall[2], Null[3]}
In[10]:= J = Array [, {NX, NX}]

Dol

JI[i, 311 =D[X[[11], ¥[[3111,
{i, 1, WX}, {i, 1, NX}
]
owf10} {{Null[1, 1], Null[1,
[Null[2, 1], Null[2,
In[12]= g = Array[, {NX, NX}]
Dol
gl[i, 311 =S3um[J[[E, 1]]1 J[[&, 311, {E, HK}],
{i, 1, WX}, [i, 1, NX}
1:
ou1z)= [{Null[1, 1], Null[1,
[Full[2, 1], Null[2,
In[74]:= g = Simplify [g]
ouft4= {11, 0, 0}, {0, £%, 0}, {0, 0, 11}

1o Bullfl, 311,
1, Null[2, 3]}, {Null[3, 1], Null[3, 2], Null[3, 3]}}

[ ]

1, Hullfl, 3]1,
1, Mull[2, 3]}, {Null[3, 1], Null[3, 2], Null[3, 3]}}

-
r
-
=

In[15]= g f/ MatrixForm

Out[ 15}/ MatricForm=
e R A I
0 rf I'_'I‘
T
In[18]= inverseq = Simplify [Inverse[q] ]

T 1 1 '\.-\l
Out[15]= {{1r a, a0}, {':Ir ) 0, {0, 0, 11}
r‘ - -

In[17]:= inverseq /S MatrixForm

27



4.4. MISE EN OEUVRE DES PROGRAMMES

Out[ 17}/ MatricForm=
‘10 0
0 Lo
0 o 1

Programme 02 : Calcul les symboles de Christoffel :
de 1°" espece dans le Cylindre :

In[1]:= Clear[coord, metric, inversemetric, affine, riemann, ricci, scalar, th,
phi, r]

InfZl= n=3

Oout[Z}= 3

In[2:= coord = {r, th, phil

Dut[3= {r, th, phi}

In[4]= metric = {{1, a, o}, {U, r, U}, {0, 0, 1}}

oufs= {{1, 0, 0}, {0, £, 0}, {0, 0, 1}}

In[fl= inversemetric = Sinplify[Inverse[metric]]
1 - -

ourz {1, 0, 03, {0, =, 0}, 10, 0, 11]
rﬂ - -

Ot} /MartriceForm=

1
0
0

= I|'~-:l|"' =

0
0
\ 1
In[7]= affine :=
affine = Simplify[ Takle[(1/2) » (D[metric[[i, E]], coord[[=]]] +
Dlmetric[[=, E]], coord [[1]1] ] -
Dmetric[[i, 2]], coord[[X]] 1)
s fi, 1, n}, {=,1,n}, {E,; 1, n}]]
In[g]:= listaffine :=
Table[If [Unsameld[affine[[i, s, E]], 0], {TeString[T[i, =, &E]], affine[[i, 5, E]]1}] ,
{i, 1, n}, {s, 1, n}, {k, 1, n}]
In[Z]:= TabkleForm [Partition [DeleteCases[Flatten[listaffine] , Hull], 2],
TakleSpacing - {2, 2}]

Owt[9)/ TableFarm=

T[1, 2, 2] r
T[2, 1, 2] r
r[2, 2, 1] -r

et de 2°™¢ espece dans le Cylindre :

In[10):=
affine :=
affine = Simplify [Takle[(1/2) » 5um [ (inversemetric[[i, 2]]) =
(D[metric[[s, J]], coord [[E]] ] +
Dmetric[[=, E]], coord [[]]] ]
-D[metric[[], E]], coord[[=]] 1), {5, 1, n}]
A1, 1, 0}, {3, 1, n}, {E,1,n}]]
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TableForm [Partition[DeleteCases [Flatten[listaffine], Hull], 2],
TableSpacing » {2, 21]
In[*1]:= listaffine :=
Table [If [Unsamel[affine[[i, =, E]], 0], {ToString[T[i, =, k]], affine[[i, =, E]]}] ,
{i,1,n}, {z,1, n}, {&, 1, n}]
In[12]= TakleForm [Partition[DeleteCases [Flatten[listaffine] , Mull], 2],
TableSpacing - {2, 21]

Ot 12}/ TableForm=

T[1, 2, -r

%]

rr2, 1,

%]

rrz, 2, 1]

Hirr H |-

Programme 03 : Calcul le tenseur de Riemann et de Ricci dans le Cylindre :

Clear[coord, metric, inversemetric, affine, riemann, ricci, th, phi, r]
n=3

3

coord = {r, th, phil

{r, th, phi}

metric = {{1, 0, 0}, {0, r~2, 0}, {0, 0, 11}

[11, 0, 0}, {0, %, 0}, {0, 0, 1}}

imrersemetric = 3inplify [Inverse [metric] ]

. 1 1 '\.-\.
{11, 0, 03, {0, =, 0}, {0, 0, 11}

affine := affin;= Simplify[Tabkle[(1/2) «5um[ (inversemetric[[1i, =]]) «
(D[metric[[=, ]J]], coord[[E]] ] +
Dimetric[[=, E]], coord[[]]] ] -D[metric[[], E]], coord[[=]] 1), {=,
{i, 1, n}, {3, 1, n}, {k, 1, n}] ]
listaffine :=
Takle[If [Unsameld[affine[[i, J, E]]1, O], {TeString[T[i, 7, E]], affine[[i, 7, &

{i, 1, n}, {3, 1, n}, {k, 1, 3}]
riemann :=

riemann = Simplify [Table[
D[affine[[i, 7, 1]], coord[[k]] ] -D[affine[[i, 7, E]], coord[[1]] ] +
Sum[affine[[=, 7, 1]] affine[[i, &, =2]] -affine[[=, ], E]] affine[[i, 1, =
{z, 1, n}],
{fi, 1, n}, {3, 1, n}, {&E, 1, n}, {1,1, n}]]
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listriemann :=
Takle[If [Unsameld[riemann[[i, 7, B, 1]1], 0],
fTostring [B[i, 7, &, 1]], riemarm([[i, 7, &, 1]]1}] , 4i, 1, n}, {3, 1, n},
{£,1,n}, {1,1, E-1}]
TableForm [Partition[DeleteCazses [Flatten[listriemann] , Full], 2],
TaklesSpacing - {2, 21]

Programme 04 : Calcul le tenseur de Ricci dans le Cylindre :

riccl :

riccl = 5inplify [Table[5um [riemann[[i, J, i, 1]1], §i, 1, n}], {3, 1, n}, {1,1,

liztricci = Takle[If [Unsameld[ricci[[], 1]], O], fTesString[B[J, 1]], vicci[[],
{1, 1, n}, {1,1, 3}]

TableForm [Partition[DeleteCaszes [Flatten[listricci] , Hull], 2], TabkleSpacing -

Programme 05 : Calcul le tenseur de Riemann et le tenseur de Ricci dans
La Sphere :
Le tenseur de Riemann :

R[1, 1, 3, 2] -1
R[1, 2, 3, 1] -1
R[1, 3, 2, 1] 1

r
R[3, 3, 3, 2] Cot[th]*®

Le Tenseur de Ricci :

R[3, 2] -l+Cot[th]®
Programme 06 :Calcul le tenseur de Riemann dans Le Tore :

Le tenseur de Riemann :

R[1l, 2, 2, 1] -Coa[th] (2 +Cos[th]]
R[2, 1, 2, 1] Sesl=l
2+ Co=[th]
Le tenseur de Ricci :
R[1, 1] Co=[th]
2+lo=[th]
R[2, 2] Cosa[th] (2 +Cos[th]]
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Annexe

4.5 Preuve de théoreme 3.1 :
Démonstration. La métrique est donnée par :
ds® = gijdxidxj

soient z sont les coordonnées dans un systéme de coordonnée X et T soit les coordonnées
dans un systéme de coordonnée Y. alors la métrique ds® = gijdxidxj transforme au
ds® = g;;dz'dz’.
Quand la distance étant quantité scalaire.
Alinsi,

ds? = gijdxidxj = @-jdfidfj
Le théoreme sera prouvé dans trois étapes :

(i) On montre que dz* est vecteur contravariant.

Si
T =7'(2', 2%, ..., ")
i oz oz’ 8? "
) ﬁz
dz' = dz”
o oxk

c’est loi de transformation de vecteur contravariant. Ainsi, dx' est vecteur contra-
variant.

(ii) pour prouver que g;; est un tenseur covariant d’ordre 2. Depuis

. o7 .o
dz' = @d:c et dr’ = @dx
de I'équation (4.17))
_ oz’ oz’
gijdz'dx’ =g, axk dxka—xldxl
x
P
gijdz'da’ = gwa k; lda:kd:vl
xk dx
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4.5. PREUVE DE THEOREME 3.1 :

ozt o7’
gmdrtdr! = gija—jka—ildxkdxl

depuis gijdxidxj = gdada' (i, jsont les indices facteurs)

_ Oz oz 11
(gkl - g”&:ﬁ’“&:ﬂ) dz"dx' =0

oz’ oz’
ou <9kl - gij@a:’faxl> = 0 comme dz¥et dz' sont arbitraires.
Oz o
I = 9k 9!
or
Oxk Ox'

$ia = I o1 i
Alors g;; est un tenseur covariant d’ordre 2.
(ili) pour prouver que g;; est symétrique .alors g;; peut écrire comme
1 1

9ii = 5 (gij + g5i) + B (965 — 950)

9ij = Aij + Bij

ou
1 7’ .
Aij = B (gi; + gji) = Symétrique
1
Bij = 5 (93 = g;1) = Anti — symétrique
Maintenant,

gjid:ci:cj = (Az] + Bm)dxlxj

(gji — Aw)dle'] = Bijdxixj
échangeant les indices facteurs dans Bijdxixj nous avons
Bijdl'il'j = Bjidxixj
Bijdl'il’j = —Bijdl’il'j
Comme B;; est anti-symétrique c-a-d : B;; = —Bj;
Bijdl‘il'j + Bl‘jdl‘in =0
QBl‘jd.TiZEj =0

= Bijdl'il'j =0
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4.6. PREUVE DE THEOREME 3.3 :

Alors , de (4.18)
(gji — Ayj)dz's?! =0

= g;i = A;; comme dz', 2’ sont arbitraires.

Alors, g;; est symétrique comme A;; est symétrique.Par conséquentg;;est un tenseur

symétrique covariant d’ordre 2 cet s’appelle le tenseur fondamental covariant .

4.6 Preuve de théoreme 3.3 :

Démonstration.
(i) Par le symbol de Christoffel de deuxieme espece
ko kipl
Pij =9 Fij
multipliant cette équation par g, on obtenons
gkmrz - gkmgklréj
= 5an§j comme  Ggmg™ = 0.,
k _ m
gkmrij = Fij
(ii) Par le symbol de Christoffel de premier espece

1 agkj 891’3‘ ik
Tii == : — :
w9 (8:{:’ + oxk Oz

et

1 (Ogri | Ogji  Ogji
biti =5 <8mj T ek T B

ajouter (4.15) et (4.17),

1 (9gij | 9gji
Uikj + Djri = 2 ((%,i + (’3;’“) tq  9ij = Yji
1 0g;;  0gij

(iii) Comme g;;g" = 6.

k

le différenciant par rapport a x", nous obtenons

i 9915 09'j _
oxk oxk

multipliant cette équation par ¢"™, nous obtenons

+ 915 0
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4.7. LA DERIVEE COVARIANTE D’'UN VECTEUR COVARIANT

i 195 m o 099

g g axk J k
lmgl ) 892] — _glm i aglj
Ny T Ok 8%’“ y
m glj m 11 g]
0; Dok —9" g7 {Tuj + Ty} tq 9k Likj + Tja
dg™ im f ij ij [ Im
ok Y {9 ]Flkj} —g" {gl ij:l}
dg™" im ijpk ijk
ok —g" gy — gV
échanger m et 7, nous obtenons
9g" ik imyJ
Ok =—g'T'1—g ank;
dg" Qi img j j
et ok~ Y Ty — " T tq g7 =g" L

4.7 La dérivée Covariante d’un vecteur covariant

Soient A; et A; sont les composantes d'un vecteur covariant dans un systéme de méme
ordre x' et T' respectivement.

Alors

— OxP
=224, (1.15)
La différenciant par rapport a 7/,
A, 0%aP 0zP 0A,
o5~ ovor T or o (4.16)
A 2P P q
8A,: 0°x A +8x 0A, Ox (4.17)

R e
Ce n’est pas un tenseur dii a la présence du premier terme de 1’équation (4.17])
. Maintenant, remplacez 'indice facteur p par s dans le premier terme de I’équation (4.17)),
nous ont

OA _ 0% 00 04,00
ord  ooT Y OF Oxt 0T

Puisque nous connaissons que

(4.18)

O*xs Oz, OaP Oz,
oxtoxs  oxk Y oFt oxd P
2.5

Substitution de la valeur de dans I’équation (4.18)), nous avons

Oz 0TI

A s D q D q
04 _ <8x e O oxt )A Ox? DA, Ox

oz oTk Y ozt oz P1) T gxt Oxe Oxd
ox® oxP 0x? (0A
gt or o <8xq ‘ pq)
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4.8. LA DERIVEE COVARIANTE D’UN VECTEUR CONTRAVARIANT

04; — OxP Oxd (DA
C A TE = 2 AT 4.19
or MU oz o (axq pq) (4.19)
Maintenant, nous présentons la notation de virgule
aA

Utilisant (4.20]), I’équation (4.19)) peut étre exprimée Comme

y 0xP 0x?
9= o o

C’est loi de transformation d'un tenseur covariant d’ordre 2. Ainsi, A;; est un tenseur
covariant d’ordre 2 Ainsi, A, ; s’appelle la dérivée covariante de A; par rapport z7.

4.8 La dérivée Covariante d’un vecteur contravariant

. . ﬂ . \
Soient A" et A" sont les composantes d'un vecteur contravariant dans un systéme de
méme ordre x' et T' respectivement.

Alors o
— xz
A =—A°
oxs
ou 9
S __ T —i
A% = 8TiA

le différenciant par rapport a 77, nous obtenons

04 _ Pty | Ou oA’
oxl Tl 0Tt 0T/

(4.21)

de I'équation (4.21]),

Ozt Ozt OaP Oz,
Go = o A~ g g
2.5

substitution de la valeur de dans I'équation (4.15)), nous obtenons

o7t

o o7k i T amom v T om0

s s . p q . s AL
aA—akaT ox &%’FSE ox® 0A

OA® AT Ot DaP_;0at o1 OA'
TEA — AT 4
¢ ox ozt Y ox'~ oz P 0 oxt 079
. 0P _;
Echanger les index facteurs i et k& dans le premier terme et on pose iy on obtient

afz

s q WK
0A® Oz Ox® kT aiApFS n Ox® 0A

Ord 0T ok U oFI oz 0T

oxt [ DA o’ oA’
il APTS | = r’fA =
o7 <8xq * W> o ( * axa)
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4.9. LA DERIVEE COVARIANTE DES TENSEURS

R OA 917 [ 9A®
—— + AT = APTS 4.22
or T gr o (8:6‘1 * ) (4.22)
Maintenant, nous présentons la notation de virgule,
i _ 04 k
A = i + AFTkj (4.23)
Utilisant (4.23), I’équation (4.22)) peut étre exprimée comme,
. D rq
0r 02" g (4.24)

q ozt OF!

C’est loi de transformation d'un tenseur mixte d’ordre 2. Ainsi,Afj est un tenseur mixte
d’ordre 2. Afj s’appelle la dérivée covariante de A’ par rapport 2.

4.9 La dérivée Covariante des tenseurs

Dérivé de covariant d’un tenseur covariant d’ordre deux :
Soient A;; et Aw sont les composants d’un tenseur covariant d’ordre 2 dans le systeme du
méme rang x' et T' respectivement alors,

— 0xP 0x?

Ay = 5 g (4:25)

Différenciant ([#.25) partiellement par rapport az*

Ay 02 Ox10A,, O <6’x” &L’q)

ozF ~ T o7 o7F | o7 \ 0 o

A 0xP 0x1 A, Ox" 0%xP Ozd OxP 02z
_ ox" o o, o gt 4.9
97F ~ 07 0 Oxr 07F | ontom 0 P o7 oxkom P (4.26)

0A 0A,, 0x" ,
Comme ——% = M (puisque composants de A, dans z'coordonnée)

oz* dxr Ox*

O oxt 0l on

Moozt 07 M OTioTF 0T

D*xP Qat _ A Oxd pka;vl Y da? da’
Moozt o7 Moz | Yozh P oT OzF

Nous connaissons que,

%t _ oz OxP Oa”
orozt — *orh v or ozt
D*xP Oxd . 0z 9x? dzP Ozt Ox"
woma 0w Mg o~ g T
P Ozt

Ot 0xP 0x? Ox"
P oziozk o

= kazhj

L} Aty s = (4.27)
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4.9. LA DERIVEE COVARIANTE DES TENSEURS

l T
Comme Aj; = Alqg;fhgik par équation (4.25) et
o Prt o 0
Mor griozt M ox oz O
OxP [, Oz , Ox?0x"
~ Moz |haw o o
_Th 4 OxP Oz , Ox?0x" OxP
T o ggh oz ozk T M
dzP 9?29 — 0xP 0z Ox”
g = 5 Ain — T, S Api (4.28)

™ oz 0z Oz ozt Oz oT"
Substituant la valeur des équations (4.27)) et (4.28)) dans 1’équation (4.26)) nous obtenons,

%’:;3 - [%’;iq — Al — Aplrlqr] ggg gi; + T2 A + T Ay,
%;1? — D dn; — DA = l%ﬁf«q = ATy, — Apll“gr] gﬁ gij gi;
Aij,k%;lf — F?kA,-h - F?kAhj, Alors
A — A 0xP 0x? 0x"

N —"

PET ot o7 Ok

C’est loi de transformation d'un tenseur de covariant d’ordre 3 trois. Ainsi,A;;; est un

tenseur de covariant d’ordre 3. Alors ,A;;; s’appelle la dérivée covariante de A;; w.r.t a
k

xv.

De méme nous définissons la dérivée covariante z* des tenseurs AY et Ai; par la formule

g 0A" o .
AV k= —— + AYT), + A'TY,

/o7 , . J RS . . i7...1
Généralement nous définissons la dérivée covariante 2* d'un tenseur mixte A% par la
formule

9 A

il ab...c pj...l i ip...l ij...p T
Aab...c,k - 8xk + Aab...crpk + Aab...crpk + ..t Aab...crpk
ij..0 1l ij..l P ij..l Tp
_Apb...crak - Aap...chk e T +Aab...prck

A; rest également écrit comme A;j = Vi A;.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce travail un outil tres important dans la géométrie diffé-
rentielle, les tenseurs.

Nous avons d’abord donné un rappel sur quelques aspects que nous avons jugé utiles
afin de permettre au lecteur du présent document une meilleure compréhension.

Le calcul des tenseurs que nous avons développé et qui est marqué par la méthode le
tenseur métrique, les symboles de Christoffel, le tenseur de Riemann et le tenseur de Ricci
a le mérite de d’étre illustré par des exemples sur des surfaces particulieres. Qui ont été
confirmés a partir d’'une implémentation effectuée sur le logiciel MATHEMATICA.

" Ne pas si tu as difficultés en maths, je peux t’assurer que les miennes sont bien plus
importantes”.

Albert EINSTFEIN (1879-1955)
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