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Résumé,Abstract

Résumé

Ce mémoire s’articule autour de I’étude qualitative des systemes différentiels,

qui a pour but de trouver les propriétés de leurs solutions(comme les points
d’équilibres, les courbes invariantes et les solutions périodiques), sans connaitre

la solution explicite qui est généralement difficile.

Nous nous sommes intéressés a la construction de classes des systemes différentiels
planaires, et des systemes de type Kolmogorov, ou nous avons étudié I'intégrabilité
et I'existence des cycles limites.

Mots clés : Systemes dynamiques planaires, points d’équilibre, courbes in-
variantes, solutions périodiques, cycles limites.

Abstract

In this dissertation, we are interested in on the qualitative study of diffe-
rential systems, which aims to find the properties of their solutions (such
as equilibrium points, invariant curves and periodic solutions), without pur-
suing the explicit resolution that is generally difficult.
We are interested in the construction of classes of planar differential sys-
tems, and Kolmogorov-type systems, where we studied the integrability and
existence of limit cycles.

Keywords : Planar dynamic systems, predator-prey systems of Kolmo-
gorov, equilibrum points, Invariant curves, periodic solutions, limit cycles.
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Introduction

Les équations différentielles sont apparues la premiere fois a la fin du
dix- Septieme siecle dans les travaux de Isaac Newton, Leibniz, et Bernoulli.
Elles se sont produites comme conséquence normale des efforts de ces grands
savants d’appliquer les nouvelles idées de calcul de certains problemes en
mécanique. Plus tard, la théorie d’intégration des équations différentielles a
été développée par des analystes et des mécaniciens comme Lagrange, Pois-
son, Hamilton, Liouville aux dix-huitieme siecle et dix-neuvieme siecles. Pen-
dant plus de 300 ans, les équations différentielles ont servi 'outil essentiel
pour décrire et analyser des problemes dans beaucoup de disciplines scienti-
fiques.

L’importance des équations différentielles a motivé des générations de mathé-
maticiens et d’autres scientifiques pour développer des méthodes pour étudier
les propriétés de leurs solutions. Grace a son mémoire sur les courbes définies
par une équation différentielle publié en 1886 Henri Poincaré a ouvert la
voie pour une approche des équations différentielles ou la priorité n’est plus
donnée a la résolution, mais a une étude plus géométrique des solutions en
particulier de leurs propriétés, cette recherche a pour but de trouver les pro-
priétés des solutions sans vraiment trouver les solutions d’une fagon explicite,
ce sont des méthodes qualitatives.

Plusieurs auteurs ont traité ’étude qualitative des systemes différentiels, ci-
tons en particulier [ [5], [6], [7], [11],...].

Un des problemes principaux dans la théorie qualitative des équations différe-
ntielles est I'étude de I'intégrabilité et les cycles limites des systemes différentiels
planaires polynomiaux.

Le concept de cycles limites a été proposé pour la premiere fois par le
mathématicien francais Poincaré dans ses tres célebres articles classiques in-
titulés ”Integral curves defined by differential equations ” (1881, 1882, 1885,
1886). Tout comme il 'avait prédit, la théorie du cycle limite qui fonctionne
comme un outil mathématique indispensable, a trouvé de vastes applications
importantes dans les domaines de la biologie, de la chimie, de la physique
moderne et dans d’autres domaines. Ensuite, les développements de ces do-
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maines favorisent a leur tour la recherche de cycle limite. L’étude des cycles
limites comprend principalement deux aspects : I'un est 'existence, la sta-
bilité et l'instabilité, le nombre et les positions relatives des cycles limites
et lautre est la création et la disparition de cycles limites ainsi que la va-
riation des parametres dans les systémes ( par exemple bifurcation). En ce
qui concerne la recherche sur le nombre exact de cycles limites et leurs po-
sitions relatives, étant difficile, trées peu de résultats ont été obtenus a ce
jour. Le célebre mathématicien David Hilbert, au deuxieme congres interna-
tional des mathématiciens, réuni a Paris en 1900, a présenté 23 problemes
mathématiques, dont le 16 eme concerne les cycles limites et la recherche du
nombre maximal de cycles limites des équations différentielles :

dz
5. (1)
ou F(z,y) et G(x,y) sont des polynomes.

L’intérét des cycles limites des systemes différentiels planaires est du a
leurs significations importantes dans les modeles mathématiques issus de
la pratique, comme il est di aussi, a I'importance théorique du seizieme
probleme de Hilbert.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Le premier chapitre, qui est plutot un glossaire, regroupe quelques notions
préliminaires sur les systemes différentiels planaires. On définit la notion de
points singuliers, la linéarisation des systemes différentiels non linéaires au
voisinage de ces points, le portrait de phases, les courbes invariantes, ainsi
que les solutions périodiques.

Le deuxieme chapitre porte sur la recherche de l'intégrale premier et des
criteres d’existence et non-existence de cycles limites.

Le troisieme chapitre, est consacré a la présentation de deux classes de
systemes différentiels planaires. La premiere classe [12], publiée dans le jour-
nal ”Electronic Journal of Differential Equation vol.2012 (2012),No.78, 1-6”,
apres on expose un résultat sur I'intégrabilité et la non-existence d’'une classe
de syssteme de kolmogorov.



Chapitre 1
Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de présenter certains notions et résultats qui
concernent la théorie qualitative des systemes différentiels en particulier les
systemes différentiels polynomiaux.

1.1 Les systemes différentielles polynomiaux

Définition 1.1 [1] Un systéme différentiel polynomial est un systéme de la
forme :

d
i=0 = F(z,y),
% (1.1)
= —=Gq .

y= (2,9)

ot F' et G sont des polynomes a coefficients complexes, sin = max(degF'; degG)
le degré maximal de F et G on dit que le systéme (1.1) est de degré n.

1.1.1 Systeme dynamique :
Définition 1.2 [}] Soit lapplication f telle que :
fiRT xR — R"
(t,x) = f(t,2)

On dit que lapplication f est un systeme dynamique sur R™ si les conditions
sutvantes sont satisfait :

(1.2)

1) f(t,x) : RT — R"™ est continue,



1.2. Solution d’un systeme différentiel

2) f(0,z) =z,
3) f(t+ x1,20) = f(t, f(x1,22)) pourt,z; € RY, 29 € R™.

Exemple 1 Soit le probleme de Cauchy associé a une équation différentielle

X(t) = AX(t)
{ X(0) = Xp,t € RT, Xy € R (1.3)

ou A est une matrice carré constante, la solution de (1.3) est donnée par
l’expression suivante :
X(t) = etAXo.

Le systéme (1.3) engendre un systéme dynamique, car l'application :
f Rt xR" - R"
qui a tout t € RY, X € R" associe

f(t, X) =X

vérifie les trois propriété de la définition :
1) évident.
2) Soit la fonction : f :RT x R* - R" | on a :

fO.X) =X =XT=X

3)
f(t+X1,X2) = X2€(t+X1)A

— X2€tA6X1A

— etAX2€X1A

= etAf(Xsz)

= f(t, f(X17X2)>

1.2 Solution d’un systeme différentiel

1.2.1 Existence du solution

Définition 1.3 [11] Soit I’équation :

i = f(x). (1.4)



1.2. Solution d’un systeme différentiel

supposons que f € C(2) ot Q est un ouvert de R™ alors x(t) est une solution
de l’équation différentielle (1.4) dans Uintervalle I si :x(t) est différentiable
dans I et pour toutt € I, z(t) € Q et

(1) = f(x(t)).
était donne xog € Q,x(t) est une solution du probleme a valeurs initiales
{ &= f(z),
x(tg) = .

sur Uintervalle 1 sity € I,x(ty) = zo et x(t) est une solution de l’équation
différentiel (1.4) sur lintervalle T

1.2.2 Théoreme fondamentale de ’existence et 1’uni-
cité des solutions

Définition 1.4 [14] Soient X1, Xy € Q telle que 2 est un ouvert de R™,
soit Uapplication f : R**1 — R"
f est Lipschtizienne par rapport a X € R™ si :

[£(t, X1) = f(t, Xo)|| < L[| X1 — Xaf|,

avec L est une constante.

Théoréme 1.5 [5] Considérons le systéme

dx
{ E = f(t,[)?), (1.5)

ZE(t()) = Xy,

our € QCR" tg<t<ty+9, supposons que :

a) f(t,z) est une fonction continue par rapport a t dans un voisinage de
(to, xo), il existe une solution x(t) de (1.5) qui passe par ce point et qui
est définie dans (to — 0,t9 + &) pour tout § strictement positif.

b) f(t,x) vérifie la condition de lipschitz par rapport a la deuziéme va-
riable x.

Alors le probleme admet une solution unique.

Définition 1.6 (Systéme différentiel autonome)[5] On dit que le systeme
(1.1) est un systeme différentiel autonome si les polynomes F, G intervenant
dans ’équation ne font pas intervenir la variable t.



1.2. Solution d’un systeme différentiel

Lemme 1.1 (Propriété de translation)[5] Supposons que nous avons une
solution o(t) du systeme différentiel (1.1) dans le domaine Q C R™ ; alors :
o(t —ty) avec ty est une constante est également une solution.

Remarque 1.1 Les solutions ¢(t) et o(t — ty) que nous avons obtenues
sont différentes. Cependant,dans [’espace des phases, dont nous parlerons
plus loin, ces solutions correspondent la méme courbe orbitale.

La propriété de translation est importante pour [’étude des solutions périodiques
et pour la théorie des systemes dynamiques.

Définition 1.7 Un plan de phase est le plan (z,y) € R" .

Une trajectoire du point (x(t),y(t)) est ’ensemble des positions de ce point
quand t parcourt tout l’intervalle des temps.

Les solutions (z(t) ; y(t)) représentent dans le plan (z; y) les courbes appelées
des orbites.

Exemple 2 Le systeme suivant appelé systeme de mouvement de la pendule

tel que :
de

g (16)
1.6
d—L: = —%sin&.

avec : 0 langle (orienté) que fait le pendule avec la verticale, | est la langueur
de la pendule et g laccélération de la pesanteur. Pour plus information voir

(8]

[0 e e, o e i

FIGURE 1.1 — Le champ de vecteur du systeme (1.6).

La trajectoire du systéme (1.6) est représentée dans la figure (1.2).

6



1.3. Champs de vecteurs :

FIGURE 1.2 — Trajectoire de pendule.

1.3 Champs de vecteurs :

Un champ de vecteurs ou champ vectoriel est une fonction qui associe un
vecteur a chaque point d’un espace euclidien. Pour la résolution des équations
différentielles autonomes du premier ordre, on utilise le champ des directions
(appelé en physique champ des vitesses) qui représente les dérivées tangentes
a la trajectoire de ces équations, ce qui permet de la tracer.

Définition 1.8 [6] On appelle champ de vecteurs, une application du plan

aM
simplement connexe dans laquelle il existe en tout point M un vecteur T

c’est-a-dire une application

M(z,y) —

@: ( F(w,y))

dt G(z,y)
ot F', G sont deuz fonctions de classe C' sur  C R2.

Le champ de vecteur associé au systeme (1.1) est noté

x:(g) (17)

On peut I’écrire aussi sous la forme suivante :

0 0
:P— B
X 8:C+Q8y



1.3. Champs de vecteurs :

e Nous rappelons que pour une solution définie une courbe intégrale le
vecteur tangent ¢'(t) a ¢(t) coincide avec la valeur du champ de vec-
teurs x au point ¢(t) ; voir la figure suivante.

' (1) = X{pl(1)

v —\

FIGURE 1.3 — Le champ de vecteur .

Exemple 3 Soit le systeme

{jfy; (18)

Yy=2x
f
f' / - - - - o J
't ] 't
/ _ 7 ” - =4 - - A ] /
s 'y
I|' ;'“ A Ed =37 = » ” f I'I
E I" ? ’ > > * f f E
1

| T 4 A > > A r |
i _q 34 N <~ 1 b3 i

¥ 17

|I *.I L1 » < ] . » & 'h': |I
M -2 M
IIII h\ L * = ry - - LY \ '|II
b B
NN . T e L
b o
K, - -l = -
oo ’ N

FIGURE 1.4 — Champ vecteur du systeme (1.8).

Exemple 4 Soit le systeme différentielle

{g:;% (1.9)

8



1.4. Flot
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FIGURE 1.5 — Champ de vecteurs du systeme (1.9).

1.4 Flot

Soit M (z,y) un point de R?, on note ¢;(x,y) la position de M (x,y) apres
un déplacement d'une durée t(t > 0).

Définition 1.9 [6] On appelle flot (associé au champ de vecteur x ) l'appli-
cation
0 : R x R? — R?
(t, (z,y)) ¥— el (2, ),
vérifiant les trois propriétés suivantes :

) () = (Ple, ), Cledde,v)),

it) (po(z,y)) = (z,9),
iii) 90t+s((x>y)) = SOtF<908((x>y)))a

Remarque 1.2 Pour tout (z,y) € R? et t,s €R :

Le point i) signifie que o((x,y)) est continu par rapport auz conditions ini-
tiales

Le point ii) signifie que o((x,y)) est la solution mazimale qui passe par (x,y)
at=0.

Le point i1i) est une nouvelle formulation du caractere autonome de (1.1) :
au liew de se déplacer pendant t + s on peut le faire pendant t, prendre une
pause, ensuite poursuivre, puis finir son bout de chemin pendant une durée
s rentre- temps le champ de vecteurs n’a pas été modifié.

Remarque 1.3 Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement
du temps t, sinon il est dit non autonome



1.4. Flot

1.4.1 Portrait de phase

Définition 1.10 [5] Le plan R?* est appelé plan de phases et les solutions
d’un champ de vecteurs x représentent le plan de phases des orbites. Le
portrait de phases d’un champ de vecteurs x est l’ensemble des orbites dans
le plan de phases.

Définition 1.11 y l'ensemble des trajectoires de phase pour différentes condi-
tions wnitiales est le portrait de phase.

Les ensembles de R? sur lesquels s’annulent les composantes @ et 3 du systéme
est dit Les isoclines

Exemple 5 Considérons le systéme différentiel suivante :

{gb:y_x_?" (1.10)

y=a"—y.

Le champ de vecteurs et les trajectoires du systeme (1.10) sont illustrés sur
le portrait de phase représenté sur la figure (1.6)

FIGURE 1.6 — Portrait de phase du systeme (1.10).

On voir qu’on peut deviner le comportement de certaines trajectoires du
systeme, mais pas forcément celui de toutes les trajectoires : en se basant
sur le sens du champ de vecteurs, on peut attribuer a certaines conditions
initiales sur le plan, plusieurs comportements de trajectoires.

10



1.4. Flot

Exemple 6 Considérons l’équation harmonique
4+ x=0. (1.11)

La solution en spiral de ’équation harmonique, centrée autour de la ligne
(z,z,t) = (0,0,1).

XX

phuse plane
f\f\ E\ f\ E\

f——

FIGURE 1.7 — Le plan de phase de I’équation harmonique (1.11) .

L’équation (1.11) est autonome, pour obtenir ’équation vectorielle cor-
respondante, nous mettons r = x1,T = x9 alors

{x:l - (1.12)

To9 = —X7.

Comme on le sait, les solutions de ’équation scalaire sont des combinaisons
linéaires de (cost,sint). Il est facile de dessiner l'espace de solution G =
R x R?, voir la figure précédant.

les solutions peuvent étre projetées sur le plan x, & est appelé le plan de phase.

1.l(-.—_—...

FIGURE 1.8 — Portrait de phase du systeme (1.12).

11



1.4. Flot

Exemple 7 Considérons (1.6) le systéme du mouvement de pendule, le por-
trait de phase de ce systeme est :

- ‘_f__i_‘"'_-_-:_'j'_ “i.'.iifr--"r_:
B R ____ ) I - |
____H\ “\RH ) ?__,__, / {r R\. \‘\ -\H‘m /r'{r |
S 1] / ] /”--““ z| g
______‘_,-:----!___..- - e ":-\ S ] f____, o .LH \1 —
i R s

FIGURE 1.9 — Le portrait de phase du pendule plan dans R?

1.4.2 Solutions périodiques

Un comportement générique consiste a faire tendre les solutions vers un
mouvement périodique. Dans le cas du plan, cela signifie que les trajectoires
se rapprochent d'un cycle (courbe fermée image d’une solution périodique).
Les cycles des systemes non linéaires sont plus souvent isolés et controlent le
comportement des trajectoires proches, comme les points critiques controlent
celui des autres trajectoires proches.

Définition 1.12 [5] La solution v(t) = (x(t),y(t)) du systéme (1.1) est dite
périodique sl existe T' > 0 tel que :

V() =~(t+T),
T est alors sa période.

Remarque 1.4 [5] Si~y(t) ala période T, la solution a aussi les périodes 2T,
3T, etc. Supposons que T soit la plus petite période, que nous appelons y(t) T-
périodique. Certains auteurs envisagent cas limite d’une solution d’équilibre
avec une période arbitraire T > 0, également périodique, nous prendrons
T > 0 et fize, sauf indication explicite que le cas d’une solution d’équilibre
est également admise.

Considérons l’espace de phase correspondant a l'équation autonome (1.1)
pour une solution périodique nous avons qu’aprés un temps T, x = ~(t)
assume la méme valeur dans R™. Ainsi, une solution périodique produit une

12



1.4. Flot

orbite fermée ou un cycle dans l’espace de phase. nous devons montrer que
nous pouvons inverser cette déclaration.

Lemme 1.2 [5] Une solution périodique du systéme autonome (1.1) corres-
pond a un orbite fermée (cycle) dans espace de phase et une orbite fermée
correspond a une Solution.

Exemple 8 L’oscillateur harmonique est régi par [’équation différentielle
P4+ wr=0

qu’on peut écrire sous la forme des systémes suivant :

{ L=y, (1.13)

y = —wir.

ce systeme s’integre facilement puisque d_y = —wzg , ce qui donne pour
x

ensemble de solutions y* + w?z* = ¢, o ¢ € R. Autrement dit, ce systéme

possede une famille continue a un parametre de solutions périodiques représentées
dans le plan des phases par des ellipses.

1.4.3 Points singuliers

Les points singuliers jouent un role important dans I’étude des systemes
différentiels en particulier ceux qui sont non-linéaires au voisinage de ces
points. Henri poincaré (1854-1912) montra qu’au lieu de calculer les solutions
détaillées, il suffit de connaitre les points singuliers ainsi que leur stabilité.
Le comportement des solutions a U'infini (¢ tend vers +00) est I'une des ques-
tions essentielles, et souvent difficiles, que I'on se pose a propos des équations
différentielles.

Définition 1.13 [5] Un point (xo,y0) est dit point singulier du systeme
(1.1) s’il vérifie :

F(l’o:yo) = G(x07yo) =0

Remarque 1.5 La notion de point d’équilibre est la méme que celle de point
singulier pour le champ de vecteurs. On parle plutot de point singulier lorsque
[’on regarde le champ de vecteurs pour lut méme et de point d’équilibre lorsque
l’on s’intéresse aux trajectoires.

Remarque 1.6 Les points singuliers du systéeme (1.1) sont des solutions
périodiques constantes.
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1.4. Flot

1.4.4 Points d’équilibres
Définition 1.14 [11] Soit le systéme non linéaire :

&= F(z,y),
{ i = Glay) (1.14)

Le point (xg,yo) € R™ est appelé un point critique ou point d’équilibre du
systeme (1.14) s’il vérifie
F(z0,y0) = G(x0,y0) = 0.

Définition 1.15 [5] Un point d’équilibre (zo,vo) du systéeme (1.14) est dit
F
G
n’a de partie réelle nulle. Dans le cas contraire, le point critique est dit non
hyperbolique

hyperbolique si aucune des valeurs propres de la matrice jacobienne de ()

1.4.5 Linéarisation des systemes

Un bon endroit pour commencer a analyser le systeme non linéaire :
&= F(z,y)
. e 1.15
{ y=G(zy). (1.15)
est de déterminer les points d’équilibre de (1.15) et de décrire le comporte-
ment de (1.15) pres de ses points d’équilibre. Le comportement du systeéme
non linéaire (1.15) pres d’un point d’équilibre hyperbolique () est qualita-
tivement déterminé par le comportement du systeme linéaire.

X = AX, (1.16)

avec la matrice A = D f (xg), proche de l'origine. La fonction linéaire AX =
D f(xg)x est appelée la partie linéaire de f en x.

Définition 1.16 [11] Considérons le systéme non linéaire (1.15). Le systéme

X = AX = DF (20, 10) (1.17)
est appelé Linéarisation de (1.15) en (xq,yo) ;
or or
ot DF (z9,y0) = Jy, = ngQ g& est la matrice jacobienne associée au
oxr Oy

champ de vecteurs x au voisinage d’un point critique (xg, yo).

Remarque 1.7 La linéarisation d’un systéme différentiel nous ameéne a [’étude
de la nature des points critiques.
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Stabilité du point d’équilibre

Nous allons étudier la stabilité des points d’équilibres. Le probleme qui
se pose alors est de savoir si ces points d’équilibres sont stables ou non. Il
existe de nombreuses notions de stabilité pour les systemes différentiels non
linéaires. Nous étudions ici la stabilité au sens de Lyapunov :

Définition 1.17 - On dit que (xq,yo) est un point d’équilibre stable au sens
de lyapunov si et seulement si :

Ve > 0,30 > 0,[[(z,y) = (w0, 90)[| <0 =Vt >0,[|X () = Xol| <e.

- On dit que (xg,yo) est un point d’équilibre asymptotiquement stable si et
seulement st :
(%0, y0) est stable et,

lim || X () — Xo|| = 0.

ot : X(t) = (F(ws, y1), G(we,u1)) et Xo = (F (20, 0), G(0,%0))-

Théoréme 1.18 [5] Soit (xg,yo) un point d’équilibre pour le systéme 1.1/

(i) Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne DF (xg,vo) ont
des parties réelles négatives, alors le point d’équilibre (xq, yo) est asymp-
totiquement stable.

(ii) S’il existe au moins une valeur propre de DF(xo,vo) avec une partie
réelle positive.

Alors le point d’équilibre (xq, o) est instable.

(111) Si DF(z0,Y0) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives
et d’autres avec des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur
la stabilité du point d’équilibre (¢, o).

Classification des points singuliers selon la trace et le déterminant
de la matrice J,

Le flot de (1.1) au voisinage d'un point singulier (g, 7o) est classé selon les
valeurs propres de la matrice J, ((xg, yo)) son déterminant, ainsi que sa trace.
Les valeurs propres de .J, sont des solutions de I'’équation caractéristique

N —tr(J )X+ det(J,) =0

avec

(1.18)
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La nature des valeurs propres dépend du signe du discriminant
A = (tr(Jy))? — 4det(J,)

Trois cas se présentent :

Premiere Cas : A =0;
On a alors \; = Ay = A, c'est -a-dire det(J,) = A\* > 0 et tr(J,) = 2\ . Par
conséquent, si la trace est positive (A > 0), on a un nceud dégénéré instable
voir figure (1.10).
si la trace est négative (A < 0), on a un dégénéré stable, voir figure (1.11).

FI1GURE 1.10 — Nceud dégénéré Ficure 1.11 - Noeud dégénéré
instable. stable.

Deuxieme Cas : A > 0;
On a alors deux valeurs propres réelles distinctes. donc

i) det(Jy) < 0: A et Ag sont de signe opposé, l'origine est un col, voir
figure (1.12).

ii) det(Jy) > 0et tr(J) > 0: A, A2 > 0; lorigine est un neeud instable,
voir figure (1.13).

iii) det(Jy) > 0 et tr(J) < 0: A, Ay < 0; lorigine est un noeud stable,
voir figure (1.14).

16
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=8
Ve

FIGURE 1.12 — Un col. FIGURE 1.13 — Neeud instable.

FIGURE 1.14 — Neeud stable.

Troisieme Cas : A <0;
On a alors deux valeurs propres complexes conjuguées A1 o = a + i3, c’est
-a~dire det(J,) = o® 4+ % > 0 et tr(J,) = 2a.

i) tr(Jy) < 0, origine est un foyer stable, voir figure (1.15).

ii) tr(J,) > 0, lorigine est un foyer instable, voir figure (1.16).

iii) ¢r(Jy) = 0, l'origine est un centre, voir figure (1.17).
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l/ﬁ + _i\ \1

/ NN

F1GURE 1.15 — Un foyer stable. FI1GURE 1.16 — Un foyer instable.

@)

(@) )]
=/

FIGURE 1.17 — Un cercle.

Exemple 9 Considérons le systéme :

{izﬂ%wzxﬂ—@— -,

1+z

(1.19)
y=Gz,y) =y(z+1-1Y),

La matrice Jacobienne du systéme (1.19) est :

or or
_ | ox 0
7= b6 b6
or Oy
o OF 0
_ 9 oYY
e = (s0-0- L)
(Bt 1l-y)(d4a) - (—2P+ o —ay)
(1+a)°
28437ty -1
(z+1)

18



1.4. Flot

2w = 5, ((+1-7)

Y
- v(1+3)-

3 0= g (v (+1-))

(22 + x — 2y)

- 2
2
:x—l—l——y
x

Pour trouver les points critiques on va résoudre le systéme d’équation :

=0,
A
y =0,

( "L‘y
=0, z(l—2x)— =0,
A e L 1+z
y=0, yx+1-2=0,

302
i =0, avec x# —1,
1+
SR A
yx+1-2 =0,

= A
y = vV o (r+1-%)=0,
_ —1+45 _ —1++5
o 2 2
r=1 VvV y=0,



1.4. Flot

donc les deux points critiques sont A = (1,0) , B = (0.61,0.61) pour obtenir
la matrice jacobienne dans chaque point d’équilibre on va remplacer chaque
couple (z,y) Par ¢a valeur.

la matrice jacobienne dans A = (1,0) est donne par :

Ja - ( s ) (1.20)

et la matrice jacobienne dans B = (0.61,0.61) est donne par :

Jg = ( _01'47 _8'5’8 ) (1.21)

maintenant, pour étudier la stabilité au voisinage du points d’équilibres il faut
calculer les valeurs propres de la matrice jacobienne.

1) Pour la matrice Jy :
Ja — A3 =0 ce qui implique que :

(—1-N(1-X\)=0

alors on a deux valeurs propres

A= —1,
A =1,

un vecteur propre associ€¢ a X = —1 :

ona Jg X =-X cwecX:(z) donc :

{ —r—1/2y = —x,
Yy=-Y,

par conséquence : (x,y) = (1,0) est un vecteur propre associés a A = 1.

Onadsy X=X avecX:(;j) donc :

{ —x—1/2y ==z,
Y=y,
Donc : (x,y) = (=1/4,1) par conséquence : le point critique A = (1,0)
est un point de selle.
2) Pour la matrice Jg :

De méme maniere pour la matrice Jg :

on trouve : les valeurs propres sont : A = —0.73 £ 0.551.
le point B = (0.61,0.61) est un foyer stable.
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1.5. Courbes invariantes

1.5 Courbes invariantes

Pour les systemes différentiels, les parties invariantes jouent le méme role
que les connexes en topologie élémentaire : on restreint un flot a une par-
tie invariante comme une application continue a une composante connexe,
I’étude sur chaque composante est indépendante des autres. Elles jouent un
role important dans I'intégrabilité des systemes différentiels polynomiaux.

Définition 1.19 [1] Soit f : Q2 C R* — R une fonction de classe C' dans
Uouvert Q2. L’ensemble

Cr={(z,y) € Q/f(z,y) =0}

est dit courbe invariante s’il existe une fonction k(z,y) de classe C' dans ,
appelée co-facteur, qui satisfait la relation suivante :

) 20,0 + G ) = M) fy) (122
pour tout (x,y) € Q.

Remarque 1.8 [6] L’identité précédant peut étre écrite sous la forme sui-
vante :

VIF =kf (1.23)
ot F((z,y)) = (P(z,y),Q(z,y)), Vf est le vecteur gradient de f(z,y),c-a-

d, Vf((z,y)) = (%(x,y), 8—£(x,y)) et 7.7 désigne le produit scalaire. Nous

0 /
désignons par 8_{ ou [ la fonction Vf.F sur l’ensemble des solutions du
systéme (1.1).

Définition 1.20 [6] Une courbe invariante Cy est dite algébrique si f(x,y) €
Rz, y] et elle est invariante pour le flot du systéme (1.1) dont le cofacteur
k(x,y) est toujours un polynome de degré deg k(z,y) <n — 1.

Définition 1.21 [6] Une courbe invariante U(z,y) = 0 est dite algébrique
de degré n si U(x,y) est un polynome de degré n ; si non on dit qu’elle est
non algébrique

Proposition 1.1 [6] Soient f(x,y) = 0 et g(z,y) = 0 deuz courbes algébriques
invariantes du systéme (1.1) de cofacteurs respectifs ky(z.y) et ky(x,y) res-
pectivement, alors le produit (fg)(z,y) = 0 est aussi une courbe algébrique
invariante du systéme (1.1) dont le cofacteur est k¢(z.y) + kq(x,y).
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1.5. Courbes invariantes

Preuve 1 On a :

R ?ﬂ+@«i+€§ﬂ
— PG+ Q5+ FPEE Q5
ce qui implique —
PO+ Q0 = gkt + 1y

car f(x,y) = 0 et g(x,y) = 0 sont deux courbes algébriques invariantes du
systeme (1.1).
Par conséquent,

dfg dfg

(+Q

d’ot le produit (fg)(z,y) = 0 est une courbe algébrique invariante du cofac-
teur ke(x,y) + kqg(x,y).

) fg(Kf+Kg)7

Théoréme 1.22 [8] Considérons le systéme (1.1), v(t) une orbite périodique
de période T et supposons que f : U C R? — R une courbe invariante telle
que v C {(z,y)/f(z,y) =0} et k(z,y) est le cofacteur de la courbe inva-
riante. Supposons que V f(p) # 0,Vp € ~. Alors,

/ k(v (8))dt = / div(~(1))dt.

Remarque 1.9 La supposition V f(p) # 0 signifie que f ne contient pas des
points singuliers.

Exemple 10 On considére le systéme :
i=F(v,y) =2 +y* +y—1,
Vicatnate -2
posons :
Ur,y) =2* +y* — 1.
on a :

oU oU
Fa—x(x,y) —|—G%(x,y) = 2z (x2+y2+y— 1) + 2y (x2—|—y2 —x— 1)

(2z + 2y) (ZL‘2 +y? — 1) + 2xy — 2y
(22 4 2y) (2* +y* — 1)
= K(z,y)U(z,y).

d’aprés (1.22) : U(x,y) est un courbe invariante et K(x,y) = 2x + 2y est le
cofacteur du systéme (1.24).

22
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Exemple 11 [1] Considérons le systéme a deux paramétres quintique :

T = F5(l‘,y),
{ y = Gs(z,y), (1.25)

ol
Fy(z,y) = v+z(2* +y* — 1) (ax? —4bry +ay®) + (2> +97) (=22 + 2y + 2* + 21?),
et

Gs(z,y) = y+y(2®+y* —1)(ar® —dbzy+ay?) + (* +y°) (=22 — 2y +y* +2°y),

dans lequel a € R et b € Rx
posons U(x,y) =2 +y*—1=0, on a :

Rg—g(x,y) = 2v[z+a(®+y* —1) (ar® — dbzy + ay®)]
+ [(x —|—y)( 27 + 2y + 2 +xy)}
oUu
G5a—y(:v,y) = 2y [y +y (1’ + 9 1) (CL[BQ — 4bxy + ayz)]
+ 2y[(x —I—y ( —2y+y3+x2y)]
On pose :
A= (2% +y7)
B=(2*+y*-1)
oUu ou o
Alors F5%(x, y) + G5a—y(x, y) devient :

22% 4 22° B (ax® — 4bxy + ay?) + 2A (=222 + 22y + x* + 2%y?)
+2y? 4+ 2y? B (ax?® — 4bzy + ay?®) + 2A (—2xy — 2y* + y* + 2%y?)
= 2AB (ax?® — 4bxy + ay® + 2% + y? — 1)

=2AB[(a+1)2* — 4bzy + (a + 1) y* — 1]

=2ABP;,.

Donc (71) = 22 +y?> — 1 = 0 est une courbe invariante pour ce systéme
associée avec le cofacteur :

K(xz,y)=2 (ac2 + y2) Py (z,y) (1.26)

tel que
Py (z,y) = (a4 1)z — dboy + (a + 1) y* — 1.
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Chapitre 2

Intégrabilité et cycle limite
d’un systeme différentiel

2.1 L’intégrale premiere des systemes différentielles

La notion d’intégrabilité pour un systeme différentiel est basée sur 'exis-
tence d’intégrales premieres, donc la question qui se pose : Si on a un systeme
différentiel, comment connaitre s’il a une intégrale premiere? ou si on a
une classe des systemes différentiels dépendant de parametres, comment
déterminer les valeurs des parametres pour lesquelles le systeme a une intégrale
premiere 7 Malheureusement ces questions n’ont pas de bonnes réponses.

Définition 2.1 ( Intégral premiére ) [6] Le systéme polynomial (1.1) est
intégrable sur un sous-ensemble ouvert U de F? s’il existe une fonction non
constante H : U — F |, appelée premiere intégrale du systeme sur U , qui
est constante sur toutes les courbes de solution (x(t),y(t)) de systéme (1.1)
contenu dans U ; soit H(x(t),y(t)) = cste pour toutes les valeurs de t pour
laquelle la solution (z(t),y(t)) est définie et contenue dans U. Clairement H
est une intégrale premiére du systeme (1.1) sur U si et seulement si :

F((e,5) D (o) + Gl(a,9) o (,9) =0

sur U.

Définition 2.2 On dit que le systéeme (1.1) est intégrable sur U (U est un
ouvert du plan) s’il admet une intégral premiére sur U.
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2.1.1 Orbite périodique

Définition 2.3 [5] La solution v(t) = (x(t),y(t)) du systéme différentiel
autonome (1.15) est dit périodique s’il existe T' > 0 tel que :

z(t+T) =x(t),
{ y(t+T) = y(b). vVt € R+ (2.1)

T est alors sa période. Dans le plan des phases une solution périodique est
représentée par une courbe fermée, (Orbite périodique).

Définition 2.4 soit :

Yy = \I]2<t)7

Une solution périodique du systéeme (1.15) et v la courbe représentative de
cette solution, on dit que 7y est une solution périodique isolée si :

36 > 0,YM dans le plan des phases : d(y, M) < 0.
alors il n’existe pas d’autre solutions périodiques passant par M.

{ v =V(b), (2.2)

Exemple 12 L’oscillateur harmonique est régi par l’équation différentielle
i+ w?z = 0.

Cette équation équivaut au systeme :

{ L=y, (2.3)

= —wr.
Ce systéme s’integre facilement puisque

dy 5T
A 2.4
Yy (2.4)

ce qui donne pour ensemble de solutions
v +uwiat=C (2.5)

Autrement dit, ce systéme posséde une famille continue a un paramétre de
solutions périodiques représentées dans le plans de phase par des ellipses.
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2.2 Cycle limite

Définition 2.5 Un cycle limite du systeme (1.15) est une trajectoire périodique
isolée dans l’ensemble de toutes les orbites périodiques de ce systéme.

Remarque 2.1 La représentation géométrique d’un cycle limite dans le plan
de phases est une courbe fermée réguliere, qui entoure au moins un point
d’équilibre.

Les cycles limites apparaissent seulement dans les systemes différentiels non
linéaires.

Exemple 13 Soit le systeme :

i =—y+ax(l—a®—y?),
{ y=x+x(l — 22 —y?) (2.6)

7T T

/ i
e = e

=7 & - =
-

_ AR
35 4 o5

FIGURE 2.1 — Cycle limite du systeme (2.6) .

Théoréme 2.6 Tout systéeme polynomial (1.1)a au plus un nombre fini de
cycles limites dans R?.

Preuve 2 voir : [6]

2.2.1 Cycle limite algébrique

Définition 2.7 [12] Si un cycle limite est contenu dans une courbe algébrique
du plan, on dit que c’est algébrique, sinon on parle de non-algébrique.
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2.3 Existence et non-existence de cycles li-
mites

2.3.1 Criteres d’existence

Théoréme 2.8 (Premier critére)[10] On considere le systéme (1.1) F et G
sont définies dans le sous-ensemble ouvert w de classe C*, tel que (z(t),y(t))
une solution périodique de période T', associée a ce systeme.

Supposons que U = U(x,y) est une solution C' du l’équation linéaire au
dérivée partiel :

Fle) 5 @)+ G o) 5 (00) = K (e Uey) () €U
(2.7)

ot le cofacteur K : w — R est une fonction de classe C* vérifiant :

/0 K ((t), y(8))dt # 0

alors la trajectoire fermée : v = {(x(t),y(t)) € w : ¢t € [0,T]}, est contenu
dans : ¥ = {(z,y) € w: U(z,y) = 0}, ety n’est pas contenu dans un anneau
circulaire. De plus, si le champ de vecteurs x est analytique, alors v est un
cycle limite.

Théoréme 2.9 (Deuziéme critere)[10] Considérons le systéme (1.1) et sup-
posons que :
1) F,G de classe C';
2) U =Ul(z,y) de classe C* solution de I’équation linéaire auz dérivées
partielles

ou oUu oF 0G
FE e = (L
Ox +G8y (8x * dy

sty est un cycle limite du systeme (1.1), alors vy est contenu dans

Y ={(z,y) €w:U(x,y) =0}

WU

2.3.2 Criteéres de non existence

Théoréme 2.10 (critére de Bendizon) [5] Dans une région du plan de
phases, la quantité :

oF 0G

or oy
garde un signe constant, il ne peut y avoir des orbites fermée dans ce domaine
du systéeme (1.1) : Donc le systéme (1.1) n’admet pas de cycle limite.
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Théoréme 2.11 (Formule de Green-Riemann) Soit K un compact de R?
dont la frontiere OK est constituée d’une réunion finie de courbes de classe
C. On oriente la frontiére de K de sorte que en parcourant la frontiére dans
le sens de I’ omentatzon K soit constamment sur la gauche.

Soit de plus M (F,GQ) un champ de vecteurs C* par morceaur sur K. Alors

oG OF
Fdx + Gd :// (———)dmd. 2.8
/BK v=[ | (5-5,) dado (2.8)

Démonstration 1 Supposons que v : X = X(t), 0 <t < T, est une
orbite fermée du systéme (1.1) contenue dans C, et que D désigne l'intérieur
du vy, il s’en suit de la Formule de Green-Riemann que

// (a—F + 8—G) dady = 7{ (Fdy — Gdz)

- /0 ' (Fdy — Gdz)

T ! !
:/ (Fy—Ga;)dt
0
T
:/ (FG — GF)dt
0

donc lintégrale vaut 0, et si div(F,G) est non identiquement nulle et ne
change pas de signe dans D, alors il s’en suit de la continuité de champ de
vecteurs (F,G) dans D que lintégrale double précédente est soit positive ou
négative. Dans tous les cas, cela conduit a une contradiction.

Donc, il n y a pas de cycles limite de (1.1) entiérement contenu dans C.

Remarque 2.2 Le théoréeme a été formulé et prouvé pour les fonctions vec-
torielles dans R2.

La méthode la plus connue pour prouver la non-existence de cycles limites
de maniere simple est la méthode Bendixson — Dulac.

Le critere de Bendixon est un cas particulier du critere de Bendixon-Dulac
comme le montre le théoreme suivant :

Théoréme 2.12 (Critére de Bendizon-Dulac) [11] Soit le systéme différentiel
polynomial (1.1) et soit la fonction B(x,y) de classe C sur un domaine sim-
plement connexe C de R?. Si la quantité

aF oG

est non identiquement nulle et de signe constant sur C, alors le systéme (1.1)
n’admet pas de cycle limite dans C'.
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2.3. Existence et non-existence de cycles limites

Démonstration 2 Sans perte de généralité, supposons qu’il existe une fonc-

tion B(x,y) telle que
OBF 0BG

+ PR
ox dy
dans une région simplement connexe C'. Soit v une trajectoire fermée du

systeme autonome dans C'. Soit D ['intérieur de y. De la formule de Green,
il s’en suit

/ / <aB F aByG) dady = 7{ (BFdy — BGdz)

= /OT (BFy/ — BGm/> dt (2.11)

T
= / (BFG — BGF)dt
0

> 0 (2.10)

=0
C’est une contradiction, alors il ne peut y avoir une telle trajectoire fermée
7.

Le théoreme de Poincaré — Bendixson permet de montrer I’existence de
cycles limites sous hypotheses pratiques.

Théoréme 2.13 (Théoréme de Poincaré-Bendizon)[3]
Soit fi(z,y), fo(x,y) et h(z,y) des fonctions C* dans un domaine simplement

dfih  0fah
connecté w C R? tel que ‘afl + gz ne change pas de signe dans w et
L Y
disparait au plus sur [’ensemble de mesure zéro. Le systéme
r_
{ x/ - fl(‘r?y)) (212)
Yy :fQ(x7y)7(xay) cw

n’a pas d’orbites périodiques en w
Selon le théoréme de Poincaré-Bendixson, on peut prendre le quasi-différentiel
suvant équation

oh oh Ofi  0f

ou h est une fonction de Dulac.

Théoreme 2.14 Considérons le systéme suivant :

t=x(go(x)+ g1 (x)y),
{ =y (ho () + b (2)y), (z.y)> 0. (2.14)
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2.3. Existence et non-existence de cycles limites

(zg1) ()
91 ()

admet une fonction du Dulac définie par :

1
h= RO (2.15)

St c = —hg+ go + 9oz — 9o < 0 alors le systeme de Kolmogorov

et il n’admet pas des orbites périodiques dans l’intérieure de premier qua-
drant.

Preuve 3 Considérons le systeme (2.14), posons ¢ = —hg + go + TGoz —
’ 1
90—(3:91) (z) alors : h = ————— en suit :
g1(x) g1 (2) y
h _ g (2)y* +ayg (x)
O (291 (2) y?)°
Oh — 2zgi(z)y

Oy (xg: (2)y?)’

oh L oh _ o Aoy [0 @) Y+ ayg (@)
fi 2 oy (90 (z) + g1 (2) y) ( (20 (2) 1) )

oy (ho (@) + b (2)y) (—%)
I 201 (2) + zg; (x)]

= ——— = (9@ +aq(x)y) xy

g1 () | zy*g1 (2)
AT :(h(]( )@y = ]
~ g <1a:> A (gi)é)(x) — g (2) = 2yg; (z) = 2ho (x) — 2ha (2) y]
= m -—xgo (z) 31 Eii —y(zg1),y — 2ho (z) — 2Ry (x) y]

Alors :

(e (% +22)) = o) 22—y a9, 20 () -2 (0,

En suit, si h = h(w) ot w = g (z)y?* et d’apres (2.14) :
oh , , Ow ow, oft | 0fs
8_w(f16_x+f28_y>_h(c (Ox + 8y)> ; (2.16)
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2.3. Existence et non-existence de cycles limites

Ow Ow g (x)

the, + g = g Dho () +2h 2

et frg—+f2 A (x) o) Y (2g1), y+ 2ho (z) + 2y (z) y)g(2)y?, en
, oh _ b 11 1

OIS G T T N T O T g T g

2.3.3 Stabilité du cycle limite

Proposition 2.1 [11]
e Un cycle limite est dit attractif ou stable s’il existe un voisinage de ce
cycle tel que toutes les trajectoires issues de ce voisinage tendent vers
ce cycle, lorsque t tend vers +o0.

o

FI1GURE 2.2 — Cycle limite stable.

e Un cycle limite est dit répulsif ou tnstable s’il existe un voisinage de
ce cycle tel que toutes les trajectoires issues de ce voisinage s’éloignent
de ce cycle, lorsque t tend vers +o00.

F1GURE 2.3 — Cycle limite instable.

e Un cycle limite est dit semzi-stable s’il existe un voisinage de ce cycle
tel que toutes les trajectoires issues de ce voisinage tendent vers ce cycle
d’un coté de ce dernier et s’en €loignent de [’autre coté, lorsque t tend

vers +00
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2.3. Existence et non-existence de cycles limites

FI1GURE 2.4 — Cycle limite semi-stable.

Le résultat suivant, donne une formule pour distinguer la stabilité d’un cycle
limite

Théoréme 2.15 [11] Soit v(t) une orbite périodique du systeme (1.1) de
période T.
Alors v est un : cycle limite stable si

/T div(y(t))dt < 0.

et v est instable st

/ " dio(y ()t > 0.

1l peut étre un cycle limite stable, instable ou semi-stable ou peut appartenir
a une bande continue des cycles si

/OT div(y(t))dt = 0.

avec

. or 0
div(a,y) = 5+ 52

Remarque 2.3 Lorsque la quantité fOT div(y(t))dt est différente de zéro, on
dit que le cycle limite est hyperbolique.

Exemple 14 Considérons le systeme différentiel suivant :

b= —yta(l-a— g,
{y':x+x(1—x2—y2). (2.17)
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2.3. Existence et non-existence de cycles limites

Le passage du coordonnées cartésiennes (x,y), auz coordonnées polaires (x =
reost,y =rsinb, tan = %) permet de résoudre le systeme (2.17) :

dr  Ox & Oz 00

t t 0
RN
Y70 " orot T a00t
Cela veut dire que :
Fcosf —Orsind = —rsinf(1 —r?),
Fsinf 4+ 0rcos = rcos+rcosf(1—r?).
On obtient le systéeme :
dr 3
— =r =7
g (2.18)
1
dt
le systeme (2.18) équivalent a l’équation suivant :
d
d—g =r—7
donc :
F—r=—r (2.19)

C’est une équation de Bernoulli. On divise 'équation (2.19) par r3, on ob-

tient :

R (2.20)
On pose :
z=r"2

On dérive, pour obtenir :

dz o—3;

— = =2r°r

do
Ce qui implique que :

—z—2z=-2

C’est une équation différentielle linéaire en z et Z non homogeéne pour résoudre
cette équation, on cherche la solution homogene pour résoudre cette équation.
On considere I'équation homogene associée

dz
—@—22—0
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2.3. Existence et non-existence de cycles limites

On se rameéne a une équation a variables séparées

d

= odp

z
En intégrant, on trouve

Inz = —-20+¢
2(0) = coe®
tel que
o = €%t

On wutilise la méthode de la variation de la constante arbitraire, on obtient
2 (0) = cpe™

En dérivant, on trouve

d /
d—; = 2% + 026729
On substitue z et 2 dans (2.18), on aura
—2 = 27y (0) — cre? — 200
= —e %, (0)
Ce qui implique
¢y (0) = 2%

donc
e (0) =e* + ¢

On revient a la solution, on trouve

2(0) = e ¥ (¥ +¢)

= 1+ce®
On a, d’apres ce qui précede
1
z = ﬁ
ce qui implique
1
r? = =
z
B 1
 1l4ce
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2.3. Existence et non-existence de cycles limites

On revient aux coordonnées cartésiennes
2 1

1+ 0672 arctan(%)

s 2t 4P — ! =0
1 _}_Ceanrctan(g)

pour ¢ = 0, dans le plan de phases, c’est le cercle d’équation x*> +y*> —1 =0
et c’est un cycle limite. les autres solutions s’obtiennent par intégration du
systeme. Lorsque t —> oo toutes ces solutions s’approchent du cycle limite.
Dans cet exemple, on a

v (t) = (cost,sint)" , div (F,G) = 2 — 4z — 4y (2.21)

et
2 2w
/ div (7 (t)) dt = / (2 —4cos®t — 4sin’t) dt = —4n
0 0

Puisque f027r div (v (t))dt <0, le cycle limite ~y (t) est stable.

A\

FIGURE 2.5 — Le cycle limite de de systeme (2.17) .
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Chapitre 3

Sur deux classes de systemes
différentiels planaires

3.1 Systemes différentiels a cycles limites ex-
plicites non algébriques

Dans cette section on expose et étudier une classe de systeme de degré
trois.Etudier dans l'article de Rebiha BENTERKI, Jaume LIBRE, sous titre

”Polynomial Differential systems whith explicit non-algebraic limit cycles”
Publier dans le journal : Electronic-Jornal-of-differential-equation, vol 2012.

Théoréme 3.1 [12] On considére le systéme différentiel polynomial .

t=xt(y—o) (@ —wy+y?),
{y:y—(y+x)(x2—xy+y2)‘ (3.1)

le systeme (3.1) admet un unique cycle limite non-algébrique dont ['expres-
siton en coordonnées polaires donnée par :

r(0) =e’\/r2 — f(0), (3.2)
2 —2s
oU Ty = 62”\/;( ™) et f(0 4f0 mds

De plus, ce cycle lzmzte est hyperbolzque stable.

Preuve 4 Le systéme différentielle (3.1) en coordonnés polaires (r,0) définie
par v =rcost) et y =rsinf avec tant = £ devient :

dr  OxOr aac 00

ERIN

dt — or ot 60 ot
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3.1. Systemes différentiels a cycles limites explicites non algébriques

cela veut dire que :

{ i cosf — Orsinf = rcos 6 + (rsin — rcos 0)(r2(1 — cos #sin ) (3.3)

7sin @ + 0r cos § = rsinf — (rsin 6 4 r cos 0)(r2(1 — cos O sin 6))
(3.1) devient : :

7 = rcos’d+r®cosf(sinf — cos#)(1 — cosfsinb)
+ rsin®f — 7 sin O(sin 6 + cos §)(1 — cos O sin 6)
= r+7*(1 —cosfsinf)(—1)

1
= r+ §(sin(20)) —2r®,
et :

—7cos 0 sin 0 +7“9' sin?@ = —r cos fsin § — r3(sin® § — cos Osin #)(1 — cos O sin 0)
7 cos @ sin @ + rf cos® @ = r cos @ sin @ — r3(sin 6 cos @ + cos? ) (1 — cos sin 0)

0 = —r(1—cosfsinb)

|
& 0= 5r2(sin(26') —2).

alors le systéme (3.1) devient :

F=r+ % (sin (20) — 2) r3.
{ 0 = 3r?(sin20 — 2). (3-4)
on prend la variable indépendant le coordonné 0, ce systeme devient :
dr r+ % (sin (20) — 2) r?
do 12 (sin26 — 2)
_ %7’ [2 + 7% (sin 20 — 2)]
%T [r (sin 20 — 2)]
dr 2
a9 " T (sin20 — 2) (3:5)
Ce qui implique que :
) 1 2
rE T G2 —2)
alors : 5
) -
T T (sin20 - 2)
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3.1. Systemes différentiels a cycles limites explicites non algébriques

alors :
4

2r7 — 2r* = ————
(sin 20 — 2)
On pose que :

z=1"= =27
Pour résoudre cette equation on va chercher les solutions de [’équation ho-
mogene et la solution particuliere associée :

1) - L’équation homogéne associée a ce systéme est :
—z2—22=0

donc :

20

zn (0) = cre ca €R.

2)- Solution particuliére :
On va appliquer la méthode de variation de la constant , ie : On cherche une

solution sous la forme
20 (0) = c1 (0) %,

On va cherche a quelle condition zy (0) est une solution de (4) : On a :

{ 20 (0) = c1e?,
2(0) = c1(0) (2*) + e*¢q (6).

On sait que :
4
P Y A
“T T (sin20 — 2)
la somme des solutions donne :
. 4
c1 (0) (2620) + ¥y (0) — 2c1” = m
4
s (0 20 _
& ale =gy
' 46—29
T
on integre et on trouve :
0 e—2s
0)=4 | ———d 3.6
1 (0) /0 sin (2s) — 2 (36)

donc :
—2s

6
6 :429/ g
() =47 | e =
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3.1. Systemes différentiels a cycles limites explicites non algébriques

6—25

o
0) = ;e 420/ d
2 (0) = cre”” + 4e | Sin(25) = 2 s

20 | 2 e
_ R
e {TO /0 (2 — sin 2s) S]

on sait que z = r* = r = \/z et alors :

0 —2s
_ om0 ] €
r(0,ry) =vVz=¢e \/7"0 4/0 @ s 25)d8' (3.7)

r(0,r0) = vz =e"\/r2 — f (). (3.8)

0 28

il est triviale de vérifier que l'unique point d’équilibre de systeme différentiel
(3.1) est lorigine.

donc :

avec

* Une solution de l'équation (3.5) est ro = 1., ot 1, est définit dans
I’énoncé du théoréme (3.2). Alors si r(0,1,.) > 0 pour tout 6 € R, nous au-
rons r(0,r.) > 0 serait une orbite périodique, et par conséquence il est cycle
limite. On va chercher r, qui vérifie I'équation : r (2w, 1) = 1.

r(2m,ro) =19 (3.9)

¥y Jr2 — f(27) = 1o

T ¢t ¢

3
o
I
®

v
)
5
—
S
N
|
s
—~
s
~—



3.1. Systemes différentiels a cycles limites explicites non algébriques

alors :
0 6—25 27 —2s 0 6—25
) — = 4| = 5w %| 4 5Tess
f(2m) = f1(0) UO 2—5in(23)d8+/9 2—sin25d8] /0 > —sinas
27 6—25
f<27T) - f(@) - / — sin 2s

¢’V f (2m) = £(0)

—2s

ds

\/ / 2 — sin2s

60\// e—,ds
9 2—sin2s

e
t I a—
et comme 5 i 2s >0
alors r(0,r,) >0
dr (2, rg) d 5 5
SAem e 2 m — (2
d’l“o d?"g (6 TO f( ﬂ-)
. d
= ¢? d_ro( rg—f(27r)>
B o 2T0
2 — f(2m)
_ 6271' 70
f(2m)
Pourrg=r,
o [T
— 27 647T —1
4”f ( )
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3.1. Systemes différentiels a cycles limites explicites non algébriques

On a :

)7 = (ET0)
= (21 (0))

n’est pas algébrique, a cause de l'expression e*’r?. Plus précise, en coordonnés
cartésienne la courbe définit par ce cycle limzte est :

22 4 y? =12,
tanf = £
donce :
arctan% —2s
ZL‘2 +y2 _ eZarctan(%) (ri . 4/ e ‘ d3>
0 2 —sin2s

2 arctan (

& fry) =2>+y*—e

b e
S~—
/N
=
* N
|
B
o\
g
S
&
=
& ke
[\
N
) |
5 %
DO
)

QL
v
I
(@)

on va dériver f(x,y) par rapport a x :

af _y ” arctan ¥ =28
= - 9y _9__z 2 arctan 2 4/ d
Ox v 2¢ (T* 0 2 _sin2s

+
v 672 arctan %
2 arctan
ﬂ 2 — sin 2 arctan £

IE

arctan% 6—25
= 2$+x2+y g2arctan 3 rf—4/ —2—sin23ds
0

4y
(22 + y?) (2 — sin 2 arctan )

I@

le courbe (rcosf,rsin®) dans le plan (x,y) avec :

r(0) = e\/r2 — f(0)

*

est non-algébrique.
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3.2. Une classe de systeme de kolmogorov

FIGURE 3.1 — Le portrait de phase dans le disque Poincaré du systeme (3.1).

3.2 Une classe de systeme de kolmogorov

Dans cette section on expose notre résultat sur I'intégrabilité et non exis-
tence des cycles limites de systeme de komlogorov suivant. On dit qu'un
systeme différentiel est de kolmogorov s’il est de la forme :

{ &=z (F(r,y)),
y=y(G(z,y)).

( F(z,y)
p=a | Py + R,y @@y |

Foy) (3.10)

y=y Q(%y)ﬂLR(I,y)eG(%y)

avec : n, 0, m sont des entiers positives et P (z,y),Q (x,y), R(z,y), F (z,y),G (x,y)
des polynomes homogenes de degré n,n, d, m, m respectivement,
avec :h (0) = sinfcos 6 (Q (cosf,sin ) — P (cosf,sin b)) .

Théoréme 3.2 Considérons le systéme (3.10), les assertions suivantes sont
vérifiée :
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3.2. Une classe de systeme de kolmogorov

(i) Sih(0) # 0, pour§ € [0,5] et 6 —n # 0 et G(z,y) # 0, alors le

systeme (3.10) admet un intégrale premiére :

n+9 arctan ¥ ( )
o) = @+7) 2 e (— o) md>
— (n+9) /:rC o exp (— (n+96) ) %ds) %dv.

ot Oy € [0,5]. De plus, le systeme (3.10) n’admet pas de cycle limite a
l"intérieur du premier quadrant du plan.

(it) Si h(0) # 0, pour @ € [0,Z] et 6 —n =0 et G(z,y) # 0, alors le
systeme (3.10) admet une intégrale premiére :

L(z,y) = (2% + 1) exp (— /0t (%du + %) du> .

ot 0y € [0, 5]. De plus, le systeme (3.10) n’admet pas d’orbite périodique
a lintérieur du premier quadrant du plan.

(111) Si h(0) =0, pour toute 6 € [0,27] et G(x,y) # 0, alors le systéme
(3.10) admet une intégrale premicre : T'(z,y) = £. De plus, la systeme
(3.10) n’admet pas de cycle limite.

Preuve 5 Pour démontrer notre résultats, nous écrivons le systéme différentielle
(3.10) en coordonnés polaires (r,0) définie par x = rcosf et y = rsiné on a.

F(cosf,sin0)
G(cos B, sin 6))
F(cosf,sin0)

G/(cos 0, sin 0))

cosf —Orsinf = rcosf (r"P(cos 0,sin 0) 4 r° R(cos #, sin f)e

isinf + frcosf = rsinf (T"Q(cos 0,sin 0) 4 r° R(cos #, sin f)e

donc :
i = 1" (cos® 0P (cos, sinf) + sin® 6Q (cos 6, sin 6))
F (cos@,sinf)
+ 1R (cos 6, sin ) oG (cos 0, sin 0)
6 = sinfcosf(Q (cosh,sinh) — P (cosh,sinh))r"
s01t :

f(0) = cos? P (cos 0, sin @) + sin® Q) (cos §,sin 6) ,
F (cosf,sinf)

g(0) = R (cos,sin ) e G (cost,sin0)
h(0) = sinf cosf (Q (cosf,sinf) — P (cosf,sin b)) .
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3.2. Une classe de systeme de kolmogorov

alors le systeme (3.10) devient :

{=@mreo@
6 =h(0)rm.

(a) Sih(9)#0, pourf € [0,5] et d —n+#0 et G(z,y) #0.
on prend comme une variable indépendante la coordonnée 0, le systéme
différentiel (3.11) est écrire sous la forme :

dr _fO0) . 90) s41n
a9~ h(6) " h(0)

qui est une équation de Bernoulli. On prend une nouvelle variable p =
7" on obtient I’équation linéaire : n+6 = (¢ —p)n + 6

dp [0 g
ap =) (mﬁ*m

la solution générale de I’équation linéaire (3.12) est :

o(6) = (k—l—(n+6) /Q:ea:p (—(n—i—é/v: %%) %m)

X exp ((n +9) 9 ®d3> ;

(3.11)

(3.12)

0o h(S)
Ou k € R, qui a la premiére intégrale :
n+0 y
; (x B ) ) 5 B 5 arctan 2 f(S)
y) = (2®+y7) exp (n+96) s
0o h(s)

— (n+9) /eoarctaniﬁ exrp (— (n+9) /U: %dé’) %d

Les courbes I = [ avecl € R ; sont créées par des trajectoires du systéme
différentielle (3.10) . Ces équations de trajectoires peuvent étre écrites
en coordonnées cartésiennes comme suil :

vo h(s)

exp <((n +0)) Joreens ﬁs; ds)

Donc, lorbite périodique F est contenue dans [’équation de la courbe :

2y <l+(n+5> arctanx@ggp <—(n—|—5) I fs)d8> )dv> y 2
Tty =

2

(I + ((n+8)) [ eap(—(n +0) [ £ ds) & dv)= | ™"

exp (((n +9)) J, arctan ; f(s) ds)

(A) 2 +y” =
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3.2. Une classe de systeme de kolmogorov

Mais la courbe (A) Ne peut pas contenir 'orbite périodique F et donc
pas de cycle limite contenu dans le premier quadrant de le plan, car
la courbe est réaliste le quadrant a-t-il ne contient qu’un seul point ou
aucun point sur chaque ligne droite (Ay) : y = Az pour toute A > 0.

(b) Si h(0) £ 0,6 —n = 0.

En prenant comme variable indépendante la coordonnée 0, puis le systeme

différentiel (2)
@ _ ( (6) 4 g(0 )) (3.13)
a8~ \ (@) " ho)
(

La solution générale de l’équation (3.13) est

13)
-t [ (1 20))

ou k € R; qui a la premiére intégrale

Liz.y) = (2 + ) ber (— / (J , g) du)

Les courbes L =1 avec | € R sont créées par les trajectoires du systeme
différentiel (3.10). Ces trajectoires peuvent étre écrites en coordonnés
cartésiens comme suit :

(2% + yz)% =k exp (/ejrctani (% + %) du)

Par conséquent, l'orbite périodique (X) est contenue dans la courbe :

) (4 ) — K ey ( [ (2 g )

Mais la courbe (C') ne peut contenir contient l'orbite périodique (X) et
donc pas cycle limite contenu dans le premier quadrant du plan, car
la courbe (C') dans le quadrant réaliste a au plus un point unique sur
chaque ligne droite y = A\x pour tout A > 0.

(c) Si h(0) =0 pour tout 0 € [0;2x], alors a partir de (2) il s’ensuit que
0 =0. Alors les lignes droites passant par 'origine des coordonnées du
systéme différentiel (3.10) sont invariants par le fluz de ce systeme. Par
conséquent, T'(z,y) = £ est une premiere intégrale du systeme. Puis,
puisque toutes les lignes droites a 'origine sont créées par trajectoires,
qui peuvent étre écrites en coordonnées cartésiennes comme y = Yxr ot

v € R. Donc, il n’y a pas de cycle limite.
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3.2. Une classe de systeme de kolmogorov

Exemple 15 §i :

P(z,y) = 2zy,
Q(z,y) = 6wy,
R(x,y) = 2%y + ¢°,
F(z,y) =z + 3,

ot :m=20=3m=2, le systéme (3.10) devient :

z+3

i =x02x + (2%y +y¥e—3x +06),

§ = y(6zy + (2?y + y*)e =3z +6).

et :

h(f) = sinfcosf((6r*cossinf) — (2r* cosfsin b))
= 4r?cos?fsin® 6 # 0.

de plus : § —n # 0 et G(rcos@,rsinf) # 0, alors le systéme (3.10) admet
une intégrale premier :

n+o arctan ¥ ]2 .
I (xay) = (xQ + y2) 2 exp (_ (n _|_ 5)/ r-Ccosssins )ds)
S

% 4r2c0s2(s) sin(
arctan Y 8r?cosssins
— 4] — 4] d
(n+96) /90 exp ( (n+9) /UO 120052 (s) sin®(s) 3)
cos(v) + 3

r3(cos?(v) sin(v) + sin®(v)e ~3 cos(v) 4 6

4r2c0s2(v) sin? (v)

dv.

de plus : il n’admet pas de cycle limite a ["intérieur du premier quadrant plan.
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