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Résumé

Ce mémoire a pour objectif de prouver I’existence et 1’unicité d’une solution pour le probléme
de Goursat non linéaire dans 1I’espace de Carleman, plus précisément dans 1’ensemble des fonctions
de type holomorphe-Carleman. L’idée est de transformer le probléme integro-diferentiel a un
probléme de point fixe appliqué dans une boule fermée dans une algebre de Banach définie par
certaines séries formelles composées d’une suite numérique logarithméguement convexe et qui a
des propriétés supplémentaires.

Mots clés: probléme de Goursat, point fixe, algébre de Banach, série formelle, espace de
Carleman.

Abstract

This dissertation has like aim to prove the existence and uniqueness of a solution for the non-
linear Goursat problem in a Carleman space more precisely in the set of Holomorphic- Carleman
functions. The idea is to transform the integro-differential equation into a fixed point problem in an
Banach algebra defined by the formalism of some formal power series constructed by a
logarithmically convex sequence that has some additional properties.

Keywords: Goursat problem, fixed point, Banach algebra, formal power series, Carleman
space.



INTRODUCTION

L’histoire du probléme de Goursat commence par Cauchy en 1842, ou il énonce dans [I]
les conditions de convergence d’une série formelle & 'aide des fonctions majorantes, puis il
décide d’appliquer ce principe a l'intégration par séries d’équations aux dérivées partielles.
Aprés il donne dans [I7] une théoréme d’existence et d’unicité de la solution analytique pour

les équations quasi-linéaire de la forme :

Doy = zn:AiDmu + B

i=1
Up—o = Uo(T1, ..., Tp)
Ou B, A; sont des fonctions analytiques de (n + 1) variables ¢, x1, ..., z, et de I'inconnue u

elle méme fonction des mémes variables, uy est une fonction analytique des variables x4, ..., x,,.

L’idée consiste a développer en série formelle la solution, les coefficients de cette série se-
rons obtenus a l’aide des conditions initiales et de 1’équation, en déterminant alors 'unicité.
Premiérement il étend dans|[16], paragraphe 1, ce résultat et cette méthode de démonstration

pour les systémes quasi-linéaire de la forme :

N n
Dyu; = ZZAikD”iu’f +B; pour 1<j<N
k=1 i=1

Ujlt=0 = uO,j(l’h 71;71) pour 1 S j S N

Ou Bj, Ay, sont des fonctions analytiques de (n + 1) variables ¢, z1,...,x, et de I'inconnue
u = (uq,...,uy) elle méme fonction des mémes variables, ug ; est une fonction analytique de n

variables x4, ..., z,,.

Deuxiémement, il généralise le résultat et la méthode de démonstration de [I7] pour les
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équations semi-linéaire de la forme :
Dyu = F(xy,...;xn, t,u, Dy, ..., Dy u)
U‘t:() = Uo(l’l, ,.Tn)
Ou F,ug sont des fonctions analytiques en leurs variables respectives et u une fonction de

1,y Ty

Dans le paragraphe 2 de [16], il étend le résultat et la méthode de démonstration du para-
graphe 1 pour les systémes semi-linéaire d’ordre un de la forme :
Dyu; = Fj(21, ..., xn, t, U, ...;un, Dyu, Dew) pour 1< j <N

Ujlt=0 = Uo,j (X1, ..., Tp) pour 1<j<N

Dy = Dﬂ?iuk(lgign,lngN) et Dyu = Dyt (1 << ki)
Fj,up; sont des fonctions analytiques en leurs variables respectives et u; une fonction de

t,ry,...,x, pour 1 < j < N.

Ensuite, il généralise dans [1§], le résultat de [I7] au équation semi-linéaire d’ordre quel-
conque de la forme :
DMy = Fy(xy, ..., Ty, t, D)
Dku‘tzo = uok(T1,...,x,) pour 0<k<m-—1
Ou
DAu = {D>D/u/(a, B) € A}, A est une partie finie de Pensemble

{(a,8) eN""V/]a] + B <m, (a,B)#(0,m)}

Ou F|, ugy sont des fonctions analytiques en leurs variables, et u une fonction de ¢, z4, ..., ;.

Il réduit ce probléme & un systéme semi-linéaire de premiére ordre. A la fin de méme article
[18], il généralise ce résultat et cette méthode de démonstration a des systémes d’ordre quel-

conque sans préciser la forme particuliére des équations.

Trentaine d’années aprés, Sophie Kowalowsky dans [10] généralise les résultats de Cauchy
aux systéme semi-linéaire d’ordre quelconque de la forme :
Dy = Fiy(xy, ..., xn,t, DPu) pour 1<i< N

Dfuﬂtzo = Gik(T1, .oy Tn) et 0<k<m;—1



Ou
DBy = {Dnguk/(k, a,f) € B}, B = Ui {k} x By, By est une partie finie de ’ensemble

{(a.8) e N"V/]a| + B <my, (e, B) # (0,m4) )

les fonctions F; sont des fonctions analytiques des variables t,x1,...,x,, et de y € R" ou
r = cardB, g, sont des fonctions analytiques des variables zi,...,x, et u; est fonction de

ces mémes variables et de ¢.

Elle démontre directement le résultat sans le ramener a un systéme de premier ordre, en
suivant le méme schéma de Cauchy. Des années aprés des mathématiciens comme Goursat |5,

Lednev [15], Garding [12], Persson [9], I'un généralise le résultat et la démonstration de 'autre.

Une dizaine d’années aprés, C.Wagschal dans [26], réduit la démonstration des résultats ana-
logue a ceux de Garding et Pearsson pour une seule équation de type semi-linéaire (probléme
de Goursat holomorphe, partiellement holomorphes, Gevrey-continue et Gevrey-holomorphes),
cette méthode sera traitée au cas holomorphe dans le premiére chapitre, elle consiste a trans-
former le probléme integro-différentiel & un probléme de point fixe dans un espace de Banach
défini par le formalisme des fonctions majorantes de Cauchy. En suivant le meme technique
mais cette fous ci, avec le formalisme des séries formelles dans le cas Carleman qui sera détaillé

dans le deuxiéme chapitre.

Dans le troisiéme chapitre, nous allons au dela des ces résultats et avec le méme schéma,
on montre l'existence et 'unicité d’une solution pour le probleme de Goursat holomorphe-
Carleman, c’est a dire on cherche une solution qui soit holomorphe par rapport & la premiére

variable et de classe Carleman par rapport a la deuxiéme.
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Soient o, 8 € Z™, x,y € C" ou R"
e C{X} Talgebre des séries convergentes.

e C[[X]] :Talgébre des séries formelles a coefficients dans C.

e | -] : norme
aal aan
[ ] Dgzﬁ..a o
Ty Tp™
e a=(ay, - ,q,) tel que o; € Z, pour tout t =0...n

lal =1+ + ay

e ol =qaq! -,

a # [ signifie (35,0 <i<n:a; #6;)

a < B signifie a; < ; pour tout ¢t =0...n

«

[ ] :E :x?l---l‘n

ooy
o (x.y)t= ZT

|a|=k
acN"™

v < « signifie y < a et 7 # «

viil

atf=(a1xp, 0, £ B) tel que oy, B; € Z pour tout 1 =0...

NOTATION



CHAPITRE O

PRELIMINAIRES

Définition 0.1 [21] On appelle Algébre tout C-espace vectoriel A muni d’une multiplication
vérifiant :

1. x(yz) = (zy)z

2. (x+y)z=wz+yz, z(y+2) =zy+az

3. a(zy) = (aw)y = z(ay)

pour tout x,y et z dans l’espace vectoriel A et tout scalaire «

Si de plus A est un espace de Banach de norme vérifiant

4o Myl < llzllllyll - (Ve,y € A)

on dit que A est une Algébre de Banach

Définition 0.2 [3/(Algebres des polynomes formelles)

Soit K un corps commutatif. On considére les polyndmes formels a une lettre (ou indéterminée)
X a coefficients dans K. L’addition de deux polynomes, la multiplication d’un polynéme par un
scalaire (c’est-a-dire par un élément de K) font de l’ensemble K[X] des polyndémes un espace

vectoriel sur K, ayant la base infinie
1,X, .., X" ..

Chaque polyndome est une combinaison linéaire finie des X™ a coefficients dans K, qu’on écrit

ZanX”, avec a, une suite dont tous ses éléments sont nuls sauf un nombre fini. La table de
n>0
multiplication

XP. X9 = XPHa



définit une multiplication dans K[X]; le produit

(Z apo> : (%: quq) => X" (1)

P n

ol ¢, = Z ayb, Cette multiplication est commutative et associative.

ptq=n
Elle est bilinéaire, en ce sens que

(P + P).Q =PQ+ RO
(AP).Q = A.(PQ)
quels que sotent les polynomes P, Py, Py, Q) et le scalaire \. Elle admet comme élément unité le

polyndome ZanX" tel que ag =1,a, =0 Vn > 0.
n>0
On exprime toutes ces propriétés en disant que K[X], muni de sa structure d’espace vectoriel

et de sa multiplication, est une algebre commutative sur le corps K.

Définition 0.3 [3/(Algebres des séries formelles)

Une série entiere formelle en X est une expression formelle E a, X" ou cette fois ci on ne
n>0
suppose plus nécessairement que les coefficients a,, soient nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

On définit la somme des deux séries formelles

(Z a, X") + (Z b, X") = chX", Cn = Gy + by,

n>0 n>0 n>0
ainsi que le produit d’une série formelle par un scalaire :

AD D anX") =) (Aan) X"
n>0 n>0

L’ensemble K[[X]] des séries formelles forme ainsi un espace vectoriel sur K. On note 0 [’élé-
ment neutre de [’addition ; c¢’est la série formelle dont tous les coefficients sont nuls.
Le produit de deux séries formelles se définit encore par la formule |1, qui conserve un sens
car dans le second membre il n’y a qu’un nombre fini de termes a ajouter. La multiplication
est encore commutative et associative, et bilinéaire vis-a-vis de la structure vectorielle. Ainsi

K[[X]] est une algebre sur le corps K, ayant pour élément unité noté 1 la série ZanX" telle
n>0

que ap =1 eta, =0, Vn>D0.

Définition 0.4 [2/(Algebre des séries convergentes)

Soit F' = ZanX” une série formelle, si dp > 0 tel que F' converge pour tout
n>0

X € K, tel que |X|<p



alors F(X) est une fonction holomorphe dans le disque ouvert de centre 0 et de rayon p.

lensembles des séries convergentes de K[[X]] forment une algébre noté K {X}.

Définition 0.5 [6/Fonction homogéne
Soit f: (R*)" R, ke R

On dit que f est positivement homogene de degré k si :

vt € RY, f(tx) = t"f(x) pour tout x € (R*)"

Si f est différentiable en tout point, elle est positivement homogéne de degré k si et seulement

st elle satisfait l'identité d’Euler :

Théoréme 0.1 [J/Théoréeme de Point fize de Banach
Soit (E,d) un espace métrique complet, A un sous ensemble fermé de E, f : A — E une

application telle que f(A) C A et
A/ (), (0) < rd(u,v) V0 € A

avec 0 <71 <1

alors, f admet un point fixe unique.

Lemme 0.1 [79] Taylor
Soit f une fonction de (x,y) holomorphe au voisinage de ’origine de C"*™ vérifiant f(0,0) = 0,
il existe une fonction G : (x,y,z) — G(x,y,z) holomorphe dans un voisinage de l'origine de

C 2™ wérifiant G(0,0,0) = 0, telle que pour (x,vy,2) assez petit dans C"H?m :

) = flo2)+ 30 Ly = )+ 3 Gl )~ )

j=1 j=1

par suite, il existe une fonction F : (x,y) — F(x,y) holomorphe dans un voisinage de l’origine
de C"t™ wérifiant F(0,0) = 0, telle que pour (x,y) assez petit dans C*"*™ :

f(z,y) = f(x,0) +Z%&myj +ZF(x,y)yj

J=1



Théoréme 0.2 [§/Pringsheim
Une fonction f € C™ est analytique dans un ouvert ) si et seulement si pour tout compact

K C Q, il existe une constante ¢ > 0 telle que
sup |f")(x)| < "lnl,  Vn e N
K

Théoréme 0.3 [13/Inégalité de Cauchy
Soit A C R™ un polydisque de centre a et de rayon r, f une fonction analytique sur A, alors

pour toute a € N™ on a

|
D f(a)| < sup |f(z)| =
A T

Définition 0.6 Un polydisque ouvert de C" de centre a et rayon v = (r1,...,1,) € (R%)™ c’est
une ensemble qui vérifie :

{reC" |zx—a|l<r}

Uécriture |x — a| < r signifie
|, —a;| <ryy, Vi, 0<i<n

Théoréme 0.4 [13/(principe de prolongement analytique)
Sotent f et g deux fonctions holomorphes dans un ouvert connexe 2, U C Q un ouvert non
vide, alors

f=gsurlU= f=g sur(
Définition 0.7 26/

Sotent u = Z Ugx®, & = Z &,z deux séries formelles a n variables (x4, ...,x,) telles que

a€eNn? aEeNn
uy € C, &, € Ry. On note

u <K P larelation (Vo€ N, |uy| < ®,)

St ® est une série convergente, auquel cas on dit que ® est une fonction majorante.

Proposition 0.1 [2]/
Soit u,v,U,V € C[[z]]. Alors

u<LU et vV = utov<KU+V (2)

uLU e v<V= uwwgUV (3)



CHAPITRE 1

PROBLEME DE GOURSAT HOLOMORPHE

L’espace des fonctions analytiques est un espace riche de propriétés qui viennent de la
nature exceptionnelle de ces fonctions, dans ce chapitre on va exploiter certaines de ces pro-
priétés comme la différentiabilité et la convergence des séries de Taylor pour bénéficier du
théoréme de point fixe de Banach. Telles propriétés nous permets d’introduire une nouvelle
algeébre de Banach a partir de I’ espace (I’espace des fonctions analytiques), qui n’est qu’un es-
pace de Fréchet, afin d’établir un résultat d’existence et d’unicité qui peut étre généralisé dans
d’autres espaces notamment partiellement-holomorphes, Gevery-continue,Gevrey-holomorphe
et Garleman-continue.

On s’intéresse au probléme de Goursat non linéaire suivant défini au voisinage de 1’origine

de C™ tel que :

ou

a € N B désigne une partie finie de ’ensemble

{Bez|pl <laf et p#a}
ou |5‘ = Z/BJ quand B = (ﬁla e 7571)

j=1
DBy = (DPu)gep, ot Dj’lu désigne la primitive de u par rapport a x; qui s’annule avec z; ;

la fonction f est une fonctions de = et de n’ = CardB variables complexes notées (yz)ses-
La condition v = O(z®) signifie que u(x) = x%g(x), ot g est holomorphe & 'origine, ce

qui implique que Du(0) = 0 pour tout 3 € B; on supposera donc f holomorphe au voisinage



Chapitre 1. Probléme de Goursat holomorphe

de Porigine de C**"".
On pose
Ag =D, f(0,0), BB

et pour tout £ = (&1,---, &) € (RL)"

p&) =D A5l (1.2)
i

Cette fonction introduite par Lednev, appelée fonction spectrale du probléme de Goursat.

Théoréme 1.1 [15](Lednev)
S’il existe & € (R%)" tel que p(§) < 1. le probléme de Goursat admet une unique solution

holomorphe au voisinage de l'origine de C™.

Pour simplifier le travail on peut supposer a = 0 et f(0,0) =0

en effet, posons f(0,0) = c et v(z) = u(x) — c on a alors
v = f(x, DPv+ DPc) — ¢ = g(z, DPv) (1.3)

ott g(z,y) = f(x,y + DPc) — c. dou g(0,0) = £(0,0) — c = 0 vu que D?c(0) = 0, pour tout
£ € B, ce qui vient de la définition des composantes de 'opérateur D® pour tout o € B.

enfin

> " 1Dy,9(0,0)1¢” = > Dy, (£(0,0) — c(0)¢” = > " |D,, £(0,0)|¢”
= = =

D’ou la fonction spectrale du probléme de Goursat (|1.3|) coincide avec celle du probléme initial.

En résumé, il s’agit de prouver le théoréme de Lednev pour le probléme
u(a) = f(a, DPu(z))

ou (B fini)
Bc{peZ"[B|<0et B#0} et [f(0,0)=0

A cet effet, on va montrer que 'application
T :u— f(x, DPu(z))

est une contraction stricte dans un espace métrique complet; cet espace métrique complet
va étre tout simplement une boule fermée dans une algébre de Banach qui sera définie par

I'intermédiaire de certains fonctions majorantes.

6



1.1. Fonctions Majorantes Chapitre 1. Probléme de Goursat holomorphe

1.1 Fonctions Majorantes

On note By l'espace de Banach des fonctions holomorphes a 'origine de C™ suivant [25] :

B ={u e C{z};3c>0:u < cd}

pour la norme

lu|l¢ = min{c > 0;u < cP}.

On utilisera la fonction majorante de Lax [14] :

n

=t
“ 2 e <!

n=0

dont voici une propriété essentielle

Proposition 1.1 [26/(Lax)
1l existe une constante K telle que

0*(t) < KO(t)

Preuve 1.1 On a d’apres le produit de Cauchy

o0 o0 1 .
Zﬂn—l—l nz: (n—j~|—1)2)t

n Jj=

On magore les coefficients de t" dans 6*(t) :

n

1 1
JZ:O:(j—i—l) (n—j+12_2 Z 2(n—j+1)?

0<j<n/2

- 1 1
=7 (Z G+ 1)2) ((n/2) + 17

=1 (n+1)2 1
§2<; (j+1)2) (n+2)2(n+1)2

1
comme Z;io m = g donc il nous suffit de prendre K tel que :
2
K> 4m (n+1)
~ 3 (n+2)?

47
On prend par exemple K = 5
On utilise alors la fonction majorante suivante

t
er(t) = Kﬁle(ﬁ), R>0

(1.4)



1.1. Fonctions Majorantes Chapitre 1. Probléme de Goursat holomorphe

Proposition 1.2 [26/
Vk>1,VR>0ona:

Pr(t) < @r(t) (1.5)

Preuve 1.2 On a pour k =2

OH(t) = KQHQ(%) < K2 x Ko(

13
R

t

)= K70(+)

on itere les processus pour les autre ordres.
PR(t) < ¢ () < - < pr(t)

Etant donné un paramétre £ = (&, ,&,) € (R%)™. On note Br(£) l'espace vectoriel associé

a la fonction majorante ¢ et définie comme suit :

Br(§) ={u e C{z}:3c>0,u < cpr(£.z)}

avec

§a = Z i
i=0

Proposition 1.3 [26/

Les espaces Br(&) muni de la norme
|ul| = min{c>0:u < cor(&.)}
sont des Algébres de Banach

Preuve 1.3 Montrons d’abord que Bgr(§) est complet.

Soient (u")nen C Br(€) une suite de Cauchy, alors
Ve > 0,3n € N tel que ¥p,q € N avec p,qg >n on a : ||[uP —ul|| <e
ce qu’est équivalent a
Va e N |ul —ul| < cpra

d’apres la complétude de C

Va € N |ub — u,| < epra
d’ou
Va € N, |ug| < |uf, — ua| + |ub| < (e + ¢)pra

8



1.1. Fonctions Majorantes Chapitre 1. Probléme de Goursat holomorphe

Ce qui prouve que u™ converge vers u dans Br(§)

Pour montrer que Br(&) est une algébre, soit u,v € Br(§) d’ou
u(@) < |lullr(&r) et v(z) < lvllpr(Er)
D’apres la proposition [0.1] et[1.9 on a
u(x).o(z) < Jlulll[vller(Er)

Proposition 1.4 [26/

/

Soient u € Bgr(§) et R > 0 tels que ||ul| < R', alors la fonction
13R<£> et

Vi appartient a l’espace
—u

/

R —u

Il

< <K + R’——HUH) pr(€.x)

Remarque : Evidemment, toutes les fonctions de Bg(£) sont holomorphes au voisinage de
I’origine, pour montrer I'inclusion inverse sachant que ¢ étant fixé et R suffisamment petit, on

utilisera :

Lemme 1.1 /26

Pour tout n > 1, il existe une constante c(n) > 0 telle que

Nk

TR < c(n)pgr(t) pour tout R >0 et |t| < nR (1.6)

Preuve du Lemme : L’inégalité [1.6] est équivalente a

> (sa) =K ity

ce qui signifie

()Y qu—
c
mR)y = VT Rt 1)2
qui est vérifiée pour
12
cln) = sup k")
neN U"

Proposition 1.5 [26/

St u est une fonction holomorphe et bornée dans le polydisque
A ={z e C" §la| <nR}
alors

u < () Mpr(€.2) 0d M = sup|u(a)
zEA



1.1. Fonctions Majorantes Chapitre 1. Probléme de Goursat holomorphe

Peuve de la proposition : u étant holomorphe et bornée dans un voisinage de 1’origine, donc

on a d’aprés les inégalités de Cauchy

|DYu(0)] < M(ng;| | aeN' M= gsclellA) lu(z)]
LI ZM% |
(716 (@nn)™
o(gh) (25

nR
Ml | —
< Mr=e

R = [
Considérons maintenant la fonction Rn—§ dont sa série de Taylor Z (%) converge
=t k=0
dans le polydisque A. On a

S (L) -y y e > lajiera
l Ial l Ial
k=0 k0|\ka (1) (1)
aENT
!

Or pour tout @ € N", on a —- > 1.Ce que signifie
al

u nRk B Ecx” = (¢ F R
H nR— & Z (nR) < Z (n_R) " nR—¢x

=1 aeNP

d’ou
i
nR—¢&x

On conclu que toute fonction u holomorphe et bornée dans le polydisque A appartient a

u< M L c(n)Mpg(£.x) d’apres le lemme

I'espace Bg(§) et par suite

C{z} = | Br(®)

R>0
Lemme 1.2 /26

Il existe une constante c; o > 0 telle que
D7 *pr(t) < c12R*pr(t) pour tout R > 0 et tout k € N

Preuve du lemme :

10



1.2. Démonstration du théoréme Chapitre 1. Probléme de Goursat holomorphe

D~ kpp(t) étant la primitive de pr(t) qui s’annule avec ¢, donc

> n!
D— K 1 tn-‘rk}
Z (n+1 (n+k)!

n=0

I'inégalité cherchée s’écrit :

n! 1

11
_ < RE
(n+ 2R (n+ k) = " Rerk(n + k + 1)2

qui est équivalente a
2 |
(n+k+1)° nl <o
(n+ 17 (n+ k)

(n+k+1)?2 nl
(n+1)2 (n+k)!

or la fonction est décroissante par rapport a n, il suffit de choisir

(k+1)?

C12 = Su
27N TR

1.2 Démonstration du théoréme [1.1]

Par hypothése il existe £ € (R%)" tel que

= A7 < 15
BeB
|81=0

Dans la suite 'algébre Br(§) sera notée simplement Bpg.

Proposition 1.6 [26/

Il existe des nombres Ry > 0 et a > 0 tels que, pour tout R €)0, Ro|, l'application
T :u— f(x, DPu(z)) (1.7)

soit une contraction stricte dans la boule fermée B'(0,a) = {u € Bg; ||u|| < a} de l'algébre de

Banach Bpg.

Preuve de la proposition :

D’aprés le lemme on peut écrire

Fla,y) = f2,0)+ > Agys + Y Fala,y)ys (1.8)
BeB BEB
f(z,y) — =Y Aslys —z0) + ) Galw,y,2)(ys — 2) (1.9)
BeB BEB

11



1.2. Démonstration du théoréme Chapitre 1. Probléme de Goursat holomorphe

les fonctions f(x,0), Fs(x,y) et Gg(z,y,z) sont holomorphes au voisinages de l'origine de

C", C™*" et C"*2" respectivement et on a
f(0,0) = F5(0,0) = G4(0,0,0) =0 (1.10)

d’autre part étant donné n > 1, il existe Ry > 0 et R} > 0 tels que ces fonctions soient

holomorphes et bornées dans le polydisque
A(Ry, R)) = {(z,y,2) € C"" & ay| < nRy, lysl < Ry, |z5] < Ry}
pour tout 0 < R < R;,0 < R’ < R} , posons

eo(R) = il(lp) |f(z,0)|, ot A(R) = {x € C",&]x;| < nR}
R
et

eo(R, R') =sup sup (|Fpl,|Gsl)
B A(RR)

On remarque d’aprés ([1.10) que ces fonctions eo(R) et €((R, R') tendent vers zéro quand R et
R’ tendent vers zéro, et ainsi les fonctions £1(R), e2(R), e3(R), 1 (R, R), (R, R') et ¢"(R, R)
qui apparaissent par la suite conservent la méme propriété

D’apreés la proposition on a

f(z,0) < e1(R)pr(&.2) tel que e1(R) = ¢(n)eo(R)

Comme Fj(x,y) est holomorphe et bornée dans le polydisque A(R;, R}) donc d’aprés I'in-
égalité de Cauchy

“al ol
&al avec Mg = sup Fz(z,y)

DD?F5(0,0)| < M
| Dy y 5(0,0)] < 5( R)le Rl A(R,R")

ce que signifie que
| Dy Dy F5(0,0)] £z y

alst OV = Mo e

d’ou

| D2 D3 F5(0,0)]

Z:Z ald! "y’

a€N" senn/
\ gaia y6
< Z Z 5(77R)|Q|W

< Mg Z \al Z R/

CYGN" senn’

< & (R, R)pn(en) [[ o

=1

12



1.2. Démonstration du théoréme Chapitre 1. Probléme de Goursat holomorphe

quand c¢(n)Mp < c(n)ep(R, R') = €1(R, R') qui tend vers zéro quand R, R’ tendent vers zéro

avec le méme raisonnement on majore Gig(x,y, z). finalement on a

f(z,0) < e1(R)pr(§.7)
Fy(x,y) < &)(R, R)pr(€x) [ ] 7

YEB

R/

— (1.11)
R R

R —y, R — 2,

Gs(r,y,2) < (R, R)pr(&n) ]|

\ yEB

Cherchons tout d’abord des conditions suffisantes sur a et R €]0, R;] pour lesquelles la boule

B’(0, a) soit invariante par I'opérateur 7' définie par (|1.7)) ceci équivalent a :
T(B'(0,a)) C B'(0,a)

Soit u € B'(0,a); d’aprés le lemme on a pour tout 8 € B

yg = DPu < aDpp(é.x) < CLSBDW@R@-@

al’or(.x) s [B]=0
ass(R)pr(&.x) st |5 <0

<

avec e5(R) = cl,zR’W'
Si af? < R'/2 et agy(R) < R'/2, c’est a dire si ||DPul| < R'/2, alors la proposition donne

que

’ | D7
m < ClgoR(f.ﬁ) tel que ¢ = (K+ m) S (K + 1)
R o
= H m <K G QOR(S.CE) (TL/ = C’ardB)
BeB
D’apreés (1.8]) , (1.11)) et la proposition , on a alors
Tu= f(x,D%u(x)) = f(2,0)+ Y _ AsD’u+ > Fy(z,y)D’u
BeB BEB
= f(z,0) + Z AgDPu + Z AgDPu + Z Fy(x,y)DPu
BEB BeB BeB
|8]=0 18<0

< [e1(R) +a(p(§) + €' (R, R))]er(§-x)

Tels que

13



1.2. Démonstration du théoréme Chapitre 1. Probléme de Goursat holomorphe

> AsD’u < ap(§)pr(é.x)

BeB
|8]1=0

Z AgDPu < (Z Agea(R))apr(§.x)

BEB BEB

|8]<0 18]<0

et
£(R,R) = c'n'e} (R, R) max(£?, ¢; ,R71P) + Z Ages(R

BeB
|8]<0

finalement l'inclusion 7'(B'(0,a)) C B'(0,a) est satisfaite pour

a<cR, ac3(R) < R
e1(R) +a(p(§) +&'(R, R)) < a
Quand ¢ = (26%)7! et e3(R) = 265(R) = 2¢; . R™17!

(1.12)

Ecrivons ensuite les conditions pour que 7' soit une contraction stricte.

Soient u,u’ € B'(0,a); les conditions ([1.12]) étant supposées réalisées, on a

/ /

. t
R/ _ y’y << CIQOR(g x) € R/ _ ny

< c1pr(§ox)

avec

Yy =D, z,=D"', ~€B

et
lu — '[P pr(€.x)  silBl =0

|lu — u'[|ea(R)pr(€.x) si|B] <0
D’apreés (1.9)) , (L.11)) et la proposition , on a donc

s — 25 = D (u—u') <

Tu—Tu = f(x, DPu) — f(x, D°u) ZAﬁ u—Dﬁu')+ZG5(x,y,z)(Dﬁu—D5u’)

BEB peB

=D As(D(w =)+ 3 Gale,y, 2) (D (u = u))
BEB BEB
181=0

< lu = w'[[p(§) + €"(R, R)lpr(S.7)

tel que e”(R, R') = "' ne| (R, R') max(&?, c1 o R + 3" gep Apea(R)
|8]<0
Soient p(§) < p < 1, e(R, R') = max(¢'(R, R'),¢" (R, R")) pour que T soit une contraction
stricte, il suffit que

p(&)+e(R,R)<p

14



1.2. Démonstration du théoréme Chapitre 1. Probléme de Goursat holomorphe

En résumé, il suffit d’avoir les inégalités

a<cR, acs(R) < R'.
p(&) +e(R, R) < p.
e1(R) < (1= p)a.
On procéde comme suit :
comme p — p(§) > 0 et e(R, R') = max(¢'(R, R'),e" (R, R')) tels que
(R, R) = o nle(n) max(€®, e1,R 1) (supy supaga (1Fl [GaD) + 3 Ager R

BeB
181<0

"(R, R') = &§"'n’c(n) max(&°, ¢ o R71P1) (SUpﬁ SUDA(R,R") (IF3l, |G6|>) + ZABCMR_W

BeB
|B]<0

Alors il existe Ry €]0, Ry] et R’ €]0, R}] tel que
p(&) + (R, R") < p pour tout R €]0, Ry

R’ étant ainsi fixé, on choisit a tel que 0 < a < cR' (¢ = (2£°)71), puis Ry €]0, Ry] assez

petit pour que

ae3(R) < R', & (R) < (1 - p)a pour tout R €]0, Ro)

La proposition précédente prouve le théoréme d’existence ; elle prouve également I'unicité.
En effet, si u et «’ sont deux fonctions holomorphes a 1'origine de C™ telles que
u = f(x,DBu), v = f(x, DB), on a u(0) = u/(0) = £(0,0) = 0 donc d’aprés la proposition
on a u < £1(R)pr(€.z), et de méme v’ < &1(R)pgr(£.x), pour tout R > 0 suffisamment
petit. En particulier on peut choisir R €]0, Ry] tel que £1(R) < a et ceci prouve que u et u’
sont deux point fixes de la contraction stricte 1", on conclu 'égalité partout de u et u’ d’apres

le principe de prolongement analytique [0.4]

15



CHAPITRE 2

2.1 L’espaces de Carleman

PROBLEME DE GOURSAT CARLEMAN

Définition 2.1 Soit Q un ouvert de RP x R? | (M,,)nen une suite croissante positive et o« € NP,

on note CM(Q) espace des fonctions u : Q — R, admettant Vy € NP v < « et V5 € N7 des

dérivées partielles continues
DIDju:Q— R

telles que 3¢ > 0 :

sup D] Diu(z,y)| < M161M5, Vv < a et V5 € N
Q

La suite (Mj)ren considérée doit satisfaire les hypothéses suivantes :

1. M = (My)en logarithmiquement convexe,

ie. M} < My_ My, Yk€EN

etM():]_

Lemme 2.1 Si M = (M,),en logarithmiquement conveze et My = 1,alors

Mij < Mj+k Vi, keN

16

(2.1)

(2.2)



2.2. Hypothéses et Résultats Chapitre 2. Probléme de Goursat Carleman

Preuve 2.1 Par récurrence sur k :
Pour k=0, on a M;M, = M; < M

Supposons maintenant qu’elle est vraie pour k.

M,
d’apres la suite ( n“) est croissante. D’ou
M" neN

Myt j1

= Mpsja
ket

Lemme 2.2 [7]]

Si M = (M,)nen logarithmiquement conveze et My = 1, alors
MMy, - Mo < MPM;, Yoy € N oy + -+ apn =k

Preuve 2.2 Par récurrence sur k :

o Sin =k, linégalité est évidente.
o Sin <k, alors Ji tel que o; > 2, on pose o, = a; — 1 ; Uhypothése de récurrence sera :

MnMa1 to Mo/i T Man < Mfilefl

d’apres on a :

M,
MM, - M, = MM, - My --- M, —=
g A4@;
M,
< MFM,_
~ 1 k lj\jk_1
< MFM,

Dans tout ce qui suit la suite (M, ),en considérée vérifie les hypothéses (3.1)) et (3.2).

2.2 Hypotheéses et Résultats

On s’intéresse au probléme de Goursat non linéaire au voisinage de l'origine de R? x R?, On

cherche a prouver 'existence et I'unicité d’une solution de type Carleman associée a la suite

(M'n)neN‘

17



2.2. Hypothéses et Résultats Chapitre 2. Probléme de Goursat Carleman

On considére alors le probléme de Goursat non linéaire au voisinage de 'origine de R? x RY,

r=(21,....,2,) ERP, y=(y1,...,y,) € RY

Dgu(z,y) = f(z,y, DPu(z,y)),
u = 0(z)

(2.3)

ol a € NP, et B est une partie finie de

{(7,0) € ZZ x N [y[ + [o] <[, v <o}

DPu = (D}Dyu).5)en
f est une fonction de z € RP, y € RY, z € R" ou r = Card(B), qu’on suppose de classe

COM gu voisinage de l'origine de R? x Rt : f est donc continue en z et de classe Carleman
)

CM en (y,2)

Théoréme 2.1 Sidc,s > 0 tel que :

Miys (K +10])!

M. (=Pl +Japi =0 K20 (24)

Alors le probleme de Goursat admet une solution unique au voisinage de l’origine de

RP x RY,

Remarque 2.1 Lorsque M,, = n!4=! ce théoréme coincide avec le théoréme 5.1 dans [26)] ; dans

ce méme cas si d =1 le théoréme est contenu dans le théoreme 4.1 du méme référence

en effet M, =n!“1onaVk >0
(koD (k+o)t (B (kD)
ko=t (k= [y + et (B =y +a]) - (k+[0] + 1)
(d=1)}9]
(k]3]
= Tk 1 [o)- Do

<1 (silyl+dlo] < af)

M,
Remarque 2.2 si la suite (M,)nen ou la suite (MLH)%N est bornée on retrouve le cas holo-
n

morphe par rapport a y.
En effet, siu € CM(Q) alors
Vy < aetVdeN dec>0,dcy > 1 tel que

- Si (My,)nenest bornée :

sup |D;Dzu($,y)| < C|5H_15!M|5\ < (CC4)‘5|+15!
Q

18



2.3. Séries Formelles Chapitre 2. Probléme de Goursat Carleman

d’autre part
Mn+1
M,

- Si(

Jnen est bornée :

sup |Dngu(x, y)| < PIHSIM
Q

My . MMy
Ms—y My My

< g

< col+g

< (cey)PIH16)!

Pour prouver le théoréme on peut supposer a = 0 et f(0,0) = 0; il s’agit donc d’étudier

le probléme

u(z,y) = f(z,y, DPu(z,y)) (2.5)

et B est un sous ensemble finie de

{(7,0) € Z'N%; |y[ + 16| <0, ~ <0}
et la condition ({2.4]) devient

Mg (k +J0])!

> .
M (k- = o0 =0 20

Nous allons vérifier que I'application
T:u— f(z,y, DPu(z,y))
est une contraction stricte dans une boule fermée d’une algébre de Banach, qui sera définie dans

le paragraphe suivant en utilisant des séries formelles de type Carleman.

2.3 Séries Formelles

Considérons d’abord une série formelle & ¢ indéterminées y = (y1, ..., y,) :

Etant donné un ouvert 2 de R? et une fonction u € C*(2, R). on note u < ® la relation

Vo € N7, sup |D§u| < Py
Q

19



2.3. Séries Formelles Chapitre 2. Probléme de Goursat Carleman

On a bien

UL o= D2u<< DZCD pour tout § € N?

De plus, ce formalisme sera bien adapté pour majorer une fonction composée, Soient 2’ un

ouvert de R", u = (u;)1<i<r € C(2,R") tels que u(Q2) C '; Si
U, L Y; pour 1<i<r et vV

donc on a

vou L Y([®q],---,[P,]).

Etant donné un ouvert U C RP.
Notons C%*(U x ) I'algebre des fonctions u : U x Q — R admettant des dérivées partielles

continues par rapport a y

Du:UxQ—R, V5eN

Pour assurer que les coefficients de y dans ® ne prennent que des valeurs positives. Posons
t = || = (|z1],--- ,|xp|); notons |U| I'image de U par l'application x — |z| considérons la

séries formelle en y :

ot les fonctions ®; : [U| — R sont continues.

On considére alors le sous espace
COU X Q) ={ueC°WUxQ);3c>0:u<cd}
et on le munit de la norme
|lu|| = [Julle = min{c > 0;u < cP}

Remarque 2.3 Dire que u € C§;°° signifie donc

Vo € NI, Vo € U, sup |Dgu(x,y)| < u||®s(t) (ou t=|z|) (2.7)
Q

Proposition 2.1 [26/

07
L’espace Ci™ est un espace de Banach.

20



2.3. Séries Formelles Chapitre 2. Probléme de Goursat Carleman

Dans ce qui suit, on va prendre des primitives par rapport a x;, et pour faciliter le travail

on ajoute I'hypothese

r €U = Az € U pour tout A € [0, 1]° (2.8)

ou Ax = (Ajxq,- -, A\p), et évidemment |U/| conserve la méme propriété

Pour (v,0) € (—N)? x (N)?, on définit la série formelle

e—08
Y
DIDy(ty) = D 5y Di®(t),  tel]
eeN? ’

e>d

tel que D, 1 désigne la primitive par rapport a t; qui s’annule avec t;

On a alors : pour tout u € Co™(U x Q) et pour tout (v,6) € (=N)? x (N)? on a
D] Dju < ||ul|e D] D)® (2.9)
Considérons la série formelle dépendant de la suite (M,,),en et des parameétres
£ = (&)i<icp € (RL)”, ¢ = (G)icicg € (RL)7 et R>0
suivante

2 (t.) = 3 W wpronen) (210)

oo
k=0

p q
ou .t = Zfiti, Cy= Zgyi ; cette série formelle est bien définie pour
i=1 i=1

t €Ul ou |Ug|={r R Ez] < R}

L’espace de Banach associé a la série formelle (D% sera noté C’%(QR) avec p = UpR X Q

i.e. Co(Qg) = {u € CO(QR);3c>0:u < c®Y}

Notons que
k 6,,0
(C]j) = Z —C;'/ binéme de Newton généralisé (2.11)
o

D’apres [2.7] et (2.11)) on peut redéfinir les éléments de CH (2z) comme suit
u € CN(Qgr) & V5 € N Vr € U,sgp |Dg(x,y)| < ||u||C5M‘5|D|‘5‘¢R(§.t) (2.12)
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2.3. Séries Formelles Chapitre 2. Probléme de Goursat Carleman

Remarque 2.4 On obtient ®M en faisant un développement de Taylor de a fonction

y — ¢r(€t+Cy)
ensuite en lui appliquant 'opérateur C' suivant

k=0 k=0

Indiquons maintenant les relations entre C%M et C'
Lemme 2.3 Pour 0 < R' < R on a
CH (Qr) C C™M(Qp)

Pour établir I'inclusion inverse, on utilise la version Carleman du lemme [I.1] et une série

formelle ©%f définie par :

tk:
O (1) =D _ 5 Mi (2.13)
k=0

Lemme 2.4 Pour tout n > 1, il existe une constante ¢ = c(n) > 0 telle que

O,x(C.y) < @y (L,y)
Lemme 2.5 Si cnR < minj<;<, (; ; Alors
COM(Qr) c CH(QR)

ol ¢ est la constante du lemme [2.4]
Preuve du lemme :

Soit u € COM(Qpg), c’est-a-dire pour tout x € Ur
sup D (2, y)| < 17 |8]! My

0

¢
< C(HT)WMUMMI

ce qui signifie que Vz € Ug, u(z,y) < c@%(g.y)

et d’aprés le lemme précédente on a pour tout x € Uy

u(z,y) < O < @ (t,y)
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2.3. Séries Formelles Chapitre 2. Probléme de Goursat Carleman

On aura besoin de quelques propriétés de 'espace CH qu’on va étudier.

Pour toute série formelle

gb = Z aka
k=0
on pose
(0] = ¢ —(0) = > arX* et " = aMX
k=1 k=0
On a alors

Lemme 2.6 Soit ¢ = Zaka une série formelle > 0 telle que ¢* < ¢. on a

k=0
(") < oM (2.14)
(oM™ < %WM] pour tout n > 1 (2.15)

Comme étant donné pour tout ¢t € |Ur| ¢%(Et+ Cy) < dr(€.t + C.y), on peut appliquer

le lemme précédent a la série formelle &

Grace a la propriété (2.15), qui peut majorer la composée de deux fonctions de classe de

Carlaman. On a donc :
Corollaire 2.1 Les espaces CN (Qr) sont des algebres de Banach.

Preuve :

La démonstration est un résultat direct des propositions [0.1 et de l'inégalité ([2.14])

Corollaire 2.2 Pour 0 < cM; < R, on a

CM1
@% e} [C(I)%] < maX(K, R/——CM)(D%
Preuve :
D’aprés (2.15) du lemme on a
= " = (eMy)™
ON o[cli] =1+ WMH[@%] <1+) e [®M]
n=1 n=1
1 L (oM
<L R — CMl [ R]
CM1 M
K
< max( ’R’—ch) S
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2.3. Séries Formelles Chapitre 2. Probléme de Goursat Carleman

car

1= K¢r(0) < Kor(&t) = KOy (t,0)

ce qui termine la démonstration.

Théoréme 2.2 [23/
Soit M = (My,)nen une suite logarithmiquement conveze, I un voisinage de 0 dans R, alors il

existe une fonction v(x) € CM(I) telle que [v™®)(0)] > kM, pour k € N

Preuve :

Voir le théoréme 1 dans [23] ou bien la proposition 3.1.2 dans [22].

Corollaire 2.3 Il exist une fonction g € COM(Qg) telle que
|D3g(0,0)| > 6!M;s, M, - - - M;,, V6 € N.

Preuve :
Pour I convenablement choisit

Considérons g(x,y) = v(y1)v(ya) - - - v(y,), on a bien g € CO*M(Qp) en effet Vo € Ur on a

sup | Dyg(a, )| = sup [ () (ga) -1 ()
< (Cél+151!M51) (Cé2+152!M52) <. <06Q+15q!M5q)
S C|6‘+q5!M|5|

< (max(c?, ¢)) I 15IM

et
[D3g(0,0)] = [V (0)#)(0) - - v3(0)] = 0LMy, My, - My, 76 € !

Proposition 2.2 [23]
L’espace COM(QR) est stable par dérivation par rapport a la deuxieme variable y si et seulement

st I’hypothése est vérifiée
Preuve :

1

M1\ "
M,

On choisit une fonction g comme dans alors la stabilité de 'espace C%(Qg) par dérivation

Supposons que supy, n’est pas borné.

par rapport a la deuxiéme variable y implique qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que V0, ¢’ €

N? avec 0 = (&}, ,0; +1,--+,0;) ou i arbitraire, on a
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1)
|Dyg($7 y)’ < C|5’|+1

2.16
(5,!M|5/| - ( )
d’autre part, d’apres le corollaire [2.3{on a [D)g(0,0)| > 6!Ms, Ms, - - - M;,, V6 € N d’o
D?g(0,0 )N Mg, Ms, -+ M,
| yg( )| > 01442 0q (217)

(5’!M|5/| - (5’!]\/[‘5/‘
En particulier pour ¢’ = (0,---,4d,,---,0) et § = (0,---,8; +1,---,0) alors (2.16)) devient
841
1Dy 9@ y)l _ s
0;! M, -

et (2.17) devient

D} 90,0 _ 81My- - My, - My
oMy, T 311 My,
_ My,
= S,

841 Fia L
|Dy: " g(0,0)] | ™ L Ms1\ 7]
= JA o 7l > S 1)% i

D’ou

: M1 571{ . &
mais sup; ]\41 est non borné par hypothese et limg (8 +1)% =1 d’ou
k3 5; T
1
&+1 57
Dy 0,0 i
Supg M est non borné, contradiction avec ([2.16
% o\ My

Inversement ; On va établir la démonstration inverse pour une dérivation d’ordre un seule-
ment par rapport a y; ou ¢ arbitraire; toute généralisation a d’autre ordres de dérivation est

évidente

si (2.2) est satisfaite et f € C*M(Q) donc Jc > 0 tel que
Vo,0" € N7 tel que § = (0},--+,0; +1,--- ,5,) on a

sup | Dy f (e, )| < ™6 Mjg

8|4+1 |6
< A 5,6M Mg
8'|+2 |67| |6'|+1
< c'1 I+ c|2 ‘0‘3 I+ 8" My
!
< C|6 |+1(SI!M‘5/‘
Notons que

§; < 18] < el < 1
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|6"[4+2 |6"] |6"[+1 o"1+1 |6"| |6|+1 |6"[+1 ) 0"[+1 |o"[+1
o ey ey T <oy ey ey T <y T (max(eq; o)) cy

donc on prend

¢ = c1c3 (max(cp; o))
Indiquons maintenant comment opérent les dérivations dans les algebres C'H

Proposition 2.3 Pour tout (v,d) € B tel que , il existe une constante ¢, ; > 0 telle que

D;Dg : CM — CY soit linéaire, continue de norme < CQM@C‘SR_M_W

Lemme 2.7 Soit f une fonction : (z,y,z) = f(x,y,2) de classe COM au voisinage de l'origine
de RP x RI*™ alors il existe des fonctions G, avec o € B telles que : (x,y,z,2") = Go(z,y, 2, 2")
est de classe C™M qu voisinage de lorigine de RP x RIT?" et telle que pour (z,y,2,2') assez

petit dans RP x RI?" on q

fl@y,2) = fla,y,2) + > Golw,y,2,2) (25 — 2))

oceB

Preuve du lemme :

Pour simplifier I’écriture on introduit la nouvelle variable z* € R” avec 0 < i < r tel que 20 = z,

T / ! r __
2= (2, 2z, 2e) et 2T =2

Rappelons que r = Card(B). D’aprés la formule de Taylor-Lagrange et pour un ¢ arbitraire

il existe ;41 strictement compris entre z;;1 et z. 41 0u zé“ =

(217"' >Z;7£’i+lazi+27"' 727") tel

que

; : 0 x, ,ZH_I ’ 1 a2f z,Y, ZiJrl /
f(l', Y, ZZ) - f(za Y, ZH_l) = M(zﬂ—l - Zi—H) _¥<Zi+l - Zi+1>2

0z 21 azfﬂ
of(wy. ) 18wy ,
- 0zit1 2! 022 (2it1 = 2iga) | (2iv1 — 2Zi41)
' : i1

alors

r—1
f(l‘7ya Z) - f(l',y, Zl) = Zf(x,y,zi) - f(x,y, zi—H)
=0

C (0w 1 PIwy /
0241 2! 022 (21 = 2ig1) | (2iv1 — i)
; ! i1

=0

(]

r—1
= ZGi(xvya Zs Z/)(Zi—l-l - Zz/'+1)
i=0

le fait que G;(z,y,z2,2') est de classe C%" au voisinage de l'origine de R? x RIT?" est une

conséquence directe de la proposition [2.2]
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2.4. Démonstration du théoréme Chapitre 2. Probléme de Goursat Carleman

2.4 Démonstration du théoréme 2.1]

On fixe les valeurs des paramétres £ € (R* )P et ( € (R )? selon les besoins rencontrés.

On écrit d’apres le lemme

flz,y,2) — f(z,y, 2 ZG z,y,2,2 ) (20 — 20) (2.18)

ceB
les fonctions G, sont de classe C%M au voisinage de l'origine de R? x R92"

Il existe un voisinage ouvert €2 de l'origine de R? et des nombres hg > 0, hy > 0 tels que les

fonctions f et G, soient définies dans 'ouvert

D:={(z,y,2,7) ER xR & |x| <hy, y€Q, |2] <hi, [z <M}

étant donné n > 1 il existe des constantes ¢ > 0,R > 0,R’ > 0 telles que pour tout

(x,y,2,2") € D et pour tout § € N? ¢, &’ € N" :

A
1D, D f(x,y,2)] < CWW

COSI M e\ M. &'\ M.

S Me Ne’ /
\DyDzDz/Ga(%y,%Z)‘ SC(nR)“S' Rllel - RrIE'|

ceci signifie que pour tout « vérifiant £.|z| < hg :

f(wvya )<<C@ Cy H@R’ za

ceB

Gg(m,y,z,z)<<c@ (C.y) H@R’ 2,)0m(2)

veB

D’aprés le lemme 2.4 on a :

Il existe un Ry > 0 tel que pour tout R €]0, Ry] on ait

f(z,y,2) < c®¥(t,y H@R’ Zo)
ocB (2.19)
Go(r,y,2,2) < c®M(t,y H@R, 2,)0% (%)
veB
On a alors :
Proposition 2.4 [l existe ag > 0 tel que, pour tout a > aq et tout R €]0, Ry| suffisamment
petit, lapplication
T:u— f(z,y, DPu(z,y))

est une contraction stricte dans la boule fermée B'(0;a) de l'algébre de Banach CH(Qr)
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Preuve de la proposition :

Soit u € B'(0;a) € CM(QR), 0 < R < Ry, on |y| + 6] < 0 pour tout (v,d) € B, car si

M
7| + 6] = 0 la suite —=**

soit bornée, c’est le cas holomorphe, voir la remarque ,
k

Alors la proposition montre qu'il existe une fonction ¢ :]0, Rg] — R, telle que

}l%iin)0 e(R)=0
et
2y = DZDf/u < ag(R)®Y (t,y),Yo = (v,6) € B
d’ou

sup| D} Dju(z, )| < a=(R)én(¢.[x]) pour €| < R

comme ¢r(&.|z]) < dr(R) = ¢1(1) d'on Pexistence d’une constante ¢; > 0 pour laquelle la

condition

ac(R) < ¢y (2.20)

affirme que les fonctions f(x,y, DPu(x,v)), G, (z,y, DPu(z,y), DPu/(x,y)) soient bien définies
dans Qg lorsque u, v’ € B'(0;a).
d’aprés ([2.20)), le corollaire et en choisissant convenablement R, on a :

Ok o las(R)®Y] < KoY

finalement grace a (2.19)) on en déduit que

Tu= f(x,v, DBu) < cztb%(t, )

ce qui prouve que T(B'(0;a)) C B'(0;a) si
c<a (2.21)

De plus, si u, v’ € B'(0;a), on a

2, — 2, = DgDz(u — ) < |lu—u||e(R)®Y (t,y), v=(v,0) €B
d’ou
Tu—Tu' < cse(R)||u — /|| @Y (t,y)

donc T est une contraction stricte si cze(R) < 1.

pour que T : B'(0;a) — B’(0;a) soit une contraction stricte, il suffit que
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ac(R) <c¢;, <a, ce(R)<1

comme on peut prendre R suffisamment petit pour satisfaire la premiére et la troisiéme
inégalité la démonstration sera terminée en prenant ag = ¢

La proposition [2.4] le corollaire 2.1] et le théoréme de point fixe de Banach prouve
I'existence mais dans l'espace C et avec le lemme on conclue.

Pour 'unicité, on raisonne comme suit :

» Soit u, v’ deux fonctions de classe C%M au voisinage de 'origine de RP x RY telles que
u= f(z,y, DPu),u’ = f(x,y, DBu'), alors il existe un voisinage ouvert O C € de l'origine

de R? et un nombre Ry €]0, Ry] tels que u, v’ € C (Og,).

» Donc pour tout R €]0, Ry] on a u,u’ € C¥(Og), et si on note || - ||z la norme de 1'espace
CH(Og) alors :

lullr < llullg,  lv'llz < lu']]z,

» On choisit alors a > max(ao, [|u||g,, ||t ||r,),et R €]0, Ry] suffisamment petit pour que T’

soit une contraction stricte dans la boule fermée B’(0;a) C CM(Op)

» Finalement 7" a deux point fixes u et v’ ce qui prouve 1'égalité dans O/ 0
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CHAPITRE 3

PROBLEME DE GOURSAT NON LINEAIRE

HOLOMORPHE-CARLEMAN

3.1 L’espace des fonctions Holomorphe-Carleman

Définition 3.1 soit 2 ouvert de C* x R,z = (z1,..,2,) € CP,

vy = (v1,..,yp) € R, on note

C>(Q) lalgébre des fonctions u : Q@ — C, holomorphe en x admettant Y6 € N? des dérivées

partielles continues Dgu ,

On note C*M(Q) sous algebre de C<>(£2)
telles que 3¢ > 0 :
V6 € NY,  [Dlu(z,y)| < PHolIM

La suite My, satisfaire les hypothéses suivantes

1. M = (Mg)ren logarithmiquement conveze,
i.e. M < My_ 1M, VkeN

etM():l

de telles fonctions sont holomorphe en x et Carleman en y.

30
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3.2. Résultats et hypothéses Chapitre 3. Probleme de Goursat non linéaire Holomorphe-Carleman

3.2 Reésultats et hypothéses

On s’intéresse au probleme de Goursat non linéaire au voisinage de I'origine de CP x R?, on
cherche a prouver 'existence et I'unicité d’une solution de type Holomorphe-Carleman associe

a la suite (M,,)nen.

On considére le probleme de Goursat non linéaire au voisinage de l'origine de C? x RY tel

que: x=(21,..,7,) €C’, y=(y1,..,yp) ERY

Dgu(z,y) = f(x,y, DPu(z,y)),
u=0(z%)

a € NP B une partie finie de ’ensemble
{(7,0) € 22 x N |y[ + 6] <af;  (v,0) # (2, 0)}

D¥ = (D}Dy) ¢ s)en

La fonction f est de x € CP, y € R? ze€C", r = card(B), qu'on suppose holomorphe en
(z, z) et de classe Carleman en y, u = O(z®) signifie que u(z,y) = xz%g(x,y), ou g est de classe

C*M au voisinage de l'origine de CP x RY.

On pose
A, =D, f(0,0,0); o=(y,0) €B

et pour tout £ = (&, ...,&,) € (RL)?:

p) = D |Apele¢ (3.4)

[v[+]3]=]e]
(v,0)eB

Théoréme 3.1 1. st

Mg (k10! _
C My, (k= o]+ [af)! =T

deys >0 tel que V k>0 (3.5)

2. st
3¢ € (RL)?  tel que p(§) <1 (3.6)

Alors le probleme admet une unique solution de classe C*™(Q) au voisinage de l'ori-
gine de CP x R4,
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3.3. Séries formelles Chapitre 3. Probleme de Goursat non linéaire Holomorphe-Carleman

Pour montrer le théoréme (i3.1)) on peut supposer o = 0 et f(0,y,0) = 0 il s’agit donc d’étudier

le probleme :

u(z,y) = f(z,y, D u(z,y))
B C{(7,0) €Z? x Nt |y|+16] <0; (v,9) # (0,0)}

avec I’hypothése
P& = Anele¢ <1 (3.7)

Iv[+]6]=0
(v,0)eB

Par ailleurs, si (v, d) € B, il existe nécessairement une composante y; < 0 en il résulte que, pour
tout u, on a DPu(0,y) = 0 pour tout y. En prenant u — f(0,y,0) comme nouvelle inconnue, on
peut donc supposer

f(0,4,0) =0, pour tout y (3.8)
Toute solution u de I'équation u = f(z,y, DBu) vérifie alors
u(0,y) =0 (3.9)

On va montrer donc que Papplication T : u — T = f(x,y, DPu) est une contraction stricte
dans une boule fermée d’une algébre de Banach qu’on va définir dans le paragraphe suivant en

utilisant des séries formelles de type Carleman.

3.3 Séries formelles

Considérons d’abord une série formelle a ¢ indéterminées y = (y1, ..., y,) € R? a coefficients
dans 'anneaux des séries entieéres convergentes en x suivante :

1)

D= Be,y) = Y 5a)

ou Py est une série convergente qui majore 0, on supposera qu’il existe un voisinage ouvert U

de l'origine de CP tel que toutes les séries @5 convergent.
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Soit Q un ouvert de R? et u € C**°(U x ). On note

u <P

la relation de majoration suivante :
V6 eN!, WyeQ,  Diu(zy) < Ps(x)

ou cette derniére inégalité est au sens des fonctions majorantes en x,
ceci signifie

V(7,0) e NP x N% Yy e Q:  |DIDju(0,y)| < D]®s(0) (3.10)

Proposition 3.1 [26/
5

Si U (z,y) = Z%\P(g(l’) est une série formelle ayant les mémes propriétés que P,
§eNa 7
et st u,v € CO°(U xQ), A€ C on a bien entendu

uL® et VU= A << NP+ |p|¥ et uv K OV (3.11)
En notant ® < V¥ la relation ®5 < Vs pour tout 6 € N%, on a
uLd et PKV=u VU (3.12)

Indiquons également la propriété élémentaire

u<L ® = pourtout (v,0) € ZP x NI, DZD‘ySu < D;ZDSQD (3.13)
ol
e—0
DID}®(x,y) = Y Dy () (3.14)
xT i ? T - € o |
=T (e —0)!

Considérons alors le sous espace
CoT(UxQ)={ueC>®UxQ); 20, u<Kcd}

muni de la norme

|lu|le=min{c 2 0; u<Kcd}

Proposition 3.2 [20/

Les espaces Cy'™ sont des espaces de Banach.
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Preuve
On a bien I'espace C**>°(U x €2) muni de la topologie de la convergence compacte de toutes les

dérivées Df/ (0 € N?) est complet, en outre c’est un espace de Fréchet, on a I'inégalité suivante :
supsup [ Dyu(z, y)| < [[ulle sup @5(|z|)
K Q K|

pour tout compacte K C U, ce qui signifie que I'injection canonique de C3*> dans C™ est

continue.

Soit (u,) une suite de Cauchy dans C3"™, d’aprés U'injection précédente elle converge donc
dans C"> vers u € C"*°.

Il reste a montrer que u € Cy"™

Ce qui est possible car : u, € Cy"™ signifie que :
1D2D%u, (0, )| < eD3®5(0)
En faisant tendre p vers 'infini et comme Popérateur D) D? est continue alors,
|D3D°u(0,y)| < eD}®5(0)

ce qui prouve que u € Cg"™

Nous utilisons la série formelle dépendante de la suite (M,,),en et des paramétres :

£=(1,..,86) € RLP, (= (1, G) € (RY)?
— (C.y)*
P (v,9) Z L]

k=0

ol les séries de Taylor des fonctions © — D*pg(€.2) convergent lorsque

DFpr(£.2)

relUp={xeCl; ¢&|z|<R}

Posons Qr = Ug x Q
L’espace de Banach associe a ® sera notée C9™ (Qp)

CoM(Qp) = {ue C®(Qp); 20, u< @Y}
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u € CoM(Qp) signifie que

Vo eNY, VyeQ,  Diu(z,y) < ||ul|¢’ MsD"  pr(&.x) (3.15)
k 5,0
avec (glg) = Z CT c’est le binome de Newton généralisé.
o

Lemme 3.1 On a CM(Qg) € C“M(Qp) pour tout 0 < R < R.

Preuve
On a
S

¢r(t) = K~ Dr(L 12

— RF(k +1)
d’ou

1. + [9])!

D|5| m m
wr(t Rw Z m!R™(m + 6] + 1)
de
— - =2 ar
BENP
|Bl=m

on a

+ 19])!

o | (18| 8.8
pr(.x) = R“” Z * RIAI3! |5|+|5|+1)25 v
et de
Ke (171 + 18] + o)
D'VDM‘ = i
2D g (&) RAHT 2 Rlelal([a] + 5] + ]3] + 1)25 ’
on a
K—l Y o
D1 Do) = K€ (1 +18)

PP ([ +16] + 12

DDuOy | D) Dfu( Oy)||x|7
| Diu(z,y)| =Y _Z

yENP ~ENP

d’autre part, en utilisant

| D3 Dyu(0, y)||=|”

K-1¢v + 16Dz
3 lull¢*Misi- Y~ iy !<v|7’+ | 5” B ‘f;'w = DPlop(€|))

!
YENP v YENP
< ull¢®Mig DPlpr(€l)
Par suite comme DPlog(€|2]) est analytique dans {z € C?; €¢|z| < R}, 3R, 0<R <R

tel que
Vo e Qp = {x eCl; (x| < R/}
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donc

DPlop (&]z]) < M5!
d’ou

[ Dyul@, y)| < [Jull¢® Mg |c? 3]t

Posons C' = maz {||ul,¢;; (1 <i<q)}

Djua,y)] < OV |5]1Ms

ce qui implique que u € C*M(Q)

Lemme 3.2 [20/

Vn > 1, il existe ¢ = c(n) telle que

Preuve

D’aprés le lemme , il existe ¢ = ¢(n) > 0 tel que :

R
g <o)
d’ou par dérivation :
nR x k!
R — 1yFr < cDFpp(t)
On a
Dion(t) = K13 — (B

= mIR™(m + k + 1)?

e (BN R R\
nR—t) Kkl nR—t

: JRRT L : nik nR O\
il faut établir la majoration suivante : < :
nk—t nRkR—t

R = R\ & k)l
iR (0 _ o mr R
nk—t = (nR) nR—t = mlk! (nR)
Il faut avoir 'inégalité suivante :

1 < (m 4+ k)!
(nR)™ = mlkl (nR)™
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est une résultat de

mlk! < (m + k)!

il reste & montrer la majoration suivante :

I'inégalité cherchée s’écrit :

(m+ k)! < RFK=Y(m + k)!
mlkl(nR)™ — Cm!k!Rm+k(m +k+1)2

qui est équivalent & :

K k4 1)
(m —|—k +1) <
n
qui est vérifié pour
k+1)2
¢ = c(n) = sup (m+k+1)°
m,k ,r]m

Lemme 3.3 SicR < (; (1<i<q) alors C*M(Qg) C O (QR)

Preuve
Soit u € C“M(QR); Qr=UrxQ; Ugr={reCP, &l <nR}

alors

VS eNY, VyeQ: |Dlu(z,y)| < CPH5|IM (3.16)

d’apres I'inégalité de Cauchy :

1Y
IDLDSu(0,9)| < sup [Diuler, )] 5
zeUgr (UR)M
posons M = sup |D3U($ay)|
zeUR
de (3.16]) on trouve
|£7
ey B S s >
Dz Dyu(0, y)| < MEPTa1 Mg B
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Posons ¢ = maz {M,C} alors

IDYDIu(0, )] < My

d’ou
D) Dju(0
> RO iy 3 S
veNP v ’YGNP i)
on a

o Bl e R
’YE%U Z r}/‘ nR "Y| nR—g,fL'

nk

d’ou DzU(ZE, y) < C|6|+1|5||M|5‘m

de lemme (3.2)) on résulte

1
Diu(z,y) < c|5‘+1|5|!M‘5||6—“R|5|D‘5|¢R(§x) < e’ M5 DVlpp(Ex)

avec ¢ choisi telle que cR < ¢;; (1 <i<q)

donc u < c®M (1), ce qui implique que u € C’E’M(QR)
Lemme 3.4 On a : (9¥)? < oY

Preuve

Il suffit de montrer que

DYor D¥ g 1
M:M,_; . M,— D"
2 MiMicy == Gy < Mg Do

on a

(¢r)* < R (3.17)

en appliquant la dérivation sur (3.17))on trouve :

D*(pr)* < D*pp
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k
D*pr)* = ) CiD*orD" gy L
70 ' 1 (3.18)
= D s PerD er < 5 Den
=Mk =)

d autre part

Dk Dby DF
ZMM,” SDR.( “?R < Z SDR. _;Df

D’aprés (3.18]) on a

SOR DFipp 1
ZMMk . ) <<Mkk‘Dk<pR c.q.d

Corollaire 3.1 Les espaces Cg’M(QR) sont des algébres de Banach.

Démonstration
De la proposition on résulte que les espaces C';’M sont des espaces de Banach.
Pour montrer que Cg’M forment des algébres on utilise le Lemme {D et la proposition 1)

En effet
siu,v € CoM = u < |ul|PY et v < |ju]| @Y
Alors uv < [Jull[[v[[(®F)* < [[ul[[v]|2F
D’ou

ww < [ull[|v]|@F

ce qui implique que uv € CE’M.

Proposition 3.3 Pour tout (v,0) € B tel que , il existe une constante c s > 0 telle que

o . va W7M ; o By ; / o P— -6
DIDy : Cp™ — Cg™ soit linéaire, continue de norme < ¢ ;§7C°R =19l

Démonstration.

Soit u € CM on a d’apres(3.14)

D} Dyu < |[ull D} Dy @3 (w, )
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D’ou
1]
DIDu < |Jul|&¢° Z 5 MkDMDkqu(g.x)
le développement de Taylor de D¥¢p(£.2) au voisinage de zéro est

Z Dk+l O)

1=0
d’aprés les conditions |y| + [0] < 0, et (v,6) # (0,0) on a |y| < 0 donc I'opérateur DV

devient une intégration et on a

d’out

k |9] I—=|v]
D.YD(; ~ 8 C y (5 ZC) Dk+l 0
u < |Jul|€7¢ ,}w lgo ’5‘ Y ¢r(0)

en effectuant un changement d’indice tel que k = j + |0| et [ — |y| =

y)’ ca)™
D10f < e’y S0 P ar m.) A )
j=0 m=—|/| '

et on revient & notre notation, d’ou

D} Dyu < ||ull€¢° Z Z ‘ Mk+ (€2) DRIl ()

l!
k=0 I=—|v|
K 3))!
, l—1o] M (Ex) K YE+14 |y +]|
< ullg R I;Z_Z_:M SO REI(E £ 1+ ] + 10] + 1)2
notons que

KY(k+1

D" r(0) = ( k

Rk 414 1)2

aprés un développement analogue de ®¥f on a

K=Yk + 1)
wie) =35 Ll E) I D
k=0 1=0 '
et la démonstration revient & chercher I'existence d’une constante ¢ ; telle que

M (k14 P+ _ (k+1)!
O T o]+ 12 T TR (R L 1)

VE >0,V > —|vl

40
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si |y 4+ [0] < 0 alors la fonction

(B + 1+ |y +16])! (k+1+1)
(k+0)! (k+ 14 [y +1]6] 4+ 1)
est décroissante par rapport a [ et atteint son maximum pour | = —|v|;il suffit de vérifier
(k +[0])! : (k — 7))
Miis1———"— < —— Vk>0
R I e O SV
c’est-a-dire
M, 'k — 2
kg (R R =AD" s

My (k=) (k1] + 17 =
D’aprés 'hypotheése (3.5) du théoréme alors dc, 5 > 0 tel que V& > 0 on a

Mol (k+ D
My, (k=P ="

d’autre part

k_|/7|+1 ? 1" " _|'7|+1 2
_— < Vk >0 S B N
<k+ 9] +1> =Ge RS POGs A T4 T

!

. ;o
il suffit de prendre ¢ ; = ¢, s5c/ 5
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3.4 Démonstration du théoréme

Nous étudions I'application T : u — f(z,y, DPu(z,y))
dans les algebres de Banach Cp (Qg) ot € € (R%)? et ¢ € (R%)? sont fixés selon les besoins
rencontreés.

En utilisant les développements de C.Wagschal [26] suivant :

flz,y,z) = f(z,y,0) + ZAJZU + ZAU(y)zJ + ZFU(m, Y, 2)Zg-

oceB oceB oceB
flz,y,2) — f(z,y,2) = ZAU(ZU — )+ ZAg(y)(zg — )+ ZGg(x, Yy, 2,2 ) (20 — 7).
ceB oceB o€eB
(3.19)
ou d’apres :
f(0,9,0) = A,(0) = F(0,y,0) = G5(0,9,0,0) = 0; (3.20)

les fonctions A, définies au voisinage de 'origine de R? sont de classe Carleman, les fonctions

.. .. 2
F, .G, sont de classe C*"™ au voisinage de I’origine de c’ J; L x R

Nous utilisons le lemme suivante :

Lemme 3.5 /20
Soit O un voisinage ouvert de R, A : O — C une fonction de classe Carleman telle que

A(0) = 0. Alors, pour tout € > 0, il existe un nombre R > 0 et un voisinage ouvert Q C O de

Vorigine de RY tel que A € O™ (QR) et || Al L.

Preuve

Soit A € C*'M alors
Vs e NI VWye O, |D°A(y)] <P s|1M

il faut satisfaire & :

ID°A(y)| < ¢’ M5 D"lor(0). (3.21)
-Pour § = 0, (3.21)devient
VyeQ, DAy < epr(0) =K

ce qui est possible en choisissant ) assez petit.
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-Pour [§| > 0, (3.21]) sera vérifié si

P81 M g < ¢’ M5 DPlop(0).

On a
!
D\5| K—l |
QOR(O) R‘6|<|5| + 1>2
c’est & dire si
K—l
1641 5
e T HEFSIE

il suffit de choisir R assez petit.

Nous allons ensuite majorer les fonctions f, F,, G, en utilisant les développements [26] et

la donné de (3.20)) :
p
f(x7y70) = Zx]fj<x7y)
j=1

p
Golr,y.2.2) =D 2,Goj(@,y,2,2) + D (2:Gor(w,y,2,2) + 2,G, (.y,2,2))

j=1 TEB

et on suppose que toutes les fonctions f;, G, ;, Go -, G;T sont de classe C*"™ dans le domaine :

D= {(x,y,z,z’) €TV X R.G &layl <nRi,  yeR,  |nl<R,  |l< R;}

pour n > 1
D’aprés le lemme , on peut supposer que, pour tout 0 < R < Ry, 0< R <R} :

fj(‘ru y) < C@%(l’, y)v
D’autre part on peut majorer G, ;, G -, G;T comme suit :

G,; et G, et G;T < @ (z,y) H oy (zT)@%(z;)

TEB

En effet, pour tout z vérifiant &;|x;| < nR, 'inégalité de Cauchy donne :

e
(k)"

|DIDADE DY, Gy r(0,y, 2,2)| < sup|DIDEDE DG (2, y, 2,2 )|
comme G, , € CvM on a
|DIDSDE DY G (3, y, 2, 2)| < OB 510 5 1 Mo B Mg
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3.4. Démonstration du théoréme Chapitre 3. Probleme de Goursat non linéaire Holomorphe-Carleman

Alors,

Y€ M) BIM g

2 1y )P 81+lal+181+14)
|DIDYDED!, Gy r(0,y, 2,2)| < Me Myl R (Rl ()8

M = sup]D;DZD?Df,GM(x,y, 2,2 )| don, d’apres [3.10| :

|DD) DD’ Gy -(0,y, 2, 7))
!

2

YENP

< C(S'Mw Z |7| H @M ZT /)

')/ENP

ce qui implique que :
§ Mo B ! nk H M M)
DyDz DZ/GUJ—(I', Y,z,z ) <K C‘5|'M|§|m 1 ("‘)R/ (ZT)@R/ (ZT>

le lemme donne :

/

DiD2D’,Gor(2,y, 2,2 ) < c°[0|1M 5 Do (¢x) ] O3 (2-)OK (=)
TEB
d’ou
GU,T('xv Y, 2, Z/) < C(I)]\R/[(xv y) H @% (27')@]\}24’ (’Z;)
TEDB

On remarque que

2, € e(R)OM,(2,) et 2. < e(R)OM, (2))

nRk nRk

gaxoz ?1 1:(111 gpxgp
; R =eo(R .
X <<50( )Z 50( )Ong(nR)al (ﬁR)ai"
élxl a <€pxp)ap
NI ot Dl i
e o (nR)
L
nkR —¢&x

< 60(R)

avec £9(R) = anj_l
pour majorer z; par P} avec la relation il faut que

z; < c®Y (z,y) clest a dire ngj < (" MyD oRr(x) = cpr(Ex)
d’autre part, vu le lemme on a:

7R —&x <L c(n)er(ér)

44



3.4. Démonstration du théoréme Chapitre 3. Probleme de Goursat non linéaire Holomorphe-Carleman

d’ou
v; < e(R)er(§r);  e(R) = c(n)-co(R)
ce qui implique que
r; < e(R)Pp (2,y)

avec £(R) et e(R') tendent vers zéro avec R et R.

Pour majorer la fonction G, ;, G, -, G;T on utilise le lemme m le lemme et la majo-

ration suivante :

= My My
M M _ n
@nR’(ZT)@R’<ZT) - nZ:O kz_; (an)n—k (R’)k Zr
= M, "1
< Z ’nn Z: Z n—k
n=0 (R ) k=0 n
< c(n)Oy (%)
par suite
OM, (1)OM (1) < c(n)Ok (=)
On trouve :
fj(x7 y) < C(I)AR/[(Jza y)
Ga,jy GO’,T? G:m— < CCI)%[(J,’7 y) H@]]\g’ (ZT)G)% (Z;)
TEB
5y < E(RBY (w9) 2 < (RO ()i 2, < (RION (2)

vu le développement G, :

p
Gy, y,2,2) = ijij(x,y, 2,2 )+ Z [ZTGU,T(x,y, 2,2 )+ Z;G/M(x,y, 2, z,)]

j=1 TEB

En donnant les majorations suivantes :

p
Y #iGoi(w,y,2,2) < pe(R)c(®F )] [OF (204 ()
7=1

TEB

< =(R)BY(ry) [[O4 (0K ()

TEB

avec £1(R) = pce(R)
5Gor(1,y,2,2) < c2(R)e(n) @} (v,9) [ [0 ()0} (2))

TEB
< e(R)0Y (@) [[O% (=)0 (=)

TEB

/ /

avec e9(R) = ce(R )c(n)
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n 1o~ ’
et de méme pour z. G, _(z,y,2,2)

Z [ZTGM(x,y,z,z,) + Z;G;T(x,y,z, z/)] L reg(R (x,y H@ 2)0M(2)
TEB TEB
Alors
Golr,y,2,2) <e(R)OY (z,9) [ [OF (21)0% (2;) + rea(R) Y (z,y) | [OF (21)0
TEB TEB
< e(R, R (x,y) [[O) ()04 (=)
7B

avec e(R,R) =e,(R) +reo(R)

le fait que F,(z,y,2) = Gy(z,y,2,0) on déduit que, pour tout 0 < R < R, 0 < R < R} :

f(x,y,0 ijf] (2,9) < pe(R)e®F (z,y) = < (R)®F (z,y)

Fo(x,y, 2) <<€(R,R)‘I>% (z, ) [ [0 (2+)
TEB
GU(‘/E’ Y, =, Zl) < 8(R7 R/)(I)%(xa y) H®%<Z7)@% (z;)

\ TEB

avec € (R), (R, R') tendent vers zéro quand R, R tendent vers zéro.

On a alors :

Proposition 3.4 Il existe Ry > 0,a > 0 tel que, pour tout R €0, Ry|, l'application :
T:u— f(z,y,2 DPu)
soit une contraction stricte dans la boule fermé B(0,a) de 'algébre de Banach C’g’M(QR).

Remarque 3.1 Si (v,8) € B tel que, |y| + |0] = 0 la proposition [3.5 donne que la constante
c'%(; est le méme constante du théoreme .

Soit u € B(0,a) C CE’M(QR), vu la proposition il en résulte que :

2y = DYD%u, (2, = DIDu/) < ac o CRITRRE (@ y), st 4101 <0 (3.22)
ey acy 5B (. y), st ]+ 18] =0

On pose ¢(R) = 0;755%51%_'7'_‘5'
On a d’aprés le corollaire 2.2]
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si |y|+ 0] <0 alors

, M le(R)ad (x, < n®M (x,

si|y[+ 0] =0
\ OF [acy ;7Y (z,y)] < W'Y (z,y)
ag(R) M, acy,s€7¢° M,
— K [ K >
avec n = max (K, T ae(R)Ml)’ n' = max(K, . ac%g@C‘le)

Majorant maintenant la fonction f(z,y, z) d’aprés on a:

f@y.2) = F(2,9,0)+ Y Asze+ > As(y)ze + Y Folw,y,2)2

ceB o€EB o€B
= f(z,y,0) ZAza—l—ZAzo.—l—ZA
Ivl+\5|<0 |v|+|5| 0 |v|+|5|<0
+ ) AWzt Y Folzy.2)z + Z (2,y,2
oceB o€B
|v[+]6]=0 |v[+]6]<0 \7I+\5|:0

d’abord, En majorant tout les termes de développement de f :

Z Ayzy <K Z (Ase(R)) a®¥ (x,y)

oEB
[vI+16]<0 |’Y|+|5|<O
D Aeze <) (Aas”cé)c%aa@%m,y)<<ac7,ap<s><1>%<x,y>
oeB ocB
[7I+16]=0 [7I+16]=0
Yo AWz < Y o (v y)as(R)E (2,y) < regas(R)PY (z,y)
oeB ceB
IvI+16]<0 IvI+16]<0
Yo AWz < ) 0@ (1, y)ac, 8¢ < (acwseo > f”é‘s)@% (z,y)
oeB oebB oceB
1y|+16]=0 [y|+16]=0 [7|+16]=0
Z F,(z,y,2)z, < are(R,R)e(R)n"®¥ (z,y)
ocB
Iy1+8]<0
Z F,(r,y,2)2, < (ac%(gn””a(R,R’) Z 57(6>®%(x,y)
occB oc€EB
[vI+6]=0 [vI+16]=0
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D’ou
Tu=fla2) <a(®¥an o T Ac(r)) o} ) +ac,al©0 .0
i l<o
Freaas(R)0 (0.0) + acseo 3 €600l (a)
o
+are(R, Re(R)n"®¥ (x,y) + (GC%(;?”L/TS(R, R) Z @C‘S) O (2, 1)
i a=0
<la@ra(es(pO+e X )+ m) o e
b0
Avec
e"(R, R") = max (rege(R'), re(R, R')e(R)n*") + Z Aye(R),ey = maz(go,n*e(R, R'))
i3 l<o
Finalement l'inclusion T'(B(0,a)) C B(0,a) est satisfait pour :
( a<CR, avec C=c,s7(°
ae(R) < R/
() +a(es(sO -2 3 €¢) 1)) <0
h\(—jlrelf\;:O

\

Cherchons les conditions pour que 7' soit une contraction stricte :

Soit u,u’ € B(0,a), les conditions étant supposées réalisées on a :

lu —w[le(R)DF (z,y), |yl +1d] <0

2o —2b =D (u—u) K
lu =W |COF (2,y), |9 +]0] =0

[

Alors,
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Tu—Tu = f(x,y,D7u) - f(x,y, D7) = Y A, (D7u—Du)+ Y A, (D7u— D)
o€l ceB
[v[+]d]<0 |v|+16]=0
+ > AWD7u—D)+ > AW)(D7u— D7)

oc€B oceB
[v[+16]<0 [vI+16]=0

+ Z Go(z,y, 2,2 ) (D7u — Du') + Z Go(z,y,2,2)(D7u — D)
ceB ceB
[v|+15]<0 |v]+]8]=0

Alors

ru=t a3 Ans(R) )0 (e) + = e o€ (o)
iehl<0

+rege(R)||lu — o/ || @Y (x,y) + llu — v/[|ey s (80 Z 5756) @ (2,y)
oceB
A

Frn?e(R)e(R, R)BY (2,y) + ¢y n™ | — | (a(R, r) S W) 3 (2, y)

o€EB
[v[+]d]=0

d’ou

Tu—Tu < flu—| (C'y,é (p(é) e Y 5”(6) +e"(R, R’)> @ (z,y)

cEB
[v[+]6]=0

On Pose p; = ¢y (p({) + € Z {’C‘s) <1

ceB
IvI+16]=0

Alors, p(§) + ¢ Z &< C;,}S

oceB
[v[+]6]=0

soit p tel que p; < p < 1.

Alors pour que T soit une contraction stricte il suffit que :
pr+e"(R,R)<p
On résume, il suffit d’avoir les inégalités suivantes :
a<CR ; a(R)<R

pr+e"(R,R)<p
g1 <a(l—p)
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Alors il existe Ry € 10, Ry] et R € ]0, R}] tel que
p1+e"(R,R') <p, pourtout R €]0,Ry)

Soit R’ fixé, on choisi a tel que 0 < a < CR/, (C' = ¢, 5£7¢%), puis Ry € ]0, Ry] suffisamment
petit pour que
ac(R) < R', & <a(l—p), pourtout R €]0, R

La proposition précédente montre I'existence et 'unicité en méme temps.

En effet, si u et v’ deux fonctions de C*"™ au voisinage de l'origine de CP x RY telles
que, u = f(z,y, Du),u’ = f(x,y, D°u') avec u(0,y) = u'(0,y) = f(0,y,0) = 0 pour tout
y € R?; d’aprés le lemme on résulte u < e(R)®¥, de méme v’ < &(R)®¥ pour tout
R > 0 suffisamment petit ; en particulier si R € ]0, Ry] tel que e(R) < a ce qui donne que la

contraction 7" a deux points fixes dans B(0, a), contradiction, d’ou 1'égalité de u et w’.
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3.5 Conclusion

Ce travail est un cas particulier du probleme de Goursat non linéaire Carleman-continu
et en méme temps il forme une généralisation pour le cas Gevrey-holomorphe, on a démontré
I'existence et 'unicité d’une solution de classe holomorphe-Carleman, en suivant le méme for-
malisme de C.Wagschal, dans 'espace de Carleman associe & une suite logarithmétiquement

convexe et une série formelle convenablement choisie.
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