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Introduction générale

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul
classique,l’origine du calcul classique connaissant aujourd’hui, remontent au 177 siécle
ou Newton et Leibniz on développé le calcul différentiel et intégrale Leibniz a présenté le
symbole jt—tlf pour designer la méme dérivée d’une fonction f. Quand il a il a demandé a
’hopital dans une lettre (apparemment avec hypothése implicite que n € N).

Il lui a répondu que signifie %f sin= %?.
La lettre de I'Hospital admise aujourd’hui comme le premier incident de ce que nous
appelons la dérivation fractionnaire demandée par I’hypothése spécifiquement n = 3 c-a-

d une fraction (nombres actuel)¢ donné a cette partie des mathématique

ar
g

Guillaume de L’Hospital (1661-1704)

TABLE 1 — o

Que signifie ‘Z—,{ sin= %?

Cette lettre de I’'Hospital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier
incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que "'Hospital a
demandé spécifiquement pour n — %7 c’est-a-dire une fraction (nombre rationnel) a en fait
donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.

Les dérivées non entiéres possédent un effet de mémoire qu’elles partagent avec plu-
sieurs matériaux tels que les matériaux viscoélastiques ou polyméres. Ce fait est également
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une des raisons pour lesquelles le calcul fractionnaire a connu récemment un grand inté-
rét. L’utilisation de leffet mémoire des dérivées fractionnaires dans la construction des
modéles matériels simples est livrée avec un cott élevé en ce qui concerne la résolution
numérique. Tout en utilisant un algorithme de discrétisation des dérivées non entiéres
on doit tenir compte de sa structure non locale qui signifie en général un haut stockage
d’information et une grande complexité de 'algorithme. De nombreuses tentatives pour
résoudre les équations faisant intervenir différents types d’opérateurs d’ordre non entier
peuvent étre trouvées dans la littérature.

Une liste de mathématiciens qui ont fourni des contributions importantes au caclul
fractionnaire jusqu’au milieu du 20°™¢ siécle, inclut :

P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-

1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-67), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V.
Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Ha-
damard (1892), O. Heaviside (1892-1912) S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E. Lit-
tlewood (1917-1928), H. Weyl (1917), P. L’evy (1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis
(1924-1936), A. Zygmund (1935-1945) E.R. Amour (1938-1996), A. Erd’elyi (1939- 1965),
H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949).
[6] Cependant, cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau aussi, de-
puis seulement un peu plus de trente années elle a été objet de conférences spécialisées.
Pour la premiére conférence, le mérite est attribué a B. Ross qui a organisé la premiére
conférence sur les calculs fractionnaires et ses applications a l'université de New Haven
en juin 1974, et il a édité les débats. Pour la premiére monographie le mérite est attribué
a K.B. Oldham et J. Spanier, qui ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en
1974 apreés une collaboration commune, commencé en 1968.

Dans ce mémoire nous nous intéressons a I’étude de la dérivée fractionnaire et appli-
cation, il est composé de trois chapitres :

Le Premier, intitulé préliminaire, comporte quelques notions de bases ainsi que toutes les
notations et définitions qui nous serons utiles.

Le Deuxiéme, est consacré pour étudier les approches Riemann-Liouville et Caputo et
I'intégral fractionnaire et ses propriétés.

le troisiéme, est ensacré a la résolution de probléme fractionnaire

dans le cas de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.




Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Notations générales

Nous présentons ici les notations utilisées dans notre mémoire. Pour avoir plus des
détails nous renvoyons le lecteur aux passages correspondants dans le texte. Nous avons
numeéroter les différents lemmes, propositions, remarques et théorémes dans chaque cha-
pitre de maniérer séquentielle. Quant aux formules, elles sont aussi numéroterais dans
chaque chapitre d’'une maniérer séquentielle.

Notation
e R : ensemble des nombres réels.

C : ensemble des nombres complexes.

N : ensemble des nombres entiers naturels.

o N*=N\{0}

e Lpla;b] = {f : [a,b] — R, fest mesurable sur [a, b]et /b |f(z)]P do < oo}

o La,bl={f:][a,b] — R, f est mesurable et essentiellement bornée sur [a, b|}.
o C"[a,b] = {f:[a,b] — R, f dérivable n fois et f continue}.

e I'(.) : la fonction Gamma.

e [(.) : la fonction Béta.

e R(.): la partie réel de nombre complexe.

e A : une algébre.

e PC([a;b]; E) : espace des fonctions continues par morceaux sur [a, b] & valeurs dans un
espace de Banach E.
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e [ :intégrale fractionnaire & gauche d’ordre o > 0.

o °D :la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

e D¢ : la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

1.2 Approche Historique|3]

Pour une fonction f continue sur un segment [a, b]le nombre f: f(t)dt représente ,la
portion du plan limité par I'axe des z,et les droites d’équation x = a et, x = b et le graphe

Y a b

Ceci est I'aire sous la
courbe entre a et b

qui se calcule par une primitive F'de fsur [a,b] suivant la formule :

/ f()dt = F(b) — F(a)

En fait le nombre fab f(t)dt est défini de fagon assez compliqué par le passages a la limite
suivant :

"= tm LS K
| #twi = im = > flat =)
en démontrant que cette limite existe.

Cette définition de I'intégrale permet de montrer que si f est continue sur un intervalle
o et si a est un point fixé dans cet intervalle, la fonction v — ff f(t)dt est une primitive
de f sur o. Il s’agit du théoréme fondamental du calcul intégral.
en déduit alors que si F est une primitive de f sur [a, b], nous avons f: f(t)dt = F(b)—F(a).
Rappelons la propriété d’ordre absolument fondamentale que nous allons utiliser en per-
manence : si nous avons f(t) < g(t) < h(t) sur le segment [a, b|, avec a < b, alors :

AU@@gKZ@ﬁgl%@ﬁ

7
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Intégrale de Stieltjes : |7]

Thomas Stieltjes(1856-1894)

L’intégrale de Stieltjes constitue une généralisation de l'intégrale ordinaire, ou intégrale
de Riemann. En effet, considérons deux fonctions réelles bornées f et g définies sur un
intervalle fermé |a, b| ainsi

qu'une subdivisiona = rg < 1 < T3 < ... < x,_; < x, = b de cet intervalle. Si la somme
de Riemann

—_

n—

f(f)(9(55z+1) — g(z3))

Il
=)

i
avec & € [x;, ;4] tend vers une limite fixe S lorsque le pas max(z;, — x;) tend vers 0,

alors S est appelé Uintégrale de Stieltjes (ou parfois 'intégrale de Riemann-Stieltjes) de
la fonction f par rapport a g. On la note

ou simplement

Si les fonctions f et g possédent un point de discontinuité en commun, alors 'intégrale
n’existe pas. Cependant, si f est continue et ¢’ = dg/dx posséde une intégrale de Riemann
sur 'intervalle considéré, alors

[ st = [ s

Ainsi, si f est continue et si g(x)=x, on retrouve la définition classique de l'intégrale de f
au sens de Riemann, puisque ¢'(z) = 1 alors que dg(x)=dx. L’intégrale de Stieltjes étend
donc la définition de Riemann.

Plus généralement, si f est continue et g & variations bornées, cette intégrale est bien
définie.
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1.3 Les espaces LP[10]

Soit[a, b] un intervalle de R

Définition 1.3.1. Soit 1 < p < oo on note par LP ’espace des fonctions p-intégrables sur
[a,b] a valeurs dans C :

LP([a,b)) = {f : [a,b] — C, f mesurable, || f||L» < o0}

Avec

1 lor ety = ( / e ]”dx)

Llespace || f||rr(ap)) muni de la norme ||.||1» est un espace de Banach
Soit J = [0,b] et E est un espace de Banach, on note C(J, E) l’espace de Banach des
fonctions continues y : J — E muni de la norme :

yllee = sup{lly(®)I],t € J}

et soit Uintervalle Jy = [ty, tpi1] -

On définit [’espace :

PC(J,E) ={y : Jy — E est continue sur Jy, et y(t;,),y(t) existent et y(t;, ) = y(t), k =
L....,n}.

tel que wy(ty), et y(t) sont les limites & gauche o droite de y en t = ty.

L’espace PC(J, E) muni de la norme :

lyll = suptesly()]|

est un espace de Banach.

1.4 Fonctions absolument continues|[10]

Définition 1.4.1. : Une fonction f :J — E, est dite absolument continue si pour tout
e >0 il existe 6 > 0 tel que pour toute partition définie [a;, b;),1 = 1,....,p vérifiant :

=1

alors

ZHf fla)]| <e

Définition 1.4.2. : On note par AC([a,b]) l'espace des fonctions absolument continues
sur [a, b] constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesgue-sommables
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e :

f € AC([a, b)) <= ¢ € L'([a,b))tellequef = c + /I (t)dt

Ainsi, toute fonction f absolument continue posséde une dérivée sommable f' = o, presque
partout sur |a,b], et donc c = f(a).

Définition 1.4.3. : On note par AC"([a,b]),n € N* I’espace des fonctions f définies sur
la,bla valeurs dans C qui ont des dérivées continues sur |a,b| jusqu’a Uordre (n — 1) et
telles que f™=Y € AC([a,b]), ie :

AC™([a, b)) = {f : [a,b] — ¢: f®) € C([a,b]),k=0,.....n— 1, f*V € AC([a,D])}

Remarque 1.4.1. on a AC'([a,b]) = AC([a,b])

1.5 OQOutils de base

1.5.1 La fonction Gamma/|6]

La fonction I' d’Euler est une fonction qui prolonge la factorielle aux valeurs réels ou
complexes.

Définition 1.5.1. pour o > 0 on définie I'(«) par

['a) = /0+<>o e dx (1.1)

la fonction I' est bien définie pour tout a > 0.

Exemple 1.5.1. Evaluons I'() par définition

+o0
F(l) = /0 Le_“””’clx (1.2)

posons x = y* alors

d’ou

10
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Calculons [I(3)]* , on trouve

PGE =2 [ ey

+oo ) +oo 2
:[2/ eydy][Q/ e~ ]
0 0
+oo +oo
= 4/ / e~ ) gty
0 0

C’est une intégrale double sur le premier quadrant du plan, on peut la calculer plus
x = rcosf

aisement en passant aux coordonnées polaires, posons {y _ rsing

0 €|0,3],r € [0,400]

on aura

1, ER
(=) =4 e " rdrdd
2 0=0 Jr=0
s 2

g [P e
_4/0 o lia

™

_p2]t>® .z
e 2
7], L

0

M) =vr (1.3)

1.5.2 Propriété de la fonction Gamma

1. On remplace a par o + 1 dans (1.6) et on intégre par partie, on obtient

[(a+1)= / % dr = [—x%e |7 + a/ 2 e dx
0 0

=0+ ol'(o)

alors

T(a+1) = al'(a) = [(a) = w (1.4)

2. soit > 0, ¢ N ona

()= (757" s o

11
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«

n%n!

ngn}roo ala+1)(a+ 2)(a +n)

(o) = (1.6)

Quelque valeurs particuliéres de la fonction Gamma

Proposition 1.5.1. On donne quelques valeurs particuliéres de la fonction T’

1.F(’73) = % T

2T(-1) =40

3.F(_71) =27

4.1“(%) = ¥I

5T+ 4) = (0= Dl = 3) = (1= Do — ... — $37(3) = 22
6.% =0

TT(3) =%~

8T(1)=0=1

1.5.3 La fonction Béta|5]

Définition 1.5.2. La fonction Béta est une intégrale de type FEuler définie pour tous
nombres positives p > 0;q > 0 par

1
ﬁ(p,Q)z/o =1 — )" at

Proposition 1.5.2. ona

B(p,q) = B(q,p) (1.7)

La Relation entre les fonctions Gamma et Béta

La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante

['(p)'(q)

B(p,q) = Tt q)

(1.8)

1.6 Théoréme de ’application contractante|2]

Définition 1.6.1. Soit (M; d) un espace métrique complet et Uapplication T : M — M,
on dit que T est une application Lipschitzienne s’il existe une constante positive k > 0
telle que l'on ait, pour tout couple d’éléments x,y deM, l'inégalité

d(T(2).T(y)) < K(d(z,y)). (1.9)

St k < 1, Uapplication T est appelée non expansive.
Si k < 1, Uapplication T est appelée contraction.

12
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Théoréme 1.6.1. (Théoréme du point fize de Banach)
Soit (M;d) un espace métrique complet et soit T : M — M une application contractante
avec la constante de contraction k; alors T a un unique point fire x € M . De plus on a

sixg €M et x,=T(x,_1)

lim z, =2 et d(z,,z) <k"(1—k)'d(z,z) n>1

n—aoo

x étant le point fize de T.

1.7 Intégrale dépendant d’un paramétre|[15]

Soient I = [a,b] et E étant un intervalle
soit
FiIXE—R

(t,2) — f(t,x)

On considére la fonction

¢ E—R

r— /ab f(t, z)dt

¢(x) est une intégrale dépendant d’un paramétre.
Proposition 1.7.1. : Si f est continue sur I X E,alors ¢ est continue sur E.

Proposition 1.7.2. soient I = [a,b], et E un intervalle de R

s01t
f:IxE—R
(t,z) — f(t, )

Si f est continue sur I x E et si (t,x) — %(t, x) est continue sur IXE, alors la fonction
¢o:EFE—R
r— fabf(t,x)dt

est de classe C' sur E.
De plus Yz € J, ¢'(z) = fbﬁ(t,x)dt

a dz

13
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1.7.1 Intégrale impropre d’un paramétre

Soient a un réel, E une partie de R, et f une application de [a, +oo[x E dans R
On considére la fonction

6:E—R
r — f;roo f(t,x)dt

¢ est une intégrale impropre dépendant d’un parameétre.

1.7.2 Convergence simple

On dit que l'intégrale converge simplement sur E si :

Ve e B, lim /f(t,a:)dt

a—r+400

existe et est finie.

1.7.3 Convergence uniforme

On dit que l'intégrale converge uniformément sur E si :

B
Ve > 0, 3¢ > a/Va > ¢, sup ]/ ft,x)dt] <e
R @

1.7.4 Convergence normale

On suppose que pour tout = € FE, l'application t — f(t,z) de [a;+oo[ dans R est
localement intégrable.
s’il existe une application localement intégrable

g : [a;+oo[— Ry

vérifiant :
(i) [7° g(t)dt converge.

a

(i) V(, x) € [a; +oo[x E, | f(t,2)] < g(t)
alors l'intégrale fa+°° f(t, x)dt est dite normalement convergente.

Proposition 1.7.3. :
la convergence normale implique la convergence uniforme.

Proposition 1.7.4. : soient a un réel, I un intervalle de R, et f un application continue
de [a; +oo[x 1 dans R
St f:oo f(t,x)dt converge uniformément sur I, alors l'application

¢o: I —-R
T — f;roo f(t,x)dt

est continue sur I.

14
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1.8 La transformée de Laplace|l]

1. Si la fonction f est d’ordre exponentiel o ( c’est a dire qu’il existe deux constantes
positives M et T telles que |f(t)] < Me** pour ¢ > T ) alors la fonction F de la
variable complexe s, définie par :

+o0
F(s) = LE(t)(s) = / e f (1)t

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f.

2. On peut reconstituer f & partir de sa transformée F a 'aide de la transformée de
Laplace inverse

ft) =L F(a)(t) = [ e F(s)ds ¢ = Re(s)

c+00
3. La transformée de Laplace du produit de deux fonction f et g qui sont nulles pour
t < 0 est égale au produit de leur transformées de Laplace.

4. La transformée de Laplace d’un dérivée d’ordre entier est :

n—1

LIf™(@)](s) = " F(s) = Y s" 1 (0)

k=0

n—1

= " F(s) = 300 (0)

k=0

5. La transformée de Laplace de la fonction tP~! est :

LIt")(s) =T(p)s™"

1.9 L’algébre de Banach|9]

Définition 1.9.1. :
On appelle algebre A sur C toute espace vectoriel A sur le corps C muni d’une troisiéme
opération, nommée multiplication et vérifie pour tout x,y et z € A les axiomes suivants :

1. (zy)z = x(yz) (associative),
2. x(y+z)=wy+zxz, (y+2)r=yx+yz,
3. Va € C,a(ry) = z(ay) (distributive).

Si la multiplication est commutative, c-a-d vy = yx pour tout =,y € A, on dit que A
est une algebre commutative.
st A complet, alors A algébre de Banach

15
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1.10 Les fonctions holomorphes[4]

Définition 1.10.1. (fonction analytique)
Soit U C C un ouvert et soit f : U — C une application.
Soit zg € U, On dit que f est analytique en zy s’il existe :

1) Un nombre r > 0 tel que le disque |z — zo| < r soit contenu dans U.

“+oo
2) Une série entiére E a,w" de rayon de convergence p > r tels que, pour |z—zo| <,
n=0
on a :
+00
n
f(z) = E an(z — 29)".
n=0

On dit que [ est analytique sur U si elle est analytique en tout point de U.

Définition 1.10.2. (Fonctions holomorphes) Soit U un ouvert de C, zy un élément de U
et f:U — C une fonction complexe. On dit que f est holomorphe au point zg, st

lim f(z0+u) — f(20)
u— 0 u

u#0

On dit que f est holomorphe dans 'ouvert U si elle est holomorphe en chaque point de
U.

existe.

1.10.1 Equivalences entre holomorphes et analytiques

Soit f : 2 — C une fonction holomorphe sur I'ouvert €.
Alors f est analytique sur €2
plus précisément, pour a € €,

o
flz) = Z / n'( )(z —a)" pourtout z € D(a,d(a)).

n>0

De plus,pour tout n > 0 et 0 < R < d(a)

n n! f(w)
f( )(a) =5 /C(a ., —(w — a>n+1dw.

En particulier f admet des dérivée de tout ordre & € N* et ces dérivées f*) sont holo-
morphes sur €.

16



Chapitre 2

Calcul fractionnaire

2.1 L’intégrale fractionnaire |8, 14]

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre (a« € C R(a) > 0), selon approche de
Riemann-Liouville, généralise la célébre formule (attribuée & Cauchy) d’intégrale répétée

n-fois
(" ) (x / dt, / dt. /

1

= Fl)'/a (x — )" ' f(t)dt (n € N¥)

Définition 2.1.1. Soit f € L'([a,b]) l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la
fonction f d’ordre (o € C R(«v) > 0) notée I est défini par

(1206 = s | w0 Wt x> a (2.1)

Théoréme 2.1.1. Si f € L'([a,b]), alors I f existe pour presque tout x € [a,b] et de
plus 121 € L'([a, )

Démonstration 2.3 : En introduisant la définition (2.1.1) puis an utilisant le théo-
reme de Fubini, on trouve

/ab|<fsf><x>|dx // — 1) £ dtda
L / 17 / (o — 0 e

< t)*dt
a+1 / ()

< b“‘ /\f )t

puisque f € L([a,b]), la derniére quantlte est fini, ce qui établit le résultat désiré.

17



2.1. I'INTEGRALE FRACTIONNAIRE [8, 14] 18

Proposition 2.1.1. :
1 I f(t) = Laf(t) = f(t)

2. LI f(t) = I f (1)

3. L’opérateur intégral I3 est linéaire.

Exemple 2.1.1. Soient a >0, B> —1 et f(z) = (v —a)?, alors

« _ 1 ¢ _ pa—l1 . B
2N = Foy [ @00 - (2.2
En effectuant le changement de variable

t=a+(@—-ay (O<y<l)

alors (2.2) devient

1 ! e
- @/0 (r—a—(z—a)y)* '[z+(z—a)y—z]’(z—a)dy
N %a) /0 [(z — a)(1 — y)]* Yz — o) yPdy

En tenant compte de la définition la fonction Béta (1.15) puis de la relation (1.16) on
arrive a :

(z — a)aJrﬁ
INC)
(z—a)* P T()T(B+1)

MNa) T(a+p+1)

(Ig (f)(x) = B(e, f+1)

. F(l—i_ﬁ) (x_a)a-i-ﬂ
S T(a+p+1)
Ainsi on obtient
(13t =0 )o) = ey (@~ 0 23)

18



2.1. I'INTEGRALE FRACTIONNAIRE [8, 14] 19

cas particulier : Soit f(z) = 2" avec 8 > —1 on a

U5 1)(@) = 1°5(0) = s [ o=

En posant : t = zu, (2.4) devient

(2.4)

I“f(x) = ﬁ/g (zu)?(1 — u)* adu

En utilisant la définition de la fonction Béta puis de la relation on arrive a :

rhta 1
If(x) = (o) /0 uP (1 —u)* du
J;B-Fa
I(a)
(B +1)
S T(a+pB+1)

Proposition 2.1.2. Soient o, € C tels que R(a),R(B) > 0, pour toute fonction
f e LY(la,b]), on a :

B(f+1,q)

a+

NI ) = 1570 f = (IS f) (2.5)
pour presque tout x € [a,b]. Si de plus f € C(la,b)]), alors cette identité est vraie pour
tout x € [a, b]

Démonstration 2.6 :
Supposons d’abord que f € L'([a,b]), on a :

19 (12 )(x) = ﬁ / (o — 8 (I f) (s)ds

LU P e P s
= gy [ @ [

En vertu de théoréme (2.3), les intégrale figurant dans I’égalité précédente existent pour
presque tout z € [a, ], et le théoréme de Fubini permet donc d’écrire :

1 x x
D) = rrey [ F0] [ @ s = 0] a
En effectuant le changement de variable

s=t+(x—t)y 0D<y<1)

on obtient

(I8 )] () = W / " F ()@ — / (1= y)* 1y dydt

19




2.2. LA DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE[S, 1420

Enfin, en tenant de la définition (1.15) puis de la relation (1.16) on obtient :

) w) = i | 10— = )

oz—l—ﬁ

supposons maintenant que f € C([a,b]), alors (d’aprés les théorémes sur les intégrale
dépendant de paramétre) 17 f € C([a, b]), et par suite

[P f 1217 f € C(la,b])

YTaTa

Ainsi, d’apreés ce qui précéde, les deux fonctions continues I§+Bf, ];‘Iff presque partout
sur [a, b], elles doivent donc coincider partout sur [a, b].

le théoréme suivant fournit un résultat concernant l'inversion de la limite et de I'inté-
grale fractionnaire.

Théoréme 2.1.2. Soient o > 0, et (f1.)>5 est une suite de fonction continues et sim-
plement convergentes sur [a,b]. Alors on peut invertir l'intégrale fractionnaire au sens de
Riemann-Liouwville et la limite comme suit :

12( timfi))(e) = T (12 fi)(2)

Démonstration 2.8 :
Soit fi. une suit converge vers f alors

12 fi(z) — I f ()] = |ﬁ / 1) — FO) (@ — )

fe = fllo [* o
gw/a (x—t) 1dt

e = flloo 1 o
< Wa(l’—a)

 e—ar

< mek — fllos(b — @)%k — 400 — 0

2.2 Ladérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville|8,
14]
Définition 2.2.1. Soit f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur [a,b], la dérivée frac-

tionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre o € C(R(«) > 0) notée
Dy fest définie par :

D@ = rores (1) [ oo 26)

20



2.2. LA DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE[S, 1421

oun—1<[Ra)] <netz>a.
En particulier, pour o =n € N, on a

(D)) = s ) [t = £ 27)
D200 = g5 (e ) [ 00 = 50 (25)

par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée
classique pour a € N

Remarque 2.2.1.

020 = () @)

tel que :n = [R(a)] + 1,2 > a

Exemple 2.2.1. :[13] Reprenons l’ezemple de la fonction f(z) = (x — a)? alors :

ap_ (d\"  TB+1) o
. <%) T [

TB+1) TB+1+n-a)

" T(Bt+ltn-a) TB+1-a) (&= a)™*

B +1)
S T(B+1-a)

ot nous avons utilisé la formule

(z —a)?~

(%)n(x — 0 = A= DA =t Do =) = e -

pour a =1
y_ (d\" I'(g+1) n—1
Dé)‘(%) F(B+1+n—a)(x_a)ﬁ+
_ P(5+1)(x—a)5‘1
I'(5)
=Bz —a)’ ! = %(x —a)?

Si on pose =0 dans ’égalité précédent, on obtient

(z —a)*
rl—a)’

C’est -a-dire que la dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle! est en
général infinie pour v = a :

21



2.2. LA DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE[S, 1422

Proposition 2.2.1. : Soient a« > 0 et n = [o] + 1. Si f € AC™([a,b]), alors la dérivée
fractionnaire D f existe presque partout sur [a,b] et de plus, elle est donnée par

n-l F9)(a) , 1

DI =3 1 gy gy [ e 0

<

Lemme 2.2.1. [13] L’opérateur de dérivation de Riemann-Liouville Dy posséde les pro-
priétés suivantes :

1. Dy est linéaire

2. lim Def = f=b lim D f = f™
a—mn—1 a—}(n)

3. D%I® = id.

Preuve :

1. (pour la linéarité) :on a

D)+ ) = (45 (2 G) + ngle))

- (&Y {ﬁ [ =m0 + o)
(

() ey e s0u] o) o

= ADg f(z) + nDgg(x)

2. Supposons que est f de classe C™, alors

@) = (121 + Y o - a
et donc
I (@) = (D)) + 5 ;.(,@f;:a(:c ay
=0
i(a)

22



2.2. LA DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE[S, 1423

donc

D) = (1) s

= (%)n[fi"“(f‘")(an_l J (@) (z — a)/tm e

j=0
— I(a) .
— (MY (2) + f o gl
2 () () ]Zor(j+1_Q)( )
Par passage a la limite quand,agiOﬂ on obtient
n—1 j
lim DEf(e) = tim 12700 (@) + lim 3t ) -0y = )

a—n a—mn a—mn j=0

23



2.3. LA DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO[10, 16] 24

Disw) = (1) (1)

- (&)
f(a)

2.3 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo[10, 16]

Définition 2.3.1. : Pour une fonction donnée f sur lintervalle [a,b] la dérivée d’ordre
fractionnaire au sens de Caputo de f, d’ordre o > 0 est définie par :

Dife) = s | (=0 DO

I'n—«

oun = [a]+1 et [a] désigne la partie entiére de .

Théoréme 2.3.1. : Soit a > 0, si f € AC"([a,b]), alors la dérivée fractionnaire de Ca-
puto DS f(t) existe presque partout sur [a,b], et on a :

1.si o ¢ N, alors °DS f(t) est donnée par :

Defla) = ) /x<x—t>wlD<n>f<t>dt

I'n—«
=1,;7°D" f(x)
En particulier, lorsque 0 < a < 1 et f € AC([a,b]) alors :

1

R el e INAL.

— 1)

2.5i o =n €N alors D" f(z) = f™(z)

Exemple 2.3.1. [15/
Reprenons lexemple de la fonction f(x) = (z — a)P.
Alors

24



2.3. LA DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO[10, 16]

25

CD((f“)(a: - a)ﬁ = —) /w(x — )" (b dt

I'(n—«

_ ; xm_ nfaflw
B F(n—a)/a( 2 r'g+1—n)
o F(6+1) ‘ T — n—a—1 T — -n
- [ @ty

'n—a)l'(f+1+n—a
_ (2 _TB+Y VI
- (dt) B+itn—a)" 1)’
FB+1) TB+1+n—a)

(z —a)’"da

= TGiiin o) TEr1_a @79
_ F(B + 1) (l‘ o a)ﬁfa
 I(B+1-0a)

Remarque 2.3.1. :/10]
La dérivée fractionnaire de Caputo d’une constante est nulle :

VO eR, °DC =0

Lemme 2.3.1. :[/10]
Soient a > 0 et f € L*|a,blalors :

CDIINf(x) = f(x) +co + et + cot® + ... + ¢, gttt

pour certaines constantes ¢; € R;i=0,1,...n—1,n=[a]+1

Proposition 2.3.1. [11]/ on a :

1. “Dg[Igf1=f

2. IT°DS fl(x) = f(x) + Z

J=0

3. Si0 < a,8 <1 avec o+ B < 1 et f de classe C!

(‘Dg o D) f =° Dg*? = (‘D] o° Dg) f
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2.3. LA DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO[10, 16] 26

Preuve :

{4 (o e8]

PN I Y S AP
i [ e 0w

(i) o | T e

= (L[ D) = L f(x) = f(2)

—° D5 fl(z) = f(x) (2.9)
2. D’aprés (2.5) on a
LD N(=) = I " ()]
= I"f"(x)
n—1 f SL’ . a)

=0

= flz)+

<.

3. En utilisant la régle de composition de l'intégrale de Riemann-Liouville et la défini-
tion de la dérivée de Caputo, on peut écrire.

(‘D3 o*D)f = ((I;™*oD')o (L, oD")f
([1O‘ﬂofﬂoD1 IlﬂoD>f
eDL=P
= (Ilaﬂ CDlﬂoflﬁoD>f

—_——
id

— (Il_(a'w)oDl)f
_ cDg+B

— (D7 D) = D

26



2.4. PROPRIETE DES DERIVEE FRACTIONNAIRE|2] 27

2.4 Propriété des dérivée fractionnaire|2]

2.4.1 Linéarité :

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

DUAf(t) + ng(t)) = ADf(t) + nD%g(t) (2.10)

2.5 La régle de Leibniz

Pour n entier on a

000 =3 (1) 100+

k=0
La généralisation de cette formule nous donne

D(1(0ate) =3 (§) 790D (0 + Rite) (211)

k=0
oun=p+1et

R = s [ =) (e [ = o

T

avec lim RP(t) = 0. Sif et g sont continues dans [a; ] ainsi que toutes leurs dérivées; la
n——~oo

formule devient : )

D(f(0at) =3 (4) 90D 900,
2.6 Relation entre L’approche de Riemann-Liouville et
celle de caputo [8, 14]

Le théoréme suivants établit le lient entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
et celle au sens de Riemann-Liouville.

Théoréme 2.6.1. : Soient o > 0,n = [a] 4+ 1. Si f posséde (n — 1) dérivée en a et si DS f
existe, alors :

(“Dg f)(x) = Dglf(x) —

presque par tout sur [a,b]

Proposition 2.6.1. [11]

n—1

SiCDYf =0 alors f(z)= Z Ci(x —a)

Jj=0

27



2.6. RELATION ENTRE L’APPROCHE DE RIEMANN-LIOUVILLE ET CELLE DE

CAPUTO [8, 14] 28
Démonstration :
n—1 (LL’ - a)j 4 .
(‘D3f)(x) = D [f(x) - Tf@(a) (2.12)
=0 ' .

B = (x —a)! ) L I'Gj+1)  itaen
= ) = Z I+ L e
— f(l’) _ < ¢ F(] + 1) (JI . a)j+a—n) + (‘T — a)j f(j)<a)

: F'G+1+a—n)
Remarque 2.6.1. :

Le résultat du théoréme (3.4.1) signifie que la dérivation au sens de Caputo d’une fonction
f est une dérivation fractionnaire du reste dans le développement de Taylor de f.

28



Chapitre 3

L’applications des dérivées fractionnaire

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probléme pour équations différentielles d’ordre frac-
tionnaire :

U"(t) = f(t,U(1))
N U(0)=0 a<2
U0) =0

on a

tel0,R[ D=2

D~ la primitive de u par rapport a t qui s’anulle avec t, la fonction f est une fonction
de t et de y
la condition {u/(0) = 0,u(0) = 0} signifie que u(t) = t3g(t), ou g est analytique a I'origine
de 0
on a DAu(0) = 0 pour tout 3 < 2 , nous supposerons donc f analytique au voisinage
positif de 0
on pose

A, =D,f(0,0)
pour tout § € g+, tq

p(6) = A6 (3.1)

on peut énoncer alors le théoréme :

Théoréme 3.0.2. S’il existe £ € (R*y) tq p(§) < 1, le probleme de Cauchy (I)admet
une unique solution analytique au voisinage positif de ['origine.

Pour prouver ce théoréme on peut supposer o < 0 suffit de prendre u"(t) comme inconnue,
on peut supposer en outre

£(0,0) =0. (3.2)
En effet, si ¢ = f(0,0) et v(t) = u(t) — c; on a alors

v=f{t, v + ) —c=g(t,0') (3.3)
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ou g(t,y) = ft,y + ) —c

d’ou ¢(0,0) = f(0,0) —c=0

vu que c(a)(O) = 0 pour tout v < 2, on constate enfin que la fonction spectral du probléme
de Cauchy (3.4) coincide avec celle de probléme initial

En résumé il s’agit de prouver le théoréme pour le probléme

u(t) = f(t,u'(t)

a<0 et f(0.0)=0

A cet effet, nous allons montrer que I'application

T:u— f(t,u(t))

est une contraction stricte dans un espace métrique complet,

cet espace métrique complet sera tout simplement une boule fermé dans une algébre de
Banach qui sera définie par 'intermédiaire de certaines fonctions majorantes.
FONCTION MAJORANTES][17] :

siu= Z Uax™, ® = Z ®,x%sont deux séries formelles avec u,, € C, ®, € R, on note

aeNn aeNn
u << & la relation (Va € N"(Ju,| < ®,) si © est une série convergente, on note Bg

I’espace de Banach

Bg = {u € C{z},(Fc 2 0)(u << cP)}

pour la norme
llulle = Min{c > 0,u << c®}

Nous utiliserons la fonction majorante
’fl

;0 n+ 1)2

n

dont voici une propriété essentielle

Proposition 3.0.2. il existe une constante K > 0 telle que

0%(t) << KO(t).

Preuve :
Majorons le coefficient de " dans 62 :

Mg

1 1 1 1
Z<j+1>2<n—j+1>2<22 G rip s ( J+1 ) (nj2) + 12

j=0" 0<j< j=0
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et ceci permet de conclure
Nous utiliserons alors la fonction majorante

t
on(t) = K7160(), R >0 (3.4)
qui dépend du paramétre réel R > 0.
On notera que
or(0) = K. (3.5)
La proposition précédente prouve que
oh(t) << or(t) pourtout k=1 et tout R >0. (3.6)

Etant donné un paramétre ¢ € (R*,), on notera Br(&) 'espace de Banach associé a la
fonction majorante ()

Corollaire : les espace Br(£) sont algébre de Banach .

Note : si u € Br(§), on notera ||u||ge la norme de u dans I'espace Br(€) et, si aucune
confusion n’est a craindre, cette norme sera simplement notée ||ul|.

Voici une conséquence importante de ce qui précéde.

Proposition 3.0.3.
Soient u € B,(€) et R’ > 0 tels que ||u|| < R', alors la fonction _,u appartient & Br(§)

! ' [l
R U

<< (K 4+ —m—

R —u ( R — ||ul|

)er(Et)

Preuve :
si ||lul] < R on a |u(0)] < ||uller(0) < R car pr(0) < lvu linégalité 3 << @g.
Ceci prewve que la fonction x — R'/|R' — u(t)] est définie et analytique au voisinage de
l"origine.
En outre

S (8] () e+ 5 () i

Remarque 3.0.2.

i
o

1 = kpr(0) < Kop(&t)

Toute fonction de I'espace Br(§) est analytique au voisinage de 1'origine,
inversement, £ étant fixé, toute fonction analytique au voisinage de I'origine appartient a
I'espace Br(&) dés que R est suffisamment petit, pour vérifier cette propriété nous utilise-
rons le :

Lemme 3.0.1. pour tout n > 1, il existe ¢ = c(n) > 0 tel que

nRk
nkR—t

<< cpp(t).
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Preuve :
cette inégalité signifie que

1 1
IO IR E

elle est donc vérifiée avec

pourtout n € N

c(n) = supK (ot 1)

u est une fonction analytique est bornée dans le disque
A ={z € C¢ft| <nR},

L’inégalité de Cauchy :

505
Du(0)| < M———a! ae N* M =sup|ul.
Du(0)] < M wlu
Signifient que :
Nk
M
SR Ta
. d’on
R
< M—""— < c(n)Mn(Et)

nRk — &t
Ceci prouve qu'une telle fonction u appartient a 'espace Br(§) et, par suite
c{z} = UrsoBr(§)-
Lemme 3.0.2. il existe une constante ¢ > 0 telle que
D Fpp(ét) < cRFpp(€t)  pourtout R >0 et tout k€N

Preuve :
on a en effet

° !
_ 1 n: n+k
Dt on(et) = K- ;n+1 n—i—k:)t

et I'inégalité cherchée s’écrit :

n+k+1\> nl
n,k €N
( n+1 ) (n+ k)! ( )
cette derniére fonction étant décroissante par rapport a n, il suffit de choisir
(k+1)?
c=sup ————
ek
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Proposition 3.0.4. :

81
u < [|ullpr(€t)  a <0
alors :
2—«
I < cl|v| o
Démonstration :
on a :

1

CDCXU(_2) = m/ (QZ’ — t)n_a_anD_QU(t)dt
0

1 x
= — )" D2y (¢ dt
e A (1)

d’apres le lemme (3.0.2),0m a :

D" 2y < ||v|| D" 2R (€,t) < cRPE 2 pp(Et)||0]|

= c|J[|R*"€"pr(t)

et part suite :

1 x
D s [ @ el B )

e S R (N
= T(h—a) /0 S I;R’f(kﬁtl)?dt

comme la série :
(o)

(€)'
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et uniformément converge on a :

RQ—nfn—Z © x (ft)k
D -2 CHUH / —t n—a—1 dt
vos I'(n—a) kz:% 0 (z=1) RF

_ C||U||R2in€ni2 S gk N n—a—14k
=T T(m—a) ZRk(1+k)2/o (w =)t dt

k=0

et posant, t = xu alors dt = xdu

et on a :
T 1
/ (x — )" rdt = / (z — 2u)" " N zu)*rdu
0 0
1
— xn—a—l—i—k—i—l/ (1 _ u)n—a—lukdu
0

= 2" B(n —a,k +1)

donc :

X

Do = el ) ( (1+ k)2 T(n—a)

k=0

— —n¢en— = 6 g 1 n—a—+k F(n—a)F(k+1)
= dlvl|R*¢ ;(E) e AL

o0 k
_ 2—n¢n—2 é 1 n—a+k F(k + 1)
= c|[v]|[R7T"¢ kZ_O(R) (1+k>2x T ot ki)

)k 1 nfa+kﬁ(n_a7k+]—)

|

et en se seposant sur le fait que : Vk >0 et a<n

T(k+1)<T(n—a+k+1)

on trouve alors,

0 k
1
Davf2 < CHUHR27n€n72 Z (%) ( xnfoﬁk

k=0
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—aplrear e () o

k=0
elle en tenant compte que

R
fr<R—u1r< —

§

on déduit,

D2 < c|v||R* g2 (?) : ¢r(ET)

R2§an «
Rnf? é’n «

< dlvll=5 wr(E1)

2—«

R
< dllvll =z en(ée)

o R2—a
D% 2<<c|]v|]£2_a

¢r(§T).

Preuve du théoréme :
par hypotheése, il existe £ € (R*}) tel que

p(§) = [Aa|€" < 15

le paramétre £ est ainsi fizé.
Nous omettrons d’indiquer les éventuelles dépendances par rapport a &, en particulier [’al-
gébre Br(&) sera simplement notée Bp.

Proposition 3.0.5. il exz'ste des nombres Ry > 0 et a > 0 tels que pour tout R €0, R],
Vapplication T : u — f(t,u®(t))

soit une contraction stricte dans la boule fermée B'(0;a) = {u € Bg; ||u|| < 0} de l’algébre
de Banach Bpg.

Preuve :

flt,y) = f(t,0) + Ay + Fu(t,y)y (3.7)
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k
Flty) = F(8.0)+y (6.0 + > 5P (E,0)

k>2

T . k
= F(£,0) +9[£,(0,0) + D7 SF0.0)] + Y - fP(,0)

i>1 k>2

i k
= 110.0) + 530,00+ [y X 51800+ 3 L A0.0)

i>1 k>2

f(tvy) —f(t,Z) :Aa(y—Z)Ga(t,y,Z)(y—Z), (38)
les fonctionf(t,0), F,(t,y) et Go(t,y,z) sont analytique au voisinages positif de 0 on a

£(0,0) = F,(0,0) = G4(0,0,0) = 0. (3.9)

Etant donnée un nombre n > 1 , il existe Ry > 0 et R} > 0 tels que ces fonctions soient
analytique et bornée dans le disque

A(Ry, Ry) = {(t,y,2) € C,0 <&t <R, |y < Ri;|2] < Ry}

pour tout 0 < R < R;,0 < R' < R].
POSONS

5(R) = il(llg) |f<t70)|7 A(R) = {t < (C[Ov R[,O <&t < UR},

(R, R') = sup sup (|Fal,|Gal)
B A(RR')

vu(3.9) , on remarque ces fonctions €(R) et e(R, R') tendent wvers zéro, plus géné-
ralement, toute fonction de R, ou de (R, R'), ayant cette propriété sera notée €(R), ou

(R, R).

D’aprés les inégalités de Cauchy et le lemme (3.0.1), on a donc

( J(6,0) < =(Rpguer),
Fo(t,y) < e(R, R t ,
(t.y) < e >¢R<s>y€r[a§_%ﬁ 10
Galt,y.2) < (R R)or@) [ 5
\ YEa y'Y Z’Y

1. Cherchons d’abord des conditions (suffisantes) sur a > 0 et R €]0, Ry] pour que
T(B'(0,a)) C B'(0,a).
Dans les majorations qui suivent, seule sera explicitée la dépendance par rapport a R, R/,
a et &, tout constante indépendante de ces paramétres sera notée c.
Soit u € f'(0,a), d’aprés le lemme 2.5, on a pour tout a < 0 :

Yo = D% < ae(R)pr(&) (3.11)
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la proposition (3.0.3) montre que

RI
R —y

< con(et) (c=K+1).

D’aprés (3.8), (3.11) et (3.7), on a donc
Tu < [e(R) +ap(§) + (R, R))]er(Et),
et ceci prouve que T(B'(0,a)) C B'(0,a) si
e(R) +alp(&) +e(R+ R)) < a. (3.12)

2. Ecrivons ensuite les conditions pour que 7" soit une contraction stricte. Soient u, u' €
B'(0,a), les conditions (3.14) étant supposées réalisées, on a

/ /

N t
R'—?Jv<<CS0R(£ ) e R—=

L cpp(&t) avec y, = Du,z, = D'y < a.
et

by — 2y = D — ) < llu—ue(R)gr(€t) si a <0
D’aprés (3.9), (3.11) et (3.7), on a donc

Tu—Tu < [lu—1d|[p(€) + (R, R)]pr(Et).
pour p(§) < p < 1, pour que T soit une contraction stricte, il suffit que
p(§) +e(R. R) = p.

En résumeé, il suffit de satisfaire aux inégalités

{e(R) +ap(€) +e(R,R) <a
et p(§) +e(R,R)<p

On procéde comme suit. Il existe Ry €]0, Ry et R €]0, Ry tel que
p(§)+e(R,R)<p pour toutR €]0, Ry,
R’ étant ainsi fixé, on choisit a tel que 0 < a < cR/, puis Ry €]0, Ry] assez petit pour que
ac(R) < R, e(R)S(1—p)a pourtout R €)0,Ry.

La proposition précédente prouve le théoréeme d’existence, elle prouve également 'unicité.
En effet, si u et v/ sont deux fonctions analytique & l'origine positif de 0 telles que u =
ft,u), o = f(t,u' @), on a u(0) = £(0,0) = 0 d’ott (lemme 3.0.1) u < £(R)pg(£.1) et
de méme v < £(R)pg({t), pour tout R > 0 suffisamment petit. En particulier, on peut
choisir

R € [0, Rs[ tel que e(R) < a et ceci preuve que, u, v’ sont deux points fixes de la contraction
stricte T'.
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Résumé

Dans ce travail, je vais étudier 'existence et I'unicité de la solution d’un probléme de
Cauchy d’ordre fractionnaire, ol la dérivée est prise au sens de Caputo. Cette étude est
faite en utilisant les techniques de Wagschal.
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