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Résumé

Dans ce mémoire, nous allons donné tous les détails pour calculer les intégrales d'une
p-formes différentielles sur une variété différentielle non plate et non réguliere, qui
est une généralisation de l'intégrale de Riemann et de Lebesgue sur un pavé rectan-
gulaire plat.

Abstract
In this thesis, we will give all the details to compute the integrals of a non-flat

and non-regular differential manifolds, which is a generalization of the Riemann and
Lebesgue integral on rectangular block a flat.
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Introduction

L’intégral !

L’intégrale est une notion trés connu en mathématique, elle est utilisé presque
dans tous les domaines qui utilisent les mathématiques, pour le calcul des surfaces,
les volumes, la résolutions des équation différentielles, et bien d’autres.

On integre des fonctions dans des intervalles pour le cas d'une variable, et dans
le cas de plusieurs variables on integre dans un rectangle plat. Et aussi dans des cas
particuliers comme une surface plate mais avec des bords qui ne sont pas droits, on
divise la surface en morceaux rectangulaires et on fait la somme des intégrales pour
chaque morceau avec une petite incertitude...

Si on veut intégrer sur une surface qui n’est pas plate!, comme par exemple la
surface d’une spheére , une surface sous forme de vague, ou-bien sur un espace-temps
dans le cas relativiste, ou bien dans le cas ou le repeére est non défini dans le cas
quantique. Dans ce cas, on ne peut plus travailler avec les lois d’intégrations analy-
tique.

Dans ce mémoire on va donné des méthodes du calcul des intégrales non seule-
ment dans le cas des intégrations sur un ensemble non régulier et non plat, mais
aussi dans le cas ou l'on utilise des formes différentielles au lieu des fonctions.
Pour cela on va en premier donner dans les trois premiers chapitres les définitions et
notions nécessaires sur les variétés, les formes différentielles dans le cas de R™ et dans
le cas d'une variété quelconque. Et dans les deux derniers chapitres on donne des
méthodes du calcul d’intégrale des formes différentielles dans le cas de R™ apres dans
le cas général, avec toutes les démonstrations détailleés, et suffisamment d’exemples.



Préliminaires

Les reférences de ce chapitre sont [6, 15, [0, [, I3, 3]

0.1 Rappels de notions de géométrie différentielle

Définition 0.1.1. Soient E et F' deux ensembles
Une application f : E — F est injective si deux éléments distincts de E ont des
images distinctes par f.

V(pi,p2) € EXE (p1 # p2)) = f(p1) # f(p2)

ceci est équivalent a

Ve (p,pm) e EXE f(p1) = f(p2) = (p1 = p2))

Définition 0.1.2. Soient E et I’ deux ensembles.
Une application f : E — F est surjective si tout élément de F' admet au moins un
antécédent par f dans F.

Vger dpek q=flp)
Définition 0.1.3. f est bijective si f est injective et surjective
Vge F ApeE q=f(p)

Définition 0.1.4. M, N sont deux espace topologique, une application continue
f: M — N est un homéomorphisme si en plus elle est inversible et sa réciproque
f~1: N — M est aussi continue.

Définition 0.1.5. Une application f d'un ouvert U C R™ dans un ouvert V C R"
est un difféomorphisme si

— f est bijective



— f est différentiable sur U

— sa réciproque est différentiable sur V'

Remarque 0.1.1. On dit qu'une application f est un difféomorphisme de classe
Ck, k > 0, si f est différentiable de classe C*, et sidg:V Cc R* = U C R”
différentiable de classe C* telle que go f = Idgn et go f = Idgn on note g = f~1.
Dans le cas k = 0 on dit que f est un homéomorphisme

Définition 0.1.6. Une immersion de classe C* d'un ouvert U C R” — R" est une
application f : U — R" , tel que pour tous p € U , sa différentielle en p, Df, est
injective

Définition 0.1.7. Une submersion de classe C* d’un ouvert U C R” — R" est une
application f : U — R" classe C* | tel que pour tous p € U , sa différentielle en p
, Df, est surjective.

Théoréme 0.1.8. (Le théoréme d’inversion locale)

Soit f une application d’un ouvert U de R™ dans un ouvert V de R"

de classe C*(k > 1) , soit a € U tel que df, soit inversible. alors il existe un
voisinage U, de a dans U et un voisinage Viq) de f(a) dans V' tel que la restriction
de f a U, soit un C*-difféomorphisme de U, vers V()

Définition 0.1.9. (Variété topologique)

Un espace topologique séparé , séparable M est une variété topologique de dimension
n si pour tout p € M, il existe un voisinage ouvert U de p, il existe un ouvert V de
R™, et il existe ¢ : U — V un homéomorphisme.

Le couple (U, p) est appelé carte locale de M au point p. Pour tout p € U, les
coordonnées de p(p) dans R™ sont les coordonnées de p dans la carte (U, ¢) .

Définition 0.1.10. (Atlas)
Soient M une variété topologique et, A = {(Uy, ¢a) }acr une famille de cartes locales
de M, on dit que , A est un atlas de M si M = U U,.

a€el

Définition 0.1.11. (Applications de changement de cartes )
Soit maintenant , A = (U,, @u)acr un atlas de M et (Uy, ¢a) » (Us, ¢p) deux cartes
tel que U, NUg # 0; les applications

Dos = g0yt 0aUaNUp) = @(Us NUsp) :

sont appelées applications de changement de cartes



L 1
R Yy Ppoq,

FIGURE 1 — L’homéomorphisme de de changement de cartes

Définition 0.1.12. Soient M une variété topologique et A = {(Ua, ¢a)}aer un
atlas de M. On dit que A est de classe C%, 1 < k < oo, si pour tous « et 3 dans I,
les applications de changement de cartes ®,4 sont des difféomorphismes de classe

C* de o (Ua N Us) sur g(Ua N Up)

Définition 0.1.13. Soient M une variété topologique et A;, A, deux atlas de classe
C* sur M. On dit que A;, Ay sont C*-compatibles si 4; U Ay est encore un atlas de
C* classe sur M

Remarque 0.1.2. La relation de C*-compatibilité est une relation d’équivalence
sur I'ensemble des atlas de classe C* de M. La réunion des atlas d’une méme classe
d’équivalence est appelée un C*-atlas saturé (ou complet).

Tout atlas de classe C* sur M est alors contenu dans un unique C*-atlas saturé.

Définition 0.1.14. (Variété différentielle )

Une variété différentielle de classe C* est une variété topologique munie d’un C*-
atlas saturé. A titre de remarque préliminaire, on notera que 'existence d’un atlas
implique automatiquement 'existence d'un atlas maximal donc ,

Dans la pratique il suffit de prouver I'existence d’un atlas de classe C* pour prouver
qu’une variété topologique est en fait diffrentiable!

Exemple 0.1.1.

1. Un exemple est donné par l'espace R™ lui-méme. L’ensemble a un élément {(R™, Id)}
est un atlas de classe C™ .
Le C*°-atlas saturé correspondant est constitué des couples (U, @) ot U est un ouvert
de R™ et ¢ un difféomorphisme de classe C*° de U sur un ouvert de R™ .

2. Soit I un ouvert de R™ ; (n > 1) et soit j l'injection canonique de I dans R" c.a.d :
j:I = R"
r = jlx)==x

La carte (I,7) définie une structure de variété différentiable sur I , c’est une
variété de dimension n.



3. La sphére unité S™ définie par :

S" = {z € R™/|jz|| = 1} ¢ R™*!

est une variété différentiable de dimension n.

Définition 0.1.15. ( Applications différentiables entre variétés )

Soient M et N deux variétés de dimensions m et n respectivement , et f: M — N
une application. On dit que f est de classe C¥ sur M, k > 1, si pour tout point
p € M , toute carte (U, ) de M au point p, et toute carte (V,7) de N au point
f(p) vérifiant f(U) C V, 'application ¢ o fo o™t : p(U) — ¥ (V) est de classe C*.
f est une submersion tel que ¢ o f o ™! est une application submersion de (M)
dans (V). puisque les applications de changement de cartes sont de classe C*,

f est de classe C* sur M si et seulement si pour tout point p de M, il existe une carte
(U,¢) de M au point p, et il existe une carte (V,1) de N au point f(p) vérifiant
fU) CV, telles que o fop™t:pU) — (V) est de classe C* .

En particulier , si N = R, sous entendu muni de sa structure naturelle de variété
de classe C*, alors f : M — R est de classe C*.

0.2 Espaces tangent et cotangent

Premiére définition : tangente a une courbe

Considérons maintenant une variété différentiable M et un point p de M de
classe C* . On s’intéresse aux courbes dans M qui sont différentiables et qui passent

par p

c: [-ee] — M
t — ct) , c0)=p

Définition 0.2.1. Deux courbes c¢; et ¢y sont tangentes au point p si
c1(0) = ¢2(0) = p et 8’il existe une carte locale (U, ¢) telle que p € U et

2 (po)(0) = S (poe)(0)

On définit ainsi une relation d’équivalence (c.a.d- une relation qui est transitive,
symétrique et réflexive) sur ’ensemble des courbes passant par p : ¢; ~ ¢ elles sont
tangentes en p .



Définition 0.2.2. Un vecteur tangent a M en p est une classe d’équivalence de
courbes tangentes en p.
L’espace tangent a M en p , noté T, M, est 'ensemble des vecteurs tangents a M en

.
Seconde définition : dérivation

Définition 0.2.3. Soit M une variété différentiable et p € M. Une application
D, : C*(M) — R est appelée une dérivation en p, si elle satisfait les regles sui-
vantes : pour tous f,g € C°(M).

1) Dp(f +g) = Dp(f) + Dp(g)-

2) Dy(f.9) = Dp(f)-9(p) + f(p)-Dp(9).

3) f est constante = D,(f) =0

L’ensemble de toutes les dérivations en p, s’appelle I'espace tangent de M en p,
il est noté T, M. Par définition un vecteur tangent aM en p est un élément de T, M

Définition 0.2.4. (fibré tangent)
Soit M une variété de dimension n. par définition , le fibré tangent de M, noté
TM, est la réunion des espaces tangents T,M, p & M. On écrit :

T™ = |J T,M

peEM

0.3 Champ de vecteurs

Soit M une variété différentiable. Un champ de vecteurs de classe C* sur M est
une application

XM — TM
p = (p,Xp)
de classe C* qui associe @ tout point p de M un vecteur tangent X, & M au
point p . Ou

n 0
Xp = ,;fk(p)ail’k

Oup=(x1,...,2,) : et {%}kzlmn la base de T,M et les fonctions f;, € C*(M)
et fk M — R
X(M) désigne I'ensemble des champs de vecteurs de classe C* sur M

Définition 0.3.1. On appelle projection canonique sur 7'M la projection

nmn:-7T™™ - M
(anp) =p
telque X oll = Idy,



Remarque 0.3.1. - On a que X est de classe C* sur une carte locale (2, ) si et
seulement si les fonctions fi, de X dans (U, ¢) sont de classe C* sur U .

Définition 0.3.2. ( Crochet de Lie)

Soient M une variété de dimension n, et X,Y deux champs de vecteurs sur M de
classe C*.

Le crochet des champs X et Y, noté [X,Y], est le champ de vecteurs de classe C*~1
sur M dont I'expression dans une carte locale (U, ¢) de M est donnée par : Vp € U

X, Y](p) = Z {Z (Xj@) @Y) ~ %) @X))} (8?0)

& 0 & 0
avec X, = Y X;(p)=—, Y, = ZYj(p)a—x et les X;,Y; sont les fonctions coor-
=1 i

aZL’Z’ _
données de X et Y dans la carte (U, ), et les z; sont les coordonnées associées a la
carte (U, ¢).

=1

Remarque 0.3.2. Remarquons que pour toute fonction f de classe C? sur M,
(X, Y](f) = X(Y(f)) = Y(X(f))
ot X(f) (resp. Y(f)) est la fonction de M dans R
Propriété 0.3.1. ( crochet de Lie)
Pour tous o, B € R, f,h e C*°(M), X,Y,Z € x(M) on a
1). [aX + BY, Z) = a[X, Z] + BY. 2]
2). [X,Y] = —[Y, X], (antisymtrique)

3). [fX,hY] = fh[X,Y]+ f(Xh).Y —h(Yf).X

4) X, [V, 2]+ Y, [Z, X]| + [Z,[X,Y]] =0, c’est lidentité de Jacobi.

Définition 0.3.3. L’espace cotangent

Soient M une variété de dimension n, dans un point p de M, et (U, ¢) une carte de
M au point p de coordonnées associées (x1,...,2,) . On note Ty M D'espace dual de
T,M, et pour tout i = 1,...,n on note dz'|, la 1-forme différentielle en p deTy M
qui est définie par : Vj =1,...,n

, 0
I/ p

.....

T:M.



Remarque 0.3.3. Dans tous ce qui suit on omet la lettre p et on note tous simple-
ment la famille {dz*|,}i=1.» par {dz;}i=1.n

Définition 0.3.4. On définit le fibré cotangent de M, que I'on note T*M, comme
étant la réunion (disjointe) des TyM p € M qui définit par :
™M= M
peEM

Définition 0.3.5. On appelle tenseur T' du type (r, q)(ou (r, q)-tenseur)au dessus
de p , un élément de ’espace vectoriel TP(T’Q)M , avec

Tlgr,q)M:TpM®...®TpM®T;M®"'®T;M
(rfois) (qfois)

Théoréme 0.3.6. Soit M une variété différentiable de dimension n. Son fibré co-
tangent T*M posséde une structure naturelle de variété de dimension 2n

Définition 0.3.7. Une 1-forme (ou covecteur) en p € M est une forme linéaire sur
T,M, c.a.d une application linéaire

wy: T,M — R
Xp = Wp(Xp)

On note w,(X,) =< wy, X, > le crochet étant ici le crochet de dualité.

— L’espace cotangent a M en p, noté T7 M, est I'espace vectoriel des 1-formes
en p.
— C’est 'espace vectoriel dual de T,M (c.a.d TyM = (T,M)*)

Exemple 0.3.1.

- Le fibré tangent a R™ admet une trivialisation globale TR™ ~ R™ x R™ wvia ["identi-
fication canonique T,R"™ ~ R"

- Le fibré tangent au cercle S* admet une trivialisation globale car il est difféomorphe
au cylindre : TS* ~ S x R. En revanche le fibré tangent T'S? n’admet pas de tri-
vialisation global

Remarque 0.3.4. En utilisant les différentielles des cartes, nous allons étendre le
calcul en coordonnées locales a l'espace tangent. On commence par traiter le cas de
R"™.

Description de 7,R" On a vu plusieurs propriétés de 7,R" : il est canoniquement
isomorphe a R" et il peut etre identifié a ’ensemble des dérivées partielles en x.
Il est temps maintenant d’en donner une description facile utiliser. Soit p € R™ .
Considérons les dérivées partielles en p, c’est-a-dire les dérivations sur R”



elp g 22 (p) =1, ..n.

Ces dérivées partielles forment une base de I’ensemble 7, R™ des dérivées direc-
tionnelles en p et donc une base est dite base naturelle. Ainsi tout vecteur tangent
vy, € T,R™ s’écrit :

0
v, =0 |, "

85[‘1

@xn ‘P

0.4 Variété a Bord de R"

Définition 0.4.1. Le demi-espace ou le demi-plan H" est sous-espace de R™ défini
par

H" = {(azl,...,xn) e R", z, > 0.}

On definit une topologie sur H™ par la topologie induite par celle de R™

V C H" est ouvert ssi 3V’ C R” ouvert tel que

V=H"NnV
Définition 0.4.2.
i) Le bord du demi-plan H™ noté par 0H™ est défini par

OH" = {(ml,...,xn) eR", x, = O.}

ii) H™ est un sous ensembele férmée c.a.d H" = H"
iii) L’intereur de H™ qui noté int(H™) est definit par

int(H") = {(xl, o xy) € R 2, > 0.}

Xn
int(H *)
9H "
S

FIGURE 2 — Demi-espace H"

Définition 0.4.3. On definit une variété a bord M de dimension n, de la méme
maniére qu’'ume variété abstraite de dimension n, sauf que son atlas A est définit
par (V,p) € A est une carte de M elle satisfait une des deux conditions



1) (V, ) est dite cartes régulier si V€ M

¢ :V — R" est homeomorphisme et o(V)ouvert de R"
2) (V, ) est dite cartes a bord si V- € M

¢:V — H" est homeomorphisme et ¢(V)ouvert de H* et Ip e Vig ¢(p)=0

Définition 0.4.4. M une variété a bord de dimension n, on dit que
p € M est un point régulier s’il existe une carte (V, ¢) si

p:V = R"
p — ¢(p) CR"
p € M est une point de bord tel que (V, ) une carte de M si

p: V. — H"
p — @(p) C H" Tn(p) =0

FiGURE 3 — Homéomorphisme ¢ d’un variété a bord

tq = (T1,..., %)

L’ensemble de tous les points de bord de M est noté M et I'’ensemble de tous
les points réguliers de M sont notés int(M)

Exemple 0.4.1.

(1) Si M est une variété abstraite de dimension n, alors M est une variété a bord
de dimension n avec int(M) = M et OM = ()

(2) M = [0,1] est une variété a bord de dimension 1 tel que int(M) =|0,1] et
oM ={0,1}

(3) La boule fermée D,, == {x € R"tq||z|| < 1} est une variété a bord de dimensionn
avec int(D,) ={z € R" tq |lz||<1} etdD,={xeR" tq |lz||=1}=5""!

Définition 0.4.5. M est une variété a bord de dimension n on definit 7, M dans
la carte (V, ) de M par



lv* € R}

a) Sip € int(M) alors T,M = {> o' aa
i-1  9%Ti

b) Sip € OM alors T,M = {Z: vizii |v" < 0}
Propriété 0.4.1. Soit M est une variété a bord de dimension n alors on a
1. OM est une variété abstraite de dimension (n — 1)
2. int(M) est une variété de dimension n

3. 00M = ()

4. Sipeint(M) alors T,M = T,(int(M)) .

noo9
5. Sip € M alors T,(0M) = sza |v" =0}
i1 9T
6. Si M est une variété a bord compacte de dimension n alors OM est aussi

compacte

10



Formes Multilinéaires

Dans tout le chapitre, K représente un corps commutatif et E, F' sont K-espace
vectoriel, les reférences [, 5, 9, §]

1.1 Groupe Symétrique 5,

Définition 1.1.1. Soit n € N*, on note par S, l'ensemble des bijections de
I'ensemble A, = {1,...,n} dans lui méme. S, est un ensemble fini de cardinal
card(S,) = n!l. Les éléments de S,, sont appelés permutations. Un élément o € S,
est représenter par la matrice

- 1 2 ... n
7= \o() o2 ... on)
S, muni de la loi de composition des applications ” o ” est un groupe non com-
mutatif. Si o, p € S,, on note oy :=ocop

Définition 1.1.2. ( support d’une permutations )
Soit o € S, on appelle support de o ’'ensemble , noté supp(o), des éléments de A,
qui ne sont pas fixés par o, c.a.d

supp(o) = {i € A,,0(i) # i}

Deux permutations de A,, sont pas égaux si leurs supports sont disjoints.

Définition 1.1.3. ( p-cycle )
Un cycle de longueur p est une permutation o € S,, définie par un sous ensemble
{i1,... i} T A, tel que

{0(@'1) =gy 0(ip) =iy, o(iy) = o(iy)
o(j) =7, Vj&{ir,... i}

Le cycle o est représenter par la matrice ligne (iy,...,14,).
Deux cycles (i1, .. .,4,) et (j1,. .., jg) sont dit disjoint si {i1, ..., 0, N {j1,...,Jg} =0

11



Définition 1.1.4. ( Transposition )
Une transposition est un cycle 7 de longueur 2 définie par (i, j) i.e.

(1) =4, 7(j) =14, et 71(k)="kVk¢&{ij}

Remarque 1.1.1. Si o est un cycle de longueur p et 7 une transposition, alors

Lemme 1.1.1. Tout cycle o = (iy,...,1,) se décompose en transpositions

Démonstration. 1l suffit d’écrire o sous la forme
g = (il, ig)(ig, 23) Ce (ip_l, Zp)

Définition 1.1.5. ( Signature d’une permutation )
. La signature d’'une permutation o € S,, est définie par la formule

. o(i) —o(j)
sign(o) = ] S
1<i<j<n 7]
On note e(o) = sign(o)
Remarque 1.1.2.
1) sign(o) = 1.

Théoréme 1.1.6. La signature d’un p-cycle de {1,...,n} est (—1)P~1

Démonstration. D’apres la définition d’un p-cycle :

(i1, ... dp) = (i1,42)(l2,93) . .. (Gp—1,1p)

Un p-cycle fait intervenir (p—1) transpositions d’ou une signature de (—1)?~1 [

Lemme 1.1.2. Soient o et p deux permutations, alors
sign(op) = sign(o o u) = sign(o)sign(pu)

12



Démonstration. On a

d’ot

sign(op) =[]

1<i<j<n =]
_ o(p(i)) — o(u(i) (i) — p(4)
N lﬁgﬁn 1(5) — p(9) 1<i<j<n =]
_ I O(M(@))) — o(p(i)) 11 (i) — p(j)

r<uentyzn PO RO Gle, T

= sign(o)sign(u)

Remarque 1.1.3.

1. Si 7 est une transposition alors sign(7) = —1.

2. Si o est une permutation alors sign(o) = (—1)*, ot k est le nombre de transposi-
tions décomposant o, (i.e. 0 =7y ...7%).

3. e(Id) = 1.

4. e(c™) =¢(0).

Exzemple 1.1.1. Soit o € S; définit par
(12
772 4

supp(o) = {1,2,4,5,6,7}
pour calculer (o) On a la décomposition en produit de transpositions :

3 45
3 5 1

6 7
76

o=1(1,2,4,5)(6,7) = (1,2)(2,4)(4,5)(6,7)

donc e(o) = (—1)*H(-1)*t=(-1)*=1
calculer o1

w w
DO W~
=~ Ot
i\l
N



1.2 forme k-linéaire

Définition 1.2.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
w une application w : £ — F est dit linéaire si

Ve,ye B VA peK wa+ py) = Aw(x) + pw(y)
On noté 'ensemble des applications linéaires de E ver F' : L(E, F)

Remarque 1.2.1. Si FF = K on dit que w est une forme linéaire noté par
E* = L(E,K)

Définition 1.2.2. (Formes k-linéaires )
Soient F un espace vectoriel sur K et £ > 1 un entier naturel. On appelle forme
multilinéaire dordre k£ ou simplement forme k-linéaire sur £ une application

kfois
—_—f
w:Ex.xE=F — K
(21,22, ...,x) +— w(xy,T9,...,2k)

Y(zy,29,...,21) €EE¥ A\ peK

W(T1y ooy i1, AT + Y, Tig,s ey Tg) =

AW(T1 g eeey T 1y Ty Ty 1y oves Th) F PO (L1 ooy Ti 1y Yy Tt 1y -y Th)
c.a.d w linéaire par rapport a chaque variables

Exemple 1.2.1.

1) Le produit scalaire de deux vecteur de R?

w:(z,y) — (191 + T2y + T3Y3)
2) w(z,y,2) = f(x)f(y)f(2) telque f € L(E,K)

Proposition 1.2.1. Les formes k-linéaires sur E constituent un sous-espace vecto-
riel de I’espace vectoriel F(E*,K) des applications de E* dans K
. On notera Lix(E,K) ou Li(E) le K-espace vectoriel des formes k-linéaires sur E

14



Définition 1.2.3. (Forme k-linéaire symétrique )

Soit w € Li(F,K) est dite symétrique si w(zy, ..., x)) est invariant par échange
de deux vecteurs c.a.d

V(21, gy oey Ty Ty oy ) € BX 0 (@, o iy 4y oy 1) = W(21, oy T4, Ty oo, T
On noté 'ensemble des formes k-linéaires symétrique par Si(F, K)
Définition 1.2.4. (Forme antisymétrique )

w € Li(F) est antisymétrique si w(xy,...,x;) est changé en son opposé par
échange de deux vecteurs

k. —
V(21,2 oy Ty oo Ty ooy ) € B tw(@y, oy @iy o Ty o X)) = =W (B0 e, Ty e, Ty e

Proposition 1.2.2. (Forme alternée )
On dit que w est une forme k-linéaire alternée si w est nulle sur toute famille de
vecteurs dont au moins deux sont égaux

Ji#£je{l,.,n} ;xi=0;,= w(,..., 2,2, 05) =0
Définition 1.2.5. Une forme k-linéaire w € L;(E) est dite alternées si

pour tout x1,...,xr € F et toute permutation o € S,

W(%(l), . ,%(kz)) =ce(0)w(T1, ..., Th)
L’ensemble des formes k-linéaire alternées est un sous espace vectoriel de L;(F, K)
noté Ak (E, K)

Proposition 1.2.3. Soit w € Ap(E,K) :
S’il un vecteurs x; liés tel que x; € x1,...,x ,avec 1 <1 < k alors

w(zy, ..., x) = 0.

Démonstration. En effet, I'un des vecteurs, disons x1, est combinaison linéaire des
autres. Dans w(z1, ..., 1) , on remplace 21 par cette combinaison linéaire, on déve-
loppe par k-linéarité, et on tient compte du fait que w est alternée. O

Proposition 1.2.4. Si w € Li(E) est une forme k-linéaire, alors l’application ¢
définie par

o(xy, ..., x8) = Z ()W (To1)s -y To(k))

€Sk

est une forme k-linéaire alternées.
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Démonstration. Soit pu € Si . D’apres le Lemme 1.1.2 on a

PTuys - ) = D E(O)W(To(u(r))s- -+ s To(uk)))
ocESk

= (e(w)* Y e(O)w(@o(u)s - - - Ta(ur))

oES

= e(p) Z 5(0)5(M)w(%(u(1)),-..,7%(u(k)))
og€EeSy,

= e(p) Y elopm)w (o)), - - -+ s To(uk))

€Sk

= e(p) Z (o)W (ZTo(u1))s -+ -+ To(ulk)))

op€eS

= e(W)p(Tua), 55 Tuk))

1.3 Image Réciproque

Définition 1.3.1. Soient E et F' deux espace vectoriels sur R . Soient v : £ — F
est une application Lisse :C'*° et w une forme k-linéaire sur F.
On définit 'image réciproque de w noté u*(w) par :

u*(w) E* — R
(21, ..., 25) = uf(w)(xy,...,25) =w(u(zy),. .., u(zg))

Remarque 1.3.1.

)

est une application linéaire. i.e :
u(aw + fu') = au*(w) + Pu*(w')

ona,f €R et w,w € Ly(F).

2) Soient E, F', G des espaces vecoriels sur R . Si u: E — F et v: F — G sont deux
applications lisses, alors



Définition 1.3.2. ( Antisymétrisation )
Soit w une k-forme linéaire. L’application A(w) définie par

1
A(w)(xl, c. ,:L’k> = g Z 8(0)&)(1]0(“(1)), Ce 7Ia(,u(k:)))

* 0€Sy
L’application
A: L (E) — Ai(E)
w = Aw)

est dite antisymetrisation de w

1.4 Produit Tensoriel

Définition 1.4.1. . Soient F un espace vectoriel sur R, w une forme k -linéaire sur
E et w' une forme p-linéaire sur £ . On définit le produit tensoriel w ® W’ par :

ww :EFx EP — R
(:Ch"'7xk7'rk+17"'7xk+p) = w(mlv"'axk)w,(karla"'7:Ek+P)

Propriété 1.4.1.
1) Siw € Ly(E),w € L,(F) Alors w® W' € Ly,,(E)

2) Le produit tensoriel n’est pas commutatif w @ W' # W' Q@ w

3) En général siw, € Lg,(E),...,wm € Lg, (E) , on défini alors le produit tensoriel
w1 & - @ wy, par

Wi @ oo Qi (21, -yl ) = wi(a, L a) w (@ af) avec
ol e E

Définition 1.4.2. ( Espace dual )
Soit E un espace vectoriel sur R. L’ensemble des 1-linéaire est appelé espace dual
de E , on le note E*ou E’

E* = £1(E) = L(E;R)

Propriété 1.4.2. Si E est de dimension n alors E* est un espace vectoriel de
dimension n

Définition 1.4.3. ( Base dual )
. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n . Si (eq, ..., €,) est une base de F |
on définit sur E* une base (e}, ..., e") dite base dual par la formule :
1 sii=j

e;(ej) =i = {O oy (1.1)

17



Proposition 1.4.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Si (ey, ..., ey,)
est une base de E alors {e] @ €5 }1<ij<n est une base de l’espace vectoriel des formes
bilinéaires Lo E)

. De la Proposition , on déduit que dim(Ly(E)) = (dimE)?* = n?

Démonstration.
1) Si
n
> aije; ® e; =0

5,j=1
alors pour deux éléments e, et e; de la base, on a :

n
* *
0= Z aije; ® ei(es, er) = Qg

3,7=1

2) Siw e Ly(E))
w= Y wje@e =Y wle,e)e; Q€]
ij=1 ij=1

De méme, on a [

Proposition 1.4.2. Soit E' un espace vectoriel de dimension finie n. Si (eq, ..., e,)
est une base de E alors

* *
{ef, ® - @€} bi<itin,.ivsn

est une base de l’espace vectoriel des formes k-linéaires
De la Proposition 1.3.2, on déduit :

1) dim(Ly(E)) = (dimE)* = nk

2) Siw € Li(F) alors

n
* * * *
w= Y w6 Q.0 = > we,. .., e e Q- Qe

i1,eip=1 i1,eip=1

1.5 Produit exterieur

Définition 1.5.1. Soient w € A,(E) et ' € A,(E). Le produit exterieur de w et
w' noté w A w' est une forme (p + g)-linéaire altérnée définie par

|
wAW = (p+q)’A(w®w/)
plg!
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1
= 2 (0)w((@o), - To))W (Tar1); - To(prag))

/
WAW (X1, ooy Ty T 1y ooy Tpig) = '
T 0ESp+q

Proposition 1.5.1. Soient wy,ws € A,(E), wj,w) € A(E) et A€ R. on a
1. (w1 4+ wa) Aw] = w1 Awj + wa Awj
2. (Aw1) Awp =wp A (Aw)) = Adwy A wj

Proposition 1.5.2. Siw € A(E) et ' € A(E) sont deux formes linéaires, alors
wAw € Ay(E) et on a

WwAW = —w Aw

Démonstration. Preuve On a Sy = {id, (1,2)} d’ou

wAW ((z1,22)) = w(xy)w'(x9) — w(wa)w' (1)

= —w Aw((x1,22))

w(r1) w'(71)

Remarque 1.5.1. w AW (x1, z5) = det
q ( 1 2) w(xg) wl(ZL“g)

Proposition 1.5.3. Soient w, W', " € A(E) , alors

(WAW)AW" =wA (W A"
On note alors

WAW AW =wA W AW
Démonstration. On a S = {id,(1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3),(1,3,2)} dou

(WAW) A" (21, 29,23) = ; (WA W) (21, 22) A" (23) — (W A W) (22, 21) A w"(atg)
— (WAW) (T3, 22) Aw (1) — (w A W) (@1, 23) AW ()
+ (WAW) (T2, x3) AW (21) + (WA W) (23, 21) AW (22)
= (WAW)(21,22) Aw' (23) + (W Aw) (22, 23) Aw”(21)
+ (wAW)(x3,21) Aw"(x9)

w(zy) Wz W

(
wA (W AW (21,20, 23) = det|w(re) W(r2) W'(22)
w(rs) w'(z3) w(
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Définition 1.5.2. Soient wy,...,w, € A;(E). On définit
le produit exterieur w; A --- A w, par

(Wi A Awp) (@1, zp) = Y e(@)wi(zr) A Awp(ay)

oes,
wi(z1) - wi(zp)
= det
wp(1) -+ wp(wy)
Remarque 1.5.2. soient (eq,...,e,) une base de 'espace vectoriel F, (ef,...,e})

la base dual de E* et wy,...,w, € A,(E). On a :

1) D’aprés les propriétés du déterminant, si ¢,5 € {1,...,n} tels que i # j et w; = w;
alors

WA Awy=0

2) Sip > n alors le systeme {ej A--- A efp} est linéairement dépendant,
douej A---Nej =0.
Donc A,(E) =0

Proposition 1.5.4. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et (eq, ..., ey,)
une base de E . Si (e, ...,¢e) désigne la base dual de E* | alors

’ n

_ * *
B={ej N A eip}1§11<~--<ip§n

est une base de l’espace vectoriel A,(E)

Démonstration.

1) Le systéeme B est linéairement indépendant, en effet si

* * _
> Qi €y N N ey, =0

1<ip < <ip<n

alors

— . . * DY * . . P —
Xy = Z iy i €y N N €g) (€jry---re5,) =0
1<iy <-<ip<n

2) B est une partie génératrice, en effet si w € A,(E) alors

w(e]177€]p> = Z &Z(1>1<p)e:<1 /\ cte /\6;(61,,610)
1<iy < <ip<n

ol @i iy = W(€jy---,€j,) O
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Proposition 1.5.5. Soient w; ...wp,w) ... .w, € L1(E) alors

(Wi A Awp) AWy AsAwy) = (D)PH W A Awl) A{wi A Awp)

Démonstration. De la proposition 1.5.2, on obtient

(Wi A Awp) Awp A Awy) (=D)%(wi A Awp) Awp A Awg) Awy

= (1) (wi A Awpoa) AW A Awl) Awpot Awy

= (=DM (wp A Awg) Awr A Awp)
O

Proposition 1.5.6. Si w est une p-forme linéaire sur E ,et ' est une g-forme
linéaire sur E alors w Aw' € A, ((E) et on a :

wAwW = (1P Aw

1.6 Produit Intérieure

Définition 1.6.1. Soit x € E . Le produit intérieure 7, est une application définie
par

ip: Lp(E) — Ly1(E)
w = ig(w)

telle que i, (w) est une forme (p — 1)-linéaire alternée donnée par

ip(w): A, — Ay,

w o= dg(w) (T, 1) = w(T T, Tpe)
Propriété 1.6.1. Soientx € E A €R et w,w’ € A,(FE) alors :
1ig(w+w) =iz(w) + i (W)
2 i, (Aw) = Nig(w)
Proposition 1.6.1. Siz € E,w,w' € A,(E), alors

(WA Wiy =i(w) A"+ (—1)Pw A iy(w')
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Formes Différentielles

Les reférences [R, (1, 2, (4]

2.1 Formes Différentielles sur R"

Définition 2.1.1. Soit U un ouvert de R". On appelle forme différentielle de degré
p dans U (ou simplement p-forme différentielle) toute application

w:U — A,(R")
T W,

Si (eq,...,e,) désigne la base canonique de R" et w une p-forme différentielle sur
UeR™

Alors d’aprés la proposition 1.5.4, on a

* *
w = Z Wiy .ip€i, N e N €,
1<iy<<ip<n

ol wj,..i, : U — R sont des fonctions differéntiables sur U et (eF,...,e) désigne la
base duale canonique de R™ .

Vo e U; wy = w(x) = Z Wiy..a,(T)ef N Nej

ip
1<iy<-<ip<n

Définition 2.1.2. Soit w = Z Wiy..ip €5, N\ - -/\e}‘p une p-forme différentielle
1<i) < <ip<n
sur R™ .

1) w est dite continue si les fonctions Wiy...i, - U — R sont continues
(1<ip <---<iy,<n)

2) w est dite différentiable de classe C* si les fonctions Wi ..i, - U — R sont différen-
tiables de classe C*(1 <y < -+ < i, < n)
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Propriété 2.1.1. Soient U C R"™ un ouvert, wy = > wh e A Aed

11...0p 11 ip
1<ip < <ip<n

_ 2 * * . . k
Wy = > Wiy i€ N Aep deux p-formes différentielles de classe CF sur
1<iy < <ip<n

)

U,
w = Z wjlque;k-l AR e;“-q une g-forme différentielle sur U , alors
1<j1<<jq<n
1. w +wy = S (wi . A wi o )el A Ael est une p-forme différentielle
- Wi 2 = i1 ip i1...ip ) Ciy ip p

1<y <-<ip<n
de classe C* sur U.

2. wi Aw est une (p+ q)-forme différentielle de classe C* sur U, ou

_ 1 « . . .

wiAw = ) Wiy i Witea€iy N Neg Nej N Nej
1<ig<--<ip<n
1<j1<--<gq<n

Définition 2.1.3. Soit U un ouvert de R". Si on note par (U) I'ensemble des
p-formes différentielles de classe C* sur U,

C*(U) désigne I'anneau des fonctions réelles de classe C* sur U.
C°(U) désigne 'anneau des fonctions réelles continues sur U

2.2 Caractérisation des formes différentielles
Soient ¢ € {1,...n} et P; la iem projection définie par
P:R* — R
= (T1,...,Tp) — T
Alors dP; est une 1-forme différentielle de classe C*° noté dx;

dr; :R" — A (R™)
x — dP), =€}

2

Si w est une 1-forme différentielle sur un ouvert U C R™ alors w s’ecrit

n
w = Zwid:ﬂi
i=1

x € U; w(z) = wi(z)dz;
i=1

FExemple 2.2.1.

1 Sin =2 alors toute 1-forme différentielle w sur un ouvert U C R? s’écrit sous la
forme

w = widr + wody
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ou wi,wy sont des fonctions sur U

2 w = ydx + xdy est une 1-forme différentielle sur R?

En général si w est une p-forme différentielle alors w s’écrit sous la forme :

W = Z wilmipd:vil N A dl'ip
1<i1 < <ip<n

Pour la suite, on note dx;, ... dx;, au lieu de dx;, A--- Adx;, Ainsi la formule s’écrit

W = Z wilmipdxil c. d[L‘ip

1< < <ip<n

Remarque 2.2.1. Si j € {iy,...,i,} alors

dxil...d:cj...dxip:()

Exzemple 2.2.2. Si U est un ouvert de R?, alors :
1 Q8U) =CHU)
2 QY(U) = {fdx + gdy; f,g€CHU)}
3 Q5(U) = {fdady; feCHU)}
4 (U) = {0} sip>3
Définition 2.2.1. Soit U un ouvert de R" la n-forme différentielle
w= fdxy N--- Ndzx,

ou f est une fonction réelle différentiable ne s’annulant pas est dite forme volume
sur U

2.3 Dérivée Extérieure

Définition 2.3.1. Soient U un ouvert de R" et w une p-forme différentielle de classe
C* sur U (1 < k). On appelle dérivée extérieure de w la (p + 1)- forme différentielle
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dw définie par

d:QEU) — QF(U)
w = dw
dw = Z dwh...ipdxil e dlEZ‘p

1< < <ip<n

Remarque 2.3.1.

Owi, ..,

w=y ¥

1<y <+ <ip j=1 L

drjdz;, ... dx;,

d(dl’ll Ce d%ip) =0

Exzemple 2.3.1. Soit U un ouvert de R3 on a

1df = Lde+ Ldy+ Ldz

d(fdx + gdy + hdz) = ag ?drdy + ahdaz:alz + af sdydx + dydzaf dzdx + 89 Ldzdy

= (
d(fdxdy + gdzdz + hdydz) = (7, — 5t g';)dxdydz

4 Siwe Q(U)

o9 Of oh  Of oh g
B ay)al:)sdy + ( Ydwdz + (Gy 5 Ydydz

(p > 3), alors dw =10

Proposition 2.3.1. Soit U un ouvert de R", wy € QF(U) et wy € QF(U), alors

d(wy A we) = dwy A ws + (—1)Pwy A dws :

Démonstration. 11 suffit de la démontrer dans le cas o

on

d(wl A (JJQ) =

wy = fdx;, ... dv;,, wy= fdx; ...dx;,

d(f Ag)dx;, ...dv; dxj, ... dz;,

= (gdf + fdg)dz;, ...dx;,dz;, ... dx;,
= gdfdz;, ...dv;,dxj ... dx; + fdgdz; ...dx;dx; ... dx;

= (dfdx;, ...dwx;,) A (gdxy, ... dxj,) + (=1)P(fdx;, ... dx;,) A (dgdxj, ...

= (dwl) A W9 —+ (—1)pw1(d A WQ)
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Lemme 2.3.1. Soient U un ouvert de R™ et f € C*(U)(k > 2), alors

d(df) =0

Démonstration.
"0
df = E —fdxi

ad) = Yo (gf )dxz

Lemme 2.3.2. Soient U un ouvert de R" et f € C*(U)(k > 2), alors

d(d(fdffn ce dl’ip)) =0

Démonstration.

d(fdl'” e dxi;,) = (df)dl'“ e dZEZ'p
d(d(fdl’“ Ce dl'ip>) d((df)dl'“ ce dl'ip)
= (d(df))dl‘“ e d(I)z‘p
=0

Théoréme 2.3.2. Soient U un ouvert de R" et w € QF(U)(k > 2), alors

d(dw) =0

Définition 2.3.3. Soient U un ouvert de R". Une p-forme différentielle
w e Q(U)(k > 2) est dite fermée si

dw =20
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Proposition 2.3.2. Soient U un ouvert de R™ . Une 1-forme différentielle w est
fermée si et seulement si

Ow;  Ow;
v. . 7 _ 7]
b 8352 83:j
Démonstration. on a
&ui
dw = —dzdx;
w %.:axj xjdx
= z:(%)id:cjalycZ
i75 0%
Ow;  Ow;
_ Zl Vi w]]d:v]dxl
i<j 391:]- 833'1
d’ou
Ow;  Ow;
d _ .. 7 _ 7]
w=0&Viy Jui O,

2.4 Forme Différentielle Exacte

Définition 2.4.1. Soient U un ouvert de R", w € Q5 1(U) (k > 1) et
w e QF(U) (k> 2). w est dite primitive de w si

dwo =w

La forme différentielle w est dite alors exacte.

Proposition 2.4.1. Toute forme différentielle exacte est une forme différentielle
fermée

Exemple 2.4.1.

~

. Soit la 1-forme différentielle sur R* — {0}
_ xdz + ydy
o2 4y?
On a :
—2yx —2xydy
dw = ———=dydr + ———=dxdy =0
w (22 + y2)? Yy x+(x2+y2)2 Lray

w=d <ln\/m2 +y2)
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Donc w est une forme 1-différrentielle exacte sur R* — {0}

2. Soit la 1-forme différenticlle sur R* — {0}

Y ydx — xdy
a2 4y?
On a :
(2* —y*) (y* — =2°)

w est fermée, localement exacte, mais elle n’est pas exacte.

2.5 Dérivée Intérieure de Forme Différentielle

Définition 2.5.1. Soient U un ouvert de R" , X € x(U) et w € QF(U). On définit
alors la fonction w(X) sur U par

Vp e U :w(X)(r) =w.(X,)
ot w, € L4(R™). Si

X = ZXiaii,w = sz‘dﬂ%

La fonction w(X) est appellée dérivée interieure de w par X notée

ix(w)
Lemme 2.5.1. Siw e QY(U), alors
w:x(U) — CHU) =)
X = w(X)
est une application C*(U)-linéaire, i.e. pour tout X,Y € x(U) et f € C¥(U) , on a

1) wX+Y)=wlX)+wl).

2) w(fX) = fw(X)
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Définition 2.5.2. Soient U un ouvert de R" et X € x(U). La dérivée intérieure iy
est une application définie par

ix QNU) o OF L (U)
w = ix(w)

telle que ix(w) est une forme (¢ — 1)-linéaire donnée par

iXW(Xl, ce 7Xq—1) = (U(X, Xl, PN 7Xq_1)

w(X, X1, ., Xgo1)(2) = we (X (2), Xi(2), ..., X1 (2)) Ve elU
De la Proposition 1.5.1, on a

Proposition 2.5.1. Soient X € x(U),w € QX(U) et a € QF(U) , alors

ix(wWAa)=ixwAa+ (—1)PwANixa

Remarque 2.5.1. Soient U un ouvert de R" et X = ZX ! un champ de vec-

03%-

teurs de classe C* sur U. Si w = dx; ... dx,, est une forme volume sur U alors

ix(w) = ZXidxl...cTa:\i...dxn

2.6 Image Réciproque de Forme Différentielle

Définition 2.6.1. Soient U un ouvert de R" et V un ouvert de R™ ¢ : U — Vune
application de classe C*™1(k > 1). On définit 'image réciproque des g-forme diffé-
rentielle

définit par

O (W)a(21, -, 2) = (do) (We(@)) (21, - - - Zg) = Wea) (dap(21), - - -, dop(2g))
owx €U et z,...,z, € R" (voir la Définition 1.3.1).

Proposition 2.6.1. Soient U un ouvert de R™ et, V un ouvert de R™ , W un ou-
vert deR" , o : U — V ettp: V. — W deux applications de classe C*t1(k > 1). Alors

29



1) (Yop) = oy
2) o (w1 +wp) = p*(w1) + ¢*(wa).

3) ¢"(dw) = A" (w)
4) o*(w) = fop.(der N--- Ndp,) = fopldetJac(p)|dzy A -+ Adx,

4) prwha) =g (W) Agi(a) .
5) " (f)=1fogp
7) Si k> n alors p*(w) =0

ol f € CH(V),w,wi,wy € WE(V) eth e R, a € wi(V)

Proposition 2.6.2. Soient U un ouvert de RP,V un ouvert de R™ et o : U — V
de classe C*(V)(p <n) . Siw € Q,(V) alors

" (dw) = de*(w)

Démonstration. posons w = fdxy A --- A dx,. Alors

' (w) = fop.p (dzy A--- Adzxy)
= fop.(dpi N--- Ndy,)

de*(w) = d(fop."(dey N+ Ndxy))
= d(fop)A(dpi A=+ Ndpy) + fopd(dpr A~ Adp,)
O (df) Np*(dxy A -+ ANdxy)
O (df Ndxy A -+ Adxy)
" (dw)

]

Corollére 2.6.1. Soient U un ouvert de R™,V un ouvert de R™ et ¢ : U — V de
classe C*(V)(n <m). Siw € QF(V) alors

@ (w) = fop(dpr A+ Ndpn) = ¢"(w) = fle())(dpr(z) A~ Adpy())

=" (f(2))(dpr A+ Adpy)
ot f:U — R est une application de classe C* et x € U .
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Corollére 2.6.2. soit (U, ) une carte locale de M et @ ... ppest une fontion C™
sur U ona

dpr A\ -~ Ndp, = det]0p; /0x;|dxy N -+ A dzx,
Corollére 2.6.3. Soient U un ouvert de R™,,Vun ouvert de R™ et o : U — V de
classe C*(V) (p < min(n,m)) . Soit w € QE(V) alors

1) w est fermée ) = p*(w) est fermeé.

2) w est exacte ) = ¢*(w) est exacte. (i.e. (w=da))p*(w) = dy*(a)

2.7 Formes Différentielles sur une variété diffé-
rentielle

Soit M une variété différentiable de dimension n, on définir 'application :

II:A\"TM — M
(p,wp) = p
de la projection canonique qui a w, € A(1T; M) associe Il(w,) = p € M.

Définition 2.7.1. (g-forme diffrentielle )
On appelle g—forme différentielle de classe C'*° sur M toute application

w:M — NTM:= A(T,M)
p o= wp

de classe C'*° qui vérifie [l ow = Idy,

Remarque 2.7.1.

1. Si (U, ¢) est une carte locale de M alors une g-forme différentielle s’écrit dans cette
carte :

Wp = Z fil...iqdajil A A dziq

1<y <-<ig<<n

ou {dw;, A -+ Adxi }i<i<..<i,<n €st la base de AYT,M* et A désigne le produit
extérieur

2. Une 1-forme différentielle de classe C* sur M est une application

w:M — T*M

qui @ un point p € M | associe
n
Wp = Z fz(p>dxz
i=1
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,,,,,

et fz S COO(M)
Théoréme 2.7.2. Soit M une variété différentiable , pour tout q € N, il existe un
opérateur de différentiation extérieure d de Q4(M) dans QI (M) tels que

1. Pour q=0, d:C> — Q! est la différenticlle usuelle des fonctions.

2. Pour tout w € QI(M) :

dw(Xo, ..., X)) = S (1) X,w(Xo, ..., X, ., X,)

=1
+ > (D)"Pw([X, X5, Xy, X X)

1<j

ol , X, signifie que l'on omet X; dans les arguments de w -
et X;.w(Xo, ..., X;, ..., X,) est la dérivation sur la fonction w(Xo, ..., X;, ..., X9)

3. pour w € QM) on a d(dw) = 0;
4. pour wy € QUM) et wy € QI (M)

d(Cdl N CUQ) = dw1 N Wy + (—1)pw1 A\ dwg .
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Intégration des n—formes différentielle sur R”

Soit M une variété différentiable de dimension n.Les reférences [[5, &, [7]

Définition 3.0.1. Le support de w sur M est ’'adhérence de ’ensemble des points
x de M pour lesquels w, n’est pas nul dans AY(T;M).

On note §2.(M) la sous-algebre de Q(M) formée des formes différentielles & support
compact.

supp(w) = {:c eM, w,+# O}

Définition 3.0.2. ( Variété orientables )

On dira que M est orientable s’il existe un sous atlas de l’atlas saturé (maximal)
de M dont tous les changements de cartes ont des jacobiens positifs. En d’autres
termes , on dira que M est orientable s’il existe un sous atlas A de 'atlas saturé de
M qui est tel que :

Si (U, ) et (V,4) sont deux cartes de A de coordonnées associées (z1,...,z,) et
(Y1, -, Yn) alors pour tout p € UNV | det ((%)p) > 0. Un tel atlas est appelé un
atlas d’orientation.

Ou s'il existe sur M n-formes différentielle w € 2"(M )ne sa nulle on aucun point.

Partition de 'unité
Afin de pouvoir généraliser la notion de 'intégrale aux n-formes sur une variété M
quelconque, on aura besoin de la notion de partition de I'unité

Définition 3.0.3. Nous considérons un atlas orientable A = {(U;, &;) }ier

la famille {U; };c; constitue un recouvrement d’ouverts de M localement fini, c’est @
dire que tout ensemble compact de M ne rencontre qu’un nombre fini d’ouverts Uj.
Alors il est possible de montrer qu’il existe une famille de fonctions

h; telles que :

1. h; > 0 pour tout p € M,

2. Le support de h; est inclus dans U;,
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3. Yierhi = 1 pour tout p € M (comme le recouvrement est localement fini, cette
somme est une somme finie).

Définition 3.0.4. Un systéme de fonction qui vérifie les propriétés cités est appelé
une partition de I'unité de M associée au recouvrement d’ouverts localement fini
{Ui}ier on le note (Ui, i, hy) -

Avant de donner la définition de l'intégrale des formes différentielles sur une
variété différentiable il nous faut dans un premier temps introduire la notion de
I'intégration des n-formes sur R"™.

Définition 3.0.5. Considérons R"™ comme étant une variété différentielle de di-
mension 7, avec une seule carte, de coordonnées = = (x1, ..., ,,) soit w une n-forme
différentielle sur R™, une telle forme s’écrit :

w= fdxi N..Ndz, :

Soit U C R™ un ouvert. Nous définissons

/w = /f(:v).dxl...d:vn ;

ou dans le seconde membre , il s’agit d'une intégrale multiple habituelle sur un
ouvert de R"™ | dxy...dz, représente la mesure de Lebesgue dans R".

Signalons que dans cette expression, nous avons choisi une orientation sur R” cette
orientation se définie en langage des formes différentielles comme suite , on pose par
convention que l'intégrale est positive , donc si on change 1'ordre des

dzr;(i = 1,...,n) alors 'intégrale change de signe sans changer la valeur. En effet,
puisque dxq A dxsy... N dx, = —dxs N dxy... A dz, alors

!w :U/f(x).d:cldxg...da:n.

U

Cela montre que l'ordre des dz; est important, d’ou 'importance d’exiger une orien-
tation

Propriété 3.0.1. Soient U un ouvert de R",wy,wy € QX(U) , YA € R Alors

/)\W1+WQ:)\/W1+/LU2
U U U
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Proposition 3.0.1. ( Changement de variables )
Soient U etV deux ouverts de R™ et ¢ : U — V un difféomorphisme , et w € Q(V)
alors

/ P'w = :l:/ w et,p'we QU)
U v
Selon que le signe de déterminant jacobien det(Jacp(x)) > 0ou <0

Démonstration. soit w une n-forme différentielle sur R™ | une telle forme s’écrit :

w= fdri N..Ndz,:

/cp*w = /ga*(f.dxlA...Adxn)
U U
= /U(fogp).(dgol/\.../\dgon) car o*d = dp*

= /U(f o p)det(Jac(p))(dyy A ... A dyy) e 'y ==

D’autre part, la formule de changement de variables dans les intégrales multiples

/wZ/ f.dxl/\-../\dan/ fopl|det(Jac(p))|dys A -+ A dys,
\4 \% o7

ol
9p1 01
311 axn
det(Jac(p(x)) =| :
Opn Opn
ox1 T Oxn
O
Exemple 3.0.1. Soient I =]0,1[x]5", 5[, ¢ : (r,t) € I — (rcos(t),rsin(t)) et
w = zdzdy.
On a

©"(w) = rcos(t)d(rcos(t))d(rsin(t)
= rcos(t)(cos(t)dr — rsin(t)dt)(sin(t)dr + r cos(t)dt)

=r

= rcos(t) (rcos(t)drdt — rsin®(t)dtdr)

= r?cos(t)drdt

_ cos(t) sin(t)

= rcos(t)det _rsin(t) 7 cos(t) drdt
= r?cos(t)drdt

35



Exemple 3.0.2. Soient I =] —m,w[x] — 7, 5[x]0,1], w = dxdydz et

o: 1 — RS
(t,s,r7) +— (rcos(s)cos(t),rcos(s)sin(t),rsin(s))

©*(w) = d(rcos(s)cos(t))d(rcos(s)sin(t))d(rsin(s))
(

= [—rcos(s)sin(t)dt — rcos(t)sin(s)ds + cos(s) cos(t)dr][r cos(s) cos(t)dt
)sin(t)ds + cos(s) sin(t)dr]|[r cos(s)ds + sin(s)dr]
= r?sin®(s)sin®(t) cos(s)dtdsdr — r COSg(S) sin?(t)dtdrds
2(t) sin®(s) cos(s)dsdtdr + 1% cos®(s) cos®(t)drdtds
= [r?sin?(s)sin?(¢) cos(s) + r? cos’(s) sin®(t)
+1? cos?(t) sin?(s) cos(s) + r? cos®(s) cos®(t)|dtdsdr
= r?cos(s)dtdsdr

—rsin(s

—7"2 COS

Lo = [¢@
= / / dt/écos(s)ds

:*7'(

3
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intégrale d’une n-forme différentielle

Les reférences de ce chapitre [I5, B, 2, [, B, 7]
M est une variété différentielle lisse (i.e C* ) , orientée de dimension n
Définition 4.0.1. Soit w € QI (M), et soit (U, ¢) une carte local de M tel que

supp(w) C U . l'integral de w sur M noté / w  définit par
M

Jow=[w= / @)@ avee (¢7) (@) € 2"(RY)

Définition 4.0.2. Soient M une variété différentiable orientée de dimension n,
A un atlas orientable de M, et (U;, ¢;, h;)icr une partition de I'unité subordonnée a
A. étant donnée w € Q" (M) une n-forme sur M a support compact, on pose

w = hi.f) o ¢; tdwy...dx,
Ju2 = T g ity 000
ou dxy...dx, désigne la mesure de Lebesgue sur R"” et w = f.dx; A ... A dx,, une

n-forme différentielle , I'intégrale [,, w ne dépend ni de l'atlas A ni de la partition
de 'unité (Ul, ¢i7 hi)ie[.

Proposition 4.0.1. Soit M wune variété lisse orientée de dimension n. alors, il
existe un unique opérateur linéaire ,

/M QN (M) = R,

tel que pour tout w € QN (M) il existe (U, ) carte de M avec supp(w) C U et

/Mw = L(U)(wl)*w

Démonstration. supposons que supp(w) C U ou (U, ¢) est une carte orienté
positivement. Alors compatible avec l'orientation de M, et soit (h;);c; une partition
de I'unité subordonnée. donc toute forme w € Q7 (M) s’écrit

w=> hw=> w (4.1)

i€l i€l

ou suppw; C U;. , nécessairement
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/w—Z/Z G

i€l
ce qui montre 'unicité de I'opérateur . Pour établir son existence, il suffit de montrer
que, pour toute carte (V1) telle que ¢ conserve I'orientation, on a bien

Nous devons montrer que 1’expression ci-dessus ne dépend pas du choix du cartes
Soit (U, 1)) un autre carte tq supp(w) C U .L’application § = 1) o ¢! est un
difféomorphisme de W = (U NV') ver W/ = ¢(U NV) et par hypothese , le déter-
minante de Jacobien est positif sur le WW.

supp, vy (0~ w) CW,  suppy (™) 'w) C W
et
fo@W " Vw=(p ) oo Vw=(p)w

par la proposition de changement de variable on ce trouve
[oeyw=[ @oe e yw=[ @ u
e(V) P(U) P(U)

/Mw - /p(V)(w_l

si w est a support compact contenu dans V' . D’aprés B0 il suffit d’examiner le cas
ou Supp(w) C U;NV . Alors, d’aprés la définition de 'opérateur [,, et les conditions

de support
—1\* —1\x*
w = . w = : w
/M /i(Ui)((pZ ) /%(UzﬂV)QOZ )

D’autre part, comme ¢! o ¢; conserve 'orientation,

—1\%, B e i
Lopn@Yo=[ teoueyu= [ @iye= [ @

4.1 Lemme de Poincaré

Définition 4.1.1. Un ensemble U C R" est dit étoilé en xy € U si :

Ve e UVt € [0,1]: {(1 —t)zg+ta} €U

Lemme 4.1.1. Soient U C R™ un ouvert étoilé en 0 et X un champ de vecteurs
défini par
X, =) X'—

Si on considére [’application :
QN U) — (D)
1
w o / tPix (w)(tx)dt
0
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Alors & est une application linéaire telle que

d§(w) + &(dw) = w

Démonstration. 11 suffit de démontrer le lemme pour w = fdw;, ...dz; . On a :

p+1

¢(w) = Z(—nﬂ‘—l(/ol tpf(tx)xijdt)dxil T

Jj=1

d( /0 ' tP f(tx)xijdt> = < / P f(tx)z, dt)d:tzj + Z ( / tp“ t:c m”dt> dz;

n

d¢(w) = %(—1)]’1 [(/01 tpf(tx)dt)xij Z(—l)il(/ol tPf(tm)@j.dt)dxi] dx;, . ..d?nz-\ij.

. .dxipﬂ

i=1

1
= (p+ 1)</0 tpf(tx)dt)dxi1 coodwy, dw,

p+1

+ 3 (1) 12 ( / # f(t2)z; dt)dazld%...d/; dz, (4.2)
j=1

D’autre part, on a :

dw =" o/ dridz;, ... dz;,.,

i=1 81‘1
p+1 ' -
ix(dwidz;, ... dv;,, ) = vidx;, .. dx;,, + Z(—l)Ja:ijdxidxil ...dz;; .. .dx;,,, Donc
=1
£(dw) = codxy )
= / tp“ ta: Jix(dx;, ... dx;,,,)dt
p+1 ) -
= Z/ thrl <;171de1 codxy, + Z(—l)ﬂxijdxida:il cooda d:v,-p+1)dt
j=1

(4.3)
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Par sommation de B2 et B=3 on obtient

dé(w) + &(dw) = /01 (<p + D f(tx)dt + izn;tp+1ga‘i(tx)xi> dtdz;, .. .dx; .,

1 /
= / (tp+1f(tx)> dt] dwg, ...dx;,,
0

1

- tp“f(tx)] dai, ...dx;
0

= f(o)dz;, ... dw;,,

= W

O

Lemme 4.1.2. ( Poincaré ) [i]
Soit U C R™ un ouvert étoilé. St w est une p-forme différentielle férmée alors w est
une p-forme différentielle exacte.

Démonstration. on peut supposer que U est étoilé en 0

dé(w) +&(dw) =w :

Comme w est fermée i.e. dw = 0, on déduit

dé(w) = w.

4.2 Formule de Stokes

Soit M une variété a bord lisse de dimension n orientable , et soit OM la frontiere
de M lisse orientable et I : OM < M injection d’inclusion.
Si w est un (n — 1)-forme sur M, on écrire [;,, w au lieu de [y, [*(w).

Théoréme 4.2.1. [14i]
Soit M une variété orientée de dimensionn et w € QY (M) & support compact alors

/dw:/ w
M oM

Démonstration. soit un atlas {(U;, ;) } dans M tel que pour tout U; est difféomorphe
a R™ ou H™ via un difféomorphisme préservant ’orientation.

Soit {h;} une partition C* d’unité subordonné a {U;}.

Comme nous 'avons montré dans la section précédente, (n — 1)—forme h;w a un
support compact en U;.

Supposons que le théoreme de Stokes soit valable pour R™ et pour H™ . Ensuite, il
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est valable pour tous les cartes U; dans notre atlas, qui sont difféomorphes a R™ ou
H™ .
Notez également que

oM NU; =0U;

Donc

/8Mw = AMzijhiw (zi:hizl)

= > /a hiw (> hjw est une somme finie)
M N

7 7

= Z h;w (supp hyw C U;)

= > / d(h;w) ( théoréme de stokes)

i Ui

= Z/M d(h;w) (supp d(h;w) C U;)

i

— /M d (hw) (> (hsw) est ume somme fini)

i 7

M

avons de démontrer le théoreme de stokes sur H" et sur R™, on va démontre sur
la demi plan H?
Théoreme de stokes sur H?

Soit z, y des cordonnes de H? et l'orientation de la frontiere sur 9H? est donnée
par i_g/ay(dx A dy) = dz.
La forme w est une combinaison linéaire

w= f(z,y)dr + g(z,y)dy

tq f, g sont des fonction C*° & support compacte dans H? definit sur [—a, a] x [0, d]
tq a est un nomber réel et a > 0

dg Of

dw = (8:13 - 89) dr Ndy = (9. — f,)dzdy
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et

/ dv = / gz dxdy —/ fy dxdy
H?2
= / / gz dxdy — / / fy dydx
= / gz dxdy — / / fy dydx
0 J—a —a

Dans cette expression

[ guleyyde = gap)’ =0

et a "
| fedy = fay)] | =—f.0

y=0

/mdw:/_aaf(x,O)dy

Cela prouve le théoreme de Stokes pour le demi-plan supérieur
w est une (n—1)—forme avec support compact sur R” ou H" est une combinaison
linéaire

car f(z,a) =0 d’ou

w:Zfidxl/\-~-/\(jx\i---/\dxn (4.4)

puisque w est R-linéaire , il suffit de vérifier le théoréme pour un terme de la somme
de B4 | cad
w:fd:pl/\---/\jm\i---/\dxn
ot f est une fonction a support compact en R™ ou H". tel que
af —

(9xi
. 8f
_ 1\l )

dry N --- Ndx; A -+ Ndzy,

puisque f a support compacte sur R™ ou H" alors on choisir a € R tq
supp f = [~a,a]"

Théoreme de stokes sur R"
Par le théoreme de fubini
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dw = (—1)“1%61%1 .odxy,
/n /n ox;

. o0 af o
— 1)1 ) '
= (=1 /RTH </_OO a@d:@)dxl...dxz...dxn

= (—1)i14n1< ’ 8fdxi>dx1...gx\i...dxn

—a al’z
Mais

a af
D de; = f(x1,...,xi1,a,...,2,) — f(z1,. .. 21, —a, ..., Ty)
—a 05

Par conséquent

dw =20

Rn

D’autre part nous avons /
BRTL
le théoreme de Stokes pour R™

w= /@ w = 0, car la frentiére de R™ et vide.Ceci vérifie

Théoreme de stokes sur H"
Lecassii#n

dw = (_1)2'—1 8f

Hn Hr 0T,

- (—1)"‘1/H"_1 (/OO gjdasi>das1...07x\i...dxn
= (—1)"’1/ ( ’ 8fd:ci>dx1...(j;i...dmn
anl

—a 8:1:1

dry...dz,

= 0 Pour la méme raison que dans le cas de R"

Par definition de A" la 1-forme dx,, est identique a zéro. Puisque i # n,
w= fdxy N---Ndx;--- Ndx, =0 sur 0H" donc

/ w=20
OHn
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Lecasi=mn
aof
dw = —1"—1/ dr, .. d,
P (=1) H Oxy, xl v

_1\n—1
= (-1 /an ( ; axndxn> dry...dx,_1

d’autre par on a

) af B a 8]"
0 (Tmld% —Jo 8xndxn
flzr, .o @1, ...;a) — f(x1,...,2p_1,...,0)

= —f(l'l,...,xn—la"‘70)

dw = (=1)" flzy, . o g, ..., 0)dey ... day, g = w

H" Rn—1 oH™
car (—1)"R""! est précisément OH" avec sa frontiere orientation.
Donc , le théoreme de Stokes aussi tient dans ce cas O]

Ezemple 4.2.1. Soient D = {(z,y) € R? : 22 + y*> < 1} et w = xdzx + ydy. On a :
1) D est une sous variété compact de bord 0D = S* = {(z,y) e R? : 22 +¢y* = 1} .
2) Si @ :t e 0,2n] = (cos(t),sin(t)) € R? est une paramétrisation de la sous
variété S' | alors p*(w) =0 et

/Sl “ /pr /[0,2#] 7 <w)

3) On a dw = 0, par application de la formule de stokes on obtient :
/w:/ w:/d(w):O
St oD D

Exzemple 4.2.2. Sur R? on pose : w = dxdy,n =
Dy = {(z,y) € R? : 2? + y* < R?*}

Démonstration.

(xdy — ydzx), D, = [0,1] x [0, 1]

1
2

RZ
(rcos(0),rsin(6))

UG

¢1: [0, R] x [(2, 27]

%
0 +— (Rcost, Rsind)
On a :
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1)

11
/ w:/ / dredy =1
Dy 0o Jo

2)

©i(w) = (cos(0)dr — rsin(0)dl)(sin(0)dr + rcos(0)do)
rcos®(0)drdf — rsin®(0)dfdr

= 1(cos*(0) + sin*(0))drdd

= rdrdf

27 R
/ w:/ w:/ goi(w):/ (/ rdr)df = n R?
Do o1 [0,R]x[0,27] o Jo

8) Onw =dn et p3(n) = $R*d6. De la formule de stokes on obtient

2

1
— [ an= 9:/9:/ ‘) = [ R0 = nR?
/DQ “ Dy 7 8D 2 [0,27] #2(1) 0o 2 "
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Conclusion

La conclution de toute cette mémoire est confirmer que les intégration classique
est les intégration d'une p-formes différentielles sur une variété différentiable si une
généralisation ou théoréme de Stokes
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