
République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministère de l’Enseignement Supérieure et de la Recherche Scientifique

Université de Ghardaia

Faculté des Science et de Technologie
Département de Mathématique et Informatique

&
Laboratoire de Mathématiques et Sciences Appliquées

Projet de fin d’étude présenter en vue de l’obtention de diplôme de

MASTER
Domaine : Mathématiques et Informatiques

Spécialité : Analyse Fonctionnelle et Applications

THÈME

Intégration d’une p-forme
diffiréntielle sur une variété

diffiréntielle

Présenté par :
GUERBOUY Billal

Soutenu publiquement le : 04/ 07/ 2019

Devant le jury :

MERABET Brahim : ( MCB, Univ. Ghardaia) Présidente
CHIKH SALAH Abdelouahab : (MCB, Univ. Ghardaia) Encadreur
KHELLAF Yasmina : ( MAA, Univ. Ghardaia) Examinateur

Année universitaire 2018/2019



Dedicace

Je dédie ce travail

A Ma mére, qui a oeuvré pour ma réussite, de par son amour, son soutien, tous les
sacrifices consentis et ses précieux conseils, pour toute son assistance et sa présence
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Résumé

Dans ce mémoire, nous allons donné tous les détails pour calculer les intégrales d’une
p-formes différentielles sur une variété différentielle non plate et non régulière, qui
est une généralisation de l’intégrale de Riemann et de Lebesgue sur un pavé rectan-
gulaire plat.

Abstract

In this thesis, we will give all the details to compute the integrals of a non-flat
and non-regular differential manifolds, which is a generalization of the Riemann and
Lebesgue integral on rectangular block a flat.
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Introduction

L’intégral !

L’intégrale est une notion trés connu en mathématique, elle est utilisé presque
dans tous les domaines qui utilisent les mathématiques, pour le calcul des surfaces,
les volumes, la résolutions des équation différentielles, et bien d’autres.

On intègre des fonctions dans des intervalles pour le cas d’une variable, et dans
le cas de plusieurs variables on intègre dans un rectangle plat. Et aussi dans des cas
particuliers comme une surface plate mais avec des bords qui ne sont pas droits, on
divise la surface en morceaux rectangulaires et on fait la somme des intégrales pour
chaque morceau avec une petite incertitude...

Si on veut intégrer sur une surface qui n’est pas plate !, comme par exemple la
surface d’une sphère , une surface sous forme de vague, ou-bien sur un espace-temps
dans le cas relativiste, ou bien dans le cas ou le repère est non défini dans le cas
quantique. Dans ce cas, on ne peut plus travailler avec les lois d’intégrations analy-
tique.

Dans ce mémoire on va donné des méthodes du calcul des intégrales non seule-
ment dans le cas des intégrations sur un ensemble non régulier et non plat, mais
aussi dans le cas où l’on utilise des formes différentielles au lieu des fonctions.
Pour cela on va en premier donner dans les trois premiers chapitres les définitions et
notions nécessaires sur les variétés, les formes différentielles dans le cas de Rn et dans
le cas d’une variété quelconque. Et dans les deux derniers chapitres on donne des
méthodes du calcul d’intégrale des formes différentielles dans le cas de Rn après dans
le cas général, avec toutes les démonstrations détailleés, et suffisamment d’exemples.
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0
Préliminaires

Les reférences de ce chapitre sont [6, 15, 10, 1, 13, 3]

0.1 Rappels de notions de géométrie différentielle
Définition 0.1.1. Soient E et F deux ensembles
Une application f : E → F est injective si deux éléments distincts de E ont des
images distinctes par f .

∀(p1, p2) ∈ E × E (p1 ̸= p2)) ⇒ f(p1) ̸= f(p2)

ceci est équivalent à

∀ ∈ (p1, p2) ∈ E × E f(p1) = f(p2) ⇒ (p1 = p2))

Définition 0.1.2. Soient E et F deux ensembles.
Une application f : E → F est surjective si tout élément de F admet au moins un
antécédent par f dans E.

∀q ∈ F ∃p ∈ E q = f(p)

Définition 0.1.3. f est bijective si f est injective et surjective

∀q ∈ F ∃!p ∈ E q = f(p)

Définition 0.1.4. M,N sont deux espace topologique, une application continue
f : M → N est un homéomorphisme si en plus elle est inversible et sa réciproque
f−1 : N → M est aussi continue.

Définition 0.1.5. Une application f d’un ouvert U ⊂ Rn dans un ouvert V ⊂ Rn

est un difféomorphisme si

— f est bijective

1



— f est différentiable sur U

— sa réciproque est différentiable sur V

Remarque 0.1.1. On dit qu’une application f est un difféomorphisme de classe
Ck, k > 0 , si f est différentiable de classe Ck, et si ∃ g : V ⊂ Rn → U ⊂ Rn

différentiable de classe Ck telle que g ◦ f = IdRn et g ◦ f = IdRn on note g = f−1.
Dans le cas k = 0 on dit que f est un homéomorphisme

Définition 0.1.6. Une immersion de classe Ck d’un ouvert U ⊂ Rn → Rn est une
application f : U → Rn , tel que pour tous p ∈ U , sa différentielle en p, Dfp est
injective

Définition 0.1.7. Une submersion de classe Ck d’un ouvert U ⊂ Rn → Rn est une
application f : U → Rn classe Ck , tel que pour tous p ∈ U , sa différentielle en p
, Dfp est surjective.

Théorème 0.1.8. (Le théoréme d’inversion locale)
Soit f une application d’un ouvert U de Rn dans un ouvert V de Rn

de classe Ck (k ≥ 1) , soit a ∈ U tel que dfa soit inversible. alors il existe un
voisinage Ua de a dans U et un voisinage Vf(a) de f(a) dans V tel que la restriction
de f à Ua soit un Ck-difféomorphisme de Ua vers Vf(a)

Définition 0.1.9. (Variété topologique)
Un espace topologique séparé , séparableM est une variété topologique de dimension
n si pour tout p ∈ M, il existe un voisinage ouvert U de p, il existe un ouvert V de
Rn, et il existe φ : U → V un homéomorphisme.
Le couple (U,φ) est appelé carte locale de M au point p. Pour tout p ∈ U, les
coordonnées de φ(p) dans Rn sont les coordonnées de p dans la carte (U,φ) .

Définition 0.1.10. (Atlas)
Soient M une variété topologique et, A = {(Uα, φα)}α∈I une famille de cartes locales
de M, on dit que , A est un atlas de M si M =

∪
α∈I

Uα.

Définition 0.1.11. (Applications de changement de cartes )
Soit maintenant , A = (Uα, φα)α∈I un atlas de M et (Uα, φα) , (Uβ, φβ) deux cartes
tel que Uα ∩ Uβ ̸= ∅ ; les applications

Φαβ = φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ) → φβ(Uα ∩ Uβ) :

sont appelées applications de changement de cartes

2



Figure 1 – L’homéomorphisme de de changement de cartes

Définition 0.1.12. Soient M une variété topologique et A = {(Uα, φα)}α∈I un
atlas de M . On dit que A est de classe Ck, 1 ≤ k ≤ ∞, si pour tous α et β dans I,
les applications de changement de cartes Φαβ sont des difféomorphismes de classe
Ck de φα

(
Uα ∩ Uβ

)
sur φβ

(
Uα ∩ Uβ

)
Définition 0.1.13. Soient M une variété topologique et A1,A2 deux atlas de classe
Ck sur M . On dit que A1,A2 sont Ck-compatibles si A1 ∪ A2 est encore un atlas de
Ck classe sur M

Remarque 0.1.2. La relation de Ck-compatibilité est une relation d’équivalence
sur l’ensemble des atlas de classe Ck de M . La réunion des atlas d’une même classe
d’équivalence est appelée un Ck-atlas saturé (ou complet).
Tout atlas de classe Ck sur M est alors contenu dans un unique Ck-atlas saturé.

Définition 0.1.14. (Variété différentielle )
Une variété différentielle de classe Ck est une variété topologique munie d’un Ck-
atlas saturé. A titre de remarque préliminaire, on notera que l’existence d’un atlas
implique automatiquement l’existence d’un atlas maximal donc ,
Dans la pratique il suffit de prouver l’existence d’un atlas de classe Ck pour prouver
qu’une variété topologique est en fait diffrentiable !

Exemple 0.1.1.
1. Un exemple est donné par l’espace Rn lui-même. L’ensemble à un élément {(Rn, Id)}
est un atlas de classe C∞ .
Le C∞-atlas saturé correspondant est constitué des couples (U,φ) où U est un ouvert
de Rn et φ un difféomorphisme de classe C∞ de U sur un ouvert de Rn .

2. Soit I un ouvert de Rn ; (n ≥ 1) et soit j l’injection canonique de I dans Rn c.a.d :

j : I → Rn

x 7→ j(x) = x

La carte (I, j) définie une structure de variété différentiable sur I , c’est une
variété de dimension n.
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3. La sphére unité Sn définie par :

Sn = {x ∈ Rn+1/∥x∥ = 1} ⊂ Rn+1

est une variété différentiable de dimension n.

Définition 0.1.15. ( Applications différentiables entre variétés )
Soient M et N deux variétés de dimensions m et n respectivement , et f : M → N
une application. On dit que f est de classe Ck sur M, k > 1, si pour tout point
p ∈ M , toute carte (U,φ) de M au point p, et toute carte (V, ψ) de N au point
f(p) vérifiant f(U) ⊂ V, l’application ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) → ψ(V ) est de classe Ck.
f est une submersion tel que ψ ◦ f ◦ φ−1 est une application submersion de φ(M)
dans ψ(N). puisque les applications de changement de cartes sont de classe C1,
f est de classe Ck sur M si et seulement si pour tout point p de M, il existe une carte
(U,φ) de M au point p, et il existe une carte (V, ψ) de N au point f(p) vérifiant
f(U) ⊂ V, telles que ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) → ψ(V ) est de classe Ck .
En particulier , si N = R, sous entendu muni de sa structure naturelle de variété
de classe Ck, alors f : M → R est de classe Ck.

0.2 Espaces tangent et cotangent
Premiére définition : tangente à une courbe

Considérons maintenant une variété différentiable M et un point p de M de
classe Ck . On s’intéresse aux courbes dans M qui sont différentiables et qui passent
par p

c : [−ε, ε] → M
t 7→ c(t) , c(0) = p

Définition 0.2.1. Deux courbes c1 et c2 sont tangentes au point p si
c1(0) = c2(0) = p et s’il existe une carte locale (U,φ) telle que p ∈ U et

d

dt

(
φ ◦ c1

)
(0) = d

dt

(
φ ◦ c2

)
(0)

On définit ainsi une relation d’équivalence (c.a.d- une relation qui est transitive,
symétrique et réflexive) sur l’ensemble des courbes passant par p : c1 ∼ c2 elles sont
tangentes en p .
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Définition 0.2.2. Un vecteur tangent à M en p est une classe d’équivalence de
courbes tangentes en p.
L’espace tangent à M en p , noté TpM , est l’ensemble des vecteurs tangents à M en
p.

Seconde définition : dérivation
Définition 0.2.3. Soit M une variété différentiable et p ∈ M . Une application
Dp : C∞(M) → R est appelée une dérivation en p, si elle satisfait les règles sui-
vantes : pour tous f, g ∈ C∞(M).

1) Dp(f + g) = Dp(f) +Dp(g).

2) Dp(f.g) = Dp(f).g(p) + f(p).Dp(g).

3) f est constante ⇒ Dp(f) = 0

L’ensemble de toutes les dérivations en p, s’appelle l’espace tangent de M en p,
il est noté TpM . Par définition un vecteur tangent àM en p est un élément de TpM
Définition 0.2.4. (fibré tangent)
Soit M une variété de dimension n. par définition , le fibré tangent de M, noté
TM, est la réunion des espaces tangents TpM, p ∈ M . On écrit :

TM =
∪
p∈M

TpM

0.3 Champ de vecteurs
Soit M une variété différentiable. Un champ de vecteurs de classe Ck sur M est

une application

X : M → TM
p 7→ (p,Xp)

de classe Ck qui associe à tout point p de M un vecteur tangent Xp à M au
point p . Où

Xp =
n∑
k=1

fk(p)
∂

∂xk

Où p = (x1, . . . , xn) : et { ∂
∂xk

}k=1...n la base de TpM et les fonctions fk ∈ Ck(M)
et fk : M → R
χ(M) désigne l’ensemble des champs de vecteurs de classe C∞ sur M
Définition 0.3.1. On appelle projection canonique sur TM la projection

Π : TM → M
(p,Xp) 7→ p

telque X ◦ Π = IdM

5



Remarque 0.3.1. - On a que X est de classe Ck sur une carte locale (Ω, φ) si et
seulement si les fonctions fk de X dans (U,φ) sont de classe Ck sur U .

Définition 0.3.2. ( Crochet de Lie)
Soient M une variété de dimension n, et X,Y deux champs de vecteurs sur M de
classe Ck.
Le crochet des champs X et Y, noté [X,Y ], est le champ de vecteurs de classe Ck−1

sur M dont l’expression dans une carte locale (U,φ) de M est donnée par : ∀p ∈ U

[X,Y ](p) =
n∑
i=1


n∑
j=1

Xj(p)
(
∂Yi
∂xj

)
p

− Yj(p)
(
∂Xi

∂xj

)
p


(
∂

∂xi

)
p

avec Xp =
n∑
j=1

Xj(p)
∂

∂xi
, Yp =

n∑
j=1

Yj(p)
∂

∂xi
et les Xi, Yi sont les fonctions coor-

données de X et Y dans la carte (U,φ), et les xi sont les coordonnées associées à la
carte (U,φ).

Remarque 0.3.2. Remarquons que pour toute fonction f de classe C2 sur M ,

[X,Y ](f) = X(Y (f)) − Y (X(f))

où X(f) (resp. Y (f)) est la fonction de M dans R

Propriété 0.3.1. ( crochet de Lie)
Pour tous α, β ∈ R, f, h ∈ C∞(M), X, Y, Z ∈ χ(M) on a

1). [αX + βY, Z] = α[X,Z] + β[Y, Z]

2). [X,Y ] = −[Y,X] , (antisymtrique)

3). [fX, hY ] = f.h.[X,Y ] + f.(Xh).Y − h.(Y f).X

4). [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0, c’est l’identité de Jacobi.

Définition 0.3.3. L’espace cotangent
Soient M une variété de dimension n, dans un point p de M, et (U,φ) une carte de
M au point p de coordonnées associées (x1, . . . , xn) . On note T ∗

pM l’espace dual de
TpM, et pour tout i = 1, . . . , n on note dxi|p la 1-forme différentielle en p deT ∗

pM
qui est définie par : ∀j = 1, . . . , n

dxi|p.
(
∂

∂xj

)
p

= δij

où δij = 1 si i = j, et 0 sinon. La famille {dxi|p}i=1,...,n est alors une base de
T ∗
pM .
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Remarque 0.3.3. Dans tous ce qui suit on omet la lettre p et on note tous simple-
ment la famille {dxi|p}i=1...n par {dxi}i=1...n

Définition 0.3.4. On définit le fibré cotangent de M, que l’on note T ∗M, comme
étant la réunion (disjointe) des T ∗

pM p ∈ M qui définit par :

T ∗M =
∪
p∈M

T ∗
pM

Définition 0.3.5. On appelle tenseur T du type (r, q)(ou (r, q)-tenseur)au dessus
de p , un élément de l’espace vectoriel T (r,q)

p M , avec

T (r,q)
p M = TpM ⊗ · · · ⊗ TpM︸ ︷︷ ︸

(rfois)

⊗T ∗
pM ⊗ · · · ⊗ T ∗

pM︸ ︷︷ ︸
(qfois)

Théorème 0.3.6. Soit M une variété différentiable de dimension n. Son fibré co-
tangent T ∗M posséde une structure naturelle de variété de dimension 2n

Définition 0.3.7. Une 1-forme (ou covecteur) en p ∈ M est une forme linéaire sur
TpM , c.a.d une application linéaire

ωp : TpM → R

Xp 7→ ωp(Xp)

On note ωp(Xp) =< ωp, Xp > le crochet étant ici le crochet de dualité.

— L’espace cotangent à M en p, noté T ∗
pM , est l’espace vectoriel des 1-formes

en p.
— C’est l’espace vectoriel dual de TpM (c.a.d T ∗

pM = (TpM)∗)

Exemple 0.3.1.
- Le fibré tangent à Rn admet une trivialisation globale TRn ≈ Rn × Rn via l’identi-
fication canonique TpRn ≈ Rn

- Le fibré tangent au cercle S1 admet une trivialisation globale car il est difféomorphe
au cylindre : TS1 ≃ S1 × R. En revanche le fibré tangent TS2 n’admet pas de tri-
vialisation global

Remarque 0.3.4. En utilisant les différentielles des cartes, nous allons étendre le
calcul en coordonnées locales à l’espace tangent. On commence par traiter le cas de
Rn.
Description de TpRn On a vu plusieurs propriétés de TpRn : il est canoniquement
isomorphe à Rn et il peut ètre identifié à l’ensemble des dérivées partielles en x.
Il est temps maintenant d’en donner une description facile utiliser. Soit p ∈ Rn .
Considérons les dérivées partielles en p, c’est-à-dire les dérivations sur Rn

7



∂
∂xi

|p : g 7→ ∂g
∂xi

(p) , i = 1, ..., n.

Ces dérivées partielles forment une base de l’ensemble TpRn des dérivées direc-
tionnelles en p et donc une base est dite base naturelle. Ainsi tout vecteur tangent
vp ∈ TpRn s’écrit :

vp = v1 ∂

∂x1
|p + · · · + vn

∂

∂xn
|p

0.4 Variété à Bord de Rn

Définition 0.4.1. Le demi-espace ou le demi-plan Hn est sous-espace de Rn défini
par

Hn =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn, xn ≥ 0.
}

On definit une topologie sur Hn par la topologie induite par celle de Rn

V ⊂ Hn est ouvert ssi ∃V ′ ⊂ Rn ouvert tel que

V = Hn ∩ V ′

Définition 0.4.2.
i) Le bord du demi-plan Hn noté par ∂Hn est défini par

∂Hn =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn, xn = 0.
}

ii) Hn est un sous ensembele férmée c.a.d Hn = Hn

iii) L’intereur de Hn qui noté int(Hn) est definit par

int(Hn) =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn, xn > 0.
}

Figure 2 – Demi-espace Hn

Définition 0.4.3. On definit une variété à bord M de dimension n, de la même
manière qu’ume variété abstraite de dimension n, sauf que son atlas A est définit
par (V, φ) ∈ A est une carte de M elle satisfait une des deux conditions

8



1) (V, φ) est dite cartes régulier si V ∈ M

φ : V → Rn est homeomorphisme et φ(V ) ouvert de Rn

2) (V, φ) est dite cartes à bord si V ∈ M

φ : V → Hn est homeomorphisme et φ(V )ouvert deHn et ∃p ∈ V tq φ(p) = 0

Définition 0.4.4. M une variété à bord de dimension n, on dit que
p ∈ M est un point régulier s’il existe une carte (V, φ) si

φ : V → Rn

p 7→ φ(p) ⊂ Rn

p ∈ M est une point de bord tel que (V, φ) une carte de M si

φ : V → Hn

p 7→ φ(p) ⊂ Hn xn(p) = 0
tq φ := (x1, . . . , xn)

Figure 3 – Homéomorphisme φ d’un variété à bord

L’ensemble de tous les points de bord de M est noté ∂M et l’ensemble de tous
les points réguliers de M sont notés int(M)

Exemple 0.4.1.
(1) Si M est une variété abstraite de dimension n, alors M est une variété à bord
de dimension n avec int(M) = M et ∂M = ∅

(2) M = [0, 1] est une variété à bord de dimension 1 tel que int(M) =]0, 1[ et
∂M = {0, 1}

(3) La boule fermée Dn := {x ∈ Rn tq ||x|| ≤ 1} est une variété à bord de dimension n
avec int(Dn) = {x ∈ Rn tq ||x|| < 1} et ∂Dn = {x ∈ Rn tq ||x|| = 1} = Sn−1

Définition 0.4.5. M est une variété à bord de dimension n on definit TpM dans
la carte (V, φ) de M par

9



a) Si p ∈ int(M) alors TpM = {
n∑
i=1

vi
∂

∂xi
|vi ∈ R}

b) Si p ∈ ∂M alors TpM = {
n∑
i=1

vi
∂

∂xi
|vn < 0}

Propriété 0.4.1. Soit M est une variété à bord de dimension n alors on a

1. ∂M est une variété abstraite de dimension (n− 1)

2. int(M) est une variété de dimension n

3. ∂∂M = ∅

4. Si p ∈ int(M) alors TpM = Tp(int(M)) .

5. Si p ∈ ∂M alors Tp(∂M) =
n∑
i=1

vi
∂

∂xi
|vn = 0}

6. Si M est une variété à bord compacte de dimension n alors ∂M est aussi
compacte

10



1
Formes Multilinéaires

Dans tout le chapitre, K représente un corps commutatif et E,F sont K-espace
vectoriel, les reférences [11, 5, 9, 8]

1.1 Groupe Symétrique Sn

Définition 1.1.1. Soit n ∈ N∗, on note par Sn l’ensemble des bijections de
l’ensemble An = {1, . . . , n} dans lui même. Sn est un ensemble fini de cardinal
card(Sn) = n!. Les éléments de Sn sont appelés permutations. Un élément σ ∈ Sn
est représenter par la matrice

σ =
(

1 2 . . . n
σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)

Sn muni de la loi de composition des applications ” ◦ ” est un groupe non com-
mutatif. Si σ, µ ∈ Sn on note σµ := σ ◦ µ

Définition 1.1.2. ( support d’une permutations )
Soit σ ∈ Sn, on appelle support de σ l’ensemble , noté supp(σ), des éléments de An
qui ne sont pas fixés par σ, c.a.d

supp(σ) = {i ∈ An, σ(i) ̸= i}

Deux permutations de An sont pas égaux si leurs supports sont disjoints.

Définition 1.1.3. ( p-cycle )
Un cycle de longueur p est une permutation σ ∈ Sn définie par un sous ensemble
{i1, . . . , ip} ⊆ An tel queσ(i1) = i2, ..., σ(ip−1) = ip, σ(ip) = σ(i1)

σ(j) = j, ∀j /∈ {i1, . . . , ip}

Le cycle σ est représenter par la matrice ligne (i1, . . . , ip).
Deux cycles (i1, . . . , ip) et (j1, . . . , jq) sont dit disjoint si {i1, . . . , ip}∩{j1, . . . , jq} = ∅
.
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Définition 1.1.4. ( Transposition )
Une transposition est un cycle τ de longueur 2 définie par (i, j) i.e.

τ(i) = j, τ(j) = i, et τ(k) = k, ∀k /∈ {i, j}

Remarque 1.1.1. Si σ est un cycle de longueur p et τ une transposition, alors

1. σp = σ ◦ · · · ◦ σ︸ ︷︷ ︸
(p−fois)

= Id .

2. σ−1 = σp−1

3. τ−1 = τ.

Lemme 1.1.1. Tout cycle σ = (i1, . . . , ip) se décompose en transpositions

Démonstration. Il suffit d’écrire σ sous la forme

σ = (i1, i2)(i2, i3) . . . (ip−1, ip)

Définition 1.1.5. ( Signature d’une permutation )
. La signature d’une permutation σ ∈ Sn est définie par la formule

sign(σ) =
∏

1≤i<j≤n

σ(i) − σ(j)
i− j

On note ε(σ) = sign(σ)

Remarque 1.1.2.
1) sign(σ) = ±1.

Théorème 1.1.6. La signature d’un p-cycle de {1, . . . , n} est (−1)p−1

Démonstration. D’après la définition d’un p-cycle :

(i1, . . . , ip) = (i1, i2)(i2, i3) . . . (ip−1, ip)

Un p-cycle fait intervenir (p−1) transpositions d’ou une signature de (−1)p−1

Lemme 1.1.2. Soient σ et µ deux permutations, alors

sign(σµ) = sign(σ ◦ µ) = sign(σ)sign(µ)
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Démonstration. On a

σ(µ(i)) − σ(µ(j))
µ(i) − µ(j)

= σ(µ(j)) − σ(µ(i))
µ(j) − µ(i)

, ∀i ̸= j

d’où

sign(σµ) =
∏

1≤i<j≤n

σ(µ(i)) − σ(µ(j))
i− j

=
∏

1≤i<j≤n

σ(µ(i)) − σ(µ(i))
µ(j) − µ(i)

∏
1≤i<j≤n

µ(i) − µ(j)
i− j

=
∏

1≤µ(i)<µ(j)≤n

σ(µ(i)) − σ(µ(i))
µ(j) − µ(i)

∏
1≤i<j≤n

µ(i) − µ(j)
i− j

= sign(σ)sign(µ)

Remarque 1.1.3.
1. Si τ est une transposition alors sign(τ) = −1.

2. Si σ est une permutation alors sign(σ) = (−1)k, où k est le nombre de transposi-
tions décomposant σ, (i.e. σ = τ1 . . . τk).

3. ε(Id) = 1.

4. ε(σ−1) = ε(σ).

Exemple 1.1.1. Soit σ ∈ S7 définit par

σ =
(

1 2 3 4 5 6 7
2 4 3 5 1 7 6

)

supp(σ) = {1, 2, 4, 5, 6, 7}
pour calculer ε(σ) On a la décomposition en produit de transpositions :

σ = (1, 2, 4, 5)(6, 7) = (1, 2)(2, 4)(4, 5)(6, 7)

donc ε(σ) = (−1)4−1(−1)2−1 = (−1)4 = 1
calculer σ−1

σ−1 =
(

1 2 3 4 5 6 7
5 1 3 2 4 7 6

)
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1.2 forme k-linéaire
Définition 1.2.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
ω une application ω : E → F est dit linéaire si

∀x, y ∈ E ∀λ, µ ∈ K ω(λx+ µy) = λω(x) + µω(y)

On noté l’ensemble des applications linéaires de E ver F : L(E,F )

Remarque 1.2.1. Si F = K on dit que ω est une forme linéaire noté par

E∗ = L(E,K)

Définition 1.2.2. (Formes k-linéaires )
Soient E un espace vectoriel sur K et k ≥ 1 un entier naturel. On appelle forme
multilinéaire dordre k ou simplement forme k-linéaire sur E une application

ω :
kfois︷ ︸︸ ︷

E × ...× E = Ek → K
(x1, x2, . . . , xk) 7→ ω(x1, x2, . . . , xk)

∀(x1, x2, . . . , xk) ∈ Ek λ, µ ∈ K

ω(x1, ..., xi−1, λx+ µy, xi+1, ..., xk) =

λω(x1, ..., xi−1, x, xi+1, ..., xk) + µω(x1, ..., xi−1, y, xi+1, ..., xk)

c.a.d ω linéaire par rapport a chaque variables

Exemple 1.2.1.
1) Le produit scalaire de deux vecteur de R3

ω : (x, y) → (x1y1 + x2y2 + x3y3)

2) ω(x, y, z) = f(x)f(y)f(z) telque f ∈ L(E,K)

Proposition 1.2.1. Les formes k-linéaires sur E constituent un sous-espace vecto-
riel de l’espace vectoriel F(Ek,K) des applications de Ek dans K
. On notera Lk(E,K) ou Lk(E) le K-espace vectoriel des formes k-linéaires sur E
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Définition 1.2.3. (Forme k-linéaire symétrique )

Soit ω ∈ Lk(E,K) est dite symétrique si ω(x1, ..., xk) est invariant par échange
de deux vecteurs c.a.d

∀(x1, x2, ..., xi, xj, ..., xn) ∈ Ek : ω(x1, ..., xi, xj, ..., xk) = ω(x1, ..., xj, xi, ..., xk)

On noté l’ensemble des formes k-linéaires symétrique par Sk(E,K)

Définition 1.2.4. (Forme antisymétrique )

ω ∈ Lk(E) est antisymétrique si ω(x1, ..., xk) est changé en son opposé par
échange de deux vecteurs

∀(x1, x2, ..., xi, . . . , xj, . . . , xk) ∈ Ek : ω(x1, ..., xi, . . . , xj, . . . , xk) = −ω(x1, ..., xj, . . . , xi, ..., xk)

Proposition 1.2.2. (Forme alternée )
On dit que ω est une forme k-linéaire alternée si ω est nulle sur toute famille de
vecteurs dont au moins deux sont égaux

∃i ̸= j ∈ {1, ..., n} ;xi = xj =⇒ ω(x1, ..., xi, xj, ..., xk) = 0

Définition 1.2.5. Une forme k-linéaire ω ∈ Lk(E) est dite alternées si
pour tout x1, . . . , xk ∈ E et toute permutation σ ∈ Sk

ω(xσ(1), . . . , xσ(k)) = ε(σ)ω(x1, . . . , xk)

L’ensemble des formes k-linéaire alternées est un sous espace vectoriel de Lk(E,K)
noté Ak(E,K)

Proposition 1.2.3. Soit ω ∈ Ak(E,K) :
S’il un vecteurs xi liés tel que xi ∈ x1, ..., xk ,avec 1 ≤ i ≤ k alors

ω(x1, ..., xk) = 0.

Démonstration. En effet, l’un des vecteurs, disons x1, est combinaison linéaire des
autres. Dans ω(x1, ..., xk) , on remplace x1 par cette combinaison linéaire, on déve-
loppe par k-linéarité, et on tient compte du fait que ω est alternée.

Proposition 1.2.4. Si ω ∈ Lk(E) est une forme k-linéaire, alors l’application φ
définie par

φ(x1, . . . , xk) =
∑
σ∈Sk

ε(σ)ω(xσ(1), . . . , , xσ(k))

est une forme k-linéaire alternées.
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Démonstration. Soit µ ∈ Sk . D’après le Lemme 1.1.2 on a

φ(xµ(1), . . . , , xµ(k)) =
∑
σ∈Sk

ε(σ)ω(xσ(µ(1)), . . . , , xσ(µ(k)))

= (ε(µ))2 ∑
σ∈Sk

ε(σ)ω(xσ(µ(1)), . . . , , xσ(µ(k)))

= ε(µ)
∑
σ∈Sk

ε(σ)ε(µ)ω(xσ(µ(1)), . . . , , xσ(µ(k)))

= ε(µ)
∑
σ∈Sk

ε(σµ)ω(xσ(µ(1)), . . . , , xσ(µ(k)))

= ε(µ)
∑

σµ∈Sk

ε(σµ)ω(xσ(µ(1)), . . . , , xσ(µ(k)))

= ε(µ)φ(xµ(1), . . . , , xµ(k))

1.3 Image Réciproque
Définition 1.3.1. Soient E et F deux espace vectoriels sur R . Soient u : E → F
est une application Lisse :C∞ et ω une forme k-linéaire sur F .
On définit l’image réciproque de ω noté u∗(ω) par :

u∗(ω) : Ek → R
(x1, . . . , xk) 7→ u∗(ω)(x1, . . . , xk) = ω(u(x1), . . . , u(xk))

Remarque 1.3.1.
1)

u∗ : Lk(F ) → Lk(E)
ω 7→ u∗(ω)

est une application linéaire. i.e :

u∗(αω + βω′) = αu∗(ω) + βu∗(ω′)

où α, β ∈ R et ω, ω′ ∈ Lk(F ).

2) Soient E,F , G des espaces vecoriels sur R . Si u : E → F et v : F → G sont deux
applications lisses, alors

(v ◦ u)∗ = u∗ ◦ v∗

(v ◦ u)∗ : Lk(G) → Lk(E)
ω 7→ u∗(v∗(ω))
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Définition 1.3.2. ( Antisymétrisation )
Soit ω une k-forme linéaire. L’application A(ω) définie par

A(ω)(x1, . . . , xk) = 1
k!

∑
σ∈Sk

ε(σ)ω(xσ(µ(1)), . . . , xσ(µ(k)))

L’application

A : Lk(E) → Ak(E)
ω 7→ A(ω)

est dite antisymetrisation de ω

1.4 Produit Tensoriel
Définition 1.4.1. . Soient E un espace vectoriel sur R, ω une forme k -linéaire sur
E et ω′ une forme p-linéaire sur E . On définit le produit tensoriel ω ⊗ ω′ par :

ω ⊗ ω′ : Ek × Ep → R
(x1, ..., xk, xk+1, ..., xk+p) 7→ ω(x1, ..., xk)ω′(xk+1, ..., xk+p)

Propriété 1.4.1.
1) Si ω ∈ Lk(E), ω′ ∈ Lp(E) Alors ω ⊗ ω′ ∈ Lk+p(E)

2) Le produit tensoriel n’est pas commutatif ω ⊗ ω′ ̸= ω′ ⊗ ω

3) En général si ω1 ∈ Lk1(E), ..., ωm ∈ Lkm(E) , on défini alors le produit tensoriel
ω1 ⊗ · · · ⊗ ωm par
ω1 ⊗ ....⊗ωm(x1

1, . . . , x
1
k1 , . . . , x

m
1 , . . . , x

m
km

) = ω1(x1
1, . . . , x

1
k1) . . . ωm(xm1 , ..., xmkm

) avec
xji ∈ E

Définition 1.4.2. ( Espace dual )
Soit E un espace vectoriel sur R. L’ensemble des 1-linéaire est appelé espace dual
de E , on le note E∗ou E ′

E∗ = L1(E) = L(E;R)

Propriété 1.4.2. Si E est de dimension n alors E∗ est un espace vectoriel de
dimension n

Définition 1.4.3. ( Base dual )
. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n . Si (e1, ..., en) est une base de E ,
on définit sur E∗ une base (e∗

1, . . . , e
∗
n) dite base dual par la formule :

e∗
i (ej) = δij =

1 si i = j

0 si i ̸= j
(1.1)
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Proposition 1.4.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Si (e1, ..., en)
est une base de E alors {e∗

i ⊗ e∗
j}1≤i,j≤n est une base de l’espace vectoriel des formes

bilinéaires L2(E)
. De la Proposition , on déduit que dim(L2(E)) = (dimE)2 = n2

Démonstration.
1) Si

n∑
i,j=1

αije
∗
i ⊗ e∗

j = 0

alors pour deux éléments es et et de la base, on a :

0 =
n∑

i,j=1
αije

∗
i ⊗ e∗

j(es, et) = αst

2) Si ω ∈ L2(E))

ω =
n∑

i,j=1
ωije

∗
i ⊗ e∗

j =
n∑

i,j=1
ω(ei, ej)e∗

i ⊗ e∗
j

De même, on a

Proposition 1.4.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Si (e1, . . . , en)
est une base de E alors

{e∗
i1 ⊗ · · · ⊗ e∗

ik
}1≤i1,i2,...,ik≤n

est une base de l’espace vectoriel des formes k-linéaires
De la Proposition 1.3.2, on déduit :

1) dim(Lk(E)) = (dimE)k = nk

2) Si ω ∈ Lk(E) alors

ω =
n∑

i1,...ik=1
ωi1...ike

∗
i1 ⊗ ...⊗ e∗

ik
=

n∑
i1,...ik=1

ω(ei1 , . . . , eik)e∗
i1 ⊗ · · · ⊗ e∗

ik

1.5 Produit exterieur
Définition 1.5.1. Soient ω ∈ Ap(E) et ω′ ∈ Aq(E). Le produit exterieur de ω et
ω′ noté ω ∧ ω′ est une forme (p+ q)-linéaire altérnée définie par

ω ∧ ω′ = (p+ q)!
p!q!

A(ω ⊗ ω′)
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ω∧ω′(x1, ..., xp, xp+1, ..., xp+q) = 1
p!q!

∑
σ∈Sp+q

ε(σ)ω((xσ(1), ..., xσ(p)))ω′((xσ(p+1), ..., xσ(p+q)))

Proposition 1.5.1. Soient ω1, ω2 ∈ Ap(E), ω′
1, ω

′
2 ∈ Aq(E) et λ ∈ R. on a

1. (ω1 + ω2) ∧ ω′
1 = ω1 ∧ ω′

1 + ω2 ∧ ω′
1

2. (λω1) ∧ ω′
1 = ω1 ∧ (λω′

1) = λω1 ∧ ω′
1

Proposition 1.5.2. Si ω ∈ A1(E) et ω′ ∈ A1(E) sont deux formes linéaires, alors
ω ∧ ω′ ∈ A2(E) et on a

ω ∧ ω′ = −ω′ ∧ ω

Démonstration. Preuve On a S2 = {id, (1, 2)} d’où

ω ∧ ω′((x1, x2)) = ω(x1)ω′(x2) − ω(x2)ω′(x1)
= −ω′ ∧ ω((x1, x2))

Remarque 1.5.1. ω ∧ ω
′(x1, x2) = det

∣∣∣∣∣ω(x1) ω′(x1)
ω(x2) ω′(x2)

∣∣∣∣∣
Proposition 1.5.3. Soient ω, ω′, ω′′ ∈ A1(E) , alors

(ω ∧ ω′) ∧ ω′′ = ω ∧ (ω′ ∧ ω′′)
On note alors

ω ∧ ω′ ∧ ω
′′ = ω ∧ (ω′ ∧ ω

′′)

Démonstration. On a S3 = {id,(1, 2),(1, 3),(2, 3),(1, 2, 3),(1, 3, 2)} doù

(ω ∧ ω′) ∧ ω′′(x1, x2, x3) = 1
2

[
(ω ∧ ω′)(x1, x2) ∧ ω′′(x3) − (ω ∧ ω′)(x2, x1) ∧ ω

′′(x3)

− (ω ∧ ω′)(x3, x2) ∧ ω
′′(x1) − (ω ∧ ω′)(x1, x3) ∧ ω′′(x2)

+ (ω ∧ ω′)(x2, x3) ∧ ω′′(x1) + (ω ∧ ω′)(x3, x1) ∧ ω′′(x2)
]

= (ω ∧ ω
′)(x1, x2) ∧ ω

′′(x3) + (ω ∧ ω′)(x2, x3) ∧ ω′′(x1)
+ (ω ∧ ω′)(x3, x1) ∧ ω′′(x2)
= ω ∧ (ω′ ∧ ω′′)(x1, x2, x3)

ω ∧ (ω′ ∧ ω′′)(x1, x2, x3) = det

∣∣∣∣∣∣∣
ω(x1) ω′(x1) ω′′(x1)
ω(x2) ω′(x2) ω′′(x2)
ω(x3) ω′(x3) ω′′(x3)

∣∣∣∣∣∣∣
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Définition 1.5.2. Soient ω1, . . . , ωp ∈ A1(E). On définit
le produit exterieur ω1 ∧ · · · ∧ ωp par

(ω1 ∧ · · · ∧ ωp)(x1, . . . , xp) =
∑
σ∈Sp

ε(σ)ω1(x1) ∧ · · · ∧ ωp(xp)

= det

∣∣∣∣∣∣∣∣
ω1(x1) · · · ω1(xp)

... . . . ...
ωp(x1) · · · ωp(xp)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Remarque 1.5.2. soient (e1, . . . , en) une base de l’espace vectoriel E, (e∗

1, . . . , e
∗
n)

la base dual de E∗ et ω1, . . . , ωp ∈ Ap(E). On a :

1) D’aprés les propriétés du déterminant, si i, j ∈ {1, . . . , n} tels que i ̸= j et ωi = ωj
alors

ω1 ∧ · · · ∧ ωp = 0

2) Si p > n alors le système {e∗
i1 ∧ · · · ∧ e∗

ip} est linéairement dépendant,
d’où e∗

i1 ∧ · · · ∧ e∗
ip = 0.

Donc Ap(E) = 0

Proposition 1.5.4. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et (e1, . . . , en)
une base de E . Si (e∗

1, . . . , e
∗
n) désigne la base dual de E∗ , alors

B = {e∗
i1 ∧ · · · ∧ e∗

ip}1≤i1<···<ip≤n

est une base de l’espace vectoriel Ap(E)

Démonstration.
1) Le système B est linéairement indépendant, en effet si

∑
1≤i1<···<ip≤n

αi(1)...i(p)e
∗
i1 ∧ · · · ∧ e∗

ip = 0

alors

αj(1)...j(p) =
∑

1≤i1<···<ip≤n
αi(1)...i(p)e

∗
i1 ∧ · · · ∧ e∗

ip(ej1 , . . . , ejp) = 0

2) B est une partie génératrice, en effet si ω ∈ Ap(E) alors

ω(ej1 , . . . , ejp) =
∑

1≤i1<···<ip≤n
αi(1)...i(p)e

∗
i1 ∧ · · · ∧ e∗

ip(e1, . . . , ep)

où αj(1)...j(p) = ω(ej1 , . . . , ejp)
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Proposition 1.5.5. Soient ω1 . . . ωp, ω
′
1 . . . ω

′
q ∈ L1(E) alors

(ω1 ∧ · · · ∧ ωp) ∧ (ω′
1 ∧ · · · ∧ ω′

q) = (−1)pq(ω′
1 ∧ · · · ∧ ω′

q) ∧ (ω1 ∧ · · · ∧ ωp)

Démonstration. De la proposition 1.5.2, on obtient

(ω1 ∧ · · · ∧ ωp) ∧ (ω′
1 ∧ · · · ∧ ω′

q) = (−1)q(ω1 ∧ · · · ∧ ωp−1) ∧ (ω′
1 ∧ · · · ∧ ω′

q) ∧ ωp

= (−1)2q(ω1 ∧ · · · ∧ ωp−2) ∧ (ω′
1 ∧ · · · ∧ ω′

q) ∧ ωp−1 ∧ ωp

= ...
= (−1)pq(ω′

1 ∧ · · · ∧ ω′
q) ∧ (ω1 ∧ · · · ∧ ωp)

Proposition 1.5.6. Si ω est une p-forme linéaire sur E ,et ω′ est une q-forme
linéaire sur E alors ω ∧ ω′ ∈ Ap+q(E) et on a :

ω ∧ ω′ = (−1)pqω′ ∧ ω

1.6 Produit Intérieure
Définition 1.6.1. Soit x ∈ E . Le produit intérieure ix est une application définie
par

ix : Lp(E) → Lp−1(E)
ω 7→ ix(ω)

telle que ix(ω) est une forme (p− 1)-linéaire alternée donnée par

ix(ω) : Ap → Ap−1
ω 7→ ix(ω)(x1, . . . , xp−1) := ω(x, x1, . . . , xp−1)

Propriété 1.6.1. Soient x ∈ E λ ∈ R et ω, ω′ ∈ Ap(E) alors :

1 ix(ω + ω′) = ix(ω) + ix(ω′)

2 ix(λω) = λix(ω)

Proposition 1.6.1. Si x ∈ E, ω, ω′ ∈ Ap(E), alors

(ω ∧ ω′)ix = ix(ω) ∧ ω′ + (−1)pω ∧ ix(ω′)
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2
Formes Différentielles

Les reférences [8, 11, 2, 14]

2.1 Formes Différentielles sur Rn

Définition 2.1.1. Soit U un ouvert de Rn. On appelle forme différentielle de degré
p dans U (ou simplement p-forme différentielle) toute application

ω : U → Ap(Rn)
x 7→ ωx

Si (e1, . . . , en) désigne la base canonique de Rn et ω une p-forme différentielle sur
U ∈ Rn.
Alors d’aprés la proposition 1.5.4, on a

ω =
∑

1≤i1<···<ip≤n
ωi1...ipe

∗
i1 ∧ · · · ∧ e∗

ip

où ωi1...ip : U → R sont des fonctions differéntiables sur U et (e∗
1, . . . , e

∗
n) désigne la

base duale canonique de Rn .

∀x ∈ U ; ωx := ω(x) =
∑

1≤i1<···<ip≤n
ωi1...ip(x)e∗

i1 ∧ · · · ∧ e∗
ip

Définition 2.1.2. Soit ω =
∑

1≤i1<···<ip≤n
ωi1...ipe

∗
i1 ∧· · ·∧e∗

ip une p-forme différentielle

sur Rn .

1) ω est dite continue si les fonctions ωi1...ip : U → R sont continues
(1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

2) ω est dite différentiable de classe Ck si les fonctions ωi1...ip : U → R sont différen-
tiables de classe Ck(1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)
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Propriété 2.1.1. Soient U ⊆ Rn un ouvert, ω1 =
∑

1≤i1<···<ip≤n
ω1
i1...ipe

∗
i1 ∧ · · · ∧ e∗

ip ,

ω2 =
∑

1≤i1<···<ip≤n
ω2
i1...ipe

∗
i1 ∧ · · · ∧ e∗

ip deux p-formes différentielles de classe Ck sur

U ,
ω =

∑
1≤j1<···<jq≤n

ωj1...jqe
∗
j1 ∧ · · · ∧ e∗

jq une q-forme différentielle sur U , alors

1. ω1 + ω2 =
∑

1≤i1<···<ip≤n
(ω1

i1...ip + ω2
i1...ip)e∗

i1 ∧ · · · ∧ e∗
ip est une p-forme différentielle

de classe Ck sur U .

2. ω1 ∧ ω est une (p+ q)-forme différentielle de classe Ck sur U , ou

ω1 ∧ ω =
∑

1≤i1<···<ip≤n
1≤j1<···<jq≤n

ω1
i1...ipωj1...jqe

∗
i1 ∧ · · · ∧ e∗

ip ∧ e∗
j1 ∧ · · · ∧ e∗

jq

Définition 2.1.3. Soit U un ouvert de Rn. Si on note par Ωk
p(U) l’ensemble des

p-formes différentielles de classe Ck sur U ,

Ck(U) désigne l’anneau des fonctions réelles de classe Ck sur U .
C0(U) désigne l’anneau des fonctions réelles continues sur U

2.2 Caractérisation des formes différentielles
Soient i ∈ {1, . . . n} et Pi la iem projection définie par

Pi : Rn → R
x = (x1, . . . , xn) 7→ xi

Alors dPi est une 1-forme différentielle de classe C∞ noté dxi

dxi : Rn → A1(Rn)
x 7→ dPi|x = e∗

i

Si ω est une 1-forme différentielle sur un ouvert U ⊆ Rn alors ω s’ecrit

ω =
n∑
i=1

ωidxi

x ∈ U ; ω(x) =
n∑
i=1

ωi(x)dxi

Exemple 2.2.1.
1 Si n = 2 alors toute 1-forme différentielle ω sur un ouvert U ⊆ R2 s’écrit sous la
forme

ω = ω1dx+ ω2dy
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où ω1, ω2 sont des fonctions sur U

2 ω = ydx+ xdy est une 1-forme différentielle sur R2

En général si ω est une p-forme différentielle alors ω s’écrit sous la forme :

ω =
∑

1≤i1<···<ip≤n
ωi1...ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

Pour la suite, on note dxi1 . . . dxip au lieu de dxi1 ∧ · · · ∧ dxip Ainsi la formule s’écrit

ω =
∑

1≤i1<···<ip≤n
ωi1...ipdxi1 . . . dxip

Remarque 2.2.1. Si j ∈ {i1, . . . , ip} alors

dxi1 . . . dxj . . . dxip = 0

Exemple 2.2.2. Si U est un ouvert de R2, alors :

1 Ωk
0(U) = Ck(U)

2 Ωk
1(U) = {fdx+ gdy; f, g ∈ Ck(U)}

3 Ωk
2(U) = {fdxdy; f ∈ Ck(U)}

4 Ωk
p(U) = {0} si p ≥ 3

Définition 2.2.1. Soit U un ouvert de Rn la n-forme différentielle

ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn

où f est une fonction réelle différentiable ne s’annulant pas est dite forme volume
sur U

2.3 Dérivée Extérieure
Définition 2.3.1. Soient U un ouvert de Rn et ω une p-forme différentielle de classe
Ck sur U (1 ≤ k). On appelle dérivée extérieure de ω la (p+ 1)- forme différentielle
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dω définie par

d : Ωk
p(U) → Ωk

p+1(U)
ω 7→ dω

dω =
∑

1≤i1<···<ip≤n
dωi1...ipdxi1 . . . dxip

Remarque 2.3.1.

dω =
n∑

1≤i1<···<ip

n∑
j=1

∂ωi1...ip
∂xj

dxjdxi1 . . . dxip

d(dxi1 . . . dxip) = 0

Exemple 2.3.1. Soit U un ouvert de R3 on a

1 df = df
dx
dx+ df

dy
dy + df

dz
dz

2 d(fdx+ gdy + hdz) = ∂g
∂x
dxdy + ∂h

∂x
dxdz + ∂f

∂y
dydx+ ∂h

∂y
dydz ∂f

∂z
dzdx+ ∂g

∂z
dzdy

= (∂g
∂x

− ∂f

∂y
)dxdy + (∂h

∂x
− ∂f

∂z
)dxdz + (∂h

∂y
− ∂g

∂z
)dydz

3 d(fdxdy + gdxdz + hdydz) = (∂f
∂z

− ∂g
∂y

+ ∂h
∂x

)dxdydz

4 Si ω ∈ Ωk
p(U) (p ≥ 3), alors dω = 0

Proposition 2.3.1. Soit U un ouvert de Rn, ω1 ∈ Ωk
p(U) et ω2 ∈ Ωk

q(U), alors

d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)pω1 ∧ dω2 :

Démonstration. Il suffit de la démontrer dans le cas où

ω1 = fdxi1 . . . dxip , ω2 = fdxj1 . . . dxjq

on

d(ω1 ∧ ω2) = d(f ∧ g)dxi1 . . . dxipdxj1 . . . dxjq
= (gdf + fdg)dxi1 . . . dxipdxj1 . . . dxjq
= gdfdxi1 . . . dxipdxj1 . . . dxjq + fdgdxi1 . . . dxipdxj1 . . . dxjq
= (dfdxi1 . . . dxip) ∧ (gdxj1 . . . dxjq) + (−1)p(fdxi1 . . . dxip) ∧ (dgdxj1 . . . dxjq)
= (dω1) ∧ ω2 + (−1)pω1(d ∧ ω2)
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Lemme 2.3.1. Soient U un ouvert de Rn et f ∈ Ck(U)(k ≥ 2), alors

d(df) = 0

Démonstration.

df =
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

d(df) =
n∑
i=1

d

(
∂f

∂xi

)
dxi

=
n∑

i,j=1

∂2f

∂xj∂xi
dxjdxi

=
n∑
i ̸=j

∂2f

∂xj∂xi
dxjdxi

=
∑
i<j

[
∂2f

∂xj∂xi
dxjdxi + ∂2f

∂xi∂xj
dxidxj

]

=
∑
i<j

[
− ∂2f

∂xj∂xi
dxjdxi + ∂2f

∂xi∂xj

]
dxidxj

= 0

Lemme 2.3.2. Soient U un ouvert de Rn et f ∈ Ck(U)(k ≥ 2), alors

d(d(fdxi1 . . . dxip)) = 0

Démonstration.

d(fdxi1 . . . dxip) = (df)dxi1 . . . dxip
d(d(fdxi1 . . . dxip)) = d((df)dxi1 . . . dxip)

= (d(df))dxi1 . . . dxip
= 0

Théorème 2.3.2. Soient U un ouvert de Rn et ω ∈ Ωk
p(U)(k ≥ 2), alors

d(dω) = 0

Définition 2.3.3. Soient U un ouvert de Rn. Une p-forme différentielle
ω ∈ Ωk

p(U)(k ≥ 2) est dite fermée si

dω = 0
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Proposition 2.3.2. Soient U un ouvert de Rn . Une 1-forme différentielle ω est
fermée si et seulement si

∀i, j ∂ωi
∂xi

= ∂ωj
∂xj

Démonstration. on a

dω =
∑
i,j

∂ωi
∂xj

dxjdxi

=
∑
i ̸=j

∂ωi
∂xj

dxjdxi

=
∑
i<j

[
∂ωi
∂xj

− ∂ωj
∂xi

]
dxjdxi

d’où

dω = 0 ⇔ ∀i, j ∂ωi
∂xi

= ∂ωj
∂xj

2.4 Forme Différentielle Exacte
Définition 2.4.1. Soient U un ouvert de Rn, ω ∈ Ωk−1

p+1(U) (k ≥ 1) et
ϖ ∈ Ωk

p(U) (k ≥ 2). ϖ est dite primitive de ω si

dϖ = ω

La forme différentielle ω est dite alors exacte.

Proposition 2.4.1. Toute forme différentielle exacte est une forme différentielle
fermée

Exemple 2.4.1.
1. Soit la 1-forme différentielle sur R2 − {0}

ω = xdx+ ydy

x2 + y2

On a :

dω = −2yx
(x2 + y2)2dydx+ −2xydy

(x2 + y2)2dxdy = 0

ω = d
(

ln
√
x2 + y2

)
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Donc ω est une forme 1-différrentielle exacte sur R2 − {0}

2. Soit la 1-forme différentielle sur R2 − {0}

ω = ydx− xdy

x2 + y2

On a :

dω = (x2 − y2)
(x2 + y2)2dydx− (y2 − x2)

(x2 + y2)2dxdy = 0

ω est fermée, localement exacte, mais elle n’est pas exacte.

2.5 Dérivée Intérieure de Forme Différentielle
Définition 2.5.1. Soient U un ouvert de Rn , X ∈ χ(U) et ω ∈ Ωk

1(U). On définit
alors la fonction ω(X) sur U par

∀p ∈ U : ω(X)(x) = ωx(Xx)

où ωx ∈ L1(Rn). Si

X =
∑
i

X i ∂

∂xi
, ω =

∑
i

ωidxi

ω(X) =
∑
i

X iωi

La fonction ω(X) est appellée dérivée interieure de ω par X notée

iX(ω)

Lemme 2.5.1. Si ω ∈ Ωk
1(U), alors

ω : χ(U) → Ck(U) = Ωk
0(U)

X 7→ ω(X)

est une application Ck(U)-linéaire, i.e. pour tout X,Y ∈ χ(U) et f ∈ Ck(U) , on a

1) ω(X + Y ) = ω(X) + ω(Y ).

2) ω(fX) = fω(X)
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Définition 2.5.2. Soient U un ouvert de Rn et X ∈ χ(U). La dérivée intérieure iX
est une application définie par

iX : Ωk
q(U) → Ωk

q−1(U)
ω 7→ iX(ω)

telle que iX(ω) est une forme (q − 1)-linéaire donnée par

iXω(X1, . . . , Xq−1) = ω(X,X1, . . . , Xq−1)

ω(X,X1, . . . , Xq−1)(x) = ωx(X(x), X1(x), . . . , Xq−1(x)) ∀x ∈ U

De la Proposition 1.5.1, on a

Proposition 2.5.1. Soient X ∈ χ(U), ω ∈ Ωk
p(U) et α ∈ Ωk

q(U) , alors

iX(ω ∧ α) = iXω ∧ α + (−1)pω ∧ iXα

Remarque 2.5.1. Soient U un ouvert de Rn et X =
n∑
i

X i ∂

∂xi
un champ de vec-

teurs de classe Ck sur U . Si ω = dx1 . . . dxn est une forme volume sur U alors

iX(ω) =
n∑
i

X idx1 . . . d̂xi . . . dxn

2.6 Image Réciproque de Forme Différentielle
Définition 2.6.1. Soient U un ouvert de Rn et V un ouvert de Rm φ : U → V une
application de classe Ck+1(k ≥ 1). On définit l’image réciproque des q-forme diffé-
rentielle

φ∗ : Ωk
q(V ) → Ωk

q(U)
ω 7→ φ∗(ω)

définit par

φ∗(ω)x(z1, . . . , zq) = (dxφ)∗(ωφ(x))(z1, . . . , zq) = ωφ(x)(dxφ(z1), . . . , dxφ(zq))

où x ∈ U et z1, . . . , zq ∈ Rn (voir la Définition 1.3.1).

Proposition 2.6.1. Soient U un ouvert de Rn et, V un ouvert de Rm , W un ou-
vert de Rr , φ : U → V et ψ : V → W deux applications de classe Ck+1(k ≥ 1). Alors

29



1) (ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗

2) φ∗(ω1 + ω2) = φ∗(ω1) + φ∗(ω2).

3) φ∗(λω) = λφ∗(ω)
4) φ∗(ω) = f ◦ φ.(dφ1 ∧ · · · ∧ dφp) = f ◦ φ|detJac(φ)|dx1 ∧ · · · ∧ dxp

4) φ∗(ω ∧ α) = φ∗(ω) ∧ φ∗(α) .

5) φ∗(f) = f ◦ φ

7) Si k > n alors φ∗(ω) = 0
où f ∈ Ck(V ), ω, ω1, ω2 ∈ ωkp(V ) etλ ∈ R, α ∈ ωkq (V )

Proposition 2.6.2. Soient U un ouvert de Rp, V un ouvert de Rn et φ : U → V
de classe Ck(V )(p ≤ n) . Si ω ∈ Ωp(V ) alors

φ∗(dω) = dφ∗(ω)

Démonstration. posons ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxp. Alors

φ∗(ω) = f ◦ φ.φ∗(dx1 ∧ · · · ∧ dxp)
= f ◦ φ.(dφ1 ∧ · · · ∧ dφp)

Donc

dφ∗(ω) = d(f ◦ φ.φ∗(dx1 ∧ · · · ∧ dxp))
= d(f ◦ φ) ∧ (dφ1 ∧ · · · ∧ dφp) + f ◦ φd(dφ1 ∧ · · · ∧ dφp)
= φ∗(df) ∧ φ∗(dx1 ∧ · · · ∧ dxp)
= φ∗(df ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxp)
= φ∗(dω)

Corollère 2.6.1. Soient U un ouvert de Rn, V un ouvert de Rm et φ : U → V de
classe Ck(V )(n ≤ m). Si ω ∈ Ωk

n(V ) alors

φ∗(ω) = f ◦ φ(dφ1 ∧ · · · ∧ dφn) = φ∗(ω) = f(φ(x))(dφ1(x) ∧ · · · ∧ dφn(x))

= φ∗(f(x))(dφ1 ∧ · · · ∧ dφn)

où f : U → R est une application de classe Ck−1et x ∈ U .
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Corollère 2.6.2. soit (U,φ) une carte locale de M et φ1 . . . φnest une fontion C∞

sur U ona

dφ1 ∧ · · · ∧ dφn = det[∂φi/∂xi]dx1 ∧ · · · ∧ dxn

Corollère 2.6.3. Soient U un ouvert de Rn, , V un ouvert de Rm et φ : U → V de
classe Ck(V ) (p ≤ min(n,m)) . Soit ω ∈ Ωk

p(V ) alors

1) ω est fermée ) ⇒ φ∗(ω) est fermeé.

2) ω est exacte ) ⇒ φ∗(ω) est exacte. (i.e. (ω = dα))φ∗(ω) = dφ∗(α)

2.7 Formes Différentielles sur une variété diffé-
rentielle

Soit M une variété différentiable de dimension n, on définir l’application :

Π : ∧q TM → M
(p, ωp) 7→ p

de la projection canonique qui a ωp ∈ ∧q(T ∗
pM) associe Π(ωp) = p ∈ M.

Définition 2.7.1. (q-forme diffrentielle )
On appelle q−forme différentielle de classe C∞ sur M toute application

ω : M → ∧q T ∗M := Aq(TpM)
p 7→ ωp

de classe C∞ qui vérifie Π ◦ ω = IdM

Remarque 2.7.1.
1. Si (U,φ) est une carte locale de M alors une q-forme différentielle s’écrit dans cette
carte :

ωp =
∑

1≤i1<···<iq≤≤n
fi1...iqdxi1 ∧ · · · ∧ dxiq

ou {dxi1 ∧ · · · ∧ dxiq}1≤i1<···<iq≤n est la base de ∧q TpM∗ et ∧ désigne le produit
extérieur

2. Une 1-forme différentielle de classe Ck sur M est une application

ω : M → T ∗M

qui à un point p ∈ M , associe

ωp =
n∑
i=1

fi(p)dxi
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où {dxi|p}i=1,...,n désigne la base de T ∗
pM l’espace dual de l’espace tangent de M

et fi ∈ C∞(M).

Théorème 2.7.2. Soit M une variété différentiable , pour tout q ∈ N, il existe un
opérateur de différentiation extérieure d de Ωq(M) dans Ωq+1(M) tels que

1. Pour q = 0, d : C∞ → Ω1 est la différentielle usuelle des fonctions.

2. Pour tout ω ∈ Ωq(M) :

dω(X0, . . . , Xq) =
n∑
i=1

(−1)iXi.ω(X0, . . . , X̂i, . . . , Xq)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xq)

où , X̂i signifie que l’on omet Xi dans les arguments de ω ,
et Xi.ω(X0, . . . , X̂i, . . . , Xq) est la dérivation sur la fonction ω(X0, . . . , X̂i, . . . , X

q)
3. pour ω ∈ Ωq(M) on a d(dω) = 0;
4. pour ω1 ∈ Ωq(M) et ω2 ∈ Ωq′(M)

d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)pω1 ∧ dω2 :
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3
Intégration des n−formes différentielle sur Rn

Soit M une variété différentiable de dimension n.Les reférences [15, 5, 7]

Définition 3.0.1. Le support de ω sur M est l’adhérence de l’ensemble des points
x de M pour lesquels ωx n’est pas nul dans ∧q(T ∗

xM).
On note Ωc(M) la sous-algèbre de Ω(M) formée des formes différentielles à support
compact.

supp(ω) =
{
x ∈ M, ωx ̸= 0

}

Définition 3.0.2. ( Variété orientables )
On dira que M est orientable s’il existe un sous atlas de l’atlas saturé (maximal)
de M dont tous les changements de cartes ont des jacobiens positifs. En d’autres
termes , on dira que M est orientable s’il existe un sous atlas A de l’atlas saturé de
M qui est tel que :
Si (U, ϕ) et (V, ψ) sont deux cartes de A de coordonnées associées (x1, ..., xn) et
(y1, ..., yn) alors pour tout p ∈ U ∩ V , det

(
(∂yj

∂xi
)p
)
> 0. Un tel atlas est appelé un

atlas d’orientation.
Ou s’il existe sur M n-formes différentielle ω ∈ Ωn(M)ne sa nulle on aucun point.

Partition de l’unité
Afin de pouvoir généraliser la notion de l’intégrale aux n-formes sur une variété M
quelconque, on aura besoin de la notion de partition de l’unité

Définition 3.0.3. Nous considérons un atlas orientable A = {(Ui, ϕi)}i∈I
la famille {Ui}i∈I constitue un recouvrement d’ouverts de M localement fini, c’est à
dire que tout ensemble compact de M ne rencontre qu’un nombre fini d’ouverts Ui.
Alors il est possible de montrer qu’il existe une famille de fonctions
hi telles que :

1. hi ≥ 0 pour tout p ∈ M ,

2. Le support de hi est inclus dans Ui,
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3. ∑i∈I hi = 1 pour tout p ∈ M (comme le recouvrement est localement fini, cette
somme est une somme finie).

Définition 3.0.4. Un systéme de fonction qui vérifie les propriétés cités est appelé
une partition de l’unité de M associée au recouvrement d’ouverts localement fini
{Ui}i∈I on le note (Ui, ϕi, hi) .

Avant de donner la définition de l’intégrale des formes différentielles sur une
variété différentiable il nous faut dans un premier temps introduire la notion de
l’intégration des n-formes sur Rn.

Définition 3.0.5. Considérons Rn comme étant une variété différentielle de di-
mension n, avec une seule carte, de coordonnées x = (x1, ..., xn) soit ω une n-forme
différentielle sur Rn, une telle forme s’écrit :

ω = f.dx1 ∧ ... ∧ dxn :

Soit U ⊂ Rn un ouvert. Nous définissons∫
U

ω =
∫
U

f(x).dx1...dxn :

où dans le seconde membre , il s’agit d’une intégrale multiple habituelle sur un
ouvert de Rn , dx1...dxn représente la mesure de Lebesgue dans Rn.
Signalons que dans cette expression, nous avons choisi une orientation sur Rn cette
orientation se définie en langage des formes différentielles comme suite , on pose par
convention que l’intégrale est positive , donc si on change l’ordre des
dxi(i = 1, ..., n) alors l’intégrale change de signe sans changer la valeur. En effet,
puisque dx1 ∧ dx2... ∧ dxn = −dx2 ∧ dx1... ∧ dxn alors∫

U

ω =
∫
U

f(x).dx1dx2...dxn.

= −
∫
U

f(x).dx2dx1...dxn.

Cela montre que l’ordre des dxi est important, d’où l’importance d’exiger une orien-
tation

Propriété 3.0.1. Soient U un ouvert de Rn, ω1, ω2 ∈ Ωn
c (U) , ∀λ ∈ R Alors∫

U
λω1 + ω2 = λ

∫
U
ω1 +

∫
U
ω2
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Proposition 3.0.1. ( Changement de variables )
Soient U et V deux ouverts de Rn et φ : U → V un difféomorphisme , et ω ∈ Ωn

c (V )
alors

∫
U
φ∗ω = ±

∫
V
ω et , φ∗ω ∈ Ωn

c (U)

Selon que le signe de déterminant jacobien det(Jacφ(x)) > 0 ou < 0

Démonstration. soit ω une n-forme différentielle sur Rn , une telle forme s’écrit :

ω = f.dx1 ∧ ... ∧ dxn :

∫
U
φ∗ω =

∫
U
φ∗(f.dx1 ∧ ... ∧ dxn)

=
∫
U

(f ◦ φ).(dφ1 ∧ ... ∧ dφn) car φ∗d = dφ∗

=
∫
U

(f ◦ φ)det(Jac(φ))(dy1 ∧ ... ∧ dyn) φ−1(y) = x

D’autre part, la formule de changement de variables dans les intégrales multiples∫
V
ω =

∫
V
f.dx1 ∧ · · · ∧ dxn =

∫
U
f ◦ φ|det(Jac(φ))|dy1 ∧ · · · ∧ dyn

où

det(Jac(φ(x)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂φ1
∂x1

. . . ∂φ1
∂xn... . . . ...

∂φn

∂x1
. . . ∂φn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣

Exemple 3.0.1. Soient I =]0, 1[×]−π
2 ,

π
2 [, φ : (r, t) ∈ I → (r cos(t), r sin(t)) et

ω = xdxdy.
On a

φ∗(ω) = r cos(t)d(r cos(t))d(r sin(t)
= r cos(t)(cos(t)dr − r sin(t)dt)(sin(t)dr + r cos(t)dt)

= r cos(t)
=r︷ ︸︸ ︷

(r cos2(t)drdt− r sin2(t)dtdr)
= r2 cos(t)drdt

= r cos(t)det
∣∣∣∣∣ cos(t) sin(t)
−r sin(t) r cos(t)

∣∣∣∣∣ drdt
= r2 cos(t)drdt
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∫
φ
ω =

∫
I
φ∗(ω)

=
∫ 1

0
r2dr

∫ π
2

−π
2

cos(t)dt

= 2
3

Exemple 3.0.2. Soient I =] − π, π[×] − π
2 ,

π
2 [×]0, 1[, ω = dxdydz et

φ : I → R3

(t, s, r) 7→ (r cos(s) cos(t), r cos(s) sin(t), r sin(s))
On a

φ∗(ω) = d(r cos(s) cos(t))d(r cos(s) sin(t))d(r sin(s))
= [−r cos(s) sin(t)dt− r cos(t) sin(s)ds+ cos(s) cos(t)dr][r cos(s) cos(t)dt

−r sin(s) sin(t)ds+ cos(s) sin(t)dr][r cos(s)ds+ sin(s)dr]
= r2 sin2(s) sin2(t) cos(s)dtdsdr − r2 cos3(s) sin2(t)dtdrds

−r2 cos2(t) sin2(s) cos(s)dsdtdr + r2 cos3(s) cos2(t)drdtds
= [r2 sin2(s) sin2(t) cos(s) + r2 cos3(s) sin2(t)

+r2 cos2(t) sin2(s) cos(s) + r2 cos3(s) cos2(t)]dtdsdr
= r2 cos(s)dtdsdr

∫
φ
ω =

∫
I
φ∗(ω)

=
∫ 1

0
r2
∫ π

−π
dt
∫ π

2

− π
2

cos(s)ds

= 4
3
π
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4
intégrale d’une n-forme différentielle

Les reférences de ce chapitre [15, 5, 2, 7, 8, 12]
M est une variété différentielle lisse (i.e C∞ ) , orientée de dimension n

Définition 4.0.1. Soit ω ∈ Ωn
c (M), et soit (U,φ) une carte local de M tel que

supp(ω) ⊂ U . l’integral de ω sur M noté
∫
M
ω définit par∫

M
ω =

∫
U
ω =

∫
φ(U)

(φ−1)∗(ω) avec (φ−1)∗(ω) ∈ Ωn(Rn)

Définition 4.0.2. Soient M une variété différentiable orientée de dimension n,
A un atlas orientable de M, et (Ui, ϕi, hi)i∈I une partition de l’unité subordonnée à
A. êtant donnée ω ∈ Ωn(M) une n-forme sur M à support compact, on pose∫

M
ω =

∑
i∈I

∫
ϕi(Ui)

(hi.f) ◦ ϕ−1
i dx1...dxn

ou dx1...dxn désigne la mesure de Lebesgue sur Rn et ω = f.dx1 ∧ ... ∧ dxn une
n-forme différentielle , l’intégrale

∫
M ω ne dépend ni de l’atlas A ni de la partition

de l’unité (Ui, ϕi, hi)i∈I .

Proposition 4.0.1. Soit M une variété lisse orientée de dimension n. alors, il
existe un unique opérateur linéaire ,∫

M
: Ωn

c (M) → R,

tel que pour tout ω ∈ Ωn
c (M) ,il existe (U,φ) carte de M avec supp(ω) ⊆ U et∫

M
ω =

∫
φ(U)

(φ−1)∗ω

Démonstration. supposons que supp(ω) ⊆ U où (U,φ) est une carte orienté
positivement. Alors compatible avec l’orientation de M , et soit (hi)i∈I une partition
de l’unité subordonnée. donc toute forme ω ∈ Ωn

c (M) s’écrit

ω =
∑
i∈I

hiω =
∑
i∈I

ωi (4.1)

ou suppωi ⊂ Ui. , nécessairement
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∫
M
ω =

∑
i∈I

∫
φi(Ui)

(φ−1
i )∗ωi

ce qui montre l’unicité de l’opérateur . Pour établir son existence, il suffit de montrer
que, pour toute carte (V, ψ) telle que ψ conserve l’orientation, on a bien

Nous devons montrer que l’expression ci-dessus ne dépend pas du choix du cartes
Soit (U, ψ) un autre carte tq supp(ω) ⊆ U .L’application θ = ψ ◦ φ−1 est un
difféomorphisme de W = φ(U ∩ V ) ver W ′ = ψ(U ∩ V ) et par hypothèse , le déter-
minante de Jacobien est positif sur le W .

suppφ(V )((φ−1)∗ω) ⊆ W, suppψ(U)((ψ−1)∗ω) ⊆ W ′

et
θ ◦ (ψ−1)∗ω = (φ−1)∗ ◦ ψ∗ ◦ (ψ−1)∗ω = (φ−1)∗ω

par la proposition de changement de variable on ce trouve∫
φ(V )

(φ−1)∗ω =
∫
ψ(U)

(ψ ◦ φ−1)∗(φ−1)∗ω =
∫
ψ(U)

(ψ−1)∗ω

∫
M
ω =

∫
φ(V )

(ψ−1)∗ω

si ω est a support compact contenu dans V . D’aprés 4.1 ,il suffit d’examiner le cas
ou Supp(ω) ⊂ Ui∩V . Alors, d’aprés la définition de l’opérateur

∫
M et les conditions

de support ∫
M
ω =

∫
φi(Ui)

(φ−1
i )∗ω =

∫
φi(Ui∩V )

(φ−1
i )∗ω

D’autre part, comme ψ−1 ◦ φi conserve l’orientation,∫
φi(Ui∩V )

(φ−1
i )∗ω =

∫
ψi(Ui∩V )

(φi ◦ ψ−1
i )∗(φ−1

i )∗ω =
∫
ψi(Ui∩V )

(ψ−1
i )∗ω =

∫
ψ(V )

(ψ−1
i )∗ω

4.1 Lemme de Poincaré
Définition 4.1.1. Un ensemble U ⊂ Rn est dit étoilé en x0 ∈ U si :

∀x ∈ U,∀t ∈ [0, 1] : {(1 − t)x0 + tx} ∈ U

Lemme 4.1.1. Soient U ⊂ Rn un ouvert étoilé en 0 et X un champ de vecteurs
défini par

Xx =
n∑
i=1

X i ∂

∂xi

Si on considére l’application :

ξ : Ωp+1(U) → Ωp(U)
ω 7→

∫ 1

0
tpiX(ω)(tx)dt
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Alors ξ est une application linéaire telle que

dξ(ω) + ξ(dω) = ω

Démonstration. Il suffit de démontrer le lemme pour ω = fdxi1 . . . dxip+1 . On a :

ξ(ω) =
p+1∑
j=1

(−1)j−1
( ∫ 1

0
tpf(tx)xijdt

)
dxi1 . . . d̂xiij

. . . dxip+1

d
( ∫ 1

0
tpf(tx)xijdt

)
=
( ∫ 1

0
tpf(tx)xijdt

)
dxij +

n∑
i=1

( ∫ 1

0
tp+1 ∂f

∂xi
(tx)xijdt

)
dxi

dξ(ω) =
p+1∑
j=1

(−1)j−1
[( ∫ 1

0
tpf(tx)dt

)
xij

n∑
i=1

(−1)j−1
( ∫ 1

0
tpf(tx)xijdt

)
dxi

]
dxi1 . . . d̂xiij

. . . dxip+1

= (p+ 1)
( ∫ 1

0
tpf(tx)dt

)
dxi1 . . . dxiij

. . . dxip+1

+
p+1∑
j=1

(−1)j−1
n∑
i=1

( ∫ 1

0
tpf(tx)xijdt

)
dxidxi1 . . . d̂xiij

. . . dxip+1 (4.2)

D’autre part, on a :

dω =
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxidxi1 . . . dxip+1

iX(dxidxi1 . . . dxip+1) = xidxi1 . . . dxip+1 +
p+1∑
j=1

(−1)jxijdxidxi1 . . . d̂xij . . . dxip+1 Donc

ξ(dω) =
n∑
i=1

ξ( ∂f
∂xi

(tx)dxi1 . . . dxip+1)

=
n∑
i=1

∫ 1

0
tp+1 ∂f

∂xi
(tx)iX(dxi1 . . . dxip+1)dt

=
n∑
i=1

∫ 1

0
tp+1 ∂f

∂xi
(tx)

(
xidxi1 . . . dxip+1 +

p+1∑
j=1

(−1)jxijdxidxi1 . . . d̂xij . . . dxip+1

)
dt

(4.3)
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Par sommation de 4.2 et 4.3 on obtient

dξ(ω) + ξ(dω) =
∫ 1

0

(
(p+ 1)tpf(tx)dt+

n∑
i=1

tp+1 ∂f

∂xi
(tx)xi

)
dtdxi1 . . . dxip+1

=

 ∫ 1

0

(
tp+1f(tx)

)′

dt

dxi1 . . . dxip+1

=

tp+1f(tx)

1

0

dxi1 . . . dxip+1

= f(x)dxi1 . . . dxip+1

= ω

Lemme 4.1.2. ( Poincaré ) [5]
Soit U ⊂ Rn un ouvert étoilé. Si ω est une p-forme différentielle férmée alors ω est
une p-forme différentielle exacte.

Démonstration. on peut supposer que U est étoilé en 0

dξ(ω) + ξ(dω) = ω :

Comme ω est fermée i.e. dω = 0, on déduit

dξ(ω) = ω.

4.2 Formule de Stokes
Soit M une variété à bord lisse de dimension n orientable , et soit ∂M la frontière

de M lisse orientable et I : ∂M ↪→ M injection d’inclusion.
Si ω est un (n− 1)-forme sur M, on écrire

∫
∂M ω au lieu de

∫
∂M I∗(ω).

Théorème 4.2.1. [15]
Soit M une variété orientée de dimension n et ω ∈ Ωn−1

c (M) à support compact alors∫
M
dω =

∫
∂M

ω

Démonstration. soit un atlas {(Ui, φi)} dansM tel que pour tout Ui est difféomorphe
à Rn ou Hn via un difféomorphisme préservant l’orientation.
Soit {hi} une partition C∞ d’unité subordonné à {Ui}.
Comme nous l’avons montré dans la section précédente, (n − 1)−forme hiω a un
support compact en Ui.
Supposons que le théorème de Stokes soit valable pour Rn et pour Hn . Ensuite, il
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est valable pour tous les cartes Ui dans notre atlas, qui sont difféomorphes à Rn ou
Hn .
Notez également que

∂M ∩ Ui = ∂Ui

Donc

∫
∂M

ω =
∫
∂M

∑
i

hiω (
∑
i

hi = 1)

=
∑
i

∫
∂M

hiω (
∑
i

hiω est une somme finie)

=
∑
i

∫
∂Ui

hiω (supphiω ⊂ Ui)

=
∑
i

∫
Ui

d(hiω) ( théoréme de stokes)

=
∑
i

∫
M
d(hiω) (supp d(hiω) ⊂ Ui)

=
∫
M
d
∑
i

(hiω) (
∑
i

(hiω) est ume somme fini)

=
∫
M
dω

avons de démontrer le théoreme de stokes sur Hn et sur Rn , on va démontre sur
la demi plan H2

Théoreme de stokes sur H2

Soit x, y des cordonnes de H2 et l’orientation de la frontière sur ∂H2 est donnée
par i−∂/∂y(dx ∧ dy) = dx.
La forme ω est une combinaison linéaire

ω = f(x, y)dx+ g(x, y)dy

tq f, g sont des fonction C∞ à support compacte dans H2 definit sur [−a, a] × [0, a]
tq a est un nomber réel et a > 0

dω =
(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dx ∧ dy = (gx − fy)dxdy
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et ∫
H2
dω =

∫
H2
gx dxdy −

∫
H2
fy dxdy

=
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
gx dxdy −

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
fy dydx

=
∫ a

0

∫ a

−a
gx dxdy −

∫ a

−a

∫ a

0
fy dydx

Dans cette expression ∫ a

−a
gx(x, y) dx = g(x, y)

]a
x=−a

= 0

et ∫ a

0
fy(x, y) dy = f(x, y)

]a
y=0

= −f(x, 0)

car f(x, a) = 0 d’ou ∫
H2
dω =

∫ a

−a
f(x, 0) dy

Cela prouve le théorème de Stokes pour le demi-plan supérieur
ω est une (n−1)−forme avec support compact sur Rn ou Hn est une combinaison

linéaire

ω =
n∑
i=1

fidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi · · · ∧ dxn (4.4)

puisque ω est R-linéaire , il suffit de vérifier le théorème pour un terme de la somme
de 4.4 , c.a.d

ω = fdx1 ∧ · · · ∧ d̂xi · · · ∧ dxn

oû f est une fonction à support compact en Rn ou Hn. tel que

dω = ∂f

∂xi
dxi ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ · · · ∧ d̂xi · · · ∧ dxn

= (−1)i−1 ∂f

∂xi
dx1 ∧ · · · ∧ dxi ∧ · · · ∧ dxn

puisque f à support compacte sur Rn ou Hn alors on choisir a ∈ R∗
+ tq

supp f = [−a, a]n

Théoreme de stokes sur Rn

Par le théoreme de fubini
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∫
Rn
dω =

∫
Rn

(−1)i−1 ∂fi
∂xi

dx1 . . . dxn

= (−1)i−1
∫
Rn−1

(∫ ∞

−∞

∂f

∂xi
dxi

)
dx1 . . . d̂xi . . . dxn

= (−1)i−1
∫
Rn−1

(∫ a

−a

∂f

∂xi
dxi

)
dx1 . . . d̂xi . . . dxn

Mais

∫ a

−a

∂f

∂xi
dxi = f(x1, . . . , xi−1, a, . . . , xn) − f(x1, . . . , xi−1,−a, . . . , xn)

= 0 − 0 = 0

Par conséquent ∫
Rn
dω = 0

D’autre part nous avons
∫
∂Rn

ω =
∫

∅
ω = 0 , car la frentiére de Rn et vide.Ceci vérifie

le théorème de Stokes pour Rn

Théoreme de stokes sur Hn

Le cas si i ̸= n

∫
Hn
dω = (−1)i−1

∫
Hn

∂f

∂xi
dx1 . . . dxn

= (−1)i−1
∫
Hn−1

(∫ ∞

−∞

∂f

∂xi
dxi

)
dx1 . . . d̂xi . . . dxn

= (−1)i−1
∫
Hn−1

(∫ a

−a

∂f

∂xi
dxi

)
dx1 . . . d̂xi . . . dxn

= 0 Pour la même raison que dans le cas de Rn

Par definition de ∂Hn ,la 1-forme dxn est identique à zéro. Puisque i ̸= n ,
ω = fdx1 ∧ · · · ∧ d̂xi · · · ∧ dxn ≡ 0 sur ∂Hn donc∫

∂Hn
ω = 0
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Le cas i = n

∫
Hn
dω = (−1)n−1

∫
Hn

∂f

∂xn
dx1 . . . dxn

= (−1)n−1
∫
Rn−1

(∫ ∞

0

∂f

∂xn
dxn

)
dx1 . . . dxn−1

d’autre par on a

∫ ∞

0

∂f

∂xn
dxn =

∫ a

0

∂f

∂xn
dxn

= f(x1, . . . , xn−1, . . . , a) − f(x1, . . . , xn−1, . . . , 0)
= −f(x1, . . . , xn−1, . . . , 0)

∫
Hn
dω = (−1)n

∫
Rn−1

f(x1, . . . , xn−1, . . . , 0)dx1 . . . dxn−1 =
∫
∂Hn

ω

car (−1)nRn−1 est précisément ∂Hn avec sa frontière orientation.
Donc , le théorème de Stokes aussi tient dans ce cas

Exemple 4.2.1. Soient D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} et ω = xdx+ ydy. On a :
1) D est une sous variété compact de bord ∂D = S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} .
2) Si φ : t ∈ [0, 2π] → (cos(t), sin(t)) ∈ R2 est une paramétrisation de la sous
variété S1 , alors φ∗(ω) = 0 et∫

S1
ω =

∫
φ
ω =

∫
[0,2π]

φ∗(ω) = 0

3) On a dω = 0, par application de la formule de stokes on obtient :∫
S1
ω =

∫
∂D
ω =

∫
D
d(ω) = 0

Démonstration.

Exemple 4.2.2. Sur R2 on pose : ω = dxdy, η = 1
2(xdy − ydx), D1 = [0, 1] × [0, 1]

D2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ R2}

φ1 : [0, R] × [0, 2π] → R2

(r, θ) 7→ (rcos(θ), rsin(θ))

φ2 : [0, 2π] → R2

θ 7→ (Rcosθ,Rsinθ)
On a :
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1) ∫
D1
ω =

∫ 1

0

∫ 1

0
dxdy = 1

2)

φ∗
1(ω) = (cos(θ)dr − rsin(θ)dθ)(sin(θ)dr + rcos(θ)dθ)

= rcos2(θ)drdθ − rsin2(θ)dθdr
= r(cos2(θ) + sin2(θ))drdθ
= rdrdθ

∫
D2
ω =

∫
φ1
ω =

∫
[0,R]×[0,2π]

φ∗
1(ω) =

∫ 2π

0
(
∫ R

0
rdr)dθ = πR2

3) On ω = dη et φ∗
2(η) = 1

2R
2dθ. De la formule de stokes on obtient∫

D2
ω =

∫
D2
dη =

∫
∂D2

θ =
∫
φ2
θ =

∫
[0,2π]

φ∗
2(η) =

∫ 2π

0

1
2
R2dθ = πR2
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Conclusion

La conclution de toute cette mémoire est confirmer que les intégration classique
est les intégration d’une p-formes différentielles sur une variété différentiable si une
généralisation où théoréme de Stokes
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