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Résumeé

On présente dans ce travail certaines techniques d’analyse de Fourier pour ’étude des pro-
blemes a valeur initiale des équations aux dérivées partielles linéaire. En particulier on s’intéresse
a la régularité des solutions dans les espaces LP, les résultats seront exprimer en terme de norme
dans les espaces de Besov Bj  ou s décrit le degré de la régularité par rapport a L”.

Mots Clés : Transformation de Fourier, décomposition de Littlewood-Paley, espace de Besov, pro-

bléme a valeur initiale.

Abstract

This work deals with some technical method based on Fourier analysis to study a linear initial
value problem. In particular we are interessted in the L? regularity of solution in grouth of norm,
the results are expressed in terms of Besov norm B, , where s mesure the degree of regularity in
grouth of LP norm.

Key Words : Fourier transform, Littlewood-Paley decomposition, Besov space, initial value pro-

blem.
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Introduction

On introduit dans ce travail certaines techniques d’analyse de Fourier basé sur la décomposi-
tion de Littlewood-Paley pour étudier certaines problemes a valeur initiale pour des équations aux
dérivées partielles linéaire essentiellement 1’équation de la chaleur, en particulier on s’intéresse a
la régularité des solutions dans les espaces LP, la régularité de la solution dépend de la régularité
de la donnée initiale et du second membre, les résultats de la régularité sont exprimée en norme
dans les espaces de Besov B) , au s décrit le degré de la régularité suivant LP.

On a reparti ce travail en trois chapitres :

Chapitre 1 : On donne un rappel de certains concepts de base de la théorie des distributions et
la transformation de Fourier et on définit les propriétés classiques des espaces LP.

Chapitre 2 : On donne la caractérisation des espaces fonctionnelles (Sobolev, Holder, Besov)
par la décomposition de Littlewood-Paley.

Chapitre 3 : On donne un résultat de régularité obtenue dans les espaces de Besov pour 'équa-

tion de la chaleur.



Chapitre 1
Préliminaires

Les résultats exposé dans ce chapitre se trouvent essentiellement dans [I}, 4], 5] 9] 10, [11], 12
14], (15, [16].
Nous rappelons les notions essentielles et nécessaires pour la suite, en particulier les espaces LP
et la transformation de Fourier, quelques propriétés principales. Nous rappelons aussi quelques

inégalités classiques.

1.1 Les espaces L’

Définition 1.1.1. (Fonction mesurable)

Une fonction f : R" — R est dite mesurable si pour tout ¢ € R, 'ensemble :
Ec: {‘T ERn,f(ZE) Z C}
est mesurable au sens de Lebesgue.[T]

Définition 1.1.2. (Fonction intégrable)

On dit qu’'une fonction f : R™ — R est intégrable au sens de Lebesgue si :

L1 fl<o

Définition 1.1.3. On appelle ZP(R",C, ) pour 1 < p < oo l'espace des fonctions mesurables
f:R™ — C telles que :

L1 £@) P du(a) < 400

1. Herné Léon Lebesgue mathématicien Francgais 1875-1941



1.1. Les espaces LP

Définition 1.1.4. (Espaces L?)
L’espace LP(R™) est le quotient de £7(R™) par la relation d’équivalence p.p. On désigne par LP(R™)

I’espace des fonctions sur R” a valeur dans R. On a :

Théoréme 1.1.1. Soit p € R avec 1 < p < 00 et [zn | f |P existe; on pose :
LP ={f:R" — R, f mesurable}
On appelle norme LP 'application définie par :

I/ =] | fa) | dols

dx désigne la mesure de Lebesque.

Définition 1.1.5. Soit 1 < p < oo; on dit qu'une fonction f : R" — R appartient a L (R") si :
flx € LP(R™) pour tout compact K C R".

Définition 1.1.6. On pose :
L*®(R™) = {f : R" — R; f mesurable et Jc:| f(z) |< ¢ p.p sur R"}
Telle que ¢ constante, et on note :

I'f lloo=nf{c:| f(z) |<cpp}

Définition 1.1.7. (Exposant conjugué)

On dit que p,q, 1 < p,q < oo sont deux exposants conjugués si :

1 1
,_i_,:l

On peut vérifie que pour p,q > 1 :

Théoréme 1.1.2. (Inégalité de Young)
Soient a,b >0 et 1 < p,q < oo deux exposants conjugués, alors :
a? bl

ab < —+ —
p q



1.1. Les espaces LP

Démonstration. Si a =0 ou b= 0 c’est vérifie, donc on peut supposer que a,b > 0 :

La fonction exp est convexe, ce qui veut dire que pour tous z,y et pour tout A € [0, 1] nous avons :
ePTHI=NY) < e (1 — N)e?

En particulier :
ab = e(ln(ab))

— 6ln a+Ilnb

P q
_ e(ln;z +lnqb )

< le(lnap) + le(lan)
B q

ab? b

p q

g

, . D q , e s . . 4
On en déduit que ab < % + % pour tous a, b et qu’on a égalité si et seulement si b = a7 ou encore,

si et seulement si a? = b9. [ |

Théoréme 1.1.3. (Inégalité de Holder)
Soit f € LP(R") et g € LYR"™) avec 1 < p < oo alors : f,g € L*(R") et

L g1 gl

Autrement dit :

I fg =11 Ml - 11 g g

Démonstration. Sip=1et ¢ = o00(p = 00,q = 1 est similaire) nous avons :

I fgli=[1f1lg]de

< [17119 ) de

gl [1f]de
= £ il ¢ I

Autrement, nous avons 1 < p, ¢ < oo et nous pouvons appliquer 'inégalité de Young. On suppose

dabord que : | £ [,=Il g [l,= 1

| f9lh= [ | fgds
£, Lgl
< [ )



1.1. Les espaces LP

1 1
= [lrpdes [1g1ar
b q
1 1
:];||f||§+§ | g2
11

— 4= 1= fllg
St =1=lf gl

Traitons maintenant le cas général. Si || f ||,= 0 c’est que f = 0 d’ou [ | fg | dv = 0 et on
peut conclure méme argument si || ¢ ||,= 0 donc on peut supposer que || f ||,.] ¢ ||;> 0. Dans
le cas, si || f |l,= ccou| g |,=o00alors: | f ||| g |l;= oo, et c’est bon aussi. Reste le cas

0<|l fllpsll g llg< 00. Alors :

f | f o g
I = =1let | l¢=1
17 WF ol ™
et
_ f o9 . _
| fg [i=Il £ llpll g llql =l bl g llg - 2= f Mol g llg
1Sl g llq

Théoréme 1.1.4. (Inégalité de Young généralisé)
1 1 1

Soient p,q,r € [1,+00] tels que : —+— = 1+—. Alors pour f € LP(R") et g € LY(R"), l'intégrale :
p q r

ha) = [ fe = ygly)dy

converge pour tout x, et h € L"(R™). De plus,

A <[l f ol g llq

1 1
Démonstration. 1. Pour r = 0o; on a alors : —+ — = 1. Mais alors I'intégrale h(z) converge

p 4q
pour tout z puisque f(x —.) € LP et g € L9, et d’apres 'inégalité de Holder :

| hla) [<]] fle =) ol g g

2. Pour r =1; on a alors : r = p = ¢ = 1. L'intégrale double :

[ [ 15@=v) o) | dady =) £ 11l g I

Par conséquent l'intégrale [ | f(x —y) || g(y) | dy converge pour tout z. Par suite

I'intégrale définissant h converge absolument pour tout = et
[h@) 1< [ 1 f@=y) 1l 9w) | dy
[1n@) e < [ 15—l o) | dedy =] £l o]



1.1. Les espaces LP

3. Nous supposons maintenant 1 < r < oo, et alors p et ¢ sont aussi finis. On écrit :

| fz = 9)9(y) |= wu(y) ¥ (y)

pa(y) = fx—y) [F] g(v) |7
daly) = =) [ ] gly) |7
On remarquera que p <ret ¢ <rona:
(ea(y)" =[ flz—y) [Pl 9(y) |

Puisque | f |P et | g |7 sont dans L'(R"), d’aprés le raisonnement du on voit que

Y, € L" pour tout x et que :

[ [ 1eatw) 1 dudy =1 1 120 g 11 (1)

Montrons que 9,(.) est dans L" (R"), pour tout x € R". 1’ exposant conjugué de r :

%zl—%.Ona,eneffet:

<

1

(¢x(y))w :| f(x — ) |p *_’)| g( ) |qr )

Posonsr(1 H=1>0 7"(7 — 1) =1 > 0 remarquons alors que :
11,1 120,01
o= (- =) =r(1-2) =1
s+t T(p+q 7") ! 7“)

On est done dans la situation et on a :

[l Uy < ([ 1 f@=u) 17 dy)* ([ 1 9() 1" dy)?

[ 1)

D’apres [1.1} ¢, (.) € L™(R™) pour tout z, donc avec [1.2] o, (.)1hy(.), c'est a dire :

| f(z —y)g(y) |, est intégrable pour tout z. On a aussi :

<o([ L) 1" ay) ([ 19200
[1n@ 7 de< [ [ Lot 17 dy Il #1519 1

p(5+27) a(t+77)
A<l fle " llglla"*

On conclut en vérifiant que : p(% + ﬁ) =1 et que q(% + i) =1.

tr!

Soit :
i (12)

\\H

et

Ou enfin :



1.1. Les espaces LP

Proposition 1.1.1. Pour p = q = 2, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréme 1.1.5. (Inégalité de Minkowski)

Pour f,g mesurables :

If+glle<Il S+ 19l (1.3)

Démonstration. Les cas p =1 ou p = oo sont vérifie. On peux donc supposer que 1 < p < oo : Si
I f llp= 00 ou || g [lp= oo alors || f |, + [l g [l[,= o0

Si||f+gl,=0,in’y arien & démontrer

On peut supposer donc que 0 <|| f+g |, et || £y || g o< 00

Démontrons d’abord que 0 <|| f + g |[,< oo. En effet, pour tous a,b < 0 nous avons (a + b)? <
(2a)? 4 (2b)*, si bien que :

| f+gli=[1f+glPde< [(1f]+]gpde
< flel171r+@]lglylde
=220 f I +2° [ g llp< o0
On multipliant |1.3| par || f + ¢ Hﬁ_l, il suffirait donc de démontrer que :
If+g b=l + 1 gllp) I+l

Or, par Holder :
I F+glz=[1f+gPde< [(F1+1g)|f+gP " do

=l fIf+gP I+ gl f+g P
<A +g P g+ g ol S+ 177 g

=(1f o+ 11 g ) I f+g P

On divise sur : ||| f+ g [P7Y|, on a :

I+ gl f il + 1 gl

Théoréme 1.1.6. On a les propriétés suivantes :
1. LP(R™) est un espace vectoriel et || . ||r» est une norme pour tout 1 < p < oo.

2. LP(R™) est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.



1.1. Les espaces LP

3. L’espace 6k (R™) est dense dans LP(R™) pour 1 < p < oo.

4. L’espace €52 (R™) l'espace des fonctions infiniment dérivable a support compact est dense

dans LP(R"™) pour 1 < p < oc.
5. LP(R™) est séparable pour tout 1 < p < o0.

6. Soit 1 < p < o0, soit ¢ € (LP)'. Alors :
Jue Ll <o f >:/ wf,¥f e LP
]Rn
7. LP(R™) est réflexif pour 1 < p < oo.

Démonstration. On revoie au [§] u

Remarque 1.1.1. L’application :

feL*gel? —< fg>s= /Rnf(x)@dw

est un produit scalaire. Muni de ce produit scalaire, L*(R") est un espace de Hilbert.

£ lm <0 e = [, 1)

Définition 1.1.8. (Support d'une fonction)

La norme induite est :

Soit f : R" — R une fonction continue. On appelle support de f I’ensemble :

supp(f) = {z € R": f(x) # 0}

Si supp(f) est compact, on dit que f est & support compact. Ou A désigne I'adhérence d’un

ensemble A.

Exemple 1.1.1. Soit la fonction d’Heaviside :

1, siz >0
flz) =

0, siz<0
Alors : suppH = [0, +00]

Définition 1.1.9. (L’espace €x(R"))

On désigne par G (R") 'espace des fonctions continues sur R” & support compact autrement dit :

6k (R") ={f € €¢R"),supp(f) C K, K compact de R"}



1.1. Les espaces LP

Définition 1.1.10. (Produit de convolution)

Soit f et g deux fonctions sommable, le produit de convolution, notée f * g, est défini par :

(fg)@) = [ fla=y)gl)dy

Proposition 1.1.2. Soit f € L'(R™) et g € LP(R"). Alors :

1. supp(f * g) C supp(f) + supp(g)
2N g <l f 1l gll»

Démonstration. On revoie au [§] u
Remarque 1.1.2. Si f et g sont a support compact, alors f * g est a support compact.ﬂ.

Définition 1.1.11. (Espace des fonctions test)

On appelle espace des fonctions test et on note 2(R"™) I'ensemble :
2R") ={f:R" —R"; f € €F(R")}
Telle que : € (R™) l'espace des fonctions infiniment dérivable a support compact.

Définition 1.1.12. (Espace des distributions)
Une distribution sur R™ est une forme linéaire continue : ¢ : 2(R") — C on note 2’'(R") l'espace

vectoriel des distributions sur R".

Exemple 1.1.2. (La distribution de Dirac)
0, ou a est un réel quelconque, est définie de la fagon suivante : pour toute fonction test f &€

2(R™) :< dg, f >= f(a)

Définition 1.1.13. (Distribution réguliere)
Soit f un élément de L}, (R"), La distribution :

loc

[f]: 2(R") — Ru —< f,u >= - f(z)u(x)dx

est appelée distribution réguliere associe a la fonction f.

Définition 1.1.14. (Dérivation des distributions)
Soit ¢ un élément de 2'(R"), pour tout multi-indice @ € N", on appelle ordre de a et on note | « |

connu par la longueur de « :

n
[al=2 a
=1

2. Cependant, si I'un des supports seulement est compact, alors f % g n’est pas en général a support compact




1.2. la transformation de Fourier

La dérivée d’ordre | v | de ¢ est I'application notée D%p = %“;@ tel que :

D% : 2(R") — R,
u —s D%(u) = (=1)1 < ¢, D >
Exemple 1.1.3. On considere la distribution de Heaviside ¢j. On a pour toute fonction ¢ appar-
tenant & 2(R") :
/ / toeo /
<P >=—<gny >= —/0 ' (x)dr = (0) =< 6, >
Donc la dérivée de ¢y, est la distribution de Dirac.

Proposition 1.1.3. (Formule de Leibniz)
Soit k > 1 et u,v € €F(R"), alors pour o € N" tel que | o |< k on a :

0%(uv) = Z(g)@ﬁuﬁa’ﬂv

B

1.2 la transformation de Fourier

1.2.1 Transformation de Fourier sur L!
Définition 1.2.1. Soit f € L'(R"). On appelle transformée de fourier de f la fonction, notée f ou
Z (f) définie pour £ € R™ par :
Jl©)= [ e (@) (14)
En notant z.£ le produit scalaire de R™. La fonction f est continue, tend vers 0 a 'infini.
Lemme 1.2.1. Soit f € L'(R"). Alors : f € €(R") avec | [ ||l<]| f |1
Théoréme 1.2.1. (Transformation de Fourier et dérivation)
Soit f € L'(R") :

1. Sizf e L'(R"), alors : f € €' (R") et on a :

d{ig&) - —2/ e f(x)dr = —iz f(€)

2. Si f € €' (R™) et si % € LY(R"), alors :

G _ [ edf@, -
= [ e —igf(e)

dx

10



1.2. la transformation de Fourier

Exemple 1.2.1. (Fonction Gaussienne)

Soit f € L'(R™) telle que f(x) = e *’ la transformation de Fourier de f est :

J?(f) = /n e~ o~ g — /n e~ (izg+az?) 1.

On a
a(a;Q—l—T)— [:1:'24—74—(%) (2a)]
2
=al(e+ g+ 4
Donc :

F&) Z/ e_“(“%)Qefz dx

—¢? i€ \2
— € 4a / e_a(x-'_;ia) dx
n

On pose : 22 = a(z + ;—i)z et dz = \/adz on calcul Vintégrale [, e = dz :

(/ ~dz)? = / xQd:E/ eV dy
= / / (2% +4%) dxdy
On pose : 12 = 22 + y? et dady = rdrdf on obtient :
+o0 5
( / = 12)? / / " drdf

400 9 2
_ / —2ar [ do
0

-1 _.»
:27r/0 dr—27r(2 )=

Donc : [ e *dz = /T et on a :

flo=ei [ < d

€2 _g2

€ 4a 2 € 4a
= / e *dz = Nz
R’I’L

D’ou :

Théoréme 1.2.2. Si u,v € L'(R™) alors :
F(uxv)=FwZ ()

Définition 1.2.2. (La transformée de Fourier inverse)

Soit f € L'(R"). On appelle transformée de Fourier inverse de f la fonction :

fla)= [ e Fleyde

—00

11



1.2. la transformation de Fourier

1.2.2 L’espace ¥ de Schwartz

Définition 1.2.3. On appelle & (R"™) l'espace des fonctions €°° a décroissance rapide a l'infini.
C’est-a-dire :

FR") ={p€ €¢°R"): lim z0°p(x)=0,a,pcN"}

|z|—+o0

On munit & la famille de semi norme suivante :
No(p)= > sup [2°0%p(x) |, 0, f €N" (1.5)
lal <p,|8]<p <K
Proposition 1.2.1. L’espace & est stable par dérivation et multiplication par des polynomes. Les
éléments de & sont des fonctions sommables tendant vers 0 a l'infini, et il existe des constantes

C, telles que :

Voe, D [2°0%(2) 1< CpNprnra(p) (1.6)
o] <p,|B|<p
Théoréme 1.2.3. 1. La transformation de Fourier applique l’espace & dans lui-méme, et il

existe des constantes C,, telles que :

Np(?) < CpNptnia () (1.7)

2. La transformation de Fourier & est un isomorphisme de & sur lui-méme, d’inverse
p=F(P)
Théoréme 1.2.4. Soit ¢ € (R"). 1l existe alors une suite p; d’éléments de D(R") telle que 2(R™)

dense dans & (R™) :
lim N,(p — ;) =0

j—o0
Démonstration. Soit 1 € 65°(R™) telle que () = 1 si x appartient a la boule de centre 0 et de
rayon 1 de R". Posons ¢;(z) = ¢(2)¢(%). Ces fonctions sont a support compacts, et coincident
avec @ sur la boule de rayon j. D’apres la formule de Leibniz, pour tout f € N on a :
8 8 L B 1 B— Tohy( L
Pl — o)) = Pp@)1 - (D)~ Y ()0 p@)a v
S E P R J
En multipliant par x® la relation précédente, et en prenant les bornes supérieures, on en déduit :
c _
| 2°0%(x — ¢)) =< max | 2°0%p(x) | +- D | 2%07 ¢ ||
|| > v<B
Le premier terme tend vers 0 pour j — oo, la fonction 0% tendant vers 0 a linfini, et le
1

second terme contient — en facteur d'une quantité finie. L'expression N,(¢ — ¢;) est ainsi une

J
somme finie de quantités tendant vers 0, d’ou le résultat. [ |

12



1.2. la transformation de Fourier

1.2.3 L’espace %’ des distributions tempérées

Définition 1.2.4. Soit u € & (R"™). On dit que u est une distribution tempérée, s’il existe p € N et
C > 0 tels que :
Vi € 657 (R"), |< u,p >[< CNp() (1.8)

Et on note &'(R") 'espace des distributions tempérées.

Définition 1.2.5. (Convergence dans ') On dit que la suite u; d’éléments de &'(R"™) converge

vers u dans &'(R"), si on a :
Vo e L(R"), im < wuj,p>=<wu,p >
j—ro0

Définition 1.2.6. (Espace Oy)
On dit qu’une fonction f est a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées ce qu’on note f €

Oy (R"), si f € €%, et si V5 € N, il existe ¢z et mg tels que :
| 9°f(2) [< es(1+ [ )™, Vo € R

Et on note 0, 'espace des fonctions a croissance lente.

1.2.4 Transformation de Fourier des distributions tempérées

Définition 1.2.7. Soit u € &'(R™). La transformée de Fourier de u est la distribution tempérée
notée 1 ou Fu définie par :

Vo e S(R"), <u,p >=<u,p >

Théoréme 1.2.5. La transformation de Fourier est un isomorphisme de &'(R") sur lui-méme,

d’inverse o = F ().

Théoréme 1.2.6. (Continuité)

Si u; — u dans &', alors u; — u dans &'.

Proposition 1.2.2. — Translation :

On a : F(t,u) = e "“Fu par inversion de Fourier, on a : Vo € ¥ (R"), on a :
< F ("), o >=< "y, e p >

=< u, e g >
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1.2. la transformation de Fourier

=< u, F(T_ap) >
=< T U, p >

On en déduit :

— Dilatation :

Soit u € L'(R™), et soit a # 0 est une constante réelle. On définit

Alors, on a par un changement de variable y =% on a :

() = [ u(C)e e = a* [ uly)e iy = aa(ag)

1.2.5 Transformation de Fourier dans &’
Définition 1.2.8. On appelle & 'ensemble des distributions & support compact telle que :
E'(R") ={p € 2'(R")/ supp(p) compact dans R"}

Théoréme 1.2.7. Si u € &'(R"), sa transformée de Fourier appartient a Oy (fonctions C™ a

croissance lente ainsi que toutes leurs dérivées), et on a :
(&) =< u(xw),e ™ > (1.9)

Démonstration. Posons v(£) =< u(x),e ¢ >. D’apres le théoréme de dérivation sous le crochet,

on a v(§) est une fonction de classe €, et on a :
Igv(§) =< u(x), (—iz)*e ¢ >
Il existe donc p € N, ¢ > 0 et K compact de R” tels que, on a d’apres [1.§]:

[ 0°0(€) |< C 3 sup, | 9 (a%e™™) |< C"(1+ | £ ])"

|8|<p *€K

Ce qui prouve que v € Oy;. Il reste a prouver que v = 4. Pour ¢ € 6;°, on peut écrire
< v, >= / < u(z), e T p(€) > d¢
Par conséquent on a également :
< v, p>=<u,p >=<1u,p >

On en déduit que @ = v sur 2(R"™). u

14



1.2. la transformation de Fourier

1.2.6 Transformation de Fourier dans L2

Les fonctions de carrée sommable ne sont pas en général sommables, et on ne peut pas
définir leur transformée de Fourier par la formule intégrale par contre ce sont des distributions

tempérées, et on peut donc définir leur transformées de Fourier qui appartiennent a &’.
Théoréme 1.2.8. L’application u — Fu est une isométrie de L*(R") sur lui-méme, d’inverse F .

Démonstration. Montrons d’abord que & est une isométrie de & sur lui-méme lorsque celui ci est

muni de la norme de L?. Soient f et g appartenant a &, et posons h=g. Ona : [ f(x)?z(x)dx =
[ f(x)h(z)dx dapres . En remarquant que :

Fh=FG=F4=7

On obtient immédiatement :
[ f@g@)dz = [ f@)ga)d
Ce qui montre que Z conserve le produit scalaire, et donc la norme L? pour les éléments de &.
& contient 65°, est dense dans L% soit u € L?, et soit f; une suite d’éléments de & telle que
| w— f; ||2 tend vers 0. La suite f; est donc de Cauchy et par isométrie, || f; — fx ||2 tend vers 0
lorsque j et k tendent vers 'infini. La suite de Cauchy f] converge donc vers un élément g € L2
La convergence dans L? impliquant la convergence dans %', on obtient d’une part que f] — g
dans &', d’autre part que f; — u et donc (continuité de &) que f] — 4 dans &’. On a donc
i = g € L? pour un élément quelconque u de L2. En outre, & partir de || f; |o=| f; ||, et par
continuité de la norme, on a :
1 2=l u [l
Ce qui procede s’applique également a F. Nous avons donc isométrie de L2dans lui-méme dont les

composées a droite et a gauche sont égales a l'identité. [ |

Définition 1.2.9. [Transformation de Fourier partielle dans & (R™*1))
Soit p € & (R™1). On définit sa transformée de Fourier partielle, notée Z,p ou @. Définie par :

B(€) = [ e p(t,a)da
L’opérateur &, applique bijectivement S(R"*!) dans lui-méme, et son inverse est fz

Définition 1.2.10. [Transformation de Fourier partielle dans &'(R"))

Soit u € &'(R™*1). On définit sa transformée de Fourier partielle, notée Z,u ou 4. Définie par :

Vo € SR, < 8,0 >=<u,p >

15



1.2. la transformation de Fourier

L’opérateur &, est un isomorphisme de S’(R™*!) sur lui-méme, et son inverse est F,. En outre,

si u; — u dans &', on a 4; — U dans &'.

16



Chapitre 2

la décomposition de Littlewood-Paley

Dans ce chapitre on suit essentiellement, les résultats de [3] 17, 18]
Ce chapitre est une introduction a la décomposition de Littlewood-Paley, en particulier on s’in-
téresse la caractérisation des espaces fonctionnelles : espace de Sobolev, Holder, Besov. Quelques

résultats sont présenter en omettons les détailles.

2.1 Découpage dyadique

L’idée de base de la décomposition de Littlewood-Paley est d’écrire une fonction donnée f
comme somme des fonctions élémentaires f,, telles que chaque f, soit localisée en fréquence sur
une couronne dyadique de taille ~ 29. Cette décomposition nous permet de caractérisé les espaces

fonctionnelles en terme des suites élémentaires Aju.

Lemme 2.1.1. (Inégalités de Bernstein)
Soit (r1,72) un couple de réels strictement positifs tels que ri < ry. Il existe une constante c telle

que, pour tout entier k, tout couple de réels (p,q) tel que ¢ > p > 1 et toute fonction u de LP, on

ait :
supp © C B(0,7A) = sup || 0% [|;< FNHG =) |l ul,
|ae|=k
supp @ C C(0,11A,120) = ¢ N [ u [|,< sup | 0% [[,< "N [ |,
|a|=k
Démonstration. On revoie au [17] u

8

Proposition 2.1.1. Etant donné une couronne C' de centre 0, de petit rayon % et de grand rayon 3.

4
Ils existent deuz fonctions x et ¢ appartenant respectivement da 2(B(0, g)) et a 2(C) telles que :

VEER", x()+D p(27%) =1 (2.1)

q>0

17



2.1. Découpage dyadique

VE e R" — {0}, Y ¢(27%) =1 (2.2)

qEZ
| g —p|>2= supp ¢(277) Nsupp p(277) = ¢ (2.3)
q > 1= supp x N supp p(277) = ¢ (2.4)

Si C' = B(0, %) + C, alors C est une couronne et nous avons :

lg—p|>5=20CN2C = ¢ (2.5)

vE R, ; 2O+ X P2 <1 2.6
>0

VEER" — 5§Zg& —ag) =1 (2.7)

Démonstration. Soit o un réel tel que : 1 < a < % et soit C’ un couronne de centre 0 et de petit
rayon ~ > 3 et de grand rayon 2a < . Noter que C' C C, on définit la fonction 6(s) tel que :
0 <0(s) <1, et de classe €°°(C) valant 1 sur C’. Le point important est le suivant. Pour tout

couple de nombres entiers (p, ¢) nous avons :

lqg—p|>2=21CN2PC=¢ (2.8)

‘ 3 8 .
En effet supposons que 2°C' N 27C # ¢ et que p < ¢. Il en résulte que 2P x § < 29 x 2, ce qui

implique p — ¢ < 1. Posons maintenant :

= 6(2) (2.9

g€z

D’apres (2.8]), cette somme est localement finie sur R” — {0}. La fonction S est donc de classe

C>®(R" — {0}). Le réel « étant strictement supérieur a 1,
Uq€Z2qO/ - Rn - {O}

Comme la fonction 6 est positive et a vaut 1 prés de C’ | il résulte de (2.9) que la fonction S

strictement positif. On pose alors :

0
Vérifions que ¢ convient. C’est évident que ¢ € 2(C). La fonction 1 — ) ¢(279)est lisse, d’apres
q>0
2.8 de classe €°°. Or, vu le support de ¢, on a :
|€|>3:$Zso i) =1 (2.11)

q>0
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2.1. Découpage dyadique

D’ou les identités (2.1)) et (2.3) découle du fait que supp ¢ = supp 6 C C et (2.8)) en posant :

X(§) =1-3% »(27%) (2.12)

q>0

Les identités (2.2)) et (2.4)) sont des conséquence évidente de (2.8)) et de (2.11)).

Démontrons maintenant l'identité (2.5). La couronne C est une couronne de centre 0, de petit

rayon % et de grand rayon 13—0. Alors, il vient :

~ 3 10 1 8
2p002q0%¢:>(i><2q§2p><§ ou §2p§2q§>

D’ou la relation 2.5
Démontrons maintenant les inégalités 2.6 Comme x et ¢ prennent leurs valeurs dans l'intervalle
[0, 1], il est clair que :

X(€)+ D ¢*(27%) <1 (2.13)

q>0

Minorons les sommes des carrés. On a :

QO+ =1

0 1

avec

D)= D 27 et D () =x()+ Y w(27%)

0 pair 1 q impair

Il en résulte que 1 < 2(3°3(€) + X3(€)). Or, d’apres , nous obtenons :

2 2
Y= DT et (=X + Y ¥(27%)
0 q pair 1 q impair

D’ou la proposition. [

-Notations :Posons : h = Z¢ et h = Z . On définit alors :

ANu=0si¢g< -2et Aju=x(Du=hxu

sig>0:Au=¢27D)u = QQ”/h(qu)u(m —y)dy

Squ = Z Apu
p<g—1
On a:
X(26) = x(§) =1-=3 027 =14 > p(27%)
q>0 q>0
= —p(26)
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2.2. Caractérisation des espaces fonctionnelles

donc,

Pour tout £ € R". En conséquence : si ¢ > 0

Syu(w) = X2 "Dyu(x) = 2 [ h(2ty)u(z — y)dy
etona:

S A, =1d
q

Définition 2.1.1. On définit la décomposition de Littlewood-Paley on considérant la fonction ¢ €

& telle que :

-~

supp(¢) C B(0, z)
S, =% $(271D)
Dans S” on a alors, pour £ # 0,
627%) = 3 d(27%)

k<q—2
C’est a dire :

Sqf = Z Arf
k<q—2
La décomposition de Littlewood-Paley de u définie par :
Sou+ Y Agu=u

g>—1

2.2 Caractérisation des espaces fonctionnelles

2.2.1 L’espace de Sobolev

Définition 2.2.1. Soit s € R", on note H*(R") I'espace des distributions u de &'(R"), telles que :

L 1E B ate) 2 dg < oo

Pour u et v dans H*(R™), on pose :

(1, 0) s = /R (14 € P)yra)oe)ds (2.14)
On vérifie facilement que (.,.)ys est un produit scalaire sur H*(R™). On désigne par || . ||gs la
norme associée, c¢’est-a-dire :
S|~ 1 S (TN
lullae= ([ (1€ ) 1a(E) [P d)tu e H'®RY) (2.15)
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2.2. Caractérisation des espaces fonctionnelles

Proposition 2.2.1. Il existe une constante c telle que ['on ait, pour tout réel s,

1

o e < 2222 | Aqu [3< & u [l

q
Dans toute la suite, on notera :

[uls= (322" || Agu )2

q

Proposition 2.2.2. Soit C' une couronne. Il existe une constante ¢ telle que l'on ait, pour tout réel
s la propriété suivante : soit (u,).en une suite de &' (R™) telle que supp G, C 21C.

Si la série (29° || ugy ||2)qen est de carré sommable, alors :
u=Yu € H' et |u < Y 0 |y, |2
q q

Soit B une boule de centre 0. Il existe une constante c telle que 'on ait pour tout s > 0 la propriété
suivante : soit (ug)qsen une suite de &' (R™) telle que supp 4, C 29B. Si la série (29° || uq ||2)qen
est de carré sommable alors :

s 2 C2S+2 2qs 2
we H et |uP< = 30 ||, I3
q

Démonstration. 1l existe un entier N tel que 1'on ait :
lp—q|>N=2CN2C =¢

D’ou il vient que :

JAWTES Z Aguy,

lp—q|<N
On applique 'inégalité triangulaire dans Aju = Z Agu, on a

lp—q|l<N

2 Aguw < ( X 1800 > [lup

lp—q|<N [p—q|<N [p—q|<N

assurent que :

I Aqu < 32 Ilup |2

lp—gq|<N
Car : 3),_g<n || ¢ ll2= 1. En multipliant les deux membre par 29° et en sommant suivant g on

obtient :
D2T | Agu 3 Y 2% |, |3

920 lp—q|<N
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2.2. Caractérisation des espaces fonctionnelles

S Z 22qs+2ps—2ps H u, H%

[p—q|<N
< DD 22O |y, |3
lp—q|<N
N
< Qo2 [y [3)( Y2 27)
p=>0 r=—N

D’apres la proposition 2.2.7 on a :
1
[ule= Q02 || Aqu |5)2
q

Donc :

N
[u [3< Q2% [y [3)( D2 277)
r=—N

p=>0
24sN ) )
< m(ZQ Py []3)
p=>0
< AR 2% |y, |13)
p=>0

D’ou le premier point.
Pour démontrer le second point, la série (u,),en est une série absolument convergente dans 'espace
L?. De plus, le support de la transformée de Fourier de u, étant inclus dans 29B, il existe un entier

N tel que :
AWTES Z Aguy
p>q—N

Pour la méme méthode 11 vient alors :

22 Az D0 2% [y I3

q>0 p>q—N
< Y 2|y, |3
p>2g—N

Le réel s étant strictement positif, on a :

o2 || Agu )z < 30 20702 | |l
q p=q—N
2Ns 9 o 1
< (T [y )
p=0
Donc :
Cs+1
fuls< ——> 2" [l up |12
p=>0

D’otu la démonstration de la proposition. [ |
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2.2. Caractérisation des espaces fonctionnelles

2.2.2 L’espace de Holder

Définition 2.2.2. Soit s €]0, 1], on désigne par €° I'espace des fonctions u bornées sur R” telles

qu’il existe une constante ¢ vérifiant, pour tout x et y de R",

| ulz) —uly) [<clz—y [

Si s > 1, on désigne par 6° I'espace des fonctions u telles que, pour tout multi-entier o de longueur

plus petite que la partie entiere de s, notée [s], on ait
0%u e ¢

Il est clair que la norme

| 9%u(z) — 9%u(y) |
gs= (| 0°u ||oo + sup p——
a%s] Ty |z —y| s

)

[ |

Munit I'espace €° d’une structure d’espace de Banach.

Définition 2.2.3. Soit s un réel positif. On désigne par 6° ’ensemble des distributions tempérées
qui vérifient :

|'w fls=sup2® || Aqu [0 < 00
q
Proposition 2.2.3. 1. Siu e €°(R"), pour tout p > —1,

I Aqu flo< C | w fls 277

2. Inversement, si pour p > —1, || Agu [[o< 277 alors u € 6° et || u||,< Ce

Démonstration. Soit 0 < s < 1:

1. Comme || u_q |[0< C || u ||o, il suffit de considérer :
Bgule) = [ 2732 (@ —y)uly)dy pour p =0
De fait que [ @(z)dz = Cp(0) = 0, on a aussi :
Bgu(z) = [ 2732z~ y)(uly) — u(@))dy

D’ou

| Dqu(z) [<[lw s /QP" ol @@ —y) le—yPdy <Cluls27?
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2.2. Caractérisation des espaces fonctionnelles

2. Inversement, posons pour un p a déterminer,

u=Syu+ Ryu, Ryu=>_ Agu

q=p
on a :

I By flo< X Il Agu [lo< 277

q=>p

Par ailleurs,

p—1
| Spu(r) = Spuly) I<lz—y | D2 1 Agu o

qg=-—1
Et bien sur || A_ju [[p< Cedoncsi 0 < s <1

| Spu(x) = Spuly) |< Ce | —y | 2007

Car la série Y || Aqu ||o est alors géométriquement divergente.
En regroupant les estimations sur R,u et Spu, on trouve :
| u(z) —u(y) |< Ce |z —y | 22079 426277

En prenant pour p le plus grand entier tel que : 27 < ﬁ, on obtient

| u(z) —uly) |[< Celoz—y

2.2.3 L’espace de Besov

Définition 2.2.4. Soit 1 < p,r < 00,5 € R et soit u € &'(R"). On dit que u € Bj, si
seulement si :

— la fonction Squ € LP

— pour r € N, la séquence ¢, = 2% || Agu |[,€ I". On définira la norme sur B; . comme :

sy, = Sow [l +Q_2" | Aqu 1))

q

|
L’espace de Besov B, est I'ensemble des distributions tempérées u telles que :
lu B, < o0

Par la définition, nous avons B, = H® et B . = 6°
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2.2. Caractérisation des espaces fonctionnelles

Lemme 2.2.1. Soit s € R et 1 < p,r < 00. Soit (Ayu),>—1 une suite de fonctions tel que :

(X2 2% |l Dgu [lp)7)" < oo

g>—1

1. St supp u—y C B(0, Ry) et supp U, C C(0,29Ry,29Ry) pour quelque 0 < Ry < Ry alors

u= > A€ By, et il existe un constante c tel que :
qg>—1

1
T

Fu llgy, < PO ) Agully))

q>—1

2. Si s positif et supp u, C B(0,27R) pour quelque R > 0 alors u = Z Agu € By, etil
g=-1
existe un constante c tel que :

1+s

5 S — (X " A l))

1
Il iz, < '
q=—1

Démonstration. Sous I’hypothese de la premier assertion et d’apres le lemme de Bernstein, on a :

N
| g [loo< €27 ™). Ensuite, il existe un entier Ny tel que :
| —q|> No = Ay =0
Par conséquent, u, =0si ¢ < —2, on a :

A=l >2  Aqug

lg—¢'|<No
< D> Myl
lg—q’'|<No
Dongc, on a :
! !
200 | A < Y0 27 [lug |,
lg—q’'|<No
< ST 29 g |,
lg—q'|<No
< M2 g )
qeEN
Alors :

1
T

B, < IS 27 || g |I7)
qeN

|

D’otu le premier point.

Pour démontrer le deuxieme point pour tout ¢, on a :

| Uq ||p§ 27
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2.2. Caractérisation des espaces fonctionnelles

Ensuite, il existe un entier N; tel que :

¢ >q+N = Djug=0

Maintenant, nous écrivons que :

Donc,on a :

Alors :

D’ou le deuxieme point.

A=l > Aqug

q>q'—N1

< 2

q>q'—N1

g Iy

20° || D fp< D0 207002 |y |,

q>q'—N1
Cl+s 1
< (-2 [l ug IIy)7
s qeEN
Cl+s 7gSs ' 1
g, < (2% g [
qgeN

Proposition 2.2.4. Soit se R et 1 <p,r <oo :

1. B;, est un espace de Banach.

2. L’espace €>° est dense dans B, si et seulement sip et v sont finies.

p?r

3. Vs€R et 1 <p,r <oo, l'espace B, est lespace dual de B, ,.

4. 811 <p,r < oo alors : l'espace B, est séparable.

Démonstration. On revoie au [18§]

26



Chapitre 3

Régularité des solutions des probléemes aux

limites dans les espaces de Besov

Cet chapitre est un adaptation libre de [1§]

3.1 Généralités

Dans cette partie on présente des estimations dans les espaces de Besov pour la solution de
I’équation de la chaleur. Le modele type de I'équation de la chaleur et donnée par le probleme
suivant : Trouver u(t, z) solution de :

ou—pANu=f(t,x),r e R" ¢t >0
t K f( ) (3.1)

U’t:o = UO(I)7ZE € R"

OouA =% aa—; est I'opérateur laplacien. Cette équation décrit le phénomene physique de conduc-
tion thermiqlie avec un terme source extérieur f(¢,x) et une donnée initiale ug(z) données, la
constante p est la constante de diffusion positif qu’on va désormais supposer égale a 1 La ré-
solution de dans & (R") (en supposons que uy € & (R") et f € €(Ry, S (R"))) par la
transformation de Fourier partielle (suivant la variable x) donne I’équation différentielle non ho-

mogene suivante :
dra(t )+ | € P at,€) = (£,€)
ii=0(&) = 1o (&)

(3.2)
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3.1. Généralités

Qu’on peut résoudre par la variation des constantes, en effet : u = @, 4+ uj, ou uy, vérifie :
o =| £
dont la solution est donnée par
up(t, &) = ceHIEP
on déduit la solution particuliere u, par la variation des constantes, en effet :
Wy = —c(t) | € P e 4 oty eter
Wy = — | € [2 @, + (e (3.3)
= — | € P e(t)e ™ + [(t,€) (3.4)
B.3{3.4:
ot)'e " — f(t,€) =0
= f(t,6) = ()"
= (1) = J1.€)e"
(1) = [ T e ar
D’ou la solution de est donnée par :
8(4,) = dn(€)e P + [ f(r ) ar (35)

en appliquons la transformation de Fourier inverse on obtient : la présentation de la solution pour

tout ¢ > 0 et x € R™ suivante :

1 _Jz—y? t 1 ey
u(t,z) = Mmf)g/we at Uo(y)dlﬂr/o (47r(t—7))3(/ne @ f(7,y)dy)dT (3.6)

Si on définit 'opérateur e*®

sur & par la relation
Vo€ S Feho(€) = e G(¢)
On peut écrire la solution sous la forme :
u(t) = ePug(x) + /Ot e f(T)dr (3.7)
Remarque 3.1.1. L’opérateur ' : ¥ — & est continue :
e In, =l e 76 <]l 6 |lw,

A

On peut étendre I'opérateur e© sur &’ par dualité et la solution reste valable par uy € &', f €

E (R, ).
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3.2. L'estimation dans les espaces de Besov pour I'équation de la chaleur

L’étude de la régularité consiste a trouver des espaces fonctionnel X telle que le terme u; —Au
et le second membre f(¢,z) ont la méme régularité.
Le résultat reste vrai pour la norme L? : En effet, en multipliant I'équation (3.11)) par u et en

intégrant sur R™ par parties on obtient :

1d
s lw I+ 1 Du 3= [ fuda
avec D = a?:i' Maintenant en intégrant sur un intervalle de temps [0, 7], on obtient :

T T
lu) B2 [ vulBdt=luol§+2 [ [ ft.xut,a)itde
Si on suppose ug € L% et f € L*([0,T], H™!), on obtient une estimations de Du(t) dans L?([0, T], R").

Définition 3.1.1. Pour 7" > 0,5 € R,1 < r,p < oo, nous définissons ’espace L”T(B;,T) comme

I’ensemble des distributions tempérées u telle que :

: s r 1 :
g s = Jo (g% || Agu [l,)"dt)> < oo, sir < oo

' lleg sy )= Jo sup (2% | Agu |l,) < oo, sir =00
et l'espace E%(B;yr) comme ’ensemble des distributions tempérées u telle que :
1 .
| u ||E’%(B§,T): (2,02 || Aqu HL”T(LP))T)" <00, 811 <00
' g 3y )= SUPG(2% || Aqt g m)) < 0, 517 = 00

Remarque 3.1.2. 1. La différence entre L7.(B; ) et E%(B;r) est que dans la premiere on a

sommé sur r puis intégré par contre pour la second on a intégré puis sommé sur r.

2. d’apres 'inégalité du Minkowski, on a :
H u Hl:fT(Bf,,r)SH u HLPT(st).,v-) st T > p,

| u ||E;(357T)ZH u HL?(B;T) str<p

3.2 L’estimation dans les espaces de Besov pour ’équation de la

chaleur

Le but est d’étudier la question de régularité dans les espaces de Lebesgue de 1’équation de

la chaleur suivant ¢ et dans les espaces de Besov suivant x.
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3.3 Lemme utile

Pour donner des estimations sur la solution de 1’équation de la chaleur on se restreint a des

fonctions a support compact en dehors de 1'origine. Le lemme suivant nous sera utile :

Lemme 3.3.1. Soit ¢ une fonction €°° da support dans la couronne C(0,11,73) avec 0 < 11 < 13.
Ils existent deux constantes positives k et ¢ dépendant de ¢ et tel que pour tout 1 < p < oo, 7 >0
etA>0,ona:

| 6O D) ||, < e ™ || 9 D),

Démonstration. On peut par un changement de variable se ramener au cas A = 1. Soit ¢ une
fonction de classe € & support dans C(0,7,75) avec 1) < ry et 5 > ry et tel que ¢ = 1 au

voisinage de C(0,71,7). on a :
F($(D)e™u)(€) = ($(&)e™ ). F (¢(D)u) ()
Donc, ¢(€)e ™ u = k. % ¢(&)u ot :
Ko(z) = [ PG de
d’apres les inégalités de convolution, on a :

| 6(€)e ™ u (|, <] K 1]l $(€)u |,

Par conséquent il suffit démontré qu’ils existent deux constantes positives k et ¢ tel que :
Vr € RT|| K, 1< ce™ (3.8)
Pour cela, observons que pour tout m € N :
(1 | 2 )" K (2) = [ e 03(6) (T - D)™ (%),

= [ e — me) (e 6(6))

Sachant que ¢ est a support dans la couronne C(0,77,75), on obtient :
Ve € R™, (14 | 2 D)™ | kr(2) |< cme™™T

d’ou l'inégalité (3.8)). [ |
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3.4 [Estimation dans les espaces de Besov de I’équation de la cha-

leur

L’idée est d’utiliser la décomposition de Littlewood-Paley pour déterminer pour chaque bloc
A_1,A, en utilisant la caractérisation des espaces de Besov en terme de la décomposition de

Littlewood-Paley. On a le résultat clé suivant :

~ 5—242
Théoréme 3.4.1. Soit se R et 1 < p,p,r < 0. Soit T > 0,up € By, et f € L (Byy +") alors :
(13.11) a une unique solution w dans [N@(B;;;) N E%O(B;,T), de plus il existe une constante ¢ qui

dépend seulement de n et tel que pour tout py € [p, +o0], on a :

By, +(1+ T1+%_%)

sf2+% )

hull
L°Y(B o ©)

7 (

1
<c((1+Ter
e Sel1ETH) g | 11,
(Si de plus r est fini alors u appartient a C([0,T]; B, ) ).

Démonstration. Puisque ug et f sont des distributions tempérées, I’équation (3.11f) a une solution

unique u dans S’(0,7 x R"™), donnée par :
at, &) = e Ml ag(€) + /0 "IN 7, €y
En appliquant la décomposition de Littlewood-Paley a et en utilisant on obtient :
Aqu(t) = e 1P A ug + /Ot e~ NP AL F(T)dT > —1

1-estimation des blocs Aju :

2 t 2
Aqu(t) = e 15 AL ug —i—/o e~ DR A f(1)dr

Donec :

t
| Aqu(t) ”pSH e~tl AVRTY Hp +/0 | e~ (=Tl 7AW f(7) Hp dr

D’apres le lemme (3.3.1)), on a pour tout k > 0,

t
| 8gut) 1< | Bgu lly + [ Byf(7) [y dr

_kt2? b k22
I Aqu(t) lp< e[| Aquo [l +/0 eI A f () Il dr

En appliquant I'inégalité de la convolution, on obtient :

UE( Dquit) ) de)7 < (E (e 2 || Aquo [lp)7dt) 7 +(E (JE e W2 A f(7) [, dr)edt)7s
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alors

r —kt229\ pq L T ) 1 T —(t—T1)k2%¢ 02 L
I 280t g oy = Wl ol ([ €72ty + ([ () 28 ) lpamys ([ ([ e arymans

0

1 — e ko2 | 1 — e kTp2% |
S(w)“ | Aquo [l +(W)”2 (v F7X075
En multiplie les deux membres par : 9+ o) on obtient :

s+ 1 s e—kTp122 N sH+2 _e—kTpg2%9 | L
(S @5 || Aqu g (2m))7)F < (5 290 T8 || Aqug [|,)7)F (5, (2700 (=02 |

1

Dof lleg ) )T
— 1 _ 1

Avec L=1441 i

Fmalement, on prend la norme ["(Z), et on obtient (avec la convention habituelle si r = +00)

__—kTpq22a T 1 _—kTpg22d T 2
| u ||L B < [ (a1 (27 || Aquo ()17 + [Zg (e ) 72 (27 A 26 (e

lwll oz <clluollsg, +I1FI., 22) (3.9)

Lot (B, ") " LE.(Byp,,

2-estimation des blocs A _ju :

On a :

T
| Avu®) < Aol + [ Aaf Iy dt

d’ou, sil < p<p; < oo,
T s T 1 T T 1
(L Amau@) e < (O aovuo a4 ([ ([0 A 1 ey
D’ou :

T 1 T 1
I st g = Do By (V341 AL S Nipaany (a0
1 1

1
<To || Ayug [l +T7 || Ay f L, (Lry avec— =1+ — + —
P2 PP

<Tw || Ao [l +T" 575 | A f (F7a)

=)

En multiplie les deux membres par : 295+50) on obtient :

s s s+2 141
(S0 | Ay llorgoy))F < (5,275 || Ay 1)) FH(S, 7T | AL s om)

Finalement, on prend la norme ["(Z), et on obtient (avec la convention habituelle si r = 4+00)

1
T

- (0qs rt r+ L+ oq(s—2+2 r
Il e S 2 T @I Acquo )]+ [32, 770 T A Nagan)]e
p,T

By, +T - 2+2) (3.10)

fall w2z < (T || ug |
Lz (Bpr ")

~Pl(B

32



3.4. Estimation dans les espaces de Besov de I'équation de la chaleur

De 3.9 et [3.10] on obtient :

1
lull oz <e((T4T%) [ uo
L p,T )

1 1
. (1T e o2
- Bs, *+( ) f HE;(B 2+2)

p,r

D’ou le résultat. |

Remarque 3.4.1. Si la condition initiale est régulier alors la solution de 1’équation de la chaleur

est plus régulier dans I'espace de Besov ou s décrit le degré de la régularité.
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Conclusion

On a considérer le probleme a valeur initiale associe a 1’équation de la chaleur linéaire :

Ou—pAu=f(t,z),r e R"t>0

(3.11)
u|t:0 = UO(IE),I‘ € R"
Et par des techniques d’analyse de Fourier on trouve que la solution est donnée par :
t
u(t) = e“ug(x) + / e A f(r)dr (3.12)
0

La question de la régularité de la solution est étudier essentiellement on utilisent la décomposition
de Littlewood-Paley, qui permet de mesurer la régularité de la solution (3.12)) dans les espaces de
Besov suivant la norme LP ce qui fait le théoréme ([3.4.1).
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