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Introduction

Ce mémoire a pour objet détailler le travail de A. Nabadji [17] concernant la construc-

tion de solution ramifiée autour de deux hypersurfaces caractéristiques simples où on

a supposé que les deux hypersurfaces sont caractéristiques et indépendantes de second

membre.

Considérons dans Cn+1 un opérateur différentiel quasi-linéaire d’ordre deux :

P (x,D)u = Pp(x,D)u + f (x,DAu) (1)

où Pp =
∑
|α|=2

aα(x,DAu)Dαu est la partie principale de P et A représente les dérivées

de u d’ordre un. On suppose que la partie principale moins la partie linéarisée, au

voisinage de u = 0, de P est d’ordre q où q ∈N∗ :

Pp(x,D)u − Plin(x,D)u = o(uq).

où Pp(x,D)u − Plin(x,D)u = uq g(x), tel que g est une fonction holomorphe á l’origine.

Soient Ki := {x ∈ Cn+1, ki(x) = 0 (i = 1,2)} deux hypersurfaces caractéristiques simples

et transverses de Plin(x,D)u, on considère alors le problème

P (x,D)u = v (2)

où v est une fonction dont le support singulier est K1∪K2. on se propose de démontrer

que le support singulier de u est K1 ∪ K2. comme dans [10],[14] ; des hypothèses de

croissance sont nécessaires pour traiter ce problème.

On suppose que v a pour comportement au voisinage de K1 ∪K2 :

| v(x) |≤ c | k1(x) |a1 | k2(x) |a2 a1, a2 ≥
1
q

Et on montre alors que u est ramifiée et que :

| u(x) |≤ c | k1(x) |a1+1| k2(x) |a2+1 (théorème 3.2.1 et 3.2.2)

iv
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pour des opérateurs semi-linéaires d’ordre deux, dont la partie non linéaire est polyno-

miale, E.Leichtnam[19] a étudié le problème de Cauchy avec des données singulières

et a construit des solutions ramifiées. lorsque la partie non linéaire de l’opérateur semi-

linéaire d’ordre deux est quelconque A.Nabaji et C.Wagschal[23] ont étudié le même

problème et on construit des solutions singulières dont le comportement est

| u(x) |≤ c(max(| k1(x) |, | k2(x) |))a+2 a > 0

Lorsque | v(x) |≤ c(max(| k1(x) |, | k2(x) |))a.

Rappelons que pour des équations linéaires d’ordre m, le problème de construction de

solution ramifiées d’un type plus générale que celui de [19] et [14] a été étudié par

E.Leichtnam[11] et récemment par P.Pongérard et C.Wagschal[19].

Enfin le problème de construction de solutions ramifiées autour d’une hypersurface

caractéristique simple qui ne dépend pas du second membre, a été traitée, avec q = 1,

dans [10], [14]et [16].

La méthode d’étude du problème (2) est celle qui a été développé dans [25],[14] et[16] ;

elle consiste essentiellement à réduire ce problème à un problème integro-différentiel

et ceci en cherchant une solution de la forme D−1
t1
D−1
t2
u(k1, k2,x) où D−1

t1
,D−1

t2
sont deux

intégrales qui définissent l’inverses à droite des opérateurs Dt1 ,Dt2 . Il suffit alors de

résoudre le problème

P (x,D)D−1
t1 D

−1
t2 u = v (3)

On montre ensuite que cette équation admet une unique solution (proposition 4.2),

ceci s’obtient en montrant que l’équation (3) est équivalente à :

u = Au +F1u +F2u + v (4)

où A,F1 et F2 résultent respectivement de Plin, f et Pp − plin.

Pour résoudre ce problème on utilise la fonction majorante de Lax[9] et les conditions

de croissance pour construire une algèbre de Banach où l’équation (2.4) admet un point

fixe.



Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Notations générales

Nous présentons ici les notions et les notations utilisées dans ce mémoire. Pour

avoir plus des détails nous renvoyons le lecteur aux passages correspondants dans le

texte.

• C : ensemble des nombres complexes.

• N : ensemble des nombres naturels.

• x = (x1, .......,xn) avec xi ∈C ∀i = 1....n.

• Ω un voisinage ouvert connexe de l’origine de C
n+1.

• Dj : L’opérateur de dérivation par rapport à la variable xj(0 6 j 6 n) . Soient

α;β ∈Nn+1 deux multi-indice ; x ∈Rn.

• α = (α1, ...,αn) avec αj ∈Z+ ∀j = 1....n.

• | α |= α1 + ....+αn.

• α! =
n∏
j=0

αj !

• ξ = (ξ0, ...,ξn) ∈Cn+1.

• ξα =
n∏
j=0

ξ
αj
j .

• Dαu =Dα0
0 ...Dαnn u.

• A = {α ∈Nn+1; | α |6 1}.

• n′ = card A.

• DAu = (Dαu)α∈A.

• y = (yα)α∈A ∈Cn
′
.

1
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• Formule de Leibnitz : D(uv) =
∑
β≤α

αβ
Dα−βuDαv.

• C{x} : l’algèbre des fonctions holomorphes au voisinage de l’origine de C
n+1.

• Ki := {x ∈Ω ;ki(x) = 0} les hypersurfaces caractéristiques, tel que ki(x)

la solution de problème de Cauchy du premier ordre
g(x,∇ki(x)) = 0

ki(x) = x1pour x0 = 0

∇ki(0) = (λi ,1,0, ...,0)

• BR(ξ) : sont des Algèbres de Banach.

• ∆ηR : le polydisque de centre 0 et de rayon ηR, défini par

∆ηR = {x ∈Cn+1; max
06j6n

| xj |< ηR} ⊂Ω.

1.2 Fonctions holomorphes

1.2.1 Série entière et fonction analytique

Définition 1.2.1 (Série entière)

On appelle série entière toute série de fonction
∑
n≥0

fn ou

fn :C→C

z→ anz
n

où an ∈ C appelé coefficient d’indice n, Pour une telle série, on définit son rayon de conver-

gence par :

R := sup{ρ ;ρ ≥ 0 et la suite anρ
n est bornée}

Proposition 1.2.1 [18]

On considère la série entière

S(z) =
∑
n≥0

anz
n

de rayon de convergence R > 0. Alors S(z) est absolument convergente dans le disque ouvert

D(0,R), normalement convergente dans D(0, r) pour 0 < r < R et divergente pour |z| > R

Le rayon de Convergence se calcule en utilisant le critère de Cauchy-Hadamard :
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Lemme 1.2.1 Le rayon de convergence [18]

Le rayon de convergence de la série entière

S(z) =
∑
n≥0

anz
n

est donné par

R =
1

lim
n→+∞

sup
n
| an |

1
n

.

Définition 1.2.2 (fonction analytique)

Soit U ⊂ C un ouvert et soit f : U → C une fonction.et soit z0 ∈ U , On dit que f est

analytique en z0 s’il existe :

1) un nombre r > 0 tel que le disque | z − z0 |< r soit contenu dans U .

2) une série entière
+∞∑
n=0

anz
n de rayon de convergence ρ ≥ r tels que,

pour | z − z0 |< r, on a :

f (z) =
+∞∑
n=0

an(z − z0)n.

On dit que f est analytique sur U si elle est analytique en tout point de U .

1.2.2 Fonction holomorphe

Définition 1.2.3 (Fonction holomorphe)

Soit U ⊂ C un ouvert et soit f : U → C une fonction complexe. et z0 ∈ U , On dit que f est

holomorphe en z0 si

lim
z→z0

f (z)− f (z0)
z − z0

existe.

La limite si elle existe, est notée f ′(z0). et si f ′ est continue sur U .

L’ensemble des fonctions holomorphes sur U est noté H(U ).

1.2.3 La relation entre holomorphe et analytique

Soit f :U →C une fonction holomorphe sur U alors f est analytique sur U,∀a ∈U,

f (z) =
∑
n≥0

f (n)(a)
n!

(z − a)n. ∀z ∈D(a, r)

de plus pour tout n ≥ 0 et r > 0

f (n)(a) =
n!

2iπ

∫
c(a,r)

f (z)
(z − a)n+1dz

où les dérivées f (n) sont holomorphes sur U , et c(a, r) est le cercle de centre a et de

rayon r > 0.
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1.2.4 Inégalités de Cauchy

Définition 1.2.4

Soient f une fonction holomorphe sur un disque D(z0,R), Alors pour tout α ∈Nn+1,

r ∈]0,R[

on a

|Dαf (a) |6 α!
M(r)
rα

M(r) = sup{|f (z)|, |z − z0| = r} avec

Dαf (z0) =
α!

2πi

∫
∂D

f (z)
(z − z0)α+1dz0........dzn

1.2.5 Théorème des accroissements finis

Définition 1.2.5

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], à valeurs dans R, dérivable sur ]a,b[.

Alors, il existe c ∈]a,b[ tel que

f (b)− f (a) = f ′(c)(b − a).

ou il existe α ∈]0,1[ tel que

f (b)− f (a) = f ′(a+α(b − a))(b − a).

1.2.6 Identité d’Euler

Définition 1.2.6 (fonction homogène)

Soit f : Rn→R et soit D∗ ⊂Df : soit k ∈R ; on dit que f est homogène de degré k sur D∗ si :

∀t > 0 ,∀x ∈D∗ ,on a tx ∈Df et f (tx) = tkf (x).

Définition 1.2.7

soit f une fonction de plusieurs variables, et k un réel f : Rn → R différentiable en tout

point est homogène de degré k, Alors l’égalité suivante, appelée identité d’Euler :

∀x = (x1,x2, ...,xn) ∈Rn
n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
(x) = kf (x)
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1.2.7 Séries formelles et fonctions majorantes

Définition 1.2.8 (La série formelle)

On dit que ϕ : Ω ⊂C
n+1→C

n+1 est une série formelle, si ϕ est de cette forme :

ϕ(x) =
∑
n∈Nn

an
xn

n!
telle que an =Dnϕ(0)

Si ϕ est holomorphe ou voisinage de l’origine Ω.

Définition 1.2.9 [25]

Si u =
∑
α∈Nn

uαx
α, Φ =

∑
α∈Nn

Φαx
α sont deux séries formelles avec

uα ∈C,Φα ∈R+ , on note u� Φ , la relation

∀α ∈Nn+1 | uα |6 Φα

Si Φ est une série convergente, on dit que Φ est une fonction majorante.

On note BΦ l’espace de Banach

BΦ = {u ∈Cn+1{x},∃c > 0,u� cΦ}

Pour la norme

‖u‖Φ =Min{c > 0,u� cΦ}.

Proposition 1.2.2 [8]

Si f (x)� F(x) et g(x)� G(x) alors on a :

1) af (x) + bg(x)� |a|F(x) + |b|G(x)

2) f (x)× g(x)� F(x)×G(x)

3) ∂αf (x)� ∂|α|F(x)

4) (g ◦ f )(x)� (G ◦F)(x) tel que :

(G ◦F)(x) =
∑
q=0

Gq
q!

[F(x)−F(0)]q

1.3 Opérateurs et applications

1.3.1 Application linéaire

Définition 1.3.1 (Endomorphisme)[4]

Soient E et F deux R− espaces vectoriels et u : E → F une application. On dit que u est
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linéaire ou que c’est un morphisme si et seulement si :

∀x,y ∈ E;∀λ,µ ∈R u(λx+µy) = λu(x) +µu(y)

Lorsque E = F, un morphisme de E dans lui même s’appelle un endomorphisme.

Définition 1.3.2 (l’injection canonique)

Soit E un ensemble et A une partie de E. L’injection canonique de A dans E est l’application

qui à x associe x.

Par exemple, lorsque A = E, l’injection canonique n’est autre que l’application identité de E.

Définition 1.3.3

une relation d’équivalence sur E est une relation binaire ∼ qui est à la fois réflexive, sy-

métrique et transitive, et est défini par un couple (x,y) d’éléments de E appartient au graphe

de cette relation si et seulement si x ∼ y.

On définit la classe d’équivalence [x] d’un élément x de E comme l’ensemble des y de E tels

que x ∼ y :

y ∈ [x]⇔ x ∼ y

l’ensemble quotient de E par la relation ∼, noté E/ ∼, est le sous-ensemble de P (E) des

classes d’équivalence :

E/ ∼ = {[x] ∈ P (E) | x ∈ E}.

Définition 1.3.4 (la surjection canonique)

Soit E un ensemble , La surjection canonique est l’application canonique p ,de E dans l’en-

semble quotient, qui à chaque élément de E associe sa classe d’équivalence :

p : = E→ E/ ∼

x→ [x]

est surjective par construction.

1.3.2 Opérateur quasi-linéaire

Définition 1.3.5

Une EDP est une relation entre les variables, la fonction et les dérivées (partielles) d’une
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fonction u : Ω ⊂R
n→R et est sous la forme :

F(x,u,uxi ,uxixj ,uxixjxk , ...) = 0 (1.1)

Définition 1.3.6 (Équation quasi-linéaire)[1]

Une EDP est dite quasi-linéaire si elle est non linéaire, mais linéaire par rapport aux dérivées

d’ordre le plus élevé. On dit aussi qu’une équation différentielle est quasi-linéaire si la partie

principale est linéaire.

1.4 Hyperplan et Hypersurface

Définition 1.4.1

Pour un espace vectoriel E, Un hyperplan H de E est un sous-espace vectoriel tel que E se

décompose en une somme directe de H et d’une droite vectorielle(linéaire).

Si E est de dimension finie n,∀x ∈ E,x = (x1, ...,xn). H est un hyperplan s’il existe des réels

a1, ..., an non nuls tels que x est élément de H si, et seulement si :

a1x1 + ...+ anxn = 0.

Cette dernière équation est appelée l’équation de l’hyperplan. Dans le cas où E est de dimen-

sion infinie, la condition précédente est remplacée par l’existence d’une forme linéaire non

nulle ϕ telle que x est élément de H si, et seulement si, ϕ(x) = 0.

Définition 1.4.2

En géométrie différentielle, une hypersurface d’une variété différentielle de dimension N ,

est une sous-variété de dimension N − 1. et l’hypersurface projective d’équation homogène

défini par

F(x0, ...,xn) = 0

1.5 Le revêtement universel et le disque pointé

Définition 1.5.1 (Le disque pointé)[17]

On note Ḋ le disque pointé de C de centre 0 et rayon δ > 0 telle que

Ḋ = {t ∈C;0 < |t| < δ}

Définition 1.5.2 [21](Le revêtement universel)

Soit E,B deux espaces topologiques, p : E→ B une application continue. on dit que (E,B,p)
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(où simplement p) est un revêtement si tout point x de B possède un voisinage V ∈ B tel qu’il

existe un homéomorphisme ϕ : p−1(V )→ V ×F où F est un ensemble discret, et l’application

commute avec la projections sur V . On appelle ϕ une carte (ou une trivialisation) au dessus

de V . On appelle revêtement trivial le revêtement (B×F,B,p1).

Cas particulier :

Le revêtement universel du disque pointé Ḋ est donne par :

Rδ : {t ∈C Re t 6 logδ} → Ḋ

t→ et

Les fonctions holomorphes u ramifiées autour k−1
1 ({0}) ∪ k−1

2 ({0}) admettant une re-

présentation de la forme u(logk1(x), logk2(x),x) telle que u : (t1, t2,x)→ u(t1, t2,x) est

holomorphe sur l’ouvert R2
δ ×Ω

1.6 Algèbre de Banach

Définition 1.6.1

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé et complet (G,‖.‖G).

1.6.1 Algèbre de Banach

Définition 1.6.2 (Algèbre)[8]

un espace de Banach G est dit algèbre s’il est muni d’une troisième loi interne vérifie :

∀x,y,z ∈ G

1) (xy)z = x(yz)

2) x(y + z) = xy + xz

3) (y + z))x = yx+ zx

4) α(xy) = (αx)y = x(αy) α ∈ (C/R)

Si de plus il existe un élément e de G tel que :∀x ∈ G : xe = ex = x on dit que l’algèbre est

unitaire

Définition 1.6.3 (algèbre de Banach)

Un espace vectoriel normé G s’appelle algèbre normée s’il est algèbre unitaire et qui vérifie

de plus ‖e‖ = 1 et ∀(x,y) ∈ G2 ‖xy‖ ≤‖ x ‖ ‖y‖.

Une algèbre normée complète dite algèbre de Banach
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1.6.2 Topologie de la convergence compact

Définition 1.6.4 [8]

Dans l’espaceH(Ω) la topologie déterminée par la famille des semi-norme (pk,K )K⊂Ω tel que :

∀n ≥ 1, pour tout K compact inclus dans Ω, On a

pn,K (f ) = sup
x∈K ;|α|≤n

|∂|α|f (x)|

s’appelle topologie de la convergence compacte.

Définition 1.6.5 [8]

Les boules ouvert de la topologie de la convergence compacte de centre g et de rayon r ≥ 0

sont défini par :

∀g ∈H et r > 0

V (g, r) = {f ∈H ;maxn>1(pn(g − f )) < r}.

1.7 Principe de contraction

Définition 1.7.1

Soit (G,‖.‖) un espace normé complet et une application f : G → G est dite strictement

contractante s’il existe 0 < c < 1 telle que,

∀u,u′ ∈ G; ‖f (u)− f (u′)‖ < c‖u −u′‖

Définition 1.7.2 (point fixe)

On dit que u0 est un point fixe pour l’application f si

f (u0) = u0

Théorème 1.7.1 (Théorème de point fixe de Banach)

Tout application contractante dans un espace métrique complet admet un unique point fixe.



Chapitre 2

Formulation du problème

On considère un opérateur différentiel quasi-linéaire du second ordre

P (x,D)u =
∑
|α|=2

aα(x,DAu)Dαu + f (x,DAu) (2.1)

où les fonctions aα(x,y) et f (x,y) sont holomorphes au voisinage de l’origine de

C
n+1 ×Cn′ .

Soit q ∈N∗, on suppose que

f (x,0) = 0 ∀x ∈Cn+1 (2.2)

et

aα(x,y)− aα(x,0) =
∑
β∈Nn′

|β|=q

aα,β(x,y)yβ ∀x ∈Cn+1. (2.3)

où les fonctions aα,β sont holomorphes au voisinage de (0,0).

Remarque 2.0.1

On utilise le théorème des accroissement finis pour q = 1, l’hypothèse (2.3) est vraie pour

toutes les fonctions aα holomorphes au voisinage de l’origine de Cn+1 ×Cn′ .

Le résultat de [17] donc plus général est donne.

Proposition 2.0.1 [17]

Si on pose

a(x,D)u =
∑
|α|=2

aα(x,0)Dαu (2.4)

alors

p(x,D)u = a(x,D)u +
∑
|α|=2

∑
β∈Nn′

|β|=q

aα,β(x,DAu)(DAu)βDαu + f (x,DAu).

10
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Preuve. D’après (2.3) on a

aα(x,y)− aα(x,0) =
∑
β∈Nn′

|β|=q

aα,β(x,y)yβ

On multiplier par Dαu

aα(x,y)Dαu − aα(x,0)Dαu =
∑
β∈Nn′

|β|=q

aα,β(x,y)yβDαu

par suite
∑
|α|=2

(
aα(x,y)Dαu − aα(x,0)Dαu

)
=

∑
|α|=2

∑
β∈Nn′

|β|=q

aα,β(x,y)yβDαu

En utilisant (3.4)
∑
|α|=2

aα(x,y)Dαu − a(x,D)u =
∑
|α|=2

∑
β∈Nn′

|β|=q

aα,β(x,y)yβDαu

D’ou on a
∑
|α|=2

aα(x,y)Dαu =
∑
|α|=2

∑
β∈Nn′

|β|=q

aα,β(x,y)yβDαu + a(x,D)u

Finalement
∑
|α|=2

aα(x,y)Dαu + f (x,y) =
∑
|α|=2

∑
β∈Nn′

|β|=q

aα,β(x,y)yβDαu + a(x,D)u + f (x,y)

Si on prend y =DAu, on trouve

P (x,D)u =
∑
|α|=2

∑
β∈Nn′

|β|=q

aα,β(x,DAu)(DAu)βDαu + a(x,D)u + f (x,DAu)

�

Définition 2.0.1 [17]

g(x,ξ) le symbole principal de l’opérateur p(x,D) est donné par :

g(x,ξ) =
∑
|α|=2

aα(x,0)ξα (2.5)

On suppose que l’hyperplan S : x0 = 0 est non caractéristique et que les caractéristiques

issues de T : x0 = x1 = 0 sont simples, c’est-à-dire que l’équation g(0;λ,1,0, ...,0) = 0

admet deux racines λ1,λ2 distinctes, permet alors de voir qu’il y a exactement deux

hypersurface caractéristique pour a(x,D).

On note ki(i = 1,2) la solution du problème de Cauchy du premier ordre


g(x,∇ki(x)) = 0

ki(x) = x1pour x0 = 0

∇ki(0) = (λi ,1,0, ...,0)
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Et Ki les hypersurfaces caractéristiques, c’est une des droites de C
2 = {(x0,x1)} issues

de T d’après [8].

Soit v une fonction holomorphe ramifiée autour de K1 ∪K2.

Ceci signifie que v est de la forme v(x) = v̂(k1(x), k2(x),x) où v̂ : R2
δ ×Ω → C est une

fonction holomorphe, Ω désignant un voisinage ouvert connexe de l’origine de C
n+1.

Quitte à réduire Ω, on peut supposer les fonctions ki holomorphes dans Ω et telle que

| ki(x) |< δ ∀x ∈Ω.

La fonction v est alors définie et holomorphe sur le revêtement universel de Ω−K1∪K2.

On se propose de construire des solutions de l’équation

P (x,D)u = v (2.6)

présentant des singularités sur K1 ∪K2pour obtenir un tel résultat, des hypothèses de

croissance seront nécessaires.[17]

En plus la présence de dérivées d’ordre deux dans la partie non linéaire de l’opérateur

P (x,D) nécessite, comme dans [26] et [16], une estimation de toutes les dérivées de

u(t1, t2,x) par rapport aux variables t1 et t2 [17].

Soit π : Rδ→ Ḋδla surjection canonique. On notera | • |: R→R
∗
+ la fonction | t |=| π(t) | .



Chapitre 3

Algèbres de Banach associées à la

fonction de Lax

3.1 Fonction de Lax et ses propriétés

Définition 3.1.1 [23]

On appelle fonction majorante de Lax :

θ(ξ) =
∞∑
n=0

ξn

(n+ 1)2 et pour R > 0, ϕR(ξ) = θ(ξ/R) et que ξ = x0 + x1 + ...+ xn

Proposition 3.1.1 [8]

Il existe une constante c0 ≥ 0 telle que

θ2(ξ)� c0θ(ξ) (3.1)

Preuve. Majorons le coefficient de ξn dans θ2(ξ) et d’après 3.1 :

n∑
j=0

1
(j + 1)2 ×

1
(n− j + 1)2 ≤ 2

n
2∑
j=0

1
(j + 1)2 ×

1
(n− j + 1)2

d’où n− j + 1 ≥ n+ 2
2
⇒ 2

2 +n
≥ 1
n− j + 1

⇒ 4
(2 +n)2 ≥

1
(n− j + 1)2 alors :

n∑
j=0

1
(j + 1)2

1
(n− j + 1)2 ≤ 2

n
2∑
j=0

1
(j + 1)2

4
(2 +n)2

d’où 2(
∞∑
j=0

1
(j + 1)2 )× 4

(2 +n)2 × (n+ 1)2 ≤ c0 ≤ 8(
∞∑
j=0

1
(j + 1)2 )× (

n+ 1
n+ 2

)2 ≤ c
0

Il suffit de prendre n = 0

c0 = 2× (
∞∑
j=0

1
(j + 1)2 ) > 0

13
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�

Proposition 3.1.2 [17]

On a

ϕ2
R(ξ)� c0ϕR(ξ) (3.2)

Preuve. On a d’après (la définition 3.1), ∃c0 > 0 ;R > 0 tel que R paramètre Réel

ϕ2
R(ξ) = θ2(ξ/R)� c0θ(ξ/R)⇒ ϕ2

R(ξ)� c0ϕR(ξ) �

On notera BR(ξ) l’espace de Banach associé à la fonction majorante ϕR(ξ)

corollaire 3.1.1 [25],[8]

Les espaces BR(ξ) sont des Algèbres de Banach.

BR(ξ) = {u ∈C{x} tel que : ∃c > 0;u� cϕR(ξ)}

Munies de la norme définie par :

‖u‖ = min{c > 0;u� cϕR(ξ)}

BR(ξ) est un sous espace vectoriel de C{x} et que C{x} = ∪R>0BR(ξ)

Lemme 3.1.1

Toute fonction de BR(ξ) est holomorphe au voisinage de l’origine et inversement pour ξ

fixé toute fonction holomorphe au voisinage de l’origine est un élément de BR(ξ) pour R

suffisamment petit.

Lemme 3.1.2 [17],[25]

Soit η > 1, il existe une constante c = c(η) ≥ 0 telle que

ΦηR(ξ) ≡
ηR

ηR− ξ
� cϕR(ξ)

Si a est une fonction holomorphe et bornée dans le polydisque

∆ηR = {x ∈Cn+1; max
06j6n

| xj |< ηR}

On a d’après les inégalités de Cauchy

a�M
ηR

ηR− ξ
�Mc(η)ϕR(ξ) (3.3)

Où ξ = x0 + x1 + ...+ xn et M = sup
x∈∆ηR

| a(x) | .
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Preuve. Soit η > 1, il existe une constante c = c(η) ≥ 0 telle que

ΦηR(ξ) ≡
ηR

ηR− ξ
� cϕR(ξ)

cette majoration signifie que

1
(ηR)n

≤ c(η)
1
Rn

1
(n+ 1)2 ∀n ∈N

elle est donc vérifiée avec

c(η) = sup
n∈N

(n+ 1)2

ηn
.

Si a est une fonction holomorphe et bornée dans le polydisque , d’après les inégalités

de Cauchy :

|Dαa(0) | ≤M ξα

(ηR)|α|
α! α ∈Nn+1

a(x) =
∑

α∈Nn+1

|Dαa(0) |
α!

xα �
∑

α∈Nn+1

M
ξα

(ηR)|α|
xα

�M
ηR

ηR− ξ
�Mc(η)ϕR(ξ)

�

Lemme 3.1.3 [17],[14]

Soit η > 1, il existe une constante c = c(η) ≥ 0 telle que

ηR

ηR− ξ
� cηp

Rp

p!
DpϕR(ξ) ∀p > 0

Preuve. cette inégalité s’écrit

ξp

(ηR)p
≤ c

(n+ p)!
(ηR)pn!

ξp

(n+ p+ 1)2

et est vérifiée en prenant

c = sup
n∈N

1
ηp

n!
(n+ p)!

(n+ p+ 1)2

∑
p∈N

ξp

(ηR)p
≤ c

∑
p∈N

(n+ p)!
(ηR)nn!p!

ξp

(n+ p+ 1)2

On a :

ηR

ηR− ξ
=

∑
p∈N

ξp

(ηR)p
etDpϕR(ξ) =

∑
p∈N

(n+ p)!
(ηR)pn!p!

ξp

(n+ p+ 1)2 .
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ceci implique
ηR

ηR− ξ
≤ cDpϕR(ξ) ≤ c

(ηR)p

p!
DpϕR(ξ)

donc
ηR

ηR− ξ
� c

(ηR)p

p!
DpϕR(ξ).

�

Lemme 3.1.4 [17]

Il existe une constante c > 0 telle que

DpϕR(ξ)� cRDp+1ϕR(ξ) ∀p > 0. (3.4)

Preuve.

DpϕR(ξ) =Dp(
∞∑
n=0

ξn

Rn(n+ 1)2 )

=
∞∑
n=1

n(n− 1)....(n− p+ 1)ξn−p

Rn(n+ 1)2

=
∞∑
n=p

n!
(n− p)!

ξn−p

Rn(n+ 1)2 ) ≤
∫ ξ

0
Dp+1ϕR(t)dt

∞∑
n=p

n!
(n− p)!

ξn−p

Rn(n+ 1)2 )�
∞∑

n=p+1

n!
(n− p − 1)!

ξn−p+1

(n− p+ 1)
)

1
Rn(n+ 1)2

�
∞∑

n=p+1

n!
(n− p − 1)!

ξn−p+1

(n− p)!Rn(n+ 1)2

� R
∞∑

n=p+1

n!
(n− p)!

n− p
(n− p)!

ξn−p

Rn(n+ 1)2

� cR
∞∑
n=p

n!
(n− p)!

n− p
n− p+ 1

ξn−p

Rn(n+ 1)2 = cR
∞∑
n=p

n!
(n− p+ 1)!

ξn−p+1

(n− p+ 1)!Rn(n+ 1)2

� cRDp+1ϕR(ξ)

�

Lemme 3.1.5 [25]

Il existe une constante c > 0 telle que

D−kϕR(ξ)� cRkϕR(ξ) pour tout R > 0 et tout k ∈N.
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Preuve. On a en effet

D−kϕR(ξ) =
∞∑
n=0

1
(n+ 1)2

1
Rn

n!
(n+ k)!

ξn+k

et l’inégalité cherchée s’écrit :

c ≥
(
n+ k + 1
n+ 1

)2
n!

(n+ 1)!
(n,k ∈N)

Cette dernière fonction étant décroissante par rapport à n, Il suffit de choisir

c = sup
k

(k + 1)2

k!

Donc

D−kϕR(ξ) =
∞∑
n=0

ϕR(ξ)
n!

(n+ k)!
ξk ≤ cRkϕR(ξ) car ξ < R.

�

3.2 Classes de fonctions spéciales

Définition 3.2.1 [17]

Soient a1, a2 ∈ R et Ω un voisinage ouvert de l’origine de C
n+1. On note Ga1,a2(R2

δ ×Ω)

l’espace des fonctions u : R2
δ ×Ω→ C

n+1 holomorphes, il existe une constante c ≥ 0 tel que

pour tout (t1, t2,x) ∈ R2
δ ×Ω et p1,p2 ∈N

|Dp1
t1
D
p2
t2
u(t1, t2,x) |6 cp1+p2+1p1!p2! | t1 |a1−p1 | t2 |a2−p2 . (3.5)

Cas particulier si (p1,p2) = (0,0)

Définition 3.2.2 [17]

Si u ∈ Ga1,a2(R2
δ ×Ω), alors

| u(t1, t2,x) |6 c | t1 |a1 | t2 |a2 ∀ (t1, t2,x) ∈ R2
δ ×Ω.

On a alors le théorème

Théorème 3.2.1 [17]

Soient a1, a2 >
1
q et Ω un voisinage ouvert de l’origine de Cn+1, il existe un voisinage ouvert

Ω′ de l’origine de Cn+1 tel que, pour toute fonction v ∈ Ga1,a2(R2
δ×Ω), il existe δ1 > 0 et une

solution u ∈ Ga1+1,a2+1(R2
δ1
×Ω′) du problème (2.6).
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Définition 3.2.3 [19]

Ha1,a2(R2
δ ×Ω) l’espace vectoriel de toutes les fonctions u : R2

δ ×Ω→ C holomorphes telles

qu’il existe une constante c > 0.

| u(t1, t2,x) |6 c | t1 |a1 | t2 |a2 ∀(t1, t2,x) ∈ R2
δ ×Ω. (3.6)

On a des résultats très important, La remarque 2.0.1 se traduit alors par

Ga1,a2(R2
δ ×Ω) ⊂Ha1,a2(R2

δ ×Ω).

Réciproquement, on a le lemme suivant

Lemme 3.2.1 [19]

L’espace Ha1,a2(R2
δ ×Ω) est inclus dans l’espace Ga1,a2(R2

δ′ ×Ω) pour tout 0 < δ′ < δ.

Preuve. Soit 0 < δ′ < δ, il existe 0 < λ < 1 tel que, pour t ∈ Rδ′ , le disque centré au point

t et de rayon ε = λ|t| soit tracé dans Rδ.

Si γi désigne le bord du disque de centre ti est de rayon εi = λ|ti |,pour γi = ti +λ|ti |eiϕ

on a

D
p1
t1
D
p2
t2
u(t1, t2,x) =

−p1!p2!
4π2

∫
γ1

∫
γ2

u(τ1, τ2,x)
(τ1 − t1)p1+1(τ2 − t2)p2+1dτ1dτ2

et, vu que u ∈Ha1,a2(R2
δ ×Ω) ,on pose c∗ = max(

|u(t1, t2,x)|
|t1|a1 |t2|a2

)tel que

|Dp1
t1
D
p2
t2
u(t1, t2,x)| ≤

−p1!p2!
4π2

∫
γ1

∫
γ2

|u(τ1, τ2,x)|
|τ1 − t1|p1+1|τ2 − t2|p2+1dτ1dτ2

≤
−p1!p2!

4π2

∫
γ1

∫
γ2

c∗
|τ1|a1 |τ2|a2

|τ1 − t1|p1+1|τ2 − t2|p2+1dτ1dτ2

≤ c∗
−p1!p2!

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|t1 +λ|t1|eiϕ |a1 |t2 +λ|t2|eiϕ |a2

|t1 +λ|t1|eiϕ − t1|p1+1|t2 +λ|t2|eiϕ − t2|p2+1

(−λ2|t1||t2|e2iϕ)dϕdϕ

≤ c∗
p1!p2!

4π2ε
p1
1 ε

p2
2

∫ 2π

0

∫ 2π

0
|t1 +λ|t1|eiϕ |a1 |t2 +λ|t2|eiϕ |a2dϕdϕ

d’après l’inégalité de Cauchy

|Dp1
t1
D
p2
t2
u(t1, t2,x)| ≤ c∗

p1!p2!

ε
p1
1 ε

p2
2

sup
06ϕ62π

|t1 + ε1e
iϕ |a1 sup

06ϕ62π
|t2 + ε2e

iϕ |a2
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il existe c > 0 tel que c = max(c∗(1 +λ)a1+a2 ,
1
λ

)∀p1,p2 ∈N , on a :

|Dp1
t1
D
p2
t2
u(t1, t2,x)| ≤ c∗

p1!p2!

ε
p1
1 ε

p2
2

sup
06ϕ62π

|t1 + ε1e
iϕ |a1 sup

06ϕ62π
|t2 + ε2e

iϕ |a2

≤ c∗
p1!p2!

ε
p1
1 ε

p2
2

|t1 + ε1|a1 |t2 + ε2|a2

≤ c∗
p1!p2!

ε
p1
1 ε

p2
2

|t1|a1(1 +
ε1

|t1|
)a1 |t2|a2(1 +

ε2

|t2|
)a2

≤ c∗
p1!p2!
λp1+p2

|t1|a1−p1(1 +λ)a1 |t2|a2−p2(1 +λ)a2

≤ c∗(1 +λ)a1+a2p1!p2!
1
λ

p1 1
λ

p2

|t1|a1−p1 |t2|a2−p2

≤ c1+p1+p2p1!p2!|t1|a1−p1 |t2|a2−p2

Du théorème 3.2.1 on déduit alors le �

Théorème 3.2.2 [17]

Soient a1, a2 >
1
q et Ω en voisinage ouvert de l’origine de Cn+1, il existe un voisinage ouvert

Ω′ de l’origine de Cn+1 tel que, pour tout fonction v ∈Ha1,a2(R2
δ ×Ω), il existe δ1 > 0 et une

solution u ∈Ha1+1,a2+1(R2
δ1
×Ω′) du problème (2.6)

Remarque 3.2.1 [17]

Lorsque les coefficients aα sont des fonctions holomorphes quelconques, c’est-à-dire q = 1,

les hypothèses de régularité minimales du théorème 3.2.1 et 3.2.2 sont les mêmes que celle

exprimées dans[10] et [16] (pour le cas d’une ramification autour d’une hypersurface carac-

téristique simple qui ne dépend pas du second membre).

3.3 Les Algèbres Ga1,a2

Définition 3.3.1 [17]

On définit des inverses à droite des opérateurs de dérivation Dt1 et Dt2 , ti ∈ Rδ.

Si u ∈Ha1,a2(R2
δ ×Ω) et ai > −1, on pose

D−1
t1 u(t1, t2,x) =

∫ t1

0
u(τ, t2,x)dτ =

∫ 1

0
u(st1, t2,x)t1ds (3.7)

et

D−1
t2 u(t1, t2,x) =

∫ t2

0
u(t1, τ,x)dτ =

∫ 1

0
u(t1, st2,x)t2ds (3.8)
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On Considère une fonction u ∈ Ga1,a2(R2
δ ×Ω) et soit η > 1,R > 0 tel que Ω contienne

le polydisque ∆ηR. D’après les inégalités de Cauchy, si u vérifie (3.5) on a pour tout

t1, t2 ∈ Rδ et p1,p2 ∈N

D
p1
t1
D
p2
t2
u(t1, t2,x)� cp1+p2+1p1!p2!|t1|a1−p1 |t2|a2−p2

ηR

ηR− ξ
.

et d’après le lemme 3.1.3, il existe donc une constante c ≥ 0 telle que

D
p1
t1
D
p2
t2
u(t1, t2,x)� cp1+p2+1|t1|a1−p1 |t2|a2−p2Dp1+p2ϕR(ξ) (3.9)

donc u ∈ Ga1,a2(R2
δ × {0}) .

Réciproquement, on a le lemme suivant.

Lemme 3.3.1 [17][14]

soit u une fonction holomorphe au voisinage de R2
δ × {0} vérifiant (3.9) ; alors la fonction u

est holomorphe dans R2
δ ×ΩR

où ΩR = {x ∈Cn+1|x0|+ |x1|+ ...+ |xn| < R}

Preuve. pour tout (t1, t2,x) ∈ R2
δ ×Ωr , 0 < r < R. on a

|DP1
t1
D
p2
t2
u(t1, t2,x) |≤ cp1+p2+1 | t1 |α1−p1 | t2 |α2−p2 Dp1+p2ϕR(r)

où

Dp1+p2ϕR(r) 6 cp1+p2+1(p1 + p2)! 6 (2c)p1+p2+1p1!p2!.

Donc

DP1
t1
D
p2
t2
u(t1, t2,x)� cp1+p2+1 | t1 |α1−p1 | t2 |α2−p2 p1!p2!

ce qui prouve que u appartient l’espace Ga1,a2(R2
δ ×Ωr). �

Notation.- On note c ; toute constante qui ne dépend pas des paramètres δ,ω et L.

Grâce à un raisonnement analogue à la démonstration de lemme 4.2 de [16], on vérifie

que toute fonction de l’espace Ga1,a2(δ,L,w) est holomorphe sur l’ouvert

V = {(t1, t2,x) ∈ R2
δ ×C

n+1; w(|t1|+ |t2|)+ | x0 | + | x1 | +...+ | xn |< R}

Remarque 3.3.1

ϕR est une fonction majorante de rayon de convergence R > 0 , la fonction ξ 7→ ϕR(w(|t1|+

|t2|) + ξ) est bien définie et holomorphe au voisinage de l’origine de Cn+1 et

ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ) =
∞∑
p=0

(w(|t1|+ |t2|))p

p!
DpϕR(ξ).

Il en résulte que ϕR(ξ)� ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)
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Ceci conduit à la définition suivante.

Définition 3.3.2 [17]

Soient δ > 0, a1, a2 ∈ R et R,L,w > 0 tel que 2wδ < R. On note Ga1,a2(δ,L,w) l’ensemble des

fonctions u holomorphes au voisinage de R2
δ × {0} telles qu’il existe une constante c ≥ 0 telle

que, pour tout t1, t2 ∈ Rδ et p1,p2 ∈N, on a

DP1
t1
D
p2
t2
u(t1, t2,x)� cLp1+p2 |t1|a1−p1 |t2|a2−p2Dp1+p2ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ) (3.10)

Il est clair que Ga1,a2(δ,L,w) est un espace vectoriel et que la plus petite constante c ≥ 0

pour laquelle (3.10) a lieu est une norme sur cet espace vectoriel, notée ‖ • ‖Ga1,a2

Proposition 3.3.1 [20]

L’espace Ga1,a2(δ,L,w) est un espace de Banach.

Preuve. Soit (un) suite de Cauchy de l’espace Ga1,a2(δ,L,w), c-à-dire

∀ε > 0,∃N0 ∈N tel que pour tout p,q ≥N0 et tout t1, t2 ∈ R2
δ

DP1
t1
D
p2
t2

(up −uq)� εLp1+p2 |t1|a1−p1 |t2|a2−p2Dp1+p2ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ) (3.11)

Si K est une partie compact de V , on en déduit que :

sup
(t1,t2,x)∈K

|(up −uq)(t1, t2,x)| ≤ εcK

Où cK = sup
(t1,t2,x)∈K

|t1|a1 |t2|a2ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ) est < +∞ car l’application

(t1, t2,x)→ |t1|a1 |t2|a2ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)

est continue sur V .

Ceci prouve que la suite un est une suite de Cauchy dans l’espace Ha1,a2(V ), muni de la

topologie de la convergence compacte.

Cette suite converge uniformément sur K ⊂ V vers une fonction holomorphe.

u : V 7→C
n+1, u ∈Ha1,a2 d’après l’inégalité (3.11)

∀p1,p2 ∈N,∀(t1, t2) ∈ R2
δ et tout p,q ≥N0

|DP1
t1
D
p2
t2

(up(t1, t2,0)−uq(t1, t2,0))| ≤ ε|t1|a1 |t2|a2Dp1+p2ϕR(w(| t1|+ |t2|))

Si q tende vers l’infinie, on déduit

|DP1
t1
D
p2
t2
up(t1, t2,0)−DP1

t1
D
p2
t2
u(t1, t2,0) |≤ ε|t1|a1 |t2|a2Dp1+p2ϕR(w(| t1|+ |t2|))
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c’est-à-dire : ∀(t1, t2) ∈ R2
δ

up −u� ε|t1|a1 |t2|a2ϕR(w(|t1|+ |t2|+ ξ))

et on en déduit que (un) converge vers u dans Ga1,a2 . �

Lemme 3.3.2 [20]

L’application Dt1Dt2 : Ga1,a2
ϕR → Ga1−1,a2−1

DϕR
; est linéaire continue de norme ≤ L.

Preuve. Soient u ∈ Ga1,a2 et p1,p2 ∈N, on a :

DP1
t1
D
p2
t2
u(t1, t2,x)� cLp1+p2 |t1|a1−p1 |t2|a2−p2Dp1+p2ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)

Ceci implique

DP1+1
t1

D
p2+1
t2

u(t1, t2,x)�‖ u ‖Ga1,a2 Lp1+p2+2|t1|a1−(p1+1)|t2|a2−(p2+1)Dp1+p2+2ϕR(w(|t1|+|t2|)+ξ)

C’est-à-dire le résultat voulu

DP1
t1
D
p2
t2
Dt1Dt2u(t1, t2,x)� L2 ‖ u ‖Ga1,a2 Lp1+p2 |t1|a1−1−p1 |t2|a2−1−p2Dp1+p2D2ϕR(w(| t1|+|t2|)+ξ)

�

Lemme 3.3.3 [20]

L’application D−1
t1
D−1
t2

: Ga1,a2
DϕR
→ Ga1,a2

ϕR ; est linéaire continue de norme ≤max(δ2L−1,w−1).

Preuve. Soient u ∈ Ga1,a2
DϕR

et (p1,p2) ∈N. Si (p1,p2) ≥ 1, on a

DP1−1
t1

D
p2−1
t2

u(t1, t2,x) =DP1
t1
D
p2
t2
D−1
t1
D−1
t2
u(t1, t2,x)

DP1
t1
D
p2
t2
D−1
t1 D

−1
t2 u(t1, t2,x)�‖ u ‖Ga1,a2 Lp1+p2−2|t1|a1−p1+1|t2|a2−p2+1Dp1+p2ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)

� δ2L−2 ‖ u ‖Ga1,a2 Lp1+p2 |t1|a1−p1 |t2|a2−p2Dp1+p2ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)

� δ2L−1 ‖ u ‖Ga1,a2 Lp1+p2 |t1|a1−p1 |t2|a2−p2Dp1+p2ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)

On Suppose en suite (p1 + p2) = 0, pour tout (t1, t2) ∈ R2
δ et tout α ∈Nn, on a :

|Dαu(t1, t2,0)| ≤‖ u ‖Ga1,a2 |t1|a1 |t2|a2D |α|+1ϕR(w(|t1|+ |t2|))

d’où :

|DαD−1
t1 D

−1
t2 u(t1, t2,0)| ≤‖ u ‖Ga1,a2 |t1|a1 |t2|a2

∫ 1

0

∫ 1

0
D |α|+1ϕR(ws(|t1|+ |t2|))|t1||t2|dsds

≤ w−1 ‖ u ‖Ga1,a2 |t1|a1 |t2|a2D |α|ϕR(w(|t1|+ |t2|))

Soit D−1
t1
D−1
t2
u� w−1 ‖ u ‖Ga1,a2 ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ).

Ce qui prouve le lemme. �
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Remarque 3.3.2 [17]

Si a1, a2,b1,b2 ∈ R et ai 6 bi , alors Gb1,b2(δ,L,w) ⊂ Ga1,a2(δ,L,w) et l’injection canonique

est linéaire continue de norme ≤ δb1+b2−a1−a2 .

Proposition 3.3.2 [17]

Soient a1, a2,b1,b2 ∈R et (u,v) ∈ (Ga1,a2 ×Gb1,b2)(δ,L,w), alors

uv ∈ Ga1+b1,a2+b2(δ,L,w) et

‖uv‖Ga1+b1,a2+b2 6 c0‖u‖Ga1,a2‖v‖Gb1,b2 (3.12)

Où c0 est la constante telle que ϕ2
R� c0ϕR

Preuve. Pour tout p1,p2 ∈N,d’après la formule de Leibnitz, on a

DP1
t1
D
p2
t2

(uv) =
p1∑
j=0

p2∑
j=0

p1

i


p2

j

Dp1−i
t1

D
p2−j
t2

uD it1D
j
t2
v

d’où

|DP1
t1
D
p2
t2

(uv)| ≤
p1∑
j=0

p2∑
j=0

p1

i


p2

j

 |Dp1−i
t1

D
p2−j
t2

u||D it1D
j
t2
v|

≤
p1∑
j=0

p2∑
j=0

p1

i


p2

j

 ‖ u ‖ Lp1−i+p2−j |t1|a1−p1+i |t2|a2−p2+jDp1−i+p2−j

ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ) ‖ v ‖ Li+j |t1|b1−i |t2|b2−jD i+jϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)

≤
p1∑
j=0

p2∑
j=0

p1

i


p2

j

 ‖ u ‖‖ v ‖ Lp1+p2 |t1|a1+b1−p1 |t2|a2+b2−p2(Dp1+p2−i−jϕRD
i+jϕR)

(w(|t|+ |t|) + ξ)

et, d’après(3.2), on a

p1∑
j=0

p2∑
j=0

p1

i


p2

j

 (Dp1+p2−i−jϕRD
i+jϕR)(w(|t1|+ |t2|) + ξ)� c0D

p1+p2ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)

et que

DP1
t1
D
p2
t2

(uv)� c0‖u‖‖v‖Lp1+p2 |t1|a1+b1−p1 |t2|a1+b1−p1ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)

�

ce qui permet de conclure.

Si u,v ∈ Ga1,a2(δ,L,w) alors uv ∈ G2a1,2a2(δ,L,w) ⊂ Ga1,a2(δ,L,w) lorsque a1, a2 > 0.On en

déduit que Ga1,a2(δ,L,w) est une algèbre de Banach.



Chapitre 4

Construction de la solution ramifiée

Lemme 4.0.1 [17]

Les opérateurs Dtj et D−1
ti
, i , j commutent, ainsi que D−1

t1
et D−1

t2
.

Preuve. on trouve deux cas :

• Dt1D
−1
t2

=D−1
t2
Dt1

D−1
t2
u(t1, t2,x) =

∫ 1
0
u(t1, st2,x)t2ds

par suite, et d’après l’holomorphie de u on a

Dt1

∫ 1

0
u(t1, st2,x)t2ds =

∫ 1

0
Dt1u(t1, st2,x)t2ds ....(1)

on a

D−1
t2 Dt1u(t1, t2,x) =

∫ 1

0
Dt1u(t1, st2,x)t2ds ....(2)

On remarque que (1)=(2)

• Dt2D
−1
t1

=D−1
t1
Dt2

D−1
t1
u(t1, t2,x) =

∫ 1
0
u(st1, t2,x)t1ds

par suit, et d’après l’holomorphie de u on a

Dt2

∫ 1

0
u(st1, t2,x)t1ds =

∫ 1

0
Dt1u(st1, t2,x)t1ds ....(1)

on a

D−1
t1 Dt2u(t1, t2,x) =

∫ 1

0
Dt2u(st1, t2,x)t1ds ....(2)

On remarque que (1)=(2)

24
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donc D−1
ti
Dtj =DtjD

−1
ti
, i , j

�

Proposition 4.0.1 [17]

Si u vérifie (3.5), Alors D−1
t2
u appartient a Ga1,a2+1(R2

δ ×Ω) et D−1
t1
u ∈ Ga1+1,a2(R2

δ ×Ω)

Preuve. on a pour p2 = 0

|Dp1
t1
u(t1, t2,x)| 6 cp1+1p1!p|t1|a1−p1 |t2|a2 .

si en utilise l’opérateur de dérivation D−1
t2

, on trouve

|D−1
t2 D

p1
t1
u(t1, t2,x)| 6 cp1+1

a2 + 1
p1!|t1|a1−p1 |t2|a2+1.

et pour p2 ≥ 1, on a p2 − 1 ∈N,

|Dp2−1
t2

D
p1
t1
u(t1, t2,x)| 6 cp1+p2p1!(p2 − 1)!|t1|a1−p1 |t2|a2+1−p2 .

ce qui prouve que D−1
t2
u appartient a Ga1,a2+1(R2

δ ×Ω) et de même on a

D−1
t1
u ∈ Ga1+1,a2(R2

δ ×Ω) �

On cherche une solution de (2.6) de la forme

U (k1(x), k2(x),x) =D−1
t1 D

−1
t2 u(k1(x), k2(x),x).

Pour toute fonction holomorphe u : R2
δ ×Ω→C, on a

a(x,D)U (k1, k2,x) = [a0(x) + P1(x,D)D−1
t1

+Q1(x,D)D−1
t2

+ P2(x,D)D−1
t1
D−1
t2

]u(t1, t2,x)

pour ti = ki(x)
(4.1)

où Q1 et Pl , (l = (1,2)) sont des opérateurs différentiels linéaires d’ordre 6 l et la fonc-

tion holomorphe a0 est donnée par la formule

a0(x) =
n∑
j=0

∂g

∂ξj
(x,Dk1(x))×Djk2(x) (4.2)

Cette fonction est non nulle au voisinage de l’origine, En effet

a0(0) =
∂g

∂ξ0
(0,Dk1(0))λ2 +

∂g

∂ξ1
(0,Dk1(0)) (1)

Et d’après l’identité d’Euler, On a

λ2
∂g

∂ξ0
(0,Dk1(0)) +

∂g

∂ξ1
(0,Dk1(0)) = g(0,Dk1(0))
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Et d’après le problème de Cauchy qui défini les hypersurfaces Ki(x).

∀x ∈Cn+1 g(x,Dk1(x)) = 0 donc g(0,Dk1(0)) = 0 dans le voisinage de l’origine

∂g

∂ξj
(0,Dk1(0))×Djk1(x) = 0

n∑
j=0

∂g

∂ξj
(x,Dk1(x))×Djk1(x) = 0 d’où

∂g

∂ξ0
(0,Dk1(0))λ1 +

∂g

∂ξ1
(0,Dk1(0)) = 0 (2)

d’après (1)-(2)

a0 =
∂g

∂ξ0
(0,Dk1(0))(λ2 −λ1) , 0

quantité non nulle vu les hypothèses, Donc a0 partie non linéaire.

Quant au terme non-linéaire, on remarque que la fonction U (k1, k2,x) et ses dérivées

premières pour ti = ki(x) s’expriment sous forme de la combinaison linéaire à coeffi-

cients fonctions holomorphes de x des fonctions suivantes

On note z1 = (z1,j) = {D−1
ti
u(t1, t2,x),D−1

t1
D−1
t2
u(t1, t2,x),DjD

−1
t1
D−1
t2
u(t1, t2,x)}.

Les dérivées secondes de la fonction U (k1(x), k2(x),x) s’expriment sous forme de com-

binaison linéaire à coefficients fonctions holomorphes de x des fonctions suivantes

On note z2 = (z2,k) = {DjD−1
ti
u,DjDiD

−1
t1
D−1
t2
u,u,Dt1D

−1
t2
u,Dt2D

−1
t1
u}.

On a alors ∑
|α|=2

∑
β∈Nn′

|β|=q

aα,β(x,DAU )(DAU )βDαU =
∑
k

β∈Nn+4,|β|=q

hk,β(x,z1)zβ1z2,k

Où les fonctions hk,β sont holomorphes au voisinage de x = 0, z1 = 0. On note

Fi : u 7→ Fiu les applications

(F1u)(t1, t2,x) = f (x,z1) (4.3)

et

(F2u)(t1, t2,x) =
∑
k
|β|=q

hk,β(x,z1)zβ1z2,k (4.4)

Où A est l’application linéaire

(Au)(t1, t2,x) = (P1(x,D)D−1
t1 +Q1(x,D)D−1

t2 + P2(x,D)D−1
t1 D

−1
t2 )u(t1, t2,x).

Le problème (2.6)s’écrit ( modulo un changement de notation)

u(t1, t2,x) = (Au)(t1, t2,x) + (F1u)(t1, t2,x) + (F2u)(t1, t2,x) + v(t1, t2,x) (4.5)

Et on a alors la
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Proposition 4.0.2 [17]

Soient a1, a2 > l/q et Ω un voisinage ouvert de l’origine de Cn+1, il existe un voisinage ouvert

Ω′ de l’origine de Cn+1 tel que, pour toute fonction v ∈ Ga1,a2(R2
δ ×Ω) il existe δ1 > 0 et une

unique solution u ∈ Ga1,a2(R2
δ1
×Ω′) du problème (4.5).

4.1 La solution du problème dans l’algèbre Ga1,a2

Dans cette section on démontre que la solution du problème (2.6), appartient à

Ga1,a2(δ,L,w).

On a lemme suivant.

Lemme 4.1.1 [17]

Soient F(x,u) une fonction holomorphe et bornée par M sur un polydisque centré en 0 ∈

C
n+1 × Cq de rayon ηR, R > 0, η > 1 et u = (u1,u2, ....,uq) ∈ G0,0(δ,L,w) telles que

c0‖ui‖G0,0 < R

alors v = F(x,u1,u2, ...uq) ∈ G0,0(δ,L,w) et

‖v‖ 6 cM
q∏
i=1

R
R− c0‖ui‖

où la constante c ne dépend que de η.

Preuve. Comme ui ∈ G0,0(δ,L,w), Pour tout t1, t2 ∈ Rδ, on a

ui � ‖ui‖ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)

d’où

|ui(t,0)| 6 ‖ui‖ϕR(w(|t1|+ |t2|)) 6 ‖ui‖ϕR(R)

de la relation ϕ2
R� c0ϕR, On déduit ϕR(R) 6 c0, d’où |ui(t,0)| 6 c0‖ui‖ < R.

Ceci prouve que la fonction v = F(x,u1,u2, ....,uq) est bien définie et holomorphe au

voisinage de R2
δ × {0} et on a

v = F(x,u1,u2, ...,uq) =
∑
α∈Nq

Fα(x)uα1
1 ...u

αq
q

on choisir R > 0 suffisamment petit. Où les fonctions Fα sont holomorphes, bornées

par MR−|α| sur le polydisque ∆ηR et donc appartiennent à l’espace G0,0(δ,L,w) et de



CHAPITRE 4. CONSTRUCTION DE LA SOLUTION RAMIFIÉE 28

norme ≤ cMR−|α| où c = c(η) d’après le lemme 3.1.2, on a

Fα � sup
x∈∆ηR

|Fα(x)|
ηR

ηR− ξ

� sup
x∈∆ηR

|Fα(x)|cϕR

�MR−|α|cϕR.

Lorsque α , 0, on a d’après la proposition 3.3.2 uα ∈ G0,0(δ,L,w) et ‖uα‖ 6 c|α|−1
0

q∏
i=1

‖ui‖αi ,d’où

Fαu
α ∈ G0,0(δ,L,w) et

‖Fαuα‖ 6 cM
q∏
i=1

(c0‖ui‖
R

)αi
Cette inégalité vaut encore pour α = 0.

Ceci montre que la famille (Fαuα) est absolument sommable dans l’espace G0,0(δ,L,w)

et par conséquent

‖v‖ 6 cM
q∏
i=1

R
R− c0‖ui‖

�

On choisissant R > 0 de vérifier la propriété suivante :

Tous les coefficients des opérateurs apparaissant dans A sont holomorphes et bornés

sur le polydisque ∆ηR où η > 1.

Proposition 4.1.1 [17]

Soient a1, a2 > −1,w ≥ 1,L ≥ 1 et 0 < δ ≤ 1 alors l’application A induit un endomorphisme

de l’espace Ga1,a2(δ,L,w) dont la norme est ≤ cmax(w−1, l−1) et la constante c ne dépend que

de η,R et la borne supérieure sur ∆ηR des coefficients des opérateurs P1,Q1 et P2, figurant

dans A.

Preuve. On a l’opérateur A est de forme

(Au)(t1, t2,x) = (P1(x,D)D−1
t1 +Q1(x,D)D−1

t2 + P2(x,D)D−1
t1 D

−1
t2 )u(t1, t2,x)

Il s’agit de vérifier la proposition pour des opérateurs de la forme a(x)DαD−1
ti

et a(x)DβD−1
t1
D−1
t2

où |α| 6 1, |β| 6 2 et a(x) est une fonction holomorphe et bornée sur ∆ηR .

Soit u ∈ Ga1,a2(δ,L,w), on a Dp1
t1
D
p2
t2
DαD−1

t1
u =DαDp1−1

t1
D
p2
t2
u.

Si p1 > 1, on a

D
p1−1
t1

D
p2
t2
u� ‖u‖Lp1+p2−1|t1|a1−p1+1|t2|a2−p2Dp1+p2−1ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)
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En dérivant, on obtient

DαD
p1−1
t1

D
p2
t2
u� ‖u‖Lp1+p2−1|t1|a1−p1+1|t2|a2−p2Dp1+p2−1+|α|ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)

� c‖u‖Lp1+p2−1|t1|a1−p1+1|t2|a2−p2Dp1+p2+|α|ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)

en effet, si |α| = 1 ceci est vrai avec c = 1 et si |α| = 0 on a, d’après (3.4)

Dp1+p2−1ϕR� cDp1+p2ϕR.

Or |t1| < δ ≤ 1, d’où

D
p1
t1
D
p2
t2
DαD−1

t1 u� cL−1‖u‖Lp1+p2 |t1|a1−p1 |t2|a2−p2Dp1+p2ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)

Si p1 = 0, en utilise le développement de la série formelle de ϕR telle que

ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ) =
∞∑
j=0

(w|t1|)j

j!
DjϕR(w|t2|+ ξ)

D
p2
t2
u� ‖u‖Lp2 |t2|a2−p2

∞∑
j=0

wj |t1|a1+j

j!
Dp2+jϕR(w|t2|+ ξ)

d’où

D−1
t1 D

p2
t2
u� ‖u‖Lp2 |t2|a2−p2

∞∑
j=0

j + 1
a1 + j + 1

wj |t1|a1+j+1

(j + 1)!
Dp2+jϕR(w|t2|+ ξ)

et sup
j60

j + 1
a1 + j + 1

étant fini, et on suppose c = sup
j60

j + 1
a1 + j + 1

,et en déduit que

D−1
t1 D

p2
t2
u� c‖u‖Lp2 |t1|a1 |t2|a2−p2

∞∑
j=0

wj |t1|j+1

(j + 1)!
Dp2+jϕR(w|t2|+ ξ)

En dérivant, en obtient

DαD−1
t1 D

p2
t2
u� c‖u‖Lp2 |t1|a1 |t2|a2−p2

∞∑
j=0

wj |t1|j+1

(j + 1)!
Dp2+j+|α|ϕR(w|t2|+ ξ)

il existe, donc une constante c > 0, on utilise la composition de la série formelle ϕR

telle que

D
p2
t2
DαD−1

t1 u� ‖u‖L
p2 |t1|a1 |t2|a2−p2

∞∑
j=0

wj |t1|j+1

(j + 1)!
Dp2+j+1ϕR(w|t2|+ ξ)

� c
w
‖u‖Lp2 |t1|a1 |t2|a2−p2Dp2ϕR(w(|t1|+ |t2|) + ξ)

Ceci prouve que DαD−1
t1
u appartient à l’espace Ga1,a2(δ,L,w) et que sa norme est ≤

cmax(w−1,L−1)‖u‖. �

Quant à la fonction a, elle appartient à l’espace G0,0(δ,L,w) et la proposition 3.3.2
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permet de conclure.

On a évidemment le même résultat pour l’opérateur a(x)DαD−1
t2
.

Soit β ∈N tel que | β |6 2,on peut écrire β = α +α′ tel que | α |, | α′ |6 1 et

DβD−1
t1 D

−1
t2 u =Dα

′
D−1
t2 D

αD−1
t1 u

Donc a(x)DβD−1
t1
D−1
t2
u ∈ Ga1,a2(δ,L,w) et

‖a(x)DβD−1
t1 D

−1
t2 u‖ 6 c(max(L−1,w−1))2‖u‖ 6 cmax(L−1,w−1)‖u‖

vu que L,w > 1

Lemme 4.1.2 [17]

Soient a1, a2 > −1,w ≥ 1,L ≥ 1 et 0 < δ ≤ 1 alors les opérateurs D−1
ti
,D−1

t1
D−1
t2
,DjD

−1
t1
D−1
t2

induisent des endomorphismes de l’espace Ga1,a2(δ,L,w) de norme plus petite que cδ.

Preuve. Soit u ∈ Ga1,a2(δ,L,w), on a Dp1
t1
D
p2
t2
D−1
t1
u =Dp1−1

t1
D
p2
t2
u.

D’après la définition de l’espace Ga1,a2 , on a

D
p1
t1
D
p2
t2
u� ‖u‖Lp1+p2 | t1 |a1−p1 | t2 |a2−p2 Dp1+p2ϕR(w(| t1 | + | t2 |) + ξ)

Si p1 > 1, on a

D
p1−1
t1

D
p2
t2
u� ‖u‖Lp1+p2−1 | t1 |a1−p1+1| t2 |a2−p2 Dp1+p2−1ϕR(w(| t1 | + | t2 |) + ξ)

vu (3.4), il existe une constante c > 0 telle que

D
p1−1
t1

D
p2
t2
u� c | t1 | ‖u‖Lp1+p2−1 | t1 |a1−p1 | t2 |a2−p2 Dp1+p2ϕR(w(| t1 | + | t2 |) + ξ)

On a | t |< δ, d’où

D
p1
t1
D
p2
t2
D−1
t1 u� cδ‖u‖Lp1+p2 | t1 |a1−p1 | t2 |a2−p2 Dp1+p2ϕR(w(| t1 | + | t2 |) + ξ)

Si p1 = 0, on a

D
p2
t2
u� ‖u‖Lp2 | t2 |a2−p2

∞∑
j=0

wj | t1 |a1+j

j!
Dp2+jϕR(w | t2 | +ξ)

En intègre, et | t |< δ, en obtient

D−1
t1 D

p2
t2
u� ‖u‖Lp2 | t2 |a2−p2

∞∑
j=0

wj | t1 |a1+j+1

j!(a1 + j + 1)
Dp2+jϕR(w | t2 | +ξ)

� ‖u‖Lp2 | t1 |a1+1| t2 |a2−p2

∞∑
j=0

wj | t1 |j

j!
Dp2+jϕR(w | t2 | +ξ)

� δ‖u‖Lp2 | t1 |a2+1| t2 |a2−p2 Dp2ϕR(w(| t1 | + | t2 |) + ξ).
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Ceci prouve que D−1
t1
u appartient à l’espace Ga1,a2(δ,L,w) et que sa norme est 6 cδ‖u‖.

On a évidemment le même résultat pour l’opérateur D−1
t2

. �

Il en résulte que D−1
t1
D−1
t2

induit un endomorphisme de Ga1,a2(δ,L,w) de norme 6 cδ2 6

cδ. De la proposition 4.1.1, on déduit queD−1
t1
Dj est un endomorphisme deGa1,a2(δ,L,w)

de norme 6 cmax(w−1,L−1) 6 c, vu w,L > 1, donc D−1
t1
D−1
t2
Dj est un endomorphisme de

Ga1,a2(δ,L,w) de norme 6 cδ.

Lemme 4.1.3 [17]

Soient a1, a2 > −1,w ≥ 1,L ≥ 1 et 0 < δ ≤ 1 alors les opérateurs Dt1D
−1
t2

et Dt2D
−1
t1

induisent

des opérateurs linéaires et continus de l’espace Ga1,a2(δ,L,w) dans Ga1−1,a2−1(δ,L,w) dont la

norme est 6 cL.

Preuve. Soit u ∈ Ga1,a2(δ,L,w), on a Dp1
t1
D
p2
t2
Dt2D

−1
t1
u =Dp1−1

t1
D
p2+1
t2

u.

Si p1 > 1, on a

D
p1−1
t1

D
p2+1
t2

u� ‖u‖Lp1+p2 | t1 |a1−p1+1| t2 |a2−p2−1 Dp1+p2ϕR(w(| t2 | + | t2 |) + ξ)

�| t1 |2 ‖u‖Lp1+p2 | t1 |a1−1−p1 | t2 |a2−1−p2 Dp1+p2ϕR(w(| t1 | + | t2 |) + ξ)

� L‖u‖Lp1+p2 | t1 |a1−1−p1 | t2 |a2−1−p2 Dp1+p2ϕR(w(| t1 | + | t2 |) + ξ).

vu que L > 1 et | t1 |< δ 6 1.

Si p1 = 0, on a

D
p2+1
t2

u� ‖u‖Lp2+1 | t2 |a2−p2−1
∞∑
j=0

wj | t1 |a1+j

j!
Dp2+1+jϕR(w | t2 | +ξ)

En intègre, en obtient

D−1
t1 D

p2+1
t2

u� ‖u‖Lp2+1 | t2 |a2−p2−1
∞∑
j=0

j + 1
a1 + j + 1

wj | t1 |a1+j+1

(j + 1)!
Dp2+1+jϕR(w | t2 | +ξ)

et sup
j60

j + 1
a1 + j + 1

étant fini, On pose que c = sup
j60

j + 1
a1 + j + 1

; et on en déduit que

D−1
t1 D

p2+1
t2

u� c‖u‖Lp2+1 | t2 |a2−1−p2

∞∑
j=1

wj | t1 |a1+j+1

(j + 1)!
Dp2+1+jϕR(w | t2 | +ξ)

� c‖u‖Lp2+1 | t1 |a1 | t2 |a2−1−p2 Dp2ϕR(w(| t1 | + | t2 |) + ξ)

� cL‖u‖Lp2 | t1 |a1−1| t2 |a2−1−p2 Dp2ϕR(w(| t1 | + | t2 |) + ξ).

Ceci prouve que Dt2D
−1
t1
u appartient à l’espace Ga1−1,a2−1(δ,L,w) et que sa norme est

6 cL‖u‖. On a évidemment le même résultat pour l’opérateur Dt1D
−1
t2

. �
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4.2 Preuve de la proposition 4.0.2

On pose

f (x,z1) =
∑
j

h1,j(x,z1)z1,j

Où

z1 =DAu ,z2,k =Dαu

D’après (2.2) et (4.3),(4.4) on a

f (x,0) = 0 et F1(u)(t1, t2,x) = f (x,z1), (F2u)(t1, t2,x) =
∑
k
|β|=q

hk,β(x,z1)zβ1z2,k

On peut écrire [23]

F1(u)−F1(u′) =
∑
j

h1,j(x,z1, z
′
1)(z1,j − z′1,j)

Et

F2(u)−F2(u′) =
∑
β,k

h2,β,k(x,z1, z
′
1)(z2,k − z′2,k)z

β
1 +

∑
β,k

k1,β,k(x,z1, z
′
1)(zβ1 − z

′β
1 )z′2,k

+
∑
β,k,j

k2,β,k,j(x,z1, z
′
1)(z1,j − z′1,j)z

′β
1 z
′
2,k

où les fonctions h1,j ,h2,β,k , k1,β,k , k2,β,k,j sont holomorphes au voisinage de l’origine de

C
n+1 ×Cn+4 ×Cn+4 . On peut supposer que ces fonctions sont holomorphes et bornées

sur le polydisque de rayon ηR de l’espace C
n+1 ×Cn+4 ×Cn+4 .

On pose l’application ν.

ν : u 7−→ A(u) +F1(u) +F2(u) + v (4.6)

Le problème 4.5 s’écrit alors

u = ν(u) (4.7)

et il s’agit donc de démontrer que l’application ν admet un point fixe de Banach.

On a alors la

Proposition 4.2.1 [17]

Soient a1, a2 ≥ 1
q et r > 0, il existe 0 < δ0 ≤ 1 tel que, pour tout 0 < δ ≤ δ0 et toutes fonctions

u,u′ ∈ Ga1,a2(δ,L,w). telles que ‖u‖Ga1,a2 ,‖u′‖Ga1,a2 6 r, les fonctions Fi(u) et Fi(u′) ; i = 1,2,

sont bien définies, appartiennent à l’espace Ga1,a2(δ,L,w) et

‖Fi(u)−Fi(u′)‖Ga1,a2 6 cLδ‖u −u′‖Ga1,a2 i = 1,2 (4.8)
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La proposition 4.0.2 s’en déduit aisément de la façon suivante :

On choisit Lw > 1 suffisamment grand pour que v ∈ Ga1,a2(δ,L,w) et la norme de

l’endomorphisme A soit 6 1
6 , puis on choisit 0 < δ1 6 δ0 tel que 2wδ1 < R et cLδ1 6

1
6 .

Soit r > 2‖v‖Ga1,a2 , alors si u appartient à la boule fermée B′(0, r) de centre 0 et de rayon

r de l’espace Ga1,a2(δ,L,w),B′(0, r) = {u ∈ Ga1,a2 ;‖u‖Ga1,a2 ≤ r} on a

‖ν(u)‖Ga1,a2 6 ‖A(u)‖Ga1,a2 + ‖F1(u)‖Ga1,a2 + ‖F2(u)‖Ga1,a2 + ‖v‖Ga1,a2

6
3r
6

+
r
2

6 r

d’où ‖ν(u)‖Ga1,a2 6 r.

ceci prouve que ν(B′(0;r)) ⊂ B′(0;r) et, d’après (4.8) et le lemme 4.1.1,

‖ν(u)− ν(u′)‖Ga1,a2 6 1
6‖u −u

′‖Ga1,a2 + 1
6‖u −u

′‖Ga1,a2 + 1
6‖u −u

′‖Ga1,a2
‖ν(u)− ν(u′)‖Ga1,a2 6 1

2‖u −u
′‖Ga1,a2

ceci prouve que ν : B′(0;r) −→ B′(0;r) est une contraction stricte, la proposition 4.0.2

résulte donc de théorème du point fixe.

preuve de la proposition 4.2.1

Soient u,u′ ∈ Ga1,a2(δ,L,w) où 0 < δ ≤ δ0 tels que ‖u‖Ga1,a2 6 r et ‖u′‖Ga1,a2 6 r le lemme

4.1.2 montre que z1,j , z
′
1,j ∈ G

a1,a2(δ,L,w) et

‖z1,j‖Ga1,a2 6 cδ‖u‖Ga1,a2 6 cδ0r et ‖z′1,j‖Ga1,a2 6 cδ‖u
′‖Ga1,a2 6 cδ0r. (4.9)

l’injection Ga1,a2 → G0,0 est linéaire continue de norme ≤ c0
R , il en résulte que

Si on choisit δ0 tel que 0 < δ0 6 1 et z1,j , z
′
1,j ∈ G

0,0

‖z1,j‖G0,0 ,‖z′1,j‖G0,0 6
cc0δ0r
R

.

et choisit
cc0δ0r
R
6

1
2
.

Si F est l’une des fonctions h1,j ,h2,β,k , k1,β,k et k2,β,k,j , le lemme 4.1.1 montre que

F(x,z1, z
′
1) ∈ G0,0(δ,L,w) et qu’il existe une constante c > 0 indépendante de δ0 telle que

‖F(x,z1, z
′
1)‖G0,0 6 c (4.10)

Ceci montre que les fonctions Fi(u) et Fi(u′) , i=(1,2) sont bien définies (holomorphes

et bornes).
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D’une part, le lemme 4.1.2 montre que

‖z1,j − z′1,j‖Ga1,a2 6 cδ‖u −u
′‖Ga1,a2 (4.11)

et la proposition 3.3.2 prouve, vu les inégalités (4.10) et (4.11), que

h1,j(x,z1, z
′
1)(z1,j − z′1,j) ∈ G

a1,a2(δ,L,w) tel que

‖h1,j(x,z1, z
′
1)(z1,j − z′1,j)‖Ga1,a2 6 cδ‖u −u

′‖Ga1,a2

d’où F1(u)−F1(u′) appartient à l’espace Ga1,a2(δ,L,w) et

‖F1(u)−F1(u′)‖Ga1,a2 6 cδ‖u −u′‖Ga1,a2

Or d’après (2.2), on a F1(u) = 0 si u = 0 et donc en prenant u = 0 ou u′ = 0, ceci prouve

que les fonctions F1(u),F1(u′) appartient à l’espace Ga1,a2(δ,L,w).

D’autre part, d’après la proposition 3.3.2 et l’inégalité (4.9) zβ1 et z′β1 appartient à l’es-

pace Ga1,a2(δ,L,w), vu que | β |= q, et

‖zβ1‖Gqa1,qa2 6 cδ
q‖u‖qGa1,a2 6 cδ et ‖z′β1 ‖Gqa1,qa2 6 cδ

q‖u′‖qGa1,a2 6 cδ. (4.12)

On a la formule

z
β
1 − z

′β
1 =

∑
j

(z1,j − z′1,j)Pj(z1, z
′
1)

où Pj est un polynôme homogène de degré q − 1.

On obtient, vu la proposition 3.3.2 et (4.9), que

‖zβ1 − z
′β
1 ‖Gqa1,qa2 6 cδ‖u −u

′‖Ga1,a2 (4.13)

La remarque 3.3.2 montre que si z2,k est la fonction u alors z2,k ∈ Ga1−1,a2−1(δ,L,w) et

‖z2,k‖Ga1−1,a2−1 6 c‖u‖Ga1−1,a2−1 (4.14)

la proposition 4.1.1 montre que si z2,k est l’une des fonctions DjD
−1
ti
u,DjDiD

−1
t1
D−1
t2
u

alors z2,k appartient à l’espace Ga1,a2(δ,L,w) et

‖z2,k‖Ga1−1,a2−1 6 c‖u‖Ga1,a2 (4.15)

Le lemme 4.1.3 montre que si z2,k est l’une des fonctions D−1
t1
D−1
t2
u,Dt2D

−1
t1
u alors z2,k

appartient à l’espace Ga1−1,a2−1(δ,L,w) et

‖z2,k‖Ga1−1,a2−1 6 cL‖u‖Ga1,a2 (4.16)
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De même, z′2,k ∈ G
a1−1,a2−1 et

‖z′2,k‖Ga1−1,a2−1 6 cL‖u′‖Ga1,a2 (4.17)

‖z2,k − z′2,k‖Ga1−1,a2−1 6 cL‖u −u′‖Ga1,a2 (4.18)

Les inégalités (4.12)-(4.18) prouvent, vu la proposition 3.3.2, que

h2,β,k(x,z1, z
′
1)(z2,k − z′2,k)z

β
1 et k1,β,k(x,z1, z

′
1)(zβ1 − z

′β
1 )z′2,k

appartient à G(q+1)a1−1,(q+1)a2−1(δ,L,w), donc à l’espace Ga1,a2(δ,L,w) puisque (q+ 1)ai −

1 > ai et que

‖h2,β,k(x,z2,k , z
′
2,k)(z2,k − z′2,k)z

β
1‖Ga1,a2 6 cLδ‖u −u

′‖Ga1,a2

‖k1,β,k(x,z1, z
′
1)(zβ1 − z

′β
1 )z′2,k‖Ga1,a2 6 cLδ‖u −u

′‖Ga1,a2

De même

h2,β,k,j(x,z1, z
′
1)(z1,k − z′1)z′2,kz

′β
1 ∈ G

(q+2)a1−1,(q+1)a2−1(δ,L,w) ⊂ Ga1,a2(δ,L,w)

puisque (q+ 2)ai − 1 > ai et que

‖k2,β,k,j(x,z1,j , z
′
1,j)(z1,j − z′1)z′2,kz

′β
1 ‖Ga1,a2 6 cLδ‖u −u

′‖Ga1,a2

D’où F2(u)−F2(u′) appartient à l’espace Ga1,a2(δ,L,w) et

‖F2(u)−F2(u′)‖Ga1,a2 6 cLδ‖u −u′‖Ga1,a2

En prenant u = 0 ou u′ = 0, Ceci prouve que les fonctions F2(u),F2(u′) appartient à

l’espace Ga1,a2 .



Chapitre 5

Applications

On considère dans C2, p(x,D)u = v un problème quasi linéaire de seconde ordre.

on pose A = {α ∈N2, | α |6 1} = {(1,0), (0,1), (0,0)}, n′ = 3, x = (x1,x2) ∈C2.

DAu = (Dαu)α∈A = {D(1,0)u,D(0,1)u,D(0,0)u}.

D(1,0)u =
∂u
∂x1

∂0u

∂0x2
= ux1

, D(0,1)u =
∂0u

∂0x1

∂u
∂x1

= ux2
, D(0,0)u =

∂0u

∂0x1

∂0u

∂0x2
= u

Donc DAu = {ux1
, ux2

, u}.

On a | α |= 2, Dαu =D2u = {D(2,0)u,D(0,2)u,D(1,1)u} = {∂
2u

∂x2
1

,
∂2u

∂x2
2

,
∂2u

∂x1∂x2
} On a

P (x,D)u =
∑
|α|=2

aα(x,DAu)Dαu + f (x,DAu)

= a(2,0)(x1,x2,ux1
,ux2

)D(2,0) + a(0,2)(x1,x2,ux1
,ux2

)D(0,2) + a(1,1)(x1,x2,ux1
,ux2

)D(1,1)

+ f (x1,x2,ux1
,ux2

)

= a(2,0)(x1,x2,ux1
,ux2

)Dux1x1
+ a(0,2)(x1,x2,ux1

,ux2
)ux2x2

+ a(1,1)(x1,x2,ux1
,ux2

)ux1x2

+ f (x1,x2,ux1
,ux2

)

Donc

P (x,D)u = a(2,0)(x1,x2,ux1
,ux2

)ux1x1
+a(0,2)(x1,x2,ux1

,ux2
)ux2x2

+a(1,1)(x1,x2,ux1
,ux2

)ux1x2
+f

(5.1)
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Exemple 1

On considère l’opérateur quasi-linéaire suivent :

−u∆u + c(x1,x2,u,∇u) = 0 ∀(x1,x2) ∈R2

tel que on a

−u∆u(x1,x2) + c(x1,x2,u,∇u)⇔ (ux1x2
+ux2x2

+ c(x1,x2,u,∇u) = 0

D’après (5.1), on a

a(2,0)(x1,x2,ux1,ux2
) = −u

a(0,2)(x1,x2,ux1
,ux2

) = −u

a(1,1)(x1,x2,ux1
,ux2

) = 0

f (x1,x2,ux1
,ux2

) = c(x1,x2,u,ux1
,ux2

) tel que c(x1,x2,0,0,0) = 0

a(x1,x2;D)u =
∑
|α|=2

aα(x1,x2;0)Dαu

= g(x1,x2;ξ)

= −u(ux1x1
+ux2x2

)

On définie l’hyperplan S = {x ∈ R
2, x0 = 0} de dimension 1 est non caractéristique

et que les caractéristique issues T = {(0,0)} sont simples, c’est-à-dire que l’équation

g(0;λ,1) = 0 admet deux racines λ1,λ2 distinctes.

On note ki(i = 1,2) la solution du problème de Cauchy du premier ordre


g(x,∇ki(x)) = 0⇔ g(x1,x2;ux1

,ux2
,1) = 0

ki(x1,x2) = x2 pour x1 = 0

∇ki(0) = (λi ,1)

Donc ki(x1,x2) = λix1 + x2, par suit ki(x1,x2) = uxi (0,0)x1 + x2 , Et Ki : ki(x) = 0 ⊂R
2.

on pose Ω ouvert connexe de R
2 et δ > 0 tel que Ḋ = {t ∈ R;0 < |t| < δ}, et on peut

supposer les fonctions ki holomorphes dans Ω .

On a v(x1,x2) = v̂(x1,x2; t1; t2) = 0 holomorphe et ramifiée autour K1 ∪ K2, d’où v(x) :

Ω×R2
δ→C.

Enfin on définit l’espace G1,1(R2
δ ×Ω) comme l’espace de la fonction v , pour (a1, a2) =

(1,1) et (p1,p2) = (1,1) tel que

|Dt1Dt2v(x, t1, t2)| 6 c3 c > 0

D’après la proposition 4.2 , il existe Ω′ un voisinage ouvert de l’origine de R
2 et δ1 > 0
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Alors il existe une unique solution de ce problème u ∈ G1,1(R2
δ1
×Ω′).

Exemple 2

On considère l’opérateur quasi-linéaire suivent :

x2
1ux1x1

+ 2u(x1,x2)ux1x2
+ x2

2ux2x2
= sinx2

1 ∀(x1,x2) ∈R2

D’après (5.1), on a

a(2,0)(x1,x2,ux1,ux2
) = x2

1

a(0,2)(x1,x2,ux1
,ux2

) = x2
2

a(1,1)(x1,x2,ux1
,ux2

) = 2u(x1,x2)

f (x1,x2,ux1
,ux2

) = 0

a(x1,x2;D)u =
∑
|α|=2

aα(x1,x2;0)Dαu

= g(x1,x2;ξ)

= x2
1ux1x1

+ 2u(x1,x2)ux1x2
+ x2

2ux2x2

On a même hyperplan Ki qui sont définie par ki(x1,x2) = λix1 + x2, par suit

ki(x1,x2) = uxi (0,0)x1 + x2 .

on pose Ω1 ouvert connexe de R
2 et δ > 0 tel que Ḋ = {t ∈ R;0 < |t| < δ}, et on peut

supposer les fonctions ki holomorphes dans Ω1 .

On a v(x1,x2) = v̂(x1,x2; t1; t2) = sinx2
1 holomorphe et ramifiée autour K1 ∪ K2, d’où

v(x) : Ω1 ×R2
δ→C.

Enfin on définie l’espace G
1
2 ,1(R2

δ ×Ω) comme l’espace de la fonction v , pour (a1, a2) =

(1
2 ,1) et (p1,p2) = (0,0) tel que

|v(x, t1, t2)| 6 c|t1|
1
2 |t2| 6 δ

3
2 c c > 0

D’après la proposition 4.2 , il existe Ω′1 un voisinage ouvert de l’origine de R
2 et δ1 > 0

, alors il existe une unique solution de ce problème u ∈ G 1
2 ,1(R2

δ1
×Ω′1).



Conclusion

Dans ce travail, on a construit des fonctions holomorphes ramifiées, qui est sont

solutions d’équation aux dérivées partielles quasi-linéaires du seconde ordre de la

forme : p(x,D)u = v , on s’intéresse à des fonctions ramifiées autour de deux hyper-

surfaces caractéristique simple lorsque la fonctions v est ramifiée et Dt1v,Dt2v sont

bornées et les deux hypersurfaces sont indépendant de seconde membre.

Pour résoudre ce problème on réduit le problème à un problème intégro-différentiel et

appliqué le théorème de point fixe de Banach qui assurée l’existence et l’unicité de la

solution. En utilisant la fonction majorant de LAX et les conditions de croissance, pour

construire des algèbres de Banach ou le problème admet un point fixe.
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Résumé

considérons dans C
n+1 un opérateur différentiel quasi-linéaire d’ordre deux à ca-

ractéristiques simples :

P (x,D)u = Pp(x,D)u + f (x,DAu) où Pp est la partie principale de P ,A représente les dé-

rivées de u d’ordre un et f une fonction holomorphe au voisinage de l’origine.

soit q ∈ N
∗ , on suppose que : Pp(x,D)u − Plin(x,D)u = O(uq) où Plin(x,D) est la par-

tie linéarisée, au voisinage de u = 0.On étudie le problème P (x,D)u(x) = v(x) où v est

une fonction ramifiée autour des deux hypersurfaces caractéristiques simples Ki : ki =

0, (i = 1,2) et dont le comportement au voisinage de K1 ∪K2 est de la forme :

| v(x) |≤ c | k1(x) |a1 | k2(x) |a2 a1, a2 ≥ 1
q

On montre alors que u est ramifiée autour de K1 ∪K2 et que

| u(x) |≤ c | k1(x) |a1+1| k2(x) |a2+1.

Abstract

We consider in C
n+1 a quasilinear differentiel operator of second order with simple

characteristic hypersurfaces :

P (x,D)u = Pp(x,D)u + f (x,DAu) where Pp is the principal part of P ,A represent the de-

rivatifs of ordre 1 of u and f is a holomorphic function in a neighbor of 0.

let q ∈N∗ , we suppose that : Pp(x,D)u−Plin(x,D)u =O(uq) where Plin(x,D) is the linear-

zed part of P ,near u = 0.we study the problem P (x,D)u(x) = v(x) where v is a ramified

function around two simple characteristic hypersurfaces

Ki : ki = 0, (i = 1,2) and | v(x) |≤ c | k1(x) |a1 | k2(x) |a2 a1, a2 ≥ 1
q

we get solution u witch are ramified around two simple characteristic hypersurfaces

and | u(x) |≤ c | k1(x) |a1+1| k2(x) |a2+1.
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