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Introduction

Ce mémoire a pour objet détailler le travail de A. Nabadji [17] concernant la construc-
tion de solution ramifiée autour de deux hypersurfaces caractéristiques simples ou on
a supposé que les deux hypersurfaces sont caractéristiques et indépendantes de second
membre.

Considérons dans C"*! un opérateur différentiel quasi-linéaire d’ordre deux :

P(x,D)u = Py(x,D)u + f (x, D*u) (1)

ou b, = | IZ a,(x,DAu)D%u est la partie principale de P et A représente les dérivées
al=2
de u d’ordre un. On suppose que la partie principale moins la partie linéarisée, au

voisinage de u = 0, de P est d’ordre gou g € IN*:

P

p(x,D)u — Bin(x, D)u = o(uf).

ou By, (x, D)u — By (x, D)u = uf g(x), tel que g est une fonction holomorphe a l'origine.
Soient K; := {x € C"*!, k;(x) = 0 (i = 1,2)} deux hypersurfaces caractéristiques simples

et transverses de B}, (x, D)u, on considere alors le probleme
P(x,D)u =v (2)

ou v est une fonction dont le support singulier est K; UK. on se propose de démontrer
que le support singulier de u est K; U K,. comme dans [10],[14]; des hypothéses de
croissance sont nécessaires pour traiter ce probléme.

On suppose que v a pour comportement au voisinage de K; UK} :

1
[ v(x) < c|ky(x) "] ko(x) |2 a,a; > —

Et on montre alors que u est ramifiée et que :

| u(x) < c|ky(x) |9 ky(x) |2 (théoréme 3.2.1 et 3.2.2)

v
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pour des opérateurs semi-linéaires d’ordre deux, dont la partie non linéaire est polyno-
miale, E.Leichtnam[19] a étudié le probléeme de Cauchy avec des données singuliéres
et a construit des solutions ramifiées. lorsque la partie non linéaire de I'opérateur semi-
linéaire d’ordre deux est quelconque A.Nabaji et C.Wagschal[23] ont étudié le méme

probléeme et on construit des solutions singulieres dont le comportement est
| u(x) |< c(max(| ky(x) |, ky(x) 1)*2 a>0

Lorsque | v(x) [< c(max(| ki (x) || ko (x) ))*.

Rappelons que pour des équations linéaires d’ordre m, le probleme de construction de
solution ramifiées d’un type plus générale que celui de [19] et [14] a été étudié par
E.Leichtnam|[11] et récemment par P.Pongérard et C.Wagschal[19].

Enfin le probleme de construction de solutions ramifiées autour d’une hypersurface
caractéristique simple qui ne dépend pas du second membre, a été traitée, avec q = 1,
dans [10], [14]et [16].

La méthode d’étude du probléme (2) est celle qui a été développé dans [25],[14] et[16];
elle consiste essentiellement a réduire ce probleme a un probleme integro-différentiel
et ceci en cherchant une solution de la forme Dt_llDt_zlu(kl,kz,x) ou Dt_ll,Dt_z1 sont deux
intégrales qui définissent I'inverses a droite des opérateurs D; ,D;, . Il suffit alors de

résoudre le probleme

P(x,D)D;'D;lu=v (3)

On montre ensuite que cette équation admet une unique solution (proposition 4.2),

ceci s'obtient en montrant que 1’équation (3) est équivalente a :

u=Au+Fu+Fu+v (4)

ou A, Fy et F; résultent respectivement de P;,, f et P, — pji,.
Pour résoudre ce probléme on utilise la fonction majorante de Lax[9] et les conditions
de croissance pour construire une algebre de Banach ou I’équation (2.4) admet un point

fixe.



Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Notations générales

Nous présentons ici les notions et les notations utilisées dans ce mémoire. Pour
avoir plus des détails nous renvoyons le lecteur aux passages correspondants dans le
texte.

* C:ensemble des nombres complexes.

* IN : ensemble des nombres naturels.

© X = (X1, ,Xx,)avecx; € C Vi=1l...n.

* ) un voisinage ouvert connexe de l'origine de C"*1.

* D; : Lopérateur de dérivation par rapport a la variable x;(0 < j < n) . Soient
a; p € N deux multi-indice; x € R"™.

c a=(ay,..,ay,)avec a;€Z" Vj=1l..n.

s |lal=ay+.... + ay,.
n

e ol = l_[aj!
j=0

o £=(&,...,&,) e C™,
n

o Ta _ aj

sr= "

j=0

« D% =Dy°...Dy"u.
e A={ae N"L|a|<1).
e n’ =card A.
° DAu = (D“u)aeA.

* V= (ya)aeA € Cn,-
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a
* Formule de Leibnitz : D(uv) = Z D PuD%.
pa ﬁ

o C{x} : l'algebre des fonctions holomorphes au voisinage de 1'origine de C"*1.

* K;:={xeQ;kj(x) =0} les hypersurfaces caractéristiques, tel que k;(x)

la solution de probleme de Cauchy du premier ordre

8(x, Vki(x)) =0

ki(x) = xypour x5 =0

Vk;(0)=(A;,1,0,...,0)
* Bi(&):sont des Algebres de Banach.

* Ayr:le polydisque de centre 0 et de rayon 7R, défini par

A, ={xeC"™!;max | x; |<nR} c Q.
R = 0<j<n| jI<nR

1.2 Fonctions holomorphes

1.2.1 Série entiere et fonction analytique

Définition 1.2.1 (Série entiere)

On appelle série entiére toute série de fonction E fn ou
n=0

fn:C—>C
z—a,z"

ou a, € C appelé coefficient d’indice n, Pour une telle série, on définit son rayon de conver-

gence par :

R:=sup{p;p > 0et la suite a,p" est bornée}

Proposition 1.2.1 [18]

On considere la série entiere

S(z)= Zanz”

n>0

de rayon de convergence R > 0. Alors S(z) est absolument convergente dans le disque ouvert

D(0, R), normalement convergente dans 5(0, r) pour 0 <r < R et divergente pour |z| > R

Le rayon de Convergence se calcule en utilisant le critere de Cauchy-Hadamard :
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Lemme 1.2.1 Le rayon de convergence [18]

Le rayon de convergence de la série entiere

est donné par

li | |l ’
m Slip a,
Définition 1.2.2 (fOﬂCtiOTl analytique)

Soit U C C un ouvert et soit f : U — C une fonction.et soit zy € U, On dit que f est

analytique en z, s’il existe :

1) un nombre r > 0 tel que le disque | z— z( |< r soit contenu dans U.

+00

2) une série entiere > a,z" de rayon de convergence p > r tels que,
n=0
pour |z—zy|<r,ona:
+00
— n
flz) = E ay(z—z29)".
n=0

On dit que f est analytique sur U si elle est analytique en tout point de U.

1.2.2 Fonction holomorphe

Définition 1.2.3 (Fonction holomorphe)
Soit U C C un ouvert et soit f : U — C une fonction complexe. et zq € U, On dit que f est

holomorphe en zg si
L 2= f(z)

zZ—2) z— ZO

existe.

La limite si elle existe, est notée f’(zy). et si f est continue sur U.

L'ensemble des fonctions holomorphes sur U est noté H(U).

1.2.3 Larelation entre holomorphe et analytique

Soit f : U — C une fonction holomorphe sur U alors f est analytique sur U,Va € U,

f(z) = Zf "), ayr. vz € Dia, 1)

n!
n>0

de plus pour tout n>0et r>0

f(n)(a)_n_'j f(Z) dz

B 2iTC (a,r) (Z — 61)”+1
ou les dérivées f(”) sont holomorphes sur U, et c(a,r) est le cercle de centre a et de

rayon r > 0.
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1.2.4 Inégalités de Cauchy

Définition 1.2.4

Soient f une fonction holomorphe sur un disque D(zq, R), Alors pour tout a € IN"*1,
r€]0,R[

ona

|D° ()< ar T

M(r) = sup{lf (2)], |z - zo| = r} avec

« _ ol f(2)
D% f(zg) = i LD P—— dzg........ dz,

1.2.5 Théoreme des accroissements finis

Définition 1.2.5
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b, a valeurs dans R, dérivable sur |a, b|.

Alors, il existe ¢ €]a, b| tel que

ou il existe a €10, 1] tel que

f(b)=f(a)=f(a+a(b-a))(b-a).

1.2.6 Identité d’Euler

Définition 1.2.6 (fonction homogene)
Soit f : R" — R et soit D* C Dy : soit k € R; on dit que f est homogene de degré k sur D si :

Vt>0,YxeD",onatxe Dy etf(tx):tkf(x).

Définition 1.2.7
soit f une fonction de plusieurs variables, et k un réel f : R" — R différentiable en tout

point est homogeéne de degré k, Alors I’égalité suivante, appelée identité d’Euler :

Vx = (xq1,%2,...,x,) € R" in%(x) =kf(x)

=1
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1.2.7 Seéries formelles et fonctions majorantes

Définition 1.2.8 (La série formelle)

On dit que ¢ : QO C C"1 — C"*! est une série formelle, si ¢ est de cette forme :

n

p(x) = Z an% telle que a,, = D" ¢(0)
nelN” )

Si ¢ est holomorphe ou voisinage de l'origine ().

Définition 1.2.9 [25]
Siu= Z uyx®, O = Z D, x% sont deux séries formelles avec

aeIN" aeN" .
u, €C,0, €R, , on note u < D, la relation

Va e N |y, |< D,

Si @ est une série convergente, on dit que @ est une fonction majorante.

On note By l'espace de Banach
By ={u e C"{x},Ac > 0,u < cD)}

Pour la norme

||ullp = Min{c>0,u < cP}.

Proposition 1.2.2 [8]

Si f(x) < F(x) et g(x) < G(x) alorson a :

1) af(x)+bg(x) < |a|lF(x)+ |b|G(x)
2) f(x)xg(x) < F(x)x G(x)
3) 9°f(x) < JF(x)

4) (go f)(x) < (GoF)(x) tel que :

Gy
(GoF)(x)= ) —[F(x)-F(0)]F
=0 T

1.3 Opérateurs et applications

1.3.1 Application lineaire

Définition 1.3.1 (Endomorphisme)[4]

Soient E et F deux IR— espaces vectoriels et u : E — F une application. On dit que u est
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linéaire ou que c’est un morphisme si et seulement si :

Vx,ye E;YA, peR u(Ax + py) = Au(x) + pu(y)

Lorsque E = F, un morphisme de E dans lui méme s’appelle un endomorphisme.

Définition 1.3.2 (l'injection canonique)
Soit E un ensemble et A une partie de E. L'injection canonique de A dans E est 'application
qui da x associe X.

Par exemple, lorsque A = E, I'injection canonique n’est autre que l'application identité de E.

Définition 1.3.3

une relation d’équivalence sur E est une relation binaire ~ qui est d la fois réflexive, sy-
métrique et transitive, et est défini par un couple (x,y) d’éléments de E appartient au graphe
de cette relation si et seulement si x ~ 7.

On définit la classe d’équivalence [x] d’un élément x de E comme 'ensemble des y de E tels

quex~7y:

yex]leox~y

l'ensemble quotient de E par la relation ~, noté E/ ~, est le sous-ensemble de P(E) des
classes d’équivalence :

E/~ = {[x] e P(E)| x € E}.

Définition 1.3.4 (la surjection canonique)
Soit E un ensemble , La surjection canonique est l'application canonique p ,de E dans l'en-

semble quotient, qui a chaque élément de E associe sa classe d’équivalence :

p:=E—>E/~

x — [x]

est surjective par construction.

1.3.2 Opérateur quasi-linéaire

Définition 1.3.5

Une EDP est une relation entre les variables, la fonction et les dérivées (partielles) d’une
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fonction u : Q) CIR" — R et est sous la forme :

F(x,u,uxi,ux],x].,uxix].xk,...) =0 (1.1)

Définition 1.3.6 (Equation quasi-linéaire)[1]
Une EDP est dite quasi-linéaire si elle est non linéaire, mais linéaire par rapport aux dérivées
d’ordre le plus élevé. On dit aussi qu’une équation différentielle est quasi-linéaire si la partie

principale est linéaire.

1.4 Hyperplan et Hypersurface

Définition 1.4.1

Pour un espace vectoriel E, Un hyperplan H de E est un sous-espace vectoriel tel que E se
décompose en une somme directe de H et d’une droite vectorielle(linéaire).

Si E est de dimension finie n,¥x € E,x = (xq,...,x,,). H est un hyperplan s’il existe des réels
ai,...,a, non nuls tels que x est élément de H si, et seulement si :

a1xq +...+a,x, =0.

Cette derniére équation est appelée I'équation de I'hyperplan. Dans le cas ot E est de dimen-
sion infinie, la condition précédente est remplacée par U'existence d’une forme linéaire non

nulle ¢ telle que x est élément de H si, et seulement si, ¢(x) = 0.

Définition 1.4.2
En géométrie différentielle, une hypersurface d’une variété différentielle de dimension N,
est une sous-variété de dimension N — 1. et I’hypersurface projective d’équation homogéne
défini par

F(xg,...,x,;) =0

1.5 Lerevétement universel et le disque pointé

Deéfinition 1.5.1 (Le disque pointé)[17]

On note D le disque pointé de C de centre 0 et rayon & > 0 telle que

D={teC;0<|t| <6}

Définition 1.5.2 [21](Le revétement universel)

Soit E, B deux espaces topologiques, p : E — B une application continue. on dit que (E, B, p)
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(out simplement p) est un revétement si tout point x de B posséde un voisinage V € B tel qu’il
existe un homéomorphisme @ : p~'(V) — V xF oil F est un ensemble discret, et I'application
commute avec la projections sur V . On appelle ¢ une carte (ou une trivialisation) au dessus

de V . On appelle revétement trivial le revétement (B x F, B, py).

Cas particulier :

Le revétement universel du disque pointé D est donne par :

Rs:{t€CRet<logd} — D

t—>et

Les fonctions holomorphes u ramifiées autour kl_l({O}) U k3 1({0}) admettant une re-

présentation de la forme u(logk;(x),logk,(x),x) telle que u : (¢1,t5,x) — u(ty, ty,x) est

holomorphe sur l'ouvert RZ x Q

1.6 Algebre de Banach

Définition 1.6.1

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé et complet (G, ||.||g).

1.6.1 Algebre de Banach

Définition 1.6.2 (Algébre)[8]
un espace de Banach G est dit algébre s’il est muni d’une troisiéme loi interne vérifie :

Vx,p,2€ G
1) (xy)z = x(yz)

2) x(y+2)=xy +xz

3) (+2)x = px+2x

4) a(xy) = (ax)y =x(ay)  a€(C/R)

Si de plus il existe un élément e de G tel que :Nx € G : xe = ex = x on dit que l'algébre est

unitaire

Définition 1.6.3 (algébre de Banach)
Un espace vectoriel normé G s’appelle algébre normée s’il est algébre unitaire et qui vérifie
de plus lell = 1 et Y(x,y) € G llaeyll <l x [ 11l

Une algébre normée compleéte dite algébre de Banach
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1.6.2 Topologie de la convergence compact

Définition 1.6.4 [8]
Dans l'espace H(Q)) la topologie déterminée par la famille des semi-norme (py x )xcq tel que :
Vn > 1, pour tout K compact inclus dans (3, On a
pui(f)= sup [9f(x)
xeK;lal<n

s’appelle topologie de la convergence compacte.

Définition 1.6.5 [8]
Les boules ouvert de la topologie de la convergence compacte de centre g et de rayon r > 0
sont défini par :
VgeHetr=0
V(g r)={f € Himax,»1(ps(g = f)) <r}.

1.7 Principe de contraction

Définition 1.7.1
Soit (G,||.||) un espace normé complet et une application f : G — G est dite strictement

contractante s’il existe 0 < c < 1 telle que,

Vu,u' € Gy |If (u) = f ()l < cllu—u|

Définition 1.7.2 (point fixe)

On dit que u est un point fixe pour Uapplication f si
fug) = ug

Théoreme 1.7.1 (Théoréme de point fixe de Banach)

Tout application contractante dans un espace métrique complet admet un unique point fixe.



Chapitre 2

Formulation du probleme

On considere un opérateur différentiel quasi-linéaire du second ordre
P(x,D)u = Zaa(x, DAu)D% + f (x,D%u) (2.1)
lal=2
ou les fonctions a,(x,y) et f(x,y) sont holomorphes au voisinage de 'origine de
Ccl x .

Soit g € IN¥, on suppose que

f(x,0)=0 Vx e CM (2.2)
et
a,(%,9) — ag(x,0) = Z aq p(x, 9P VxeC™l, (2.3)
/3€IN"/
IBl=q

ou les fonctions 4, g sont holomorphes au voisinage de (0, 0).

Remarque 2.0.1
On utilise le théoréme des accroissement finis pour q = 1, 'hypothése (2.3) est vraie pour

toutes les fonctions a, holomorphes au voisinage de I'origine de C"*' x C"',
Le résultat de [17] donc plus général est donne.

Proposition 2.0.1 [17]

Si on pose

alors

p(x,D)u = a(x,D)u + Z Z aaylg(x,DAu)(DAu)ﬁD“u + f(x, D%u).
lal=2 geN"’
1Bl=q

10
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Preuve. D’apres (2.3) on a

10(9) = aa(x,0)= ) aqp(x,y)yf
BeN"’
1Bl=q

On multiplier par D%u

aa(x;y)Dau - aa(xi O)Dau = Z aa’ﬁ(x’y)yﬁDau
peN”’
1Bl=q

par suite Z(aa(x,y)D“ u—ag(x,0)D u)_ Z Z a,5(%,7) )P D%u

la]=2 la|=2 peN"’
IBl=q

En utilisant (3.4) ) aa(xy)D*u-a(x,Dyu= ) ) aqp(xy)y’Du
la|=2 lal=2 geN’
1Bl=q

D’ou on a Zaaxy u_Z ZaaﬂxyyﬁD“u+a(xD)

la|=2 lal=2 geN’
IBl=q

Finalement Zaa(x,y)D“u +f(xy) = Z Z aa,ﬂ(x,y)yﬁD“u +a(x,D)u+ f(x,7v)
|ae|=2 lal=2 geN"’
1Bl=q

Sion prend y = DAu, on trouve

P(x,D)u = Z Z aa,ﬁ(x,DAu)(DAu)ﬁD“u +a(x,D)u + f(x,Du)

lal=2 peN"’
Bl=q
O
Définition 2.0.1 [17]
g(x, &) le symbole principal de I'opérateur p(x, D) est donné par :
g(6,E)= ) aq(x,0)E" (2.5)

|a|=2

On suppose que I’hyperplan S : x; = 0 est non caractéristique et que les caractéristiques
issues de T : xy = x; = 0 sont simples, c’est-a-dire que 1’équation g(0;1,1,0,...,0) = 0
admet deux racines Ay, A, distinctes, permet alors de voir qu’il y a exactement deux
hypersurface caractéristique pour a(x, D).

On note k;(i = 1, 2) la solution du probleme de Cauchy du premier ordre

8(x, Vki(x)) =
k;(x) = x;pour xq =0

Vk;(0) = (1;,1,0,...,0)
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Et K; les hypersurfaces caractéristiques, c’est une des droites de C? = {(x, x;)} issues
de T d’apres [8].

Soit v une fonction holomorphe ramifiée autour de K; U Kj.

Ceci signifie que v est de la forme v(x) = ¥(k;(x),ky(x),x) ou v : R; x () — C est une
fonction holomorphe, Q désignant un voisinage ouvert connexe de l'origine de C"*!.
Quitte a réduire (), on peut supposer les fonctions k; holomorphes dans () et telle que
lki(x)|[<o VxeQ.

La fonction v est alors définie et holomorphe sur le revétement universel de Q—K; UK.

On se propose de construire des solutions de 1’équation
P(x,D)u=v (2.6)

présentant des singularités sur K; U Kypour obtenir un tel résultat, des hypotheses de
croissance seront nécessaires.[17]

En plus la présence de dérivées d’ordre deux dans la partie non linéaire de l'opérateur
P(x,D) nécessite, comme dans [26] et [16], une estimation de toutes les dérivées de
u(ty,ty,x) par rapport aux variables t; et t, [17].

Soit 7t : Rs — Djsla surjection canonique. On notera | e |: R — IR%. la fonction | ¢ |=| 7t(t) | .



Chapitre 3

Algebres de Banach associées a la

fonction de Lax

3.1 Fonction de Lax et ses propriétes

Définition 3.1.1 [23]
On appelle fonction majorante de Lax :

o) =y =

2
= (n+1)

Proposition 3.1.1 [8]

et pour R>0, r(&) =O(E/R) et que & = xg+x1 +... + X,

Il existe une constante cy > 0 telle que
0°(£) < c0(¢) (3.1)

Preuve. Majorons le coefficient de £" dans 0%(&) et d’apreés 3.1 :

) s . n+2 2 1 4 1
doun—-j+12> = > = o >

BN 4 1 +1
douZ(;(j+1)2)x(2+n)2x(n+1)ZSCOS8(Z , )x(n )2360

I1 suffit de prendre n =0
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O

Proposition 3.1.2 [17]
Ona

Pr(E) < copRr(£) (3.2)

Preuve. On a d’apreés (la définition 3.1), d¢y > 0;R > 0 tel que R parametre Réel

PE(E) = 02(E/R) < coO(E/R) = @3(&) < copr(&) O

On notera Bi(&) I'espace de Banach associé a la fonction majorante ¢g(&)

corollaire 3.1.1 [25],[8]
Les espaces Bg(&) sont des Algebres de Banach.

BRr(&) ={u € C{x} tel que : Ac > 0;u < cpgr(&)}

Munies de la norme définie par :

[[u]| = min{c > 0;u < cr(£))

BRr(&) est un sous espace vectoriel de C{x} et que C{x} = UrsoBgr(&)

Lemme 3.1.1
Toute fonction de Bg(&) est holomorphe au voisinage de l'origine et inversement pour &
fixé toute fonction holomorphe au voisinage de 'origine est un élément de Bg(&) pour R

suffisamment petit.

Lemme 3.1.2 [17],[25]

Soit 11 > 1, il existe une constante ¢ = c(r7) > 0 telle que

nR
nR-¢&

(DWR(E) = < C(PR(é)

Si a est une fonction holomorphe et bornée dans le polydisque

_ n+1, .
Ar]R - {X eC '52]%1 | X] |< UR}

On a d’apreés les inégalités de Cauchy

nR

< M
a TR-

E<Mwmma (3.3)

Oué=xq+x;+..+x,et M= sup |a(x)].
XEA,7R
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Preuve. Soit 17 > 1, il existe une constante c = ¢(17) > 0 telle que

R
yr(€) = sy < crle)
cette majoration signifie que
1, ) 11 CN
Ry = VR (12
elle est donc vérifiée avec
n+1)?
c(n) = sup( - )
neN 1]

Si a est une fonction holomorphe et bornée dans le polydisque , d’apres les inégalités

de Cauchy :

EO{

|Da61(0> | SMWa‘ 04 EINn+1
1
a
Z lD x < Z M |a|
acN"+1 acN"+1
nR
< MWR— 3 < Mc(n)pr(&)

Lemme 3.1.3 [17],[14]
Soit n > 1, il existe une constante ¢ = c(1) > 0 telle que

R RP
Rf <P DPeR(E) Vp >0

Preuve. cette inégalité s’écrit

& _ (nrpl &
(MR)P ~ (nR)Pn! (n+p+1)>

et est vérifiée en prenant

1 n!
C =Sup—
neINﬂp (Vl+p)!

+ &P
Z p=¢ Z UTIZ{”Z' l(n+p+1)?

peN peN

(n+p+1)°

Ona:

nR- &b _ (n+p)! &p
_Z I etDp(PR(E)—Z(”R)pn,p (v ps1)2
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ceci implique

nR Ry
D? D?
R < CDIoR(©) <UD ()
donc
nR_ (RF
Rof < D)
O
Lemme 3.1.4 [17]
Il existe une constante ¢ > 0 telle que
DPg(&) < cRDP* (&) Vp > 0. (3.4)
Preuve.
DP
Pr(E Z n+1
B in(n— )..(n—p+1)&"P
_nzl R (n+1)2
&0 n! (;:n—p 3
= < | DPlog(t)dt
;m—p)mmv)‘fo Prlt)
00 n! &n=p 00 n! &n p+1 1
nZ (1—p) R*(n+1)2 )<<n:;1 —p-1)(n—p+1) Ri(n+1)
00 n! (Sn p+1
<
nz; (n=p—1)(n-p)R"(n+1)?
o0 n_p
<R Z M nop £
i (n—p)! (n—p)! R (n+1)>?
&0 n—p &n-p > &n p+1
R
¢ Zn pln—p+1R*n+1)>? Zrz p+1 (n—p+1)IR*(n+1)>?
< cRDP gy (&)
O

Lemme 3.1.5 [25]

Il existe une constante ¢ > 0 telle que

D *pr(&) < cR*@g(&) pour tout R > 0 et tout k € N.
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Preuve. On a en effet

1

—k _ C 1 L n! n+k
D7 er(8) = ;(n+ 2R (s k)°

et I'inégalité cherchée s’écrit :

2
Cz(n+k+1) ( n! (ke N)

n+1 n+1)!

Cette derniére fonction étant décroissante par rapport a n, Il suffit de choisir

_ (k+1)?
=P

Donc
o0

_ n!
D pr(&)=)_er(E)g

n=

&R < cR* (&) car & < R.

3.2 Classes de fonctions spéciales

Définition 3.2.1 [17]
Soient ay,a; € R et Q un voisinage ouvert de l'origine de C"*'. On note G**2(R2 x Q)
Uespace des fonctions u : Rg- x Q) — C"*! holomorphes, il existe une constante ¢ > 0 tel que

pour tout (t1,t,,x) € Rg xQetp,preN
| Df DY u(ty, b, x) < P P24 pypo [ 1y [P 1y [27P2 (3.5)
Cas particulier si (py,p2) = (0,0)
Définition 3.2.2 [17]
SiueG*®2 (Rg x ), alors
| u(t, ty,x) [ c |ty ]t ]2 Y (t,t),x) € R2x Q.
On a alors le théoreme

Théoreme 3.2.1 [17]
Soient ay,ay > % et Q un voisinage ouvert de l'origine de C"*1, il existe un voisinage ouvert
Q' de I'origine de C"*! tel que, pour toute fonction v € G*'*2(R2x Q), il existe 5, > 0 et une

solution u € G“1+1'“2+1(R§1 x Q') du probléeme (2.6).
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Définition 3.2.3 [19]
H“l'“Z(R(% x Q) 'espace vectoriel de toutes les fonctions u : R(Z5 x QQ — C holomorphes telles

qu’il existe une constante ¢ > 0.

lu(ty, ty,x) [<clty [ |2 V(t,ty,x) € RExQ. (3.6)

On a des résultats tres important, La remarque 2.0.1 se traduit alors par
2 2
GM%2(RS x Q) C H*2(R5 x Q).

Réciproquement, on a le lemme suivant

Lemme 3.2.1 [19]

L’espace H”l'“Z(Rg x Q) est inclus dans 'espace G“l'az(Ré, x () pour tout 0 <98’ < 6.

Preuve. Soit 0 < &’ < 0, il existe 0 < A < 1 tel que, pour t € Ry, le disque centré au point
t et de rayon € = A|t| soit tracé dans Rs.
Si y; désigne le bord du disque de centre t; est de rayon €; = A|t;|,pour y; = t; + A|t;|e!?

on a

p— ' T ,T )
DF' D2 u(ty, t,x) = P1 Pz J J +11 2,X) —dndr,
n Iy, (11— t)P1H (1 — £p)P2

|u( 1’ tZI X)l

PATITATSAE

et, vu que u € H“l'“2(R§ x () ,on pose ¢* = max(

—p;! u(ty, 7o,
|Df1Df2u(t1,t2, < Pl Pz J |u( 11 2,%)] 1dT1dT2
! g Y1972 |T1 _tllp1+ |T2 - t2|P 2¥

—Pl'Pz |7y 1] 75" dride
= 4x2 | — |1ty — P2t 1#1t2
T Indy, ITiTh Tyt

—Pl'Pz Jzn fzn Ity + Alt]€7?]% |ty + A|ty|ei |
4r? |t; + Alt1|e!? =t P11ty + A|ty|e’? — t,|P2t]

(—/\2|t1||f2|€21(p)d(Pd(P

. P1'pa! S ipia ip)a
<c B o |t + Alt1[e' |ty + Alt, e’ |2 d pd
1 *2

d’apres I'inégalité de Cauchy

! . :
*Pglplzj sup |t +e€1e'?|1 sup |t +e€,e'?|%2

P1 P2
61 62 0<p<2n 0<p<2n
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1
il existe ¢ > 0 tel que ¢ = max(c*(1+ 1)1 +%, X)Vpl:Pz €eN,ona:

P . :
|D£1Dgzu(t1,t2,x)|Sc*p;1p§2 sup |t +e€1e'?|" sup |t +e€,e'?|%2

€] €5 0<p<2n 0<p<2m
P
< C’E p;lpf)z |t1 + €1|a1|t2 + €2|u2
€1 &
Ip,! € €
< PEP2 g jor (g 4 Sy pea(p 4 2y
€] € |t |2]
P
< *w a1—p1 ai a=p2 as
< BLP2 b1 (14 ) 1ol P2 (14 )
* ayt+a 1p1 1p2 al— an—
<1+ )" 2Pl!Pz!x 1 |ty 7PL|t,|*27P2

< PP Ity [P ]2

Du théoréme 3.2.1 on déduit alors le

Théoreme 3.2.2 [17]

19

Soient ay,ay > % et Q en voisinage ouvert de 'origine de C"*1, il existe un voisinage ouvert

Q) de l'origine de C™*! tel que, pour tout fonction v € H“l'“Z(R§ x Q)), il existe 61 > 0 et une

solution u € H“IH'“Z“(RE51 x Q)) du probléme (2.6)

Remarque 3.2.1 [17]
Lorsque les coefficients a, sont des fonctions holomorphes quelconques, c’est-a-dire q

les hypothéses de régularité minimales du théoréme 3.2.1 et 3.2.2 sont les mémes que

=1,

celle

exprimées dans[10] et [16] (pour le cas d’une ramification autour d’une hypersurface carac-

téristique simple qui ne dépend pas du second membre).

3.3 Les Algebres G**

Définition 3.3.1 [17]
On définit des inverses a droite des opérateurs de dérivation Dy et Dy, t; € R;s.
Siue H“l'“Z(Rg x Q) et a; > -1, on pose
t 1
Dt_llu(tl,tz,x) = J; u(t, ty, x)dt = Jo u(sty, ty,x)t1ds

et
ty 1
Dt_zlu(tl,tz,x) = J u(ty,t,x)dt = f u(ty,sty, x)trds
0 0

(3.7)

(3.8)
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On Considére une fonction u € G**2(R2 x Q) et soit 1 > 1,R > 0 tel que Q contienne
le polydisque A, g. D’apres les inégalités de Cauchy, si u vérifie (3.5) on a pour tout

i1, € R5 et P1,P2 eIN

R
D} Dy} u(ty, tp,x) < Cp1+p2+1p1!p2!|t1|al_p1|t2|a2_p2,ﬂz—_g'

et d’apres le lemme 3.1.3, il existe donc une constante ¢ > 0 telle que
DY DPu(ty, . ) < PP 1y [P ] P2 D2 g ) (3.9)

donc u € G”l'“2(R§ x{0}) .

Réciproquement, on a le lemme suivant.

Lemme 3.3.1 [17][14]
soit u une fonction holomorphe au voisinage de Rg x {0} vérifiant (3.9); alors la fonction u
est holomorphe dans R% x Qg

o1l Qg = {x € C"Yxo| +x1| +... + x| <R}
Preuve. pour tout (t1,t,,x) € Rg xQ),,0<r<R.ona
| DtI?DZz”(tpfz,x) |< cPrHP2*L |y |7PL| 1y |@27P2 DPIFP2 o (1)

ou
DP1*P20p(r) < PP (py + pa)! < (2¢)P1HP2¢ py Ipy
Donc
DtI?Df;”(tlez,x) < PPy [N 1 [*27P2 py Iy |
ce qui prouve que u appartient I’espace G“l'“2(R§ x Q). O
Notation.- On note c; toute constante qui ne dépend pas des parametres o, w et L.

Grace a un raisonnement analogue a la démonstration de lemme 4.2 de [16], on vérifie

que toute fonction de l’espace G*1"*2(9, L, w) est holomorphe sur 'ouvert
V ={(t), ta,x) € R2x C"L5 w(|ty| + |to))+ | xo | + | x1 |+t | X, < R}

Remarque 3.3.1
@R est une fonction majorante de rayon de convergence R > 0, la fonction & — @g(w(|t;| +
|t2]) + &) est bien définie et holomorphe au voisinage de 'origine de C"*! et
- (Wit +1ta))”
prluwnl )+ =Y LD b ),
=0 p
p_

Il en résulte que pr(&) < r(w(|ti|+|t2]) + &)
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Ceci conduit a la définition suivante.

Définition 3.3.2 [17]
Soient 6 > 0,a1,a, € Ret R,L,w > 0 tel que 2wd < R. On note G**2(,L, w) l'ensemble des
fonctions u holomorphes au voisinage de R2 x {0} telles qu’il existe une constante ¢ > 0 telle

que, pour tout t1,t; € Rs et py,pp €IN, ona
Dilszzu(tl,fzfx) < cLPUPR| [P 2P DPUTP2 o (|t | + [to]) + €) (3.10)

Il est clair que G*"*2(9, L, w) est un espace vectoriel et que la plus petite constante ¢ > 0

pour laquelle (3.10) a lieu est une norme sur cet espace vectoriel, notée || e ||ga1.2>

Proposition 3.3.1 [20]

L'espace G*1%2(9, L, w) est un espace de Banach.

Preuve. Soit (u,) suite de Cauchy de 'espace G*"*2(9, L, w), c-a-dire
Ve >0,4ANj € N tel que pour tout p,q > Nj et tout t,t, € R(z5
P
D,/ Dt’f(up - u

g) << ELPR2|y [P [ 2P2 DPUP2 o (w[ty | + £ ) + €) (3.11)

Si K est une partie compact de V, on en déduit que :

sup |(up - uq)(tl; ty, x)| < eck
(tl,tz,x)EK

Oucg = sup [H]|"|t|2@r(w(|t|+|t2]) + &) est < +oo car 'application
(tl,tz,x)EK

(t1,t2, %) = [t [t 2 r(w(|t1] + [t2]) + &)

est continue sur V.

Ceci prouve que la suite u,, est une suite de Cauchy dans l'espace H*'“2(V'), muni de la
topologie de la convergence compacte.

Cette suite converge uniformément sur K C V vers une fonction holomorphe.

u:VisCl,ue H"% d’apres I'inégalité (3.11)
Vp1,p2 € N,V(t,t;) € RZ et tout p,q > Ny

P
D, ' Dy (1, (t1, 15, 0) = 1y (1, £, 0))| < elty | [£2]2DP1*P2 p(w(| 1]+ |t21))

Si g tende vers l'infinie, on déduit

P P
D, D}y (t1,t2,0) — Dy DY u(ty, £, 0) |< €]ty [t 2DP1 P2 g (w (] 1] + |t2]))
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c’est-a-dire : V(t1,t,) € R;

up —u L |ty |2 pr(w(|t ] +[t2] + &)
et on en déduit que (u,) converge vers u dans G*1%2. O
Lemme 3.3.2 [20]

G{ll—l,az—l

Deg ; est linéaire continue de norme < L.

Lapplication Dy Dy, : G —
Preuve. Soient u € G"*2 et p;,p) €IN,on a:

Dy DE2u(ty, 1, x) < CLPY P21y 2P2 DPUP2 o (w [y + o)+ €)
Ceci implique
D£1+1DZZ+1u(t1:t2;X) <l u llgaras LP1TP2F2|ty |1~ (Pra )| |02 (P2t D DPIAP2E2 5 (1 ([ |4 ])+E)
C’est-a-dire le résultat voulu
Dy Dy Dy, Dy, u(ty, 1y, %) < L || [l gays LPP2[ty |71 P12~ P2 DPIP2 D2 o (| ] ]85 ])+€)

O

Lemme 3.3.3 [20]

L'application Dt_llDt_z1 : Gg(’;; - Gfpléaz; est linéaire continue de norme < max(52L_1,w_1).

Preuve. Soient u € Gg(’;llf et (p1,p2) € N. Si (py,p2)=>1,0na

P—1pp2-1 P P2 y-1 -1
Dtll Dt22 M(tl,tz,X) = Dtll Dt22Dt1 th M(tl,tz,X)

P IR _ _ _
D, ' D> D' D u(ty, th, x) <l ut ||gavay LPYP272| 1 [17P1H || 27P2 L DPYP2 o (w8 | + [25]) + €)
< OPL72 || tt || ganay LP1YP2|ty |17 P1 || 2 P2 DP1P2 o (w(| 1] + [t2]) + &)

< 8L ||t || garaz LPVP2 |ty |17 P1 [t 27 P2 DPI P2 gop (w([ty | + t]) + €)
On Suppose en suite (p; + py) = 0, pour tout (t;,t,) € R2 et tout @ € N”, on a:
1
ID®u(ty, t5,0)| <|| u || gorar [£1]"|t,|"2 DI pr(w(|t |+ 1t2]))
d’ou :
1 o1
11 1
DD Dy u(ty, 1y, 0)| <l [l oroez |t1|“1|t2|a2f f DI op(ws(|ti] + t2])) |t [1£2]dsds
0o Jo
-1
<w™ | llgaras [t t2] DI o (w(|t] +|£21))

Soit D;'Ditu < w™ || u llgue r(w(|ti]+]t]) + ).

Ce qui prouve le lemme. O
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Remarque 3.3.2 [17]
Si aj,a;,by,by € R et a; < b;, alors GP'vY2(5,L,w) € GM%2(8, L, w) et I'injection canonique

est linéaire continue de norme < St1tb2-a1-az,

Proposition 3.3.2 [17]
Soient aj,ap, by, by € Ret (u,v) € (G192 x Gbl'b2)(5, L,w), alors

uv € GUtbraxtba(§ [ 1) et

vl gaysvr.aze, < Collutllgaraa[[v]l gy v (3.12)
O1l ¢ est la constante telle que o < coPr
Preuve. Pour tout p,p, € IN,d’apres la formule de Leibnitz, on a

P1 P2
DP2 (uv) ZZ[pl

j=0 j=0

P1—i P2 ], i
D! Dl uDj Dl v

P P1|| P2 —i pa—j P
D D2 eyl <) Y |7 [IDE T DL wliD Dol
=0 j=0

< p,l p,2 || 1 || LPY 4P|y [A1=P1 |y |227P2¥] DP1=i+p2T)

er(w(tr]+16a]) + ) [ | L [ty |82 T D pp(w([ty| + [to)) + €)

p1 P2 1l p2
< || ||||v ||LP1+P2|tl|a1+b1 P1|t |ﬂ2+bz Pz(DP1+P2 i ](PRDH](PR)

et, d’apres(3.2), on a

-5

j=0 j=0

(DPrP2= T o D™ ) (w(|ty] +|t2]) + &) < coDPTP2qpp(w(|ty | + [ta]) + )

et que

Dy D2 (uv) << collu[[DI|LP1P2[#1] 0P 11011 pp ([t + [t ]) + €)

ce qui permet de conclure.
Siu,v e G"%2(5,L,w) alors uv € G**-2%2(5, L, w) C G*%2(§, L, w) lorsque a;,a, > 0.0n en

déduit que G**2(9, L, w) est une algebre de Banach.



Chapitre 4

Construction de la solution ramifiee

Lemme 4.0.1 [17]

Les opérateurs D, et D;1,i # j commutent, ainsi que D;* et D!
] 1 1 2

Preuve. on trouve deux cas :

-1 -1
° DtlD :th Dtl
D;lu(ty, ta, x) jo (t1,5ty, X)tpds

par suite, et d’apres I’holomorphie de u on a

1 1
Dy, J u(ty,sty, x)trds = j Dy, u(ty, sty, x)trds (1)
0 0

on a

1
DDy, u(ty, ty,x) = J Dy u(ty, sty, x)tyds (2)
0
On remarque que (1)=(2)
« D, D;ll =D;'D,,
D u tl,tz, JO Stl,tz, tldS

par suit, et d’apres I’holomorphie de u on a

1 1
thf u(sty, ty, x)t1ds :J Dy u(sty, ty, x)t1ds (1)
0 0
on a 1
Dt_llthu(tl,tz,x) = J Dy u(sty, ty, x)t1ds (2)
0

On remarque que (1)=(2)

24
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donc Dt_ilDtj = Dtth_il, i#]
O
Proposition 4.0.1 [17]
Si u vérifie (3.5), Alors D[zlu appartient a G“l'“2+1(R§ x Q) et Dt‘llu € G“1+1'“2(R§ x Q)
Preuve. on a pour p, =0
|Dz1u(t1,t2,x)| < P pytpl [Pt |2
si en utilise 'opérateur de dérivation D,; 1 on trouve
—1 yP1 et ar+1
|Dt2 Dtl u(tlltbx)l < a pl'ltll ! pllt | g
etpourp, >1,onap,—-1€N,
Dy lel (t1, t2,X)| < PUP2py (py — 1)1y |1 7P 1] 241 P2,
ce qui prouve que Dt_zlu appartient a G“l’“”l(Rg x () et de méme on a
D;'u e G2 (R x Q) O
On cherche une solution de (2.6) de la forme
U (ky (x), ka(x), x) = Dy Dy (ky (x), ko (), x).
Pour toute fonction holomorphe u : R% x(Q - C,ona
a(x, D)U (ky, ky, x) = [ag(x) + Py (x, D)D;.' + Q1 (x, D)D.! + Py(x, D)D; ' D u(ty, 15, x)
pour t; = k;(x)
(4.1)

ou Qq et P, (I =(1,2)) sont des opérateurs différentiels linéaires d’ordre </ et la fonc-

tion holomorphe 4, est donnée par la formule
n ag
ay(x) = ) 52 (6, Dy (x)) x Dika(x) (4.2)
J

Cette fonction est non nulle au voisinage de l'origine, En effet

dJ g
%(0) = ZE0, Dk (0D Az + ZE(0.Dk(0) (1)
Et d’apres l'identité d’Euler, On a
Z3 2 _
A2 550Dk (0) + ZE-(0, Dk (0) = 8(0, Dk (0)
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Et d’apres le probleme de Cauchy qui défini les hypersurfaces K;(x).

Vx e CM! g(x, Dkq(x)) = 0 donc g(0, Dk (0)) = 0 dans le voisinage de l'origine

55 (0.Dka(0)x D9 =0
y @(x Dk (x)) x Diky(x) = 0 d’'ott —=- 24 25 (0, Dk (0)A; + === 2 §(0,Dk(0)=0  (2)
r 8(5] ’ 11X Jkie! 85 1 1 aél ’ 1 -
d’apres (1)-(2)
d
4= 5 (0,Dk1(0) (A2 = 1) =0

quantité non nulle vu les hypotheses, Donc 4, partie non linéaire.

Quant au terme non-linéaire, on remarque que la fonction U(ky,k;, x) et ses dérivées
premiéres pour f; = k;(x) s’expriment sous forme de la combinaison linéaire a coeffi-
cients fonctions holomorphes de x des fonctions suivantes

On note z; = (21 ) = {Dt_ilu(tl,tz,x), Dt_llDt_zlu(tl, t, X), Dth_llDt_zlu(tl, ty, x)}.

Les dérivées secondes de la fonction U(k;(x),k,(x), x) s’expriment sous forme de com-
binaison linéaire a coefficients fonctions holomorphes de x des fonctions suivantes
On note z; = (zp4) = {D]-Dt_ilu,D]-DiD,;lDt_zlu,u,Dt1 Dt_zlu,thDt_llu}.

On a alors

Y ) aape DAUNDAUFD U= Y g2z 2

la|=2 geNr’ k
ﬁw:q peN"+4 |gl=q

Ou les fonctions iy g sont holomorphes au voisinage de x = 0,z; = 0. On note

F;:u > F;u les applications

(Fru)(ty, ta,x) = f(x,21) (4.3)
et
(qu tl,tz, thﬁ X, Zl Zl sz (4:4)
Iﬁ\ q

Ou A est 'application linéaire
(Au)(ty,tp,x) = (P (x, D)D" + Qi (x,D)D;! + Py(x,D)D;. Dy u(ty, to, x).
Le probléme (2.6)s’écrit ( modulo un changement de notation)
u(ty, ta,x) = (Au)(ty, tp, x) + (Fru)(ty, ta, X) + (Fou)(ty, £, %) + v(ty, £, X) (4.5)

Et on a alors la
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Proposition 4.0.2 [17]
Soient ay,a, > 1/q et QO un voisinage ouvert de l'origine de C"*!, il existe un voisinage ouvert
Q' de 'origine de C™*! tel que, pour toute fonction v € G“l'HZ(Rg x Q) il existe 01 > 0 et une

unique solution u € G"l'“2(l'2(251 x Q)’) du probléme (4.5).

4.1 Lasolution du probleme dans l’algebre G**

Dans cette section on démontre que la solution du probleme (2.6), appartient a
G"%2(5,L,w).

On a lemme suivant.

Lemme 4.1.1 [17]

Soient F(x,u) une fonction holomorphe et bornée par M sur un polydisque centré en 0 €
C"! x C? de rayon nR, R >0, n>1et u = (141, 1, ... 1g) € G%0(s, L, w) telles que
colluillgoo <R

alors v = F(x,uy,uy,...u,) € G%0(5,L, w) et

R
< -
< eM] |

oii la constante ¢ ne dépend que de 1.

Preuve. Comme u; € G%%(5,L, w), Pour tout t;,t, € Rs, on a

ui < luillpr(w(lts [ +[t2]) + &)

d’ou
|ui (£, O) < MJuillr(w(lty [+ 1£2])) < [luill@r(R)
de la relation @3 < cog, On déduit @r(R) < ¢, d’ott |u;(t,0)| < collu;l| < R.
Ceci prouve que la fonction v = F(x,uy,uy,...., ;) est bien définie et holomorphe au
voisinage de R(ZS x {0} eton a
v =F(X, Uy, Uy, ..., Ug) = Z Fa(x)ufl...u;q
aelNT

on choisir R > 0 suffisamment petit. Ou les fonctions F, sont holomorphes, bornées

par MR7%l sur le polydisque Ayr et donc appartiennent a l'espace G%0(5,L,w) et de
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norme < cMR 1% ot ¢ = c(n) d’apres le lemme 3.1.2, 0on a

nR
F, < sup |Fy(x)]
¢ XEA,?R ¢ ”R_é

< sup [Fg(x)lcqpr
XEA,IR

< MR lcqp.

q
Lorsque a # 0, on a d’aprés la proposition 3.3.2 u® € G%%(5, L, w) et ||u®|| < c|0a|_1 ]_[ [|u;]|%,d "ot
i=1

F,u® e G%0(5,L,w) et

q .
colluil| i
(04 < —vimn
||F,u ||\CM|' 1|( R )
1=

Cette inégalité vaut encore pour a = 0.
Ceci montre que la famille (F,u%) est absolument sommable dans 1’espace G%%(5, L, w)

et par conséquent

i R
< -
< eM] |

On choisissant R > 0 de vérifier la propriété suivante :
Tous les coefficients des opérateurs apparaissant dans A sont holomorphes et bornés

sur le polydisque A, g ou 7 > 1.

Proposition 4.1.1 [17]
Soient ay,ay, > -1, w>1,L>1et 0< 0 <1 alors l'application A induit un endomorphisme
de 'espace G*%2(5, L, w) dont la norme est < cmax(w™!,171) et la constante c ne dépend que

de 1, R et la borne supérieure sur A, des coefficients des opérateurs Py, Qy et Py, figurant

dans A.

Preuve. On a 'opérateur A est de forme

(Au)(ty,tp,x) = (P (x, D)D;." + Q1 (x, D)D;! + Py(x, D)D; D u(ty, £, x)

I1s’agit de vérifier la proposition pour des opérateurs de la forme cz(x)D“D,;1 et cz(x)D/th_llDt_z1
ou |a| < 1, [B| < 2 et a(x) est une fonction holomorphe et bornée sur A, .
Soit u € G*2(5,L,w), on a D' Df*D*D;'u = D*D}' ™' Df*u.

Sipy>1,ona

-1 _ _ _ _
DY D2 u < (|ul|LPr P2y [P |12 P2 DPUP T o (w (| + ) + €)
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En dérivant, on obtient

-1 _ _ _ _
DD DPu < |[ul|[LPrP2 Lty [P gy 2P DR el ([t | + 1) + €)

< cl[ul|LP P2y [P P2 DRIl o (w1 |+ 1)) + )

en effet, si |a| =1 ceci est vrai avec c =1 et si |a| = 0 on a, d’apres (3.4)
DP1+P2—1(pR < cDP1tP2p,

Or|t;|<o6<1,dou
Dy DP?DD; u < cL7Hul[LPr P2t |1 P1 [ty |*2 P2 DPIP2 o (w(|ty] + |85]) + &)

Sip; =0, en utilise le développement de la série formelle de @y telle que

o

(wlty |y
prw(t|+ |6 +&) = ) —=Digp(wlty]+&)
=
.
w!|ty|*
D < fullr2il= Y 2 povti g i+ €)
e
d’ou
Dy Dl < Pl Y L W sl
f u<<|lu th]"2” . . wlt,| +
151 ty 2 ],_0 a1+]+1 (]+1)| (PR( 2 6)
+1 . +1 s
et sup]—, étant fini, et on suppose ¢ = sup J —— et en déduit que
j<od+j+1 j<od1+j+1
2 Wil P+ :
-1 - w |t1|
D, ' Dfu << il eal*77 ) <TEs =D gp(wltl +)
=0 U
En dérivant, en obtient
L2 W el
DD D u s cllullLP2 |t [ 62272 )~ D pg(wity| + )
— (j+1)!
j=0

il existe, donc une constante ¢ > 0, on utilise la composition de la série formelle @p
telle que

o
DP? DDyt < [lullLP2]ty 1]t P2 )
=0

wit '+

G 7 erwlta] 1)

c _
< E||M||Lpz|tl|a1 |t 2 "P2DP2 g (w(lty] +[£2]) + &)

: ap-—1 : N1 ai,a
Ceci prouve que D?D; "u appartient a l'espace G*""2(9,L,w) et que sa norme est <
cmax(w™, L71)||ul|. O

Quant a la fonction a, elle appartient a 1'espace G%°(5,L,w) et la proposition 3.3.2
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permet de conclure.
On a évidemment le méme résultat pour l'opérateur a(x)D“ D, L

Soit f € N tel que | B |< 2,0n peut écrire f=a+a’telque|a||a’|<1et
DD D u =D D' DDy u
Donc a(x)DﬁDt_llDt_zlu € G"%2(5,L,w) et
||a(x)D/3Dt_11Dt_21u|| < c(max(L™L w™))?|ul| € ecmax(L~Y, w™)||ul|
vuque L,w>1

Lemme 4.1.2 [17]
Soient aj,a, > -1,w >1,L > 1 et 0 <0 <1 alors les opérateurs Dt_il,Dt_llDt_zl,Dth_llDt_z1

induisent des endomorphismes de I'espace G*1'*2(0, L, w) de norme plus petite que cd.

) _ -1
Preuve. Soit u € G"%2(5,L,w), on a Dfll szthllu = Dfll szzu.

D’apres la définition de I'espace G*1*2, on a
DD u < ullLP P2 | |77 1y %P2 DPIP2 (o] y |+ £3]) + €)
Sip;>1,ona
DY DR < ([P P [y [P £y [92P2 DRI ([ |+ [ )+ €)
vu (3.4), il existe une constante ¢ > 0 telle que
DIIDPPu < oty | ul|LPrP2h 1y [Py 127 DRI (w1 |+ [ £ ]) +€)
Onal|t|<d,dou

D! Dy Dy tu << eol|ullLPYP2 | 1y [P 1y [27P2 DPYP2op(w(| 1y |+ 15 ) + €)

Sip;=0,ona
o )
3 wl |ty |1t )
DY u < [[ullLP2 | £y 772 ) ————DP* pp(w] ty | +)
j=0 '
En integre, et | t < 0, en obtient
oo

-1pP2 p2 ay=p> wl |ty [ patj
D' D u < |lullP> [ £y 12772 )~ DP p(w |ty | +)

e +j+ 1)
o
w! |t | )
<l |y P ey LDt 4)
j=0 .

1 —
< OlullLP2 |ty |27ty 7P DP2pp(w(l £y | + [ 2 ]) + &)
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Ceci prouve que Dt_llu appartient a 'espace G**2(9, L, w) et que sa norme est < co||u||.
On a évidemment le méme résultat pour l'opérateur Dy, L O
Il en résulte que D,ilDt_z1 induit un endomorphisme de G*"*2($, L, w) de norme < c6? <
cd. De la proposition 4.1.1, on déduit que Dt_llD]- est un endomorphisme de G*"*2(o, L, w)
de norme < cmax(w‘l,L‘l) <c¢,vuw,L>1,donc Dt_llDt_z1 Dj est un endomorphisme de

G**2(9,L,w) de norme < co.

Lemme 4.1.3 [17]

Soient ay,ay; > -1, w>1,L>1et 0<0 <1 alors les opérateurs Dy, Dt_z1 et thDt_1 induisent
1

des opérateurs linéaires et continus de U'espace G*1%2(6, L, w) dans G“l‘l'“z‘l(é, L,w) dont la

norme est < cL.

X _ -1 +1
Preuve. Soit u € G*%2(§,L,w), on a Dfll szththllu = Dfll szz u.

Sip;>1,ona

- 1 _ P
DI D < (Jul|LPP2 | £y [P gy 2P DRI o (w(| £ |+ | £ ]) + €)

2
2 ~1- -1-
<[ty |7 JulILPrTP2 |ty |75P] £y [277P2 DPUP2op(w(| £y | + | £ ]) + €)

< LIullLP P2 | g [P gy |27 1P DPY P2 o (w(| #y |+ | £ ) + €).

vuqueL>1let|t; [<O<]1.

Sip;=0,ona
o .
+1 I o L ‘
DY < [P | gy 2Pt YT S DR g (w | £y | +€)
=07

En integre, en obtient

- 1 —py— j+1 o wl|ty [t 14
DIDPP <« |Ju||LP2tY | ¢, [227P2 : : DP* s (w |ty | +
t, Dy, [l |t | S E R ESY pr(w |ty | +&)
]:

+1 - +1 s
et supﬁ étant fini, On pose que ¢ = supﬁ; et on en déduit que
j<0 41 t] j<0 41 t]

[ee]

~1pyP2+1 1 -1-
Dy Dy} u << cllul|ILP | £y |27 P2 E
j=1

wl |ty [f+i+ .
— L pPrtigp(w|t, |+
D) Prw] b +)
1 ~1-
< cllullLP2 | £y [ 8 |27 P2 DP2gg(w(| 8y |+ [ t2 1)+ &)
< cLllullL? [ 1 |7 ¢ [2717P2 DP2gog(w(l 1y |+ 15 1) + &),
Ceci prouve que thDt_llu appartient a l'espace G"~1%271(5,1,w) et que sa norme est

< cL[|uf|. On a évidemment le méme résultat pour l'opérateur D;, Dt_zl. O
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4.2 Preuve de la proposition 4.0.2

On pose

XZl Zh1]x2121]

z; = D4u 23k = D%

D’apres (2.2) et (4.3),(4.4)on a

f(x,0)=0et Fi(u)(ty,t2,x) = f(x,21), (Fou)(ty, tp, x) thﬁ X, 21 lezk
Iﬁl q

On peut écrire [23]

Fiw)=Fi(u) = ) jxz,2)(2, -2 ,)
]
Et

Fy(u)—Fy(u') = th,ﬁ,k(x: 21,220k — zé’k)zf + Zkl,ﬁ,k(x' zl,zi)(zf - Ziﬁ)z/zk
Bk Bk

) ’ B
+)_kagjxznz)a, -2 )7 2y
Bkij
ou les fonctions hy j, hy gk, k1, k k2,8k,; sOnt holomorphes au voisinage de l'origine de

C™! x C™* x C™* . On peut supposer que ces fonctions sont holomorphes et bornées
sur le polydisque de rayon 7R de l'espace C"*! x C"* x C"** .

On pose l'application v.
viur— A(u)+Fi(u)+Fy(u)+v (4.6)
Le probleme 4.5 s’écrit alors
u=v(u) (4.7)

et il s’agit donc de démontrer que I'application v admet un point fixe de Banach.

On a alors la

Proposition 4.2.1 [17]
Soient aj,a, > - et r>0, il existe 0 < 0y < 1 tel que, pour tout 0 < 0 < O et toutes fonctions
u,u’ € G“l’“2(5,L,w). telles que ||u]|gar.az, ||1t'||garaz < 1, les fonctions Fi(u) et Fi(u’);i=1,2,

sont bien définies, appartiennent a l'espace G*1%2(9, L, w) et

IFi (1) = Fi ()l gerz < cLollu = u'l| gar a2 i

1,2 (4.8)
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La proposition 4.0.2 s’en déduit aisément de la fagon suivante :

On choisit Lw > 1 suffisamment grand pour que v € G*"*2(9, L, w) et la norme de
I’endomorphisme A soit < ¢, puis on choisit 0 < ; < oy tel que 2wo; <R et cLd; <

Soit r > 2||v||ga1 42, alors si u appartient a la boule fermée B’(0,r) de centre 0 et de rayon

r de 'espace G"*2(6,L,w),B’(0,1) = {u € G**2;||u||gara2 < r} on a

v (u)llgae < ||A(u)llgara +[1F1(u)llgares + |[Fo(u)llgarar + vl gare
3r r

S — —

6 2
<r

d’ou ||[v(u)||gare <.

ceci prouve que v(B’(0;r)) C B’(0;r) et, d’apres (4.8) et le lemme 4.1.1,

lv(u) —v(u')llgae < %”U 'l garer + 6||u u'l|garar + 6||M /|| garaz

lv(u) —v(u)||gae: < %”U 'l garaz

ceci prouve que v : B’(0;7) — B’(0;r) est une contraction stricte, la proposition 4.0.2

résulte donc de théoreme du point fixe.

preuve de la proposition 4.2.1

Soient u,u’ € G"*2(6,L,w) ou 0 < 6 < 9y tels que ||u||garar <7 et ||u'||garar <7 le lemme

4.1.2 montre que z; ]’21 e G""2(9,L,w) et
121, jllgare: < collullgare < cdpr et ||z jllgerer < cdllu’llgare < cdor- (4.9)

I'injection G*1%2 — G20 est linéaire continue de norme < %" , il en résulte que

Si on choisit oy tel que 0 <9y <1 et z; ],zl e GO0

ccoogt
l1z1,jllgoo, llz] ;llgoo < OR .

et choisit
ccpo 1
0007 <
R

N |

Si F est I'une des fonctions hy j,h; g x, k1 gk €t ko gk j, le lemme 4.1.1 montre que

F(x,z1,21) € G¥0(5, L, w) et qu'il existe une constante ¢ > 0 indépendante de J telle que
IF(x,21,27)llgoo < ¢ (4.10)

Ceci montre que les fonctions F;(u) et F;(u") , i=(1,2) sont bien définies (holomorphes

et bornes).
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D’une part, le lemme 4.1.2 montre que
”Zl,j_zi,j”G“l’“Z < Cél'lxl—u,llcal.az (411)

et la proposition 3.3.2 prouve, vu les inégalités (4.10) et (4.11), que

hyj(x,21,27)(21 _Zi,j) € G"*%2(5,L, w) tel que
l1h1,j(x, 21,21 (21, = 21 )l Garea < cOllu = w'll Gar.ea
d’ou Fi(u)—Fi(u’) appartient a I'espace G*"*2(0, L, w) et
|1 (1) = Fy(u/)llgaar < cOllu —ul| gar.an

Or d’apres (2.2), on a Fy(u) =0 si u =0 et donc en prenant u = 0 ou u’ =0, ceci prouve

que les fonctions Fy(u), F;(u") appartient a 'espace G*%2(9, L, w).

D’autre part, d’apres la proposition 3.3.2 et 'inégalité (4.9) z’f et ziﬁ appartient a l'es-

pace G"*2(6,L,w), vu que | B |= g, et
”Zf”GqﬂMﬂz < Céq”u“{é“wz Scoet ||Z;ﬂ||an1,qaz < Céq”u/”qG“l’“z <co. (4.12)

On a la formule

Y
zf —zlﬁ = Z(zl'j —zi'j)P]-(zl,z{)
j

ou P; est un polyndme homogene de degré g — 1.

On obtient, vu la proposition 3.3.2 et (4.9), que
128 = 2P| Graraer < €8Il — 11|l Gorves (4.13)
La remarque 3.3.2 montre que si z,  est la fonction u alors z,; € G~ 1271(5, L, w) et
122, kllgar-tax-1 < clull gar-1.ap-1 (4.14)

la proposition 4.1.1 montre que si z,; est l'une des fonctions Dth_ilu,DjDiDt_llDt_zlu

alors z; ; appartient a I'espace G*1"%2(9, L, w) et
|22, kll gar-1.a2-1 < cllul| garaa (4.15)

Le lemme 4.1.3 montre que si z; est I’'une des fonctions Dt_lDt_1 u, Dy Dt_lu alors z,
2] 1 2 2 1 4

appartient  'espace G~ 14271(5, L, w) et

|22 kllgar-1.a0-1 < cL|lul|gar.ex (4.16)
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De méme, z;’k e GM—La—1 gt

1z kllgar-1.ao-1 < cLllt [l gar (4.17)

22 = 2} llga1a21 < Ll = lgoren (4.18)

Les inégalités (4.12)-(4.18) prouvent, vu la proposition 3.3.2, que

B_ B
hy g (%, 21, 21)(Zok — z’z’k)zf et ky g i(x, 21,21)(z] =7 )Zé,k

appartient a G*a-La+ha-1(5 T 1)) donc a l'espace G**2(5, L, w) puisque (q + 1)a; —

1>a; et que
3, (% 22 50 25 ) (20 = 25, ) 28 llGoraa < cLS|lu = 1]l Gor.a

ey (3,21, 20)(21 = 20 )25 gllganae < Lol = u'll g
De méme
hz,ﬁ,k,j(x; Zlizi)(zl,k _ Zi)z,z,kziﬁ c G(q+2)a1—1,(q+l)a2—l(6, Lw)c G2 (5, Lw)
puisque (g + 2)a; — 1 > a; et que
ks 1, (221,521 )21, = 21)25 421 llgaas < cLoflu — 1| goves
D’ou Fy(u)— F,(u’) appartient a 'espace G*1%2(9,L, w) et

IF2(u) — Fp(u')l|geraz < cLollu — ]| garar

En prenant u = 0 ou u’ = 0, Ceci prouve que les fonctions F,(u), Fo(u’) appartient a

I'espace G172,



Chapitre 5

Applications

On considére dans C?, p(x,D)u = v un probléme quasi linéaire de seconde ordre.

on pose A={a € N?, |a|< 1} ={(1,0),(0,1),(0,0)}, ' = 3, x = (x1,x,) € C>.
DAu = (D%u) yen = (D10, DOy, D00y,

DOy

- axl 80X2

du u 0.1 Au Jdu 0.0 Au u
-_— :uxllD(’)M:80x1a—x1:ux2,D(’)Mzao—xlaoxzzu

Donc D%u = {ty,, Uy, u}.

Onalal|=2, D% = D?u = {D?%y, D02y, D1y} = {

A*u *u  J*u
ax%’ axg; axlaX2

}On a

P(x,D)u = Zaa(x, DAu)D%u + f(x, D4u)

Donc

|r|=2
_ 2,0 0,2 1,1
—0(2,0)(X1,x2;ux1lux2)D( )+a(0,2)(x1;x21ux11ux2)D( )+a(1,1)(x1:x2;”x1:”x2)D( )
+f(x1"x2’ uxl’uxz)

= a(2,0)(x1; X2, Uy, uxz)Duxlxl + a(O,Z)(xl' X2, Uy, uxz)uxzxz + a(l,l)(xlr X2, Uy, uxz)uxlxz

+ f(xllxb Uy, uxz)

P(xr D)u = a(Z,O)(xll X2, Uy, ux2)ux1x1 +a(0,2)(x1r X2, Uy, ux2)ux2x2+a(1,l)(x1'x21 Uy,» uxz)uxlxz +f

(5.1)
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Exemple 1

On considere 'opérateur quasi-linéaire suivent :
—~uAu +c(xy,xp,u, V) = 0 V(x1,x,) € R?
tel que on a
—ulAu(xy,x3) + c(x1, %2, 4, Vi) & (Uy, x, + ty,x, +C(x1, X0, u, V) =0
D’aprés (5.1), on a
a(2,0)(X1, %2, Uy ) =
a(0,2)(x1’x21 Uyx,s uxz) =-u

a1y (X1, X2, Uy, , Uy,) =0

f (1, x0, iy, Uy,) = c(x1, X2, U, Uy, y,) tel que  c(x1,%,,0,0,0)=0

a(xy,xy;D)u = Zua(xl,xz;O)D“u
la|=2

= 8(x1,%2;¢)
= _u(uxlxl + u.XzXz)

On définie ’hyperplan S = {x € R?, x;, = 0} de dimension 1 est non caractéristique
et que les caractéristique issues T = {(0,0)} sont simples, c’est-a-dire que ’équation
2(0;A,1) = 0 admet deux racines Ay, A, distinctes.

On note k;(i = 1,2) la solution du probleme de Cauchy du premier ordre

g(erki(x)) =0e g(xlleJux]:ule 1) =0
ki(x1,x;) =x, pour x; =0

Vk;(0) = (A;,1)

Donc k;j(x;,x;) = Ajx) +x, par suit k;(x1,x) = u,,(0,0)x; + x5 , Et K; 1 kj(x) =0 C R?.

on pose () ouvert connexe de R? et 6 > 0 tel que D = {t € R;0 < [t| < 8}, et on peut
supposer les fonctions k; holomorphes dans Q .

On a v(xy,x;) = ¥(x1,xp;t1;t2) = 0 holomorphe et ramifiée autour K; U K;, d’ou v(x) :
Q x R§ - C.

Enfin on définit I'espace Gl'l(Rg x (2) comme l’espace de la fonction v , pour (a,a,) =
(1,1) et (p1,p2) = (1,1) tel que

|Dy, Dy, v(x, t1, )| < c3 c=0

D’aprés la proposition 4.2 , il existe (3’ un voisinage ouvert de l'origine de R? et ; > 0
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Alors il existe une unique solution de ce probléme u € Gl'l(Rg1 x ().

Exemple 2
On considere 'opérateur quasi-linéaire suivent :
2 +2u( ) +x2 = sin x? v( ) € R?
X7 Uy, + 2U(X1, X0 ) Uy, + X5 Uy y, = SINXT X1,%,

D’apres (5.1), on a

a(2,0) (X1, X0, Uy ) = X7
a(0,2)(X1, %2, Uy, Uy,) = X5

a1,1) (X1, X, Uy, Uy,) = 2u(Xy, X7)
fxp,x0, 1y, 11y, =0

a(xy,xy;D)u = Zaa(xl,xz; 0)D%u
la|=2

= g(x1,x9;&)

_ 2 2
= X{ Uy x, + 2U(X1, X)) Uy x, + XUy, x,

On a méme hyperplan K; qui sont définie par k;(x;,x,) = A;x1 + x,, par suit

ki(x1,%2) = uy,(0,0)x; + x5 .

on pose ); ouvert connexe de IR? et 6 > 0 tel que D = {t € R;0 < |t| < 9}, et on peut
supposer les fonctions k; holomorphes dans Q; .

On a v(xy,xy) = V(xy,x0;t15t5) = sinxf holomorphe et ramifiée autour K; U K,, d’ou
v(x): (), xR(% — C.

Enfin on définie l'espace G%'l(Rg x Q) comme l'espace de la fonction v, pour (a1,a;) =
(3,1) et (p1,p2) = (0,0) tel que

p(x L) <cnllbl<dic  e>0

D’aprés la proposition 4.2, il existe Q] un voisinage ouvert de 'origine de R* et §; > 0

. . . . N 1
, alors il existe une unique solution de ce probleme u € G2'1(R§1 x Q7).



Conclusion

Dans ce travail, on a construit des fonctions holomorphes ramifiées, qui est sont
solutions d’équation aux dérivées partielles quasi-linéaires du seconde ordre de la
forme : p(x,D)u = v , on s’intéresse a des fonctions ramifiées autour de deux hyper-
surfaces caractéristique simple lorsque la fonctions v est ramifiée et Dy, v, D;,v sont
bornées et les deux hypersurfaces sont indépendant de seconde membre.

Pour résoudre ce probléme on réduit le probleme a un probleme intégro-différentiel et
appliqué le théoréme de point fixe de Banach qui assurée l'existence et 'unicité de la
solution. En utilisant la fonction majorant de LAX et les conditions de croissance, pour

construire des algebres de Banach ou le probléeme admet un point fixe.
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Résume

considérons dans C"*! un opérateur différentiel quasi-linéaire d’ordre deux a ca-
ractéristiques simples :
P(x, D)u = Py(x,D)u + f (x, D%u) ou D, est la partie principale de P, A représente les dé-
rivées de u d’ordre un et f une fonction holomorphe au voisinage de l'origine.

soit g € IN* , on suppose que : P,(x,D)u — B, (x,D)u = O(u?) ou Bj,(x,D) est la par-

p
tie linéarisée, au voisinage de u = 0.0n étudie le probleme P(x,D)u(x) = v(x) ou v est
une fonction ramifiée autour des deux hypersurfaces caractéristiques simples K; : k; =
0,(i =1,2) et dont le comportement au voisinage de K; U K, est de la forme :

| v(x) < ¢ | ki (x) 1] ko (x) |2 ay,ay > ;

On montre alors que u est ramifiée autour de K; UK, et que

| u(x) < ¢ LRy () [ hep () 221

Abstract

We consider in C"*! a quasilinear differentiel operator of second order with simple
characteristic hypersurfaces :
P(x,D)u = By(x, D)u + f(x, D%u) where P, is the principal part of P, A represent the de-
rivatifs of ordre 1 of u# and f is a holomorphic function in a neighbor of 0.
let g € N*, we suppose that : P,(x, D)u— B, (x, D)u = O(u?) where By, (x, D) is the linear-
zed part of P,near u = 0.we study the problem P(x, D)u(x) = v(x) where v is a ramified
function around two simple characteristic hypersurfaces
K k;=0,(i=1,2)and | v(x)|< ¢ | ky (x) |*1] ky(x) |%2 a,ay > §
we get solution u witch are ramified around two simple characteristic hypersurfaces

and | u(x) < ¢ | ky (x) |71+ Ky (x) [ 21
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