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Résumé,Abstract, صخلم

صخلم

يفةیطخلاریغلااسروغةلأسمللحلاةینادحوودوجوةنهرببمتهنةركذملاهذهيف

يفةدماصةطقنةلأسمىلإةیلضافتلا-ةیلماكتلاةلداعملالیوحتبموقنثیح،ناملراكءاضف
ایمتیراغولةبدحمةیلاتتملامعتسإبتنِِوكةیهتنملالسلاسلامعتسإبفرعمخانبربج
ةبقارملللباقدیازتتاذ

،ةیهتنمریغةلسلس،خانبربج،ةدماصلاةطقنلا،اسروغلكشم:ةیحاتفملاتاملكلا
.ناملراكءاضف

Résumé

Dans ce mémoire on s’intéresse à un résultat d’éxistence et d’unicité pour
le problème de Goursat non-linéaire dans un espace de Carleman, on trans-
forme le problème integro-différentiel à un problème de point fixe dans une al-
gèbre de Banach définie par le formalisme de certaine série formelle construite
à partir d’une suite logarithmiquement convexe à croissance contrôlée.

Mots clés : Problème de Goursat, Point fixe, Algèbre de Banach, série
formelle, espace de Carleman.

Abstract

In this dissertation, we are interested in an existence and uniqueness result
of the non-linear Goursat problem in a Carleman space, whereby we have
transformed the integrodifferential equation into a fixed point problem in a
Banach Algebra defined by using the formalism of some formal power serie
constructed by a logarithmically convex sequence with a controllable increase.

Keywords : Goursat problem, fixed point, Banach algebra, formal power
serie, Carleman space.
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Notation

Soient α, β ∈ Zn, x, y ∈ Cn ou Rn

• C{x} :l’algèbre des séries convergentes.

• C[[x]] :l’algèbre des séries formelles à coefficients dans C.

• ‖ · ‖ : norme

• Dα
x = ∂α1

∂xα1
1
· · · ∂

αn

∂xαnn

• α = (α1, · · · , αn) tel que αi ∈ Z, pour tout i = 0 . . . n

• |α| = α1 + · · ·+ αn

• α! = α1! · · ·αn!

• α± β = (α1± β1, · · · , αn± βn) tel que αi, βi ∈ Z pour tout i = 0 . . . n

• α 6= β signifie (∃i, 0 ≤ i ≤ n : αi 6= βi )

• α ≤ β signifie αi ≤ βi pour tout i = 0 . . . n

• xα = xα1
1 · · ·xαnn

• (x.y)k =
∑
|α|=k
α∈Nn

|α|!xαyα
α!
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles intéressent les mathématiciens dès
l’invention du calcul différentiel pendant XVII-ième siècle, surtout pour leurs
utilitées dans les autres disciplines notamment la physique classique comme
l’équation d’Euler-Lagrange, la physique quantique comme l’équation de Schrö-
dinger, la thermodynamiques commes les équations de Maxwell ...etc. On
trouve pas mal d’idées et techniques pour étudier l’existence, l’unicité, la
stabilité et la contrôlabilité de différents types des EDPs, dans ce mémoire
on s’intéresse à l’existence et l’unicité d’une solution de classe Carleman pour
un problème de Goursat non-linéaire en utilisant une technique développée
à partir des travaux de Cauchy(1789-1857) sur les solutions analytiques des
EDPs non linéaires qui consiste à injecter une série formelle dans l’équa-
tion et tirer des formules récursives sur les coefficients du développement
pour qu’elle soit une solution, ainsi faire les estimations nécessaires sur ces
coefficients pour que la série converge, une estimation qui se base sur le pre-
mièr mémoire de Cauchy (Mémoire sur le calcul intégral). ce dernier a traité
le cas d’une equation quasi-linéaire, un système d’équations quasi-linéaires,
une equation semi-linéaire de premier ordre, un système d’équations semi-
linéaires puis une equation semi-linéaire d’ordre quelconque de la forme{

Dm
t u = f(x1, · · · , xn, t, (Dα

xD
β
yu)(α,β)∈A)

Dku|t=0 = u0,k(x1, · · · , xn) pour 0 ≤ k ≤ m− 1
Où f, u0,k sont des fonctions analytiques et A est une partie finie de l’ensemble

{(α, β) ∈ Nn × N; |α|+ β ≤ m, (α, β) 6= (0,m)}

Par suite cette idée a attiré l’attention de beaucoup de mathématiciens
notamment Sofia Kowalewsky(1850-1891) qui a généralisé les anciens résul-
tats à un système d’équations analytique semi-linéaires, ce résultat est connu
sous le nom "Théorème de Cauchy-Kowalewsky" un théorème qui fut simpli-
fié et étendu par Goursat au problème de Cauchy généralisé où les conditions
initiales sont prises dans une surface caractéristique, appellé par suite pro-
blème de Goursat ou problème de Cauchy généralisé ayant la forme suivante
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{
DxDtu = f(t, x, u,Dxu,Dtu,D

2
xu,D

2
t u)

u(0, x) = φ(x), u(t, 0) = ψ, φ(0) = ψ(0)
où f, φ, ψ sont des fonctions holomorphes.
Notons que le problème de Goursat porte des restrictions sur l’ordre de dé-
rivation ce qui a été amélioré par Lednev dans un système d’équations, qui
généralise bien le théorème de Kowalewsky, connu sous le nom "Théorème de
Cauchy-Kowalewsky-Lednev" qui a été démontré d’une manière plus élégante
par Gärding, avant d’être généralisé par Persson dans l’espace des fonctions
partiellement analytiques, c’est-à-dire analytiques en certaines variables et
de classe de Gevrey-d par rapport à d’autres variables,une dizaine d’années
après Claude Wagschal avec une nouvelle méthode a simplifié la démons-
tration des résultats analogues à ceux de Gàrding et de Persson pour une
seule equation (problème de Goursat holomorphe,partiellement holomorphes,
Gevrey-continue et Gevrey-holomorphes), une méthode constitue des idées
fabuleuses, et qui sera traitée au cas holomorphe dans le premier chapitre de
ce mémoire ; en ce dernier cas elle consiste à transformer le problème diffé-
rentiel à un problème de point fixe dans un espace de Banach qui sera défini
par le formalisme des fonctions majorantes ϕ de Cauchy telle que ϕ2 � ϕ, les
espaces de Banach associés à de telles fonctions majorantes sont des algèbre
de Banach où il est facile de majorer la multiplication de deux fonctions ;
suivant la même technique mais cette fois-ci en utilisant le formalisme des
série formelle, Wagschal démontre les autres cas. Dans le deuxième chapitre
nous allons au delà de ces résultats et montrons un théorème d’existence et
d’unicité pour le problème de Goursat dans un espace de Carleman associé
à une suite arbitraire (Mn)n∈N vérifiant certaines hypothèses, un tel espace
contient les espaces des fonctions holomorphes et Gevrey pour des cas parti-
culiers de la suite (Mn)n∈N, un théorème qui généralise les anciens résultats,
en se basant sur la technique de Wagschal et sur les propriétés des suites lo-
garithmiquement convexe inspiré de la théorie des fonctions quasi-analytique
notamment les travaux de Carleman, Denjoy, S.Mandelbrojt..., où on choisit
la série formelle convenable ainsi que les hypothèses nécessaires.

vii



0 Préliminaires

“Je ne comprends pas qu’on ne comprenne pas les mathéma-
tiques.”

– Jules Henri Poincaré

Définition 0.1. [11]
On appelle Algèbre tout C-espace vectoriel A muni d’une multiplication

vérifiant :
1. x(yz) = (xy)z
2. (x+ y)z = xz + yz, x(y + z) = xy + xz

3. α(xy) = (αx)y = x(αy)
pour tout x, y et z dans l’espace vectoriel A et tout scalaire α

Si de plus A est un espace de Banach pour une norme vérifiant
4. ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖ (∀x, y ∈ A)

on dit que A est une Algèbre de Banach

Définition 0.2. [2](Fonction homogène)
Soit f : (R∗)n → R, k ∈ R

On dit que f est positivement homogène de degré k si :

∀t ∈ R∗+, f(tx) = tkf(x) pour tout x ∈ (R∗)n

Si f est différentiable en tout point, elle est positivement homogène de degré
k si et seulement si elle satisfait l’identité d’Euler :

f(x) = 1
k

n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
(x)

1



Chapitre 0. Préliminaires

Théorème 0.3. [1](Théorème de Point fixe de Banach)
Soit (E, d) un espace métrique complet, A une sous ensemble fermé de E,
f : A→ E une application telle que f(A) ⊂ A et

d(f(u), f(v)) ≤ τd(u, v) ∀u, v ∈ A

avec 0 ≤ τ < 1
alors, f admet un point fixe unique.

Lemme 0.1. [9] (Taylor)
Soit f une fonction de (x, y) holomorphe au voisinage de l’origine de Cn+m

vérifiant f(0, 0) = 0, il existe une fonction G : (x, y, z) → G(x, y, z) holo-
morphe dans un voisinage de l’origine de Cn+2m vérifiant G(0, 0, 0) = 0, telle
que pour (x, y, z) assez petit dans Cn+2m :

f(x, y) = f(x, z) +
m∑
j=1

∂f(0, 0)
∂yj

(yj − zj) +
m∑
j=1

G(x, y, z)(yj − zj)

par suite, il existe une fonction F : (x, y) → F (x, y) holomorphe dans un
voisinage de l’origine de Cn+m vérifiant F (0, 0) = 0, telle que pour (x, y)
assez petit dans Cn+m :

f(x, y) = f(x, 0) +
m∑
j=1

∂f(0, 0)
∂yj

yj +
m∑
j=1

F (x, y)yj

Démonstration. Posons f(x, y) = f(x, y − z + z) = f(x, h+ z) = H(x, h, z)
Soit Hn la partie homogène de degré n de H par rapport à h. Ona donc
H(x, h, z) =

∑
n≥0

Hn(x, h, z)

D’après la formule d’Euler pour les fonctions homogènes, on a

Hn(x, h, z) = 1
n

m∑
j=1

∂Hn(x, h, z)
∂hj

hj ∀n ≥ 1

H(x, h, z) =
∑
n≥1

1
n

m∑
j=1

∂Hn(x, h, z)
∂hj

hj +H0(x, h, z)

comme H0(x, h, z) = H(x, 0, z) = f(x, z). alors

H(x, h, z) = +H(x, 0, z)
m∑
j=1

(
∑
n≥1

1
n

∂Hn(x, h, z)
∂hj

)hj

2



Chapitre 0. Préliminaires

Notons g(x, h, z) =
∑
n≥1

1
n

∂Hn(x, h, z)
∂hj

= g(0, 0, 0) +G(x, h, z)

avec G(x, h, z) = g(x, h, z)− g(0, 0, 0), donc

g(0, 0, 0) =
∑
n≥1

1
n

∂Hn(0, 0, 0)
∂hj

= ∂H1(0, 0, 0)
∂hj

On a alors

H(x, h, z) = H(x, 0, z) +
m∑
j=1

∂H1(0, 0, 0)
∂hj

hj +
m∑
j=1

(
∑
n≥2

1
n

∂Hn(x, h, z)
∂hj

)hj (1)

en outre

∂f(x, y)
∂yj

= ∂H(x, h, z)
∂hj

=
∑
n≥1

∂Hn(x, h, z)
∂hj

= ∂H1(x, h, z)
∂hj

+
∑
n≥2

∂Hn(x, h, z)
∂hj

par conséquent

∂H1(x, h, z)
∂hj

= ∂f(x, y)
∂yj

−
∑
n≥2

∂Hn(x, h, z)
∂hj

On a alors ∂H1(0, 0, 0)
∂hj

= ∂f(0, 0)
∂yj

. d’après (1) on a

f(x, y) = f(x, z) +
m∑
j=1

∂f(0, 0)
∂yj

(yj − zj) +
m∑
j=1

∑
n≥2

1
n

∂Hn(x, h, z)
∂hj

(yj − zj)

Posons G(x, y, z) =
∑
n≥2

∂Hn(x, h, z)
∂hj

G est holomorphe dans un voisinage de l’origine de Cn+2m, et vérifie
G(0, 0, 0) = 0.
Par suite, en prenant z = 0 dans l’équation (1), on a

f(x, y) = f(x, 0) +
m∑
j=1

∂f(0, 0)
∂yj

yj +
m∑
j=1

∑
n≥2

1
n

∂Hn(x, h, z)
∂hj

yj

Posons F (x, y) =
∑
n≥2

∂Hn(x, h, 0)
∂hj

.

F est holomorphe dans un voisinage de l’origine de Cn+m et vérifie F (0, 0) = 0

3



Chapitre 0. Préliminaires

Théorème 0.4. [4](Pringsheim)
Une fonction f ∈ C∞ est analytique dans un ouvert Ω si et seulement si pour
tout compact K ⊂ Ω, il existe une constante c > 0 telle que

sup
K
|f (n)(x)| ≤ cn+1n!, ∀n ∈ N.

Théorème 0.5. [6](Inégalité de Cauchy)
Soit ∆ ⊂ Rn un polydisque de centre a et de rayon r, f une fonction analy-
tique sur ∆, alors pour toute α ∈ Nn on a

|Dαf(a)| ≤ sup
∆
|f(x)|α!

rα

Théorème 0.6. [6](principe de prolongement analytique)
Soient f et g deux fonctions holomorphes dans un ouvert connexe Ω, U ⊂ Ω
un ouvert non vide, alors

f = g sur U ⇒ f = g sur Ω

Définition 0.7. [16]
Soient u =

∑
α∈Nn

uαx
α, Φ =

∑
α∈Nn

Φαx
α deux séries formelles à n variables

(x1, · · · , xn) telles que uα ∈ C, Φα ∈ R+. on note u � Φ la relation
(∀α ∈ Nn, |uα| ≤ Φα).
Si Φ est une série convergente, auquel cas on dit que Φ est une fonction
majorante.

Proposition 0.1. [14]
Soit u, v, U, V ∈ C[[x]]. Alors

u� U ∧ v � V ⇒ u+ v � U + V (2)
u� U ∧ v � V ⇒ u.v � U.V (3)

4



1 Problème de Goursat holomorphe

“Il n’existe pas d’idée franchement mauvaise, ce qui est franche-
ment mauvais, c’est de ne pas avoir d’idée du tout.”

– George Polya

1.1 Hypothèses et Résultats
L’espace des fonctions analytiques est un espace riche de propriétés qui

viennent de la nature exceptionnelle de ces fonctions, dans ce chapitre on va
exploiter certains de ces propriétés comme la différentiabilité et la conver-
gence des séries de Taylor pour bénéficier du théorème de point fixe de Ba-
nach. Telles propriétés nous permettre d’introduire une nouvelle algèbre de
Banach à partir le premier espace (l’espace des fonctions analytiques), qui
n’est qu’un espace de Fréchet, afin d’établir un résultat d’éxistence et d’uni-
cité qui peut être généralisé dans d’autres espaces notament partiellement-
holomorphes, Gevery-continue,Gevrey-holomorphe et Garleman-continue.

On s’intéresse au problème de Goursat non linéaire suivant au voisinage
de l’origine de Cn suivant :{

Dαu(x) = f(x,DBu(x))
u = O(xα) (1.1)

où
B désigne une partie finie de l’ensemble

{β ∈ Zn; |β| ≤ |α| et β 6= α}

où |β| =
n∑
j=1

βj quand β = (β1, · · · , βn).

5



1.1. Hypothèses et Résultats Chapitre 1. Problème de Goursat holomorphe

DBu = (Dβu)β∈B, où D−1
j u désigne la primitive de u par rapport à xj

qui s’annule avec xj ; la fonction f est une fonctions de x et de n′ = CardB
variables complexes notées (yβ)β∈B.

La condition u = O(xα) signifie que u(x) = xαg(x), où g est holomorphe
à l’origine, ce qui implique que Dβu(0) = 0 pour tout β ∈ B ; on supposera
donc f holomorphe au voisinage de l’origine de Cn+n′ .

On pose
Aβ = Dyβf(0, 0), β ∈ B

et pour tout ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ (R∗+)n :

ρ(ξ) =
∑
β∈B
|β|=|α|

|Aβ|ξβ−α; (1.2)

Cette fonction introduite par Lednev, appelée fonction spectrale du pro-
blème de Goursat, et elle est positivement homogène de degré nul.

en effet ∀t ∈ R+

ρ(tξ) =
∑
β∈B
|β|=|α|

|Aβ|(tξ)β−α =
∑
β∈B
|β|=|α|

|Aβ|tβ1−α1 · · · tβn−αnξβ−α

=
∑
β∈B
|β|=|α|

|Aβ|t|β|−|α|ξβ−α

= ρ(ξ)

Théorème 1.1. [8](Lednev)
S’il existe ξ ∈ (R∗+)n tel que ρ(ξ) < 1. le problème de Goursat (1.1) admet
une unique solution holomorphe au voisinage de l’origine de Cn.

Pour simplifier le travail on peut supposer α = 0 et f(0, 0) = 0
en effet, posons f(0, 0) = c et v(x) = u(x)− c on a alors

v = f(x,DBv +DBc)− c = g(x,DBv) (1.3)

où g(x, y) = f(x, y + DBc) − c. d’où g(0, 0) = f(0, 0) − c = 0 vu que
Dβc(0) = 0, pour tout β ∈ B, ce qui vient de la définition des compo-
santes de l’opérateur Dα pour tout α ∈ B.
en fin∑

β∈B
|β|=0

|Dyβg(0, 0)|ξβ =
∑
β∈B
|β|=0

|Dyβ(f(0, 0)− c(0))|ξβ =
∑
β∈B
|β|=0

|Dyβf(0, 0)|ξβ

6



1.2. Fonction Majorante Chapitre 1. Problème de Goursat holomorphe

D’où la fonction spectrale du problème de Goursat (1.3) coïncide avec celle
du problème initial.
En résumé, il s’agit de prouver le théorème de Lednev pour le problème

u(x) = f(x,DBu(x))

où (B fini)
B ⊂ {β ∈ Zn; |β| ≤ 0 et β 6= 0}, etf(0, 0) = 0

A cet effet, on va montrer que l’application

T : u→ f(x,DBu(x))

est une contraction stricte dans un espace métrique complet ; cet espace mé-
trique complet va ètre tout simplement une boule fermée dans une algèbre de
Banach qui sera définie par l’intermédiaire de certains fonctions majorantes.

1.2 Fonction Majorante
On note BΦ l’espace de Banach des fonctions holomorphes à l’origine de

Cn suivant [15] :

BΦ = {u ∈ C{x};∃c ≥ 0 : u� cΦ}

pour la norme
‖u‖Φ = min{c ≥ 0;u� cΦ}.

On utilisera la fonction majorante de Lax [7] :

θ(t) =
∞∑
n=0

tn

(n+ 1)2 , t ∈]− 1, 1[

dont voici une propriété essentielle

Proposition 1.1. [16](Lax)
Il existe une constante K telle que

θ2(t)� Kθ(t)

Démonstration. On a d’après le produit de Cauchy

θ2(t) = (
∞∑
n=0

tn

(n+ 1)2 )2 =
∞∑
n=0

(
n∑
j=0

1
(j + 1)2

1
(n− j + 1)2 )tn

7



1.2. Fonction Majorante Chapitre 1. Problème de Goursat holomorphe

On majore les coefficients de tn dans θ2(t) :
n∑
j=0

1
(j + 1)2

1
(n− j + 1)2 ≤ 2

∑
0≤j≤n/2

1
(j + 1)2

1
(n− j + 1)2

≤ 2
 ∞∑
j=0

1
(j + 1)2

 1
((n/2) + 1)2

≤ 2
 ∞∑
j=0

1
(j + 1)2

 (n+ 1)2

(n+ 2)2
1

(n+ 1)2

comme
∞∑
j=0

1
(j + 1)2 = π

6 donc il nous suffit de prendre K tel que :

K ≥ 4π
3

(n+ 1)2

(n+ 2)2

On prend par exemple K = 4π
3

On utilise alors la fonction majorante suivante

ϕR(t) = K−1θ( t
R

), R > 0 (1.4)

Proposition 1.2. [16]
∀k ≥ 1,∀R > 0 on a :

ϕkR(t)� ϕR(t) (1.5)

Démonstration. On a pour k = 2

ϕ2
R(t) = K−2θ2( t

R
)� K−2 ×Kθ( t

R
) = K−1θ( t

R
)

on itère les processus pour les autre ordres.

ϕkR(t)� ϕk−1
R (t)� · · · � ϕR(t)

Étant donné un paramètre ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ (R∗+)n. On note BR(ξ)
l’espace vectoriel associé à la fonction majorante ϕR et définie comme suit :

BR(ξ) = {u ∈ C{x} : ∃c ≥ 0, u� cϕR(ξ.x)}
avec

ξ.x =
n∑
i=0

ξi.xi

8



1.2. Fonction Majorante Chapitre 1. Problème de Goursat holomorphe

Proposition 1.3. [16]
Les espaces BR(ξ) muni de la norme

‖u‖ = min{c ≥ 0 : u� cϕR(ξ.x)}

sont des Algèbres de Banach

Démonstration. Montrons d’abord que BR(ξ) est complet.
Soient (un)n∈N ∈ BR(ξ) une suite de Cauchy, alors

∀ε > 0,∃n ∈ N tel que ∀p, q ∈ N avec p, q ≤ n on a : ‖up − uq‖ ≤ ε

ce qu’est équivalent à

∀α ∈ Nn, |upα − uqα| ≤ εϕR,α

d’après la complétude de C

∀α ∈ Nn, |upα − uα| ≤ εϕR,α

d’où
∀α ∈ Nn, |uα| ≤ |upα − uα|+ |upα| ≤ (ε+ c)ϕR,α

Ce qui prouve que un converge vers u dans BR(ξ)
Pour montrer que BR(ξ) est une algèbre, soit u, v ∈ BR(ξ) d’où

u(x)� ‖u‖ϕR(ξ.x) et v(x)� ‖v‖ϕR(ξ.x)

D’après (3) et la proposition 1.2 on a

u(x).v(x)� ‖u‖‖v‖ϕR(ξ.x)

Proposition 1.4. [16]

Soient u ∈ BR(ξ) et R′ > 0 tels que ‖u‖ < R′, alors la fonction R′

R′ − u
appartient à l’espace BR(ξ) et

R′

R′ − u
�
(
K + ‖u‖

R′ − ‖u‖

)
ϕR(ξ.x)

Démonstration. Si ‖u‖ < R′, on a u(0) ≤ ‖u‖ϕR(0) < R′, car ϕR(0) = K−1 < 1
ça signifie avec la holomorphie de u que R′

R′ − u
est bien définie et dérivable

9



1.2. Fonction Majorante Chapitre 1. Problème de Goursat holomorphe

au voisinage de l’origine. En outre d’après la proposition 1.2 et le fait que
1 = KϕR(0)� KϕR(ξ.x)

R′

R′ − u
=
∞∑
n=0

(
u

R′

)n
�

∞∑
n=0

(
‖u‖
R′

)n
ϕnR(ξ.x)

� 1 +
∞∑
n=1

(
‖u‖
R′

)n
ϕR(ξ.x)

�
(
K +

∞∑
n=1

(
‖u‖
R′

)n)
ϕR(ξ.x)

D’où
R′

R′ − u
�
(
K + ‖u‖

R′ − ‖u‖

)
ϕR(ξ.x)

et
R′

R′ − u
∈ BR(ξ)

Évidemment, tout les fonctions de BR(ξ) sont holomorphes au voisinage
de l’origine, pour montrer l’inclusion inverse sachant que ξ étant fixé et R
suffisamment petit, on utilisera :

Lemme 1.1. [16]
Pour tout η > 1, il existe une constante c(η) > 0 telle que

ηR

ηR− t
� c(η)ϕR(t) pour tout R > 0 et |t| < ηR (1.6)

Démonstration. L’inégalité 1.6 équivalente à
∞∑
n=0

(
t

ηR

)n
� c(η)K−1

∞∑
n=0

tn

Rn(n+ 1)2

ce qui signifié
1

(ηR)n ≤ c(η)K−1 1
Rn(n+ 1)2

qui est vérifié pour
c(η) = sup

n∈N
K

(n+ 1)2

ηn

10



1.2. Fonction Majorante Chapitre 1. Problème de Goursat holomorphe

Proposition 1.5. [16]
Si u est une fonction holomorphe et bornée dans le polydisque

∆ = {x ∈ Cn, ξi|xi| < ηR}

alors
u� c(η)MϕR(ξ.x) où M = sup

x∈∆
|u(x)|

Démonstration. u étant holomorphe et bornée dans un voisinage de l’origine,
donc on a d’après les inégalités de Cauchy 0.5

|Dαu(0)| ≤M
ξα

(ηR)|α|α!, α ∈ Nn, M = sup
x∈∆
|u(x)|

⇒ |D
αu(0)|
α! ≤ M

ξα

(ηR)|α|

⇒
∑
α∈Nn

|Dαu(0)|
α! xα �

∑
α∈Nn

M
ξα

(ηR)|α|x
α

� M
∑

(α1,··· ,αn)∈Nn

ξα1
1 · · · ξαnn

(ηR)α1 · · · (ηR)αn x
α1
1 · · ·xαnn

� M

 ∑
α1∈Nn

(x1ξ1)α1

(ηR)α1

 · · ·
 ∑
αn∈Nn

(xnξn)αn
(ηR)αn


� M

n∏
i=1

ηR

ηR− ξixi

Considérons maintenant la fonction ηR

ηR− ξ.x
dont sa série de Taylor

∞∑
k=0

(
ξ.x

ηR

)k
converge dans le polydisque ∆. On a

∞∑
k=0

(
ξ.x

ηR

)k
=
∞∑
k=0

∑
|α|=k
α∈Nn

|α|!ξαxα
α!(ηR)|α| =

∑
α∈Nn

|α|!ξαxα
α!(ηR)|α|

Or pour tout α ∈ Nn, on a |α|!
α! ≥ 1.Ce que signifie

n∏
i=1

ηR

ηR− ξixi
=

∑
α∈Nn

ξαxα

(ηR)|α| �
∞∑
k=0

(
ξ.x

ηR

)k
= ηR

ηR− ξ.x
d’où

u�M
ηR

ηR− ξ.x
� c(η)MϕR(ξ.x) d’apres le lemme 1.1

11



1.3. Démonstration du théorème 1.1 Chapitre 1. Problème de Goursat holomorphe

On conclu que toute fonction u holomorphe et bornée dans le polydisque
∆ appartient à l’espace BR(ξ) et par suite

C{x} =
⋃
R>0

BR(ξ)

Lemme 1.2. [16]
Il existe une constante c1,2 > 0 telle que

D−kϕR(t)� c1,2R
kϕR(t) pour tout R > 0 et tout k ∈ N

Démonstration. D−kϕR(t) étant la primitive de ϕR(t) qui s’annule avec t,
donc

D−kϕR(t) = K−1
∞∑
n=0

1
(n+ 1)2

1
Rn

n!
(n+ k)!t

n+k

l’inégalité cherchée s’écrit :

1
(n+ 1)2

1
Rn

n!
(n+ k)! ≤ c1,2R

k 1
Rn+k(n+ k + 1)2

qui est équivalente à

(n+ k + 1)2

(n+ 1)2
n!

(n+ k)! ≤ c1,2

cette dernière fonction étant décroissante par rapport à n, il suffit de choisit

c1,2 = sup
k

(k + 1)2

k!

1.3 Démonstration du théorème 1.1
Par hypothèse il existe ξ ∈ (R∗+)n tel que

ρ(ξ) =
∑
β∈B
|β|=0

|Aβ|ξβ < 1;

où le paramètre ξ est ainsi fixé.
Dans la suite l’algèbre BR(ξ) sera notée simplement BR.

12



1.3. Démonstration du théorème 1.1 Chapitre 1. Problème de Goursat holomorphe

Proposition 1.6. [16]
Il existe des nombres R0 > 0 et a > 0 tels que, pour tout R ∈]0, R0], l’appli-
cation

T : u→ f(x,DBu(x)) (1.7)
soit une contraction stricte dans la boule fermée B′(0, a) = {u ∈ BR; ‖u‖ ≤ a}
de l’algèbre de Banach BR.

Démonstration. D’après le lemme 0.1 on peut écrire

f(x, y) = f(x, 0) +
∑
β∈B

Aβyβ +
∑
β∈B

Fβ(x, y)yβ (1.8)

f(x, y)− f(x, z) =
∑
β∈B

Aβ(yβ − zβ) +
∑
β∈B

Gβ(x, y, z)(yβ − zβ) (1.9)

les fonctions f(x, 0), Fβ(x, y) et Gβ(x, y, z) sont holomorphes au voisinages
de l’origine de Cn,Cn+n′ et Cn+2n′ respectivement et on a

f(0, 0) = Fβ(0, 0) = Gβ(0, 0, 0) = 0 (1.10)

d’autre part étant donné η > 1, il existe R1 > 0 et R′1 > 0 tels que ces
fonctions soient holomorphes et bornées dans le polydisque

∆(R1, R
′
1) = {(x, y, z) ∈ Cn+2n′ ; ξi|xi| < ηR1, |yβ| < R′1, |zβ| < R′1}

pour tout 0 < R < R1, 0 < R′ < R′1 , posons

ε0(R) = sup
∆(R)
|f(x, 0)|, où ∆(R) = {x ∈ Cn, ξi|xi| < ηR}

et
ε′0(R,R′) = sup

β
sup

∆(R,R′)
(|Fβ|, |Gβ|)

On remarque d’après (1.10) que ces fonctions ε0(R) et ε′0(R,R′) tendent vers
zéro quand R et R′ tendent zéro, et ainsi les fonctions ε1(R), ε2(R), ε3(R),
ε′1(R,R′), ε′(R,R′) et ε′′(R,R′) qui apparaissent par la suite conservent la
même propriété

D’après la proposition 1.5 on a

f(x, 0)� ε1(R)ϕR(ξ.x) tel que ε1(R) = c(η))ε0(R)

Comme Fβ(x, y) est holomorphe et bornée dans le polydisque ∆(R1, R
′
1)

donc d’après l’inégalité de Cauchy

|Dα
xD

δ
yFβ(0, 0)| ≤Mβ

ξαα!
(ηR)|α|

δ!
R′|δ|

avec Mβ = sup
∆(R,R′)

Fβ(x, y)

13



1.3. Démonstration du théorème 1.1 Chapitre 1. Problème de Goursat holomorphe

ce que signifie que

|Dα
xD

δ
yFβ(0, 0)|
α!δ! xαyδ ≤Mβ

ξαxα

(ηR)|α|
yδ

R′|δ|

d’où

Fβ(x, y) =
∑
α∈Nn

∑
δ∈Nn′

|Dα
xD

δ
yFβ(0, 0)|
α!δ! xαyδ

�
∑
α∈Nn

∑
δ∈Nn′

Mβ
ξαxα

(ηR)|α|
yδ

R′|δ|

�Mβ

∑
α∈Nn

ξαxα

(ηR)|α|
∑
δ∈Nn′

yδ

R′|δ|

� ε′1(R,R′)ϕR(ξ.x)
n′∏
i=1

R′

R′ − yi

quand c(η)Mβ ≤ c(η)ε′0(R,R′) = ε′1(R,R′) qui tend vers zéro quand R,R′
tendent vers zéro

avec la même raisonnement on majore Gβ(x, y, z). finalement on a

f(x, 0)� ε1(R)ϕR(ξ.x)

Fβ(x, y)� ε′1(R,R′)ϕR(ξ.x)
∏
γ∈B

R′

R′ − yγ

Gβ(x, y, z)� ε′1(R,R′)ϕR(ξ.x)
∏
γ∈B

R′

R′ − yγ
R′

R′ − zγ

(1.11)

Cherchons tout d’abord des conditions suffisantes sur a et R ∈]0, R1] pour
lesquelles la boule B′(0, a) sera invariante par l’opérateur T définie par (1.7)
ceci équivalent à :

T (B′(0, a)) ⊂ B′(0, a)
Soit u ∈ B′(0, a) ; d’après le lemme 1.2 on a pour tout β ∈ B

yβ = Dβu� aDβ(ϕR(ξ.x))� aξβD|β|ϕR(ξ.x)

�
{

aξβϕR(ξ.x) si |β| = 0
aε2(R)ϕR(ξ.x) si |β| < 0

avec ε2(R) = c1,2R
−|β|

Si aξβ ≤ R′/2 et aε2(R) ≤ R′/2, c’est à dire si tout simplement ‖Dβu‖ < R′/2,
alors la proposition 1.4 montre que
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1.3. Démonstration du théorème 1.1 Chapitre 1. Problème de Goursat holomorphe

R′

R′ −Dβu
� c1ϕR(ξ.x) tel que c1 =

(
K + ‖Dβu‖

R′ − ‖Dβu‖

)
≤ (K + 1)

⇒
∏
β∈B

R′

R′ −Dβu
� cn

′

1 ϕR(ξ.x) (n′ = CardB)

D’après (1.8) , (1.11) et la proposition 1.2 , on a donc

Tu = f(x,DBu(x)) = f(x, 0) +
∑
β∈B

AβD
βu+

∑
β∈B

Fβ(x, y)Dβu

= f(x, 0) +
∑
β∈B
|β|=0

AβD
βu+

∑
β∈B
|β|<0

AβD
βu+

∑
β∈B

Fβ(x, y)Dβu

� [ε1(R) + a(ρ(ξ) + ε′(R,R′))]ϕR(ξ.x)

Tels que
∑
β∈B
|β|=0

AβD
βu� aρ(ξ)ϕR(ξ.x)

∑
β∈B
|β|<0

AβD
βu� (

∑
β∈B
|β|<0

Aβε2(R))aϕR(ξ.x)

et
ε′(R,R′) = cn

′

1 n
′ε′1(R,R′) max(ξβ, c1,2R

−|β|) +
∑
β∈B
|β|<0

Aβε2(R)

finalement l’inclusion T (B′(0, a)) ⊂ B′(0, a) est satisfaite pour{
a ≤ cR′, aε3(R) ≤ R′

ε1(R) + a(ρ(ξ) + ε′(R,R′)) ≤ a
(1.12)

Quand c = (2ξβ)−1 et ε3(R) = 2ε2(R) = 2c1,2R
−|β|

Écrivons ensuite les conditions pour que T soit une contraction stricte.
Soient u, u′ ∈ B′(0, a) ; les conditions (1.12) étant supposées réalisées, on

a
R′

R′ − yγ
� c1ϕR(ξ.x) et R′

R′ − zγ
� c1ϕR(ξ.x)

avec
yγ = Dγu, zγ = Dγu′, γ ∈ B

et
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1.3. Démonstration du théorème 1.1 Chapitre 1. Problème de Goursat holomorphe

yβ − zβ = Dβ(u− u′)�
{
‖u− u′‖ξβϕR(ξ.x) si|β| = 0
‖u− u′‖ε2(R)ϕR(ξ.x) si|β| < 0

D’après (1.9) , (1.11) et la proposition 1.2 , on a donc

Tu− Tu′ = f(x,Dβu)− f(x,Dβu′) =
∑
β∈B

Aβ(Dβu−Dβu′) +
∑
β∈B

Gβ(x, y, z)(Dβu−Dβu′)

=
∑
β∈B
|β|=0

Aβ(Dβ(u− u′)) +
∑
β∈B

Gβ(x, y, z)(Dβ(u− u′))

� ‖u− u′‖[ρ(ξ) + ε′′(R,R′)]ϕR(ξ.x)

tel que ε′′(R,R′) = c2n′
1 n′ε′1(R,R′) max(ξβ, c1,2R

−|β|) +
∑
β∈B
|β|<0

Aβε2(R)

Soient ρ(ξ) < ρ < 1, ε(R,R′) = max(ε′(R,R′), ε′′(R,R′)) pour que T soit
une contraction stricte, il suffit que

ρ(ξ) + ε(R,R′) ≤ ρ

En résumé, il suffit d’avoir les inégalités
a ≤ cR′, aε3(R) ≤ R′.

ρ(ξ) + ε(R,R′) ≤ ρ.
ε1(R) ≤ (1− ρ)a.

On procède comme suit :
comme ρ− ρ(ξ) > 0 et ε(R,R′) = max(ε′(R,R′), ε′′(R,R′)) tels que

ε′(R,R′) = cn
′

1 n
′c(η) max(ξβ, c1,2R

−|β|)
(

sup
β

sup
∆(R,R′)

(|Fβ|, |Gβ|)
)

+
∑
β∈B
|β|<0

Aβc1,2R
−|β|

ε′′(R,R′) = c2n′
1 n′c(η) max(ξβ, c1,2R

−|β|)
(

sup
β

sup
∆(R,R′)

(|Fβ|, |Gβ|)
)

+
∑
β∈B
|β|<0

Aβc1,2R
−|β|

Alors il existe R2 ∈]0, R1] et R′ ∈]0, R′1] tel que

ρ(ξ) + ε(R,R′) ≤ ρ pour tout R ∈]0, R2]

R′ étant ainsi fixé, on choisit a tel que 0 < a ≤ cR′ (c = (2ξβ)−1), puis
R0 ∈]0, R2] assez petit pour que

aε3(R) ≤ R′, ε1(R) ≤ (1− ρ)a pour tout R ∈]0, R0]
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1.3. Démonstration du théorème 1.1 Chapitre 1. Problème de Goursat holomorphe

La proposition précédente prouve le théorème d’existence ; elle prouve
également l’unicité.

En effet, si u et u′ sont deux fonctions holomorphes à l’origine de Cn

telles que u = f(x,DBu), u′ = f(x,DBu′), on a u(0) = u′(0) = f(0, 0) = 0
donc d’après la proposition 1.5 on tire u � ε1(R)ϕR(ξ.x), et de même
u′ � ε1(R)ϕR(ξ.x), pour tout R > 0 suffisamment petit. En particulier
on peut choisir R ∈]0, R0] tel que ε1(R) ≤ a et ceci prouve que u et u′ sont
deux point fixes de la contraction stricte T , on conclu l’égalité partout de u
et u′ d’après le principe de prolongement analytique 0.6.
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2 Problème de Goursat Carleman

“C’est une erreur de croire que la rigueur dans une démons-
tration est l’ennemie de la simplicité. . . L’effort même de la ri-
gueur nous force à découvrir les méthodes de démonstration les plus
simples.”

– David Hilbert

2.1 L’espaces de Carleman
Définition 2.1. Soit Ω un ouvert de Rp×Rq , (Mn)n∈N une suite croissante
positive et α ∈ Np, on note Cα,M(Ω) l’espace des fonctions u : Ω → R,
admettant ∀γ ∈ Np γ ≤ α et ∀δ ∈ Nq des dérivées partielles continues

Dγ
xD

δ
yu : Ω→ R

telles que ∃c > 0 :

sup
Ω
|Dγ

xD
δ
yu(x, y)| ≤ c|δ|+1δ!M|δ|, ∀γ ≤ α et ∀δ ∈ Nq

La suite (Mk)k∈N considérée doit satisfaire les hypothèses suivantes :
1. M = (Mk)k∈N logarithmiquement convexe, c’est à dire k → log(Mk)

convexe
i.e. M2

k ≤Mk−1Mk+1 ∀k ∈ N (2.1)

et M0 = 1
2.

sup
k

(Mk+1

Mk

) 1
k <∞, k ∈ N (2.2)
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2.1. L’espaces de Carleman Chapitre 2. Problème de Goursat Carleman

Remarque 2.1. Les hypothèses (2.1) et (2.2) sont vérifiées pourMk = k!d,∀d ≥ 1.
En effet :
I grâce aux propriétés du factorielle on a k!2 = (k−1)!kk! ≤ (k−1)!(k+1)!

I

(
(k + 1)!d
k!d

) 1
k

= (k + 1) dk = e
d
k

log(k+1) qui tend vers 1 quand k tend

vers l’infini
Ils existent aussi d’autres exemples ; Comme :
• (Mk)k∈N tel que Mk = ak pour a 6= 0
• (Mk)k∈N tel que Mk = kk

• (Mk)k∈N tel que Mk = ek ln ln(k+e)

• (Mk)k∈N tel que Mk = ek

mfois︷ ︸︸ ︷
ln · · · ln(k+e) ∀m ∈ N

• (Mk)k∈N tel que Mk = (k ln(k + e))k
k!

On remarque aussi que toute combinaison de suites de ce type possède les
propriétées (2.1) et (2.2).
En effet, soient (Mk)k∈N et (Nk)k∈N deux suite croissantes positives vérifient
(2.1) et (2.2) alors
I (MkNk)2 = M2

kN
2
k ≤Mk−1Mk+1Nk−1Nk+1 ≤Mk−1Nk−1Mk+1Nk+1 ∀k ∈ N

et M0N0 = 1
I sup

k
(Mk+1Nk+1

MkNk

) 1
k < sup

k
(Mk+1

Mk

) 1
k sup

k
(Nk+1

Nk

) 1
k <∞, ∀k ∈ N

Lemme 2.1. Si M = (Mn)n∈N logarithmiquement convexe et M0 = 1,alors

MjMk ≤Mj+k ∀j, k ∈ N

Démonstration. Par récurrence sur k :
Pour k = 0, on a MjM0 = Mj ≤Mj+0
Supposons maintenant qu’elle est vraie pour k.
d’apres (2.1) la suite

(
Mn+1

Mn

)
n∈N

est croissante. D’où

MjMk+1 = MjMk
Mk+1

Mk

≤Mj+k
Mk+1

Mk

≤Mj+k
Mk+2

Mk+1
...

≤Mj+k
Mk+j+1

Mk+j
= Mk+j+1
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Lemme 2.2. [5] Si M = (Mn)n∈N logarithmiquement convexe et M0 = 1,
alors

MnMα1 · · ·Mαn ≤Mn
1 Mk ∀αi ∈ N∗, α1 + · · ·+ αn = k

Démonstration. Par récurrence sur k :

• Si n = k, l’inégalité est évidente.
• Si n < k, alors ∃i tel que αi ≥ 2, on pose α′i = αi − 1 ; l’hypothèse de

récurrence sera :

MnMα1 · · ·Mα′i
· · ·Mαn ≤Mk−1

1 Mk−1

d’après (2.1) on a :

MnMα1 · · ·Mαn = MnMα1 · · ·Mα′i
· · ·Mαn

Mαi

Mα′i

≤Mk−1
1 Mk−1

Mk

Mk−1

≤Mk
1Mk

Dans tout ce qui suit la suite (Mn)n∈N considérée vérifie les hypothèses
(2.1) et (2.2).

2.2 Hypothèses et Résultats
On s’intéresse au problème de Goursat non linéaire au voisinage de l’ori-

gine de Rp ×Rq, On cherche à prouver l’existence et l’unicité d’une solution
de type Carleman associé à la suite (Mn)n∈N.

On considère alors le problème de Goursat non linéaire au voisinage de
l’origine de Rp × Rq, x = (x1, · · · , xp) ∈ Rp, y = (y1, · · · , yq) ∈ Rq

{
Dα
xu(x, y) = f(x, y,DBu(x, y)),

u = O(xα) (2.3)

où α ∈ Np, et B est une partie finie de

{(γ, δ) ∈ Zp × Nq; |γ|+ |δ| < |α|}
DBu = (Dγ

xD
δ
yu)(γ,δ)∈B
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2.2. Hypothèses et Résultats Chapitre 2. Problème de Goursat Carleman

f est une fonction de x ∈ Rp, y ∈ Rq, z ∈ Rr où r = Card(B), qu’on
suppose de classe C0,M au voisinage de l’origine de Rp × Rq+r ; f est donc
continue en x et de classe Carleman CM en (y, z)

Théorème 2.2. Si de plus des hypothèses (2.1) et (2.2) il existe une constante
cγ,δ ≥ 0 tel que :

Mk+|δ|

Mk

(k + |δ|)!
(k − |γ|+ |α|)! ≤ cγ,δ ∀k ≥ 0 (2.4)

Alors le problème de Goursat (2.3) admet une solution unique au voisinage
de l’origine de Rp × Rq

Remarque 2.2. Lorsque Mn = n!d−1 ce théorème coïncide avec le théorème
5.1 dans [16] ; dans ce même cas si d = 1 le théorème 2.2 est contenu dans le
théorème 4.1 du même référence

en effet Mn = n!d−1 on a ∀k ≥ 0

(k + |δ|)!d−1

k!d−1
(k + |δ|)!

(k − |γ|+ |α|)! = (k + |δ|)d−1 · · · (k + 1)d−1

(k − |γ|+ |α|) · · · (k + |δ|+ 1)

≤ (k + |δ|)(d−1)|δ|

(k + |δ|)−|γ|−|δ|+|α|
≤ 1 ( si |γ|+ d|δ| ≤ |α|)

Remarque 2.3. On peut ajouter avec les cas holomorphes et Gevrey cités dans
la remarque précédente d’autres exemples comme :
• (Mn)n∈N telle que Mn = an, ∀a > 1
• (Mn)n∈N telle que Mn = ln(n+ e)

qui satisfont la condition (2.4) du théorème 2.2
• (Mn)n∈N telle que Mn = an ln(n+ e)n!d−1, ∀a > 1

qui satisfait la condition (2.4) du théorème 2.2 si |γ|+ d|δ| ≤ |α|

Remarque 2.4. si la suite (Mn)n∈N ou la suite (Mn+1

Mn

)n∈N est bornée on re-
trouve le cas holomorphe par rapport à y.
En effet, si u ∈ Cα,M(Ω) alors
∀γ ≤ α et ∀δ ∈ Nq, ∃c > 0,∃c4 > 1 tel que
- Si (Mn)n∈Nest bornée :

sup
Ω
|Dγ

xD
δ
yu(x, y)| ≤ c|δ|+1δ!M|δ| ≤ (cc4)|δ|+1δ!

d’autre part
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- Si (Mn+1

Mn

)n∈N est bornée :

sup
Ω
|Dγ

xD
δ
yu(x, y)| ≤ c|δ|+1δ!M|δ|

≤ c|δ|+1δ! M|δ|
M|δ|−1

· · ·M2

M1

M1

M0
M0

≤ c|δ|+1δ!c|δ|+1
4

≤ (cc4)|δ|+1δ!

Pour prouver le théorème 2.2 on peut supposer α = 0 et f(0, 0) = 0 ; il
s’agit donc d’étudier le problème

u(x, y) = f(x, y,DBu(x, y)) (2.5)
et B est un sous ensemble finie de

{(γ, δ) ∈ Zp × Nq; |γ|+ |δ| < 0}
et la condition (2.4) devient

Mk+|δ|

Mk

(k + |δ|)!
(k − |γ|)! ≤ cγ,δ ∀k ≥ 0 (2.6)

Nous allons vérifier que l’application

T : u→ f(x, y,DBu(x, y))

est une contraction stricte dans une boule fermée d’une algèbre de Banach,
qui sera définie dans le paragraphe suivant en utilisant des séries formelles
de type Carleman

2.3 Séries Formelles
Considérons d’abord une série formelle à q indéterminées y = (y1, · · · , yq) :

Φ =
∑
δ∈Nq

yδ

δ! Φδ

Étant donné un ouvert Ω de Rq et une fonction u ∈ C∞(Ω,R). on note u� Φ
la relation

∀δ ∈ Nq, sup
Ω
|Dδ

yu| ≤ Φδ
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On a bien

u� Φ⇒ Dδ
yu� Dδ

yΦ pour tout δ ∈ Nq

De plus, ce formalisme sera bien adapté pour majorer une fonction compo-
sée, Soient Ω′ un ouvert de Rr, u = (ui)1≤i≤r ∈ C∞(Ω,Rr) tels que u(Ω) ⊂ Ω′ ;
Si

ui � Φi pour1 ≤ i ≤ r et v � Ψ

donc on a

v ◦ u� Ψ([Φ1], · · · , [Φr]).

Étant donné un ouvert U ⊂ Rp.
Notons C0,∞(U × Ω) l’algèbre des fonctions u : U × Ω → R admettant des
dérivées partielles continues par rapport à y

Dδ
yu : U × Ω→ R, ∀δ ∈ Np

Pour assurer que les coefficients de y dans Φ ne prennent que des valeurs
positives. Posons t = |x| = (|x1|, · · · , |xp|) ; notons |U| l’image de U par
l’application x→ |x| considérons la séries formelle en y :

Φ ≡ Φ(t, y) =
∑
δ∈Nq

yδ

δ! Φδ(t)

où les fonctions Φδ : |U| → R+ sont continues.

On considère alors le sous espace

C0,∞
Φ (U × Ω) = {u ∈ C0,∞(U × Ω);∃c ≥ 0 : u� cΦ}

et on le munit de la norme

‖u‖ = ‖u‖Φ = min{c ≥ 0;u� cΦ}

Remarque 2.5. Dire que u ∈ C0,∞
Φ signifie donc

∀δ ∈ Nq,∀x ∈ U , sup
Ω
|Dδ

yu(x, y)| ≤ ‖u‖Φδ(t) (où t = |x|) (2.7)

Proposition 2.1. [16]
L’espace C0,∞

Φ est un espace de Banach
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Démonstration. On a bien l’espace C0,∞(U × Ω) muni de la topologie de la
convergence compacte de toutes les dérivées Dδ

y (δ ∈ Nq) est complet, en
outre c’est un espace de Fréchet,et l’inégalité suivante :

sup
K

sup
Ω
|Dδ

yu(x, y)| ≤ ‖u‖Φ sup
|K|

Φδ(t)

pour tout compacte K ⊂ U , signifie que l’injection canonique de C0,∞
Φ dans

C0,∞ est continue.
soit (un) une suite de Cauchy dans C0,∞

Φ , d’après l’injection précédente
elle converge donc dans C0,∞ vers u ∈ C0,∞. Soit ε > 0, il existe n ∈ N tel
que

‖up − uq‖Φ ≤ ε pour tout p, q ≥ n

c’est à dire
sup

Ω
|Dδ

yup −Dδ
yuq| ≤ εΦδpour tout δ ∈ Nq

en faisant tendre p vers l’infini, on a

sup
Ω
|Dδ

yu| ≤ sup
Ω
|Dδ

yu−Dδ
yuq|+ sup

Ω
|Dδ

yuq| ≤ εΦδ + ‖uq‖ΦΦδ

donc u ∈ C0,∞
Φ et la suite (un) converge vers u dans C0,∞

Φ

Dans ce qui suit, on va prendre des primitives par rapport à xi, et pour
faciliter le travail on ajoute l’hypothèse

x ∈ U ⇒ λx ∈ U pour tout λ ∈ [0, 1]p (2.8)

où λx = (λ1x1, · · · , λp), et évidemment |U| conserve la même propriété
Pour (γ, δ) ∈ (−N)p × (N)q, on définit la série formelle

Dγ
tD

δ
yΦ(t, y) =

∑
ε∈Nq
ε≥δ

yε−δ

(ε− δ)!D
γ
t Φε(t), t ∈ |U|

tel que D−1
ti

désigne la primitive par rapport à ti qui s’annule avec ti

On a alors : pour tout u ∈ C0,∞
Φ (U ×Ω) et pour tout (γ, δ) ∈ (−N)p×(N)q

on a
Dγ
tD

δ
yu ≤ ‖u‖ΦD

γ
tD

δ
yΦ (2.9)
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Considérons la série formelle dépendant de la suite (Mn)n∈N et des para-
mètres

ξ = (ξi)1≤i≤p ∈ (R∗+)p, ζ = (ζi)1≤i≤q ∈ (R∗+)q et R > 0

suivante
ΦM
R (t, y) =

∞∑
k=0

(ζ.y)k
k! MkD

kφR(ξ.t) (2.10)

où ξ.t =
p∑
i=1

ξiti, ζ.y =
q∑
i=1

ζiyi ; cette série formelle est bien définie pour

t ∈ |UR| où |UR| = {x ∈ Rp; ξ|x| < R}

L’espace de Banach associé à la série formelle ΦM
R sera noté CM

R (ΩR) avec
ΩR = UR × Ω

i.e. CM
R (ΩR) = {u ∈ C0,∞(ΩR);∃c ≥ 0 : u� cΦM

R }

Notons que

(ζ.y)k
k! =

∑
δ∈Nq
|δ|=k

ζδyδ

δ! binôme de Newton généralisé (2.11)

D’après 2.7 et (2.11) on peut redéfinir les éléments de CM
R (ΩR) comme

suit

u ∈ CM
R (ΩR)⇔ ∀δ ∈ Nq,∀x ∈ U , sup

Ω
|Dδ

y(x, y)| ≤ ‖u‖ζδM|δ|D|δ|φR(ξ.t)
(2.12)

Remarque 2.6. On obtient ΦM
R en faisant un développement de Taylor de la

fonction y → φR(ξ.t+ ζ.y) ensuite en lui appliquant l’opérateur C suivant

C

( ∞∑
k=0

akX
k

)
=
∞∑
k=0

akMkX
k

Indiquons maintenant les relations entre C0,M et CM
R

Lemme 2.3. Pour 0 < R′ < R on a

CM
R (ΩR) ⊂ C0,M(ΩR′)
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Démonstration. Soit u ∈ CM
R (ΩR) d’après (2.12), on a

sup
Ω
|Dδ

y(x, y)| ≤ ‖u‖ζδM|δ|D|δ|φR(ξ.t)

≤ c|δ|+1M|δ|D
|δ|φR(ξ.t)

où c = max(‖u‖, max
1≤i≤q

{ξi}).
d’après l’analycité de la fonctions φR sur ] − R,R[ , si 0 < R′ < R il existe
une constante c1 ≥ telle que

|DkφR(s)| ≤ ck+1
1 k! pour |s| ≤ R′

on substitue ceci dans l’inégalité précédente on obtient

sup
Ω
|Dδ

y(x, y)| ≤ (cc1)|δ|+1|δ|!M|δ| pour x ∈ UR′

c’est-à-dire u ∈ C0,M(ΩR′)

Pour établir l’inclusion inverse, on utilise la version Carleman du lemme
1.1 et une série formelle ΘM

R définie par :

ΘM
R (t) =

∞∑
k=0

tk

Rk
Mk (2.13)

Lemme 2.4. Pour tout η > 1, il existe une constante c = c(η) > 0 telle que

ΘM
ηR(ζ.y)� cΦM

R (t, y)

Démonstration. On commence par établir l’inégalité suivante

ΘM
ηR(ζ.y)� c

∞∑
k=0

(ζ.y)k
k! MkD

kφR(0)

Notons que
DkφR(0) = K−1 k!

Rk(k + 1)2

donc l’inégalité devient chercher c telle que

c ≥ K(k + 1)2

ηk

qui est vérifié pour
c(η) = sup

n∈N
K

(n+ 1)2

ηn
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d’où

ΘM
ηR(ζ.y)� cΦM

R (0, y)� cΦM
R (t, y)

ce qui achève la démonstration.

Lemme 2.5. Si cηR ≤ min
1≤i≤p

ζi ; Alors

C0,M(ΩR) ⊂ CM
R (ΩR)

où c est la constante du lemme 2.4

Démonstration. Soit u ∈ C0,M(ΩR), c’est-à-dire pour tout x ∈ UR
sup

Ω
|Dδ

y(x, y)| ≤ c|δ|+1|δ|!M|δ|

≤ c
ζδ

(ηR)|δ| |δ|!M|δ|

ce qui signifie que ∀x ∈ UR, u(x, y)� cΘM
ηR(ζ.y)

et d’après le lemme précédente on a pour tout x ∈ UR
u(x, y)� cΘM

ηR � cΦM
R (t, y)

On aura besoin de quelques propriétés de l’espace CM
R qu’on va étudier.

Pour toute série formelle

φ =
∞∑
k=0

akX
k

on pose

[φ] = φ− φ(0) =
∞∑
k=1

akX
k et φM =

∞∑
k=0

akMkX
k

On a alors

Lemme 2.6. Soit φ =
∞∑
k=0

akX
k une série formelle � 0 telle que φ2 � φ.

on a

(φM)2 � φM (2.14)

[φM ]n � Mn
1

Mn

[φM ] pour tout n ≥ 1 (2.15)
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Démonstration. de (2.14)
d’après le produit de Cauchy il s’agit de vérifier que

k∑
i=0

aiak−iMiMk−i ≤ akMk

d’après 2.1 la suite (Mn) vérifie MiMk−i ≤Mk donc ça revient à prouver

k∑
i=0

aiak−i ≤ ak

ce qui est vérifié d’après l’hypothèse (φ2 � φ)

Démonstration. de ( 2.15) On a

[φM ]n =
∞∑
k=n

Xk(
∑

α∈(N∗)n
|α|=k

aαMα) où aα =
n∏
i=1

aαi ,Mα =
n∏
i=1

Mαi

d’après le lemme 2.2

Mα =
n∏
i=1

Mαi ≤
Mn

1
Mn

Mk telle que k =
n∑
i=1

αi

reste à vérifier que
∑

α∈(N∗)n
|α|=k

aα ≤ ak

ce qui est vraie, en effet [φ] � φ d’où [φ]2 � φ2 ce qui prouve que
[φ]2 � [φ] d’où [φ]n � [φ] ce qui prouve bien l’inégalité voulue

Comme étant donné pour tout t ∈ |UR| φ2
R(ξ.t + ζ.y) � φR(ξ.t + ζ.y),

on peut appliquer le lemme précédent à la série formelle ΦM
R

Grâce à la propriété (2.15), qui peut majorer la composée de deux fonc-
tions de classe de Carlaman. On a donc :

Corollaire 2.1. Les espaces CM
R (ΩR) sont des algèbres de Banach.

Démonstration. La démonstration est un résultat direct des propositions 0.1,
2.1 et de l’inégalité (2.14)
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Corollaire 2.2. Pour 0 ≤ cM1 < R′, on a

ΘM
R′ ◦ [cΦM

R ]� max(K, cM1

R′ − cM1
)ΦM

R

Démonstration. D’après (2.15) du lemme 2.6 on a

ΘM
R′ ◦ [cΦM

R ] = 1 +
∞∑
n=1

cn

R′n
Mn[ΦM

R ]n � 1 +
∞∑
n=1

(cM1)n
R′n

[ΦM
R ]

� 1 + cM1

R′ − cM1
[ΦM

R ]

� max(K, cM1

R′ − cM1
)ΦM

R

car
1 = KφR(0)� KφR(ξ.t) = KΦM

R (t, 0)
ce qui termine la démonstration.

Théorème 2.3. [13]
Soit M = (Mn)n∈N une suite logarithmiquement convexe, I un voisinage de 0
dans R, alors il existe une fonction ν(x) ∈ CM(I) telle que |ν(k)(0)| ≥ k!Mk

pour k ∈ N

Démonstration. Voir le théorème 1 dans [13] ou bien la proposition 3.1.2
dans [12]

Corollaire 2.3. Il exist une fonction g ∈ C0,M(ΩR) telle que
|Dδ

yg(0, 0)| ≥ δ!Mδ1Mδ2 · · ·Mδq ,∀δ ∈ Nq.

Démonstration. Pour I convenablement choisit
Considérons g(x, y) = ν(y1)ν(y2) · · · ν(yq), on a bien g ∈ C0,M(ΩR) en effet
∀x ∈ UR on a

sup
Ω
|Dδ

yg(x, y)| = sup
Ω
|ν(δ1)(y1)ν(δ2)(y2) · · · ν(δq)(yq)|

≤
(
cδ1+1δ1!Mδ1

) (
cδ2+1δ2!Mδ2

)
· · ·

(
cδq+1δq!Mδq

)
≤ c|δ|+qδ!M|δ|
≤ (max(cq, c))|δ|+1δ!M|δ|

et

|Dδ
yg(0, 0)| = |ν(δ1)(0)ν(δ2)(0) · · · ν(δq)(0)| ≥ δ!Mδ1Mδ2 · · ·Mδq ,∀δ ∈ Nq
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Proposition 2.2. [13]
L’espace C0,M(ΩR) est stable par dérivation par rapport à la deuxième va-
riable y si et seulement si l’hypothèse (2.2) est vérifiée

Démonstration. Supposons que sup
k

(
Mk+1

Mk

) 1
k

n’est pas borné.
On choisit une fonction g comme dans 2.3, alors la stabilité de l’espace
C0,M(ΩR) par dérivation par rapport à la deuxième variable y implique qu’il
existe une constante c > 0 telle que ∀δ, δ′ ∈ Nq avec δ = (δ′1, · · · , δ′i+1, · · · , δ′q)
où i arbitraire, on a

|Dδ
yg(x, y)|
δ′!M|δ′|

≤ c|δ
′|+1 (2.16)

d’autre part, d’après le corollaire 2.3 on a |Dδ
yg(0, 0)| ≥ δ!Mδ1Mδ2 · · ·Mδq ,∀δ ∈ Nq

d’où

|Dδ
yg(0, 0)|
δ′!M|δ′|

≥
δ!Mδ1Mδ2 · · ·Mδq

δ′!M|δ′|
(2.17)

En particulier pour δ′ = (0, · · · , δ′i, · · · , 0) et δ = (0, · · · , δ′i + 1, · · · , 0)
alors (2.16) devient

|Dδ′i+1
yi g(x, y)|
δ′i!Mδ′i

≤ cδ
′
i+1

et (2.17) devient

|Dδ′i+1
yi g(0, 0)|
δ′i!Mδ′i

≥ δ!M0 · · ·Mδi · · ·M0

δ′i!Mδ′i

≥ δi!Mδi

δ′i!Mδ′i

= (δ′i + 1)
Mδ′i+1

Mδ′i

D’où

sup
δ′i

 |Dδ′i+1
yi g(0, 0)|
δ′i!Mδ′i


1
δ′
i

≥ sup
δ′i

(δ′i + 1)
1
δ′
i

(
Mδ′i+1

Mδ′i

) 1
δ′
i


mais sup

δ′i

(
Mδ′i+1

Mδ′i

) 1
δ′
i est non borné par hypothèse et lim

δ′i→∞
(δ′i + 1)

1
δ′
i = 1

d’où sup
δ′i

 |Dδ′i+1
yi g(0, 0)|
δ′i!Mδ′i


1
δ′
i

est non borné, contradiction avec (2.16)
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Inversement ; On va établir la démonstration inverse pour une dérivation
d’ordre un seulement par rapport à yi où i arbitraire ; toute généralisation à
d’autre ordres de dérivation est évidente

si (2.2) est satisfaite et f ∈ C0,M(Ω) donc ∃c > 0 tel que
∀δ, δ′ ∈ Nq tel que δ = (δ′1, · · · , δ′i + 1, · · · , δ′q) on a

sup
Ω
|Dδ

yf(x, y)| ≤ c
|δ|+1
1 δ!M|δ|

≤ c
|δ|+1
1 c

|δ′|
2 δiδ

′!M|δ′|
≤ c

|δ′|+2
1 c

|δ′|
2 c

|δ′|+1
3 δ′!M|δ′|

≤ c|δ
′|+1δ′!M|δ′|

Notons que
δi ≤ |δ| ≤ e|δ| ≤ c

|δ′|+1
3

M|δ|
M|δ′|

≤ c
|δ′|
2

c
|δ′|+2
1 c

|δ′|
2 c

|δ′|+1
3 ≤ c

|δ′|+1
1 c1c

|δ′|
2 c

|δ′|+1
3 ≤ c

|δ′|+1
1 (max(c1; c2))|δ

′|+1 c
|δ′|+1
3

donc on prend
c = c1c3 (max(c1; c2))

Indiquons maintenant comment opèrent les dérivations dans les algèbres
CM
R

Proposition 2.3. Pour tout (γ, δ) ∈ B tel que (2.4), il existe une constante
c′γ,δ ≥ 0 telle que Dγ

xD
δ
y : CM

R → CM
R soit linéaire, continue de norme

≤ c′γ,δξ
γζδR−|γ|−|δ|

Démonstration. Soit u ∈ CM
R , on a d’après(2.9)

Dγ
xD

δ
yu� ‖u‖D

γ
tD

δ
yΦM

R (t, y)
D’où

Dγ
xD

δ
yu� ‖u‖ξγζδ

∑
k=|δ|

(ζ.y)k−|δ|
(k − |δ|)!MkD

|γ|DkφR(ξ.t)

le développement de Taylor de DkφR(ξ.t) au voisinage de zéro est

DkφR(ξ.t) =
∞∑
l=0

(ξ.t)l
l! Dk+lφR(0)
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comme |γ| < 0 donc l’opérateur D|γ| devient une intégration et on a

D|γ|DkφR(ξ.t) =
∞∑
l=0

(ξ.t)l−|γ|
(l − |γ|)!D

k+lφR(0)

d’où

Dγ
xD

δ
yu� ‖u‖ξγζδ

∑
k=|δ|

∞∑
l=0

(ζ.y)k−|δ|
(k − |δ|)!Mk

(ξ.t)l−|γ|
(l − |γ|)!D

k+lφR(0)

en effectuant un changement d’indice tel que k = j + |δ| et l − |γ| = m

Dγ
xD

δ
yu� ‖u‖ξγζδ

∞∑
j=o

∞∑
m=−|γ|

(ζ.y)j
j! Mj+|δ|

(ξ.t)m
m! Dj+m+|γ|+|δ|φR(0)

et on revient à notre notation, d’où

Dγ
xD

δ
yu� ‖u‖ξγζδ

∞∑
k=o

∞∑
l=−|γ|

(ζ.y)k
k! Mk+δ

(ξ.t)l
l! Dk+l+|γ|+|δ|φR(0)

� ‖u‖ξγζδR−|γ|−|δ|
∞∑
k=o

∞∑
l=−|γ|

(ζ.y)k
k! Mk+δ

(ξ.t)l
l!

K−1(k + l + |γ|+ |δ|)!
Rk+l(k + l + |γ|+ |δ|+ 1)2

notons que
Dk+lφR(0) = K−1(k + l)!

Rk+l(k + l + 1)2

après un développement analogue de ΦM
R on a

ΦM
R (t, y) =

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(ζ.y)k
k! Mk

(ξ.t)l
l!

K−1(k + l)!
Rk+l(k + l + 1)2

et la démonstration revient à chercher l’existence d’une constante c′γ,δ telle
que

Mk+|δ|
(k + l + |γ|+ |δ|)!

(k + l + |γ|+ |δ|+ 1)2 ≤ c′γ,δMk
(k + l)!

(k + l + 1)2 ∀k ≥ 0,∀l ≥ −|γ|

si |γ|+ |δ| ≤ 0 alors la fonction

(k + l + |γ|+ |δ|)!
(k + l)!

(k + l + 1)2

(k + l + |γ|+ |δ|+ 1)2
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est décroissante par rapport à l et atteint son maximum pour l = −|γ| ;il
suffit de vérifier

Mk+|δ|
(k + |δ|)!

(k + |δ|+ 1)2 ≤ c′γ,δMk
(k − |γ|)!

(k − |γ|+ 1)2 ∀k ≥ 0

c’est-à-dire

Mk+|δ|

Mk

(k + |δ|)!
(k − |γ|)!

(k − |γ|+ 1)2

(k + |δ|+ 1)2 ≤ c′γ,δ ∀k ≥ 0

D’après l’hypothèse (2.4) du théorème 2.2 alors ∃cγ,δ ≥ 0 tel que ∀k ≥ 0
on a

Mk+|δ|

Mk

(k + |δ|)!
(k − |γ|)! ≤ cγ,δ

d’autre part(
k − |γ|+ 1
k + |δ|+ 1

)2

≤ c′′γ,δ ∀k ≥ 0 pour c′′γ,δ =
(
−|γ|+ 1
|δ|+ 1

)2

et la démonstration sera terminé en prenant c′γ,δ = cγ,δc
′′
γ,δ

Lemme 2.7. Soit f une fonction : (x, y, z) → f(x, y, z) de classe C0,M au
voisinage de l’origine de Rp×Rq+r alors il existe des fonctions Gσ avec σ ∈ B
telles que : (x, y, z, z′) → Gσ(x, y, z, z′) est de classe C0,M au voisinage de
l’origine de Rp×Rq+2r et telle que pour (x, y, z, z′) assez petit dans Rp×Rq+2r

on a
f(x, y, z) = f(x, y, z′) +

∑
σ∈B

Gσ(x, y, z, z′)(zσ − z′σ)

Démonstration. Pour simplifier l’écriture on introduit la nouvelle variable
zi ∈ Rr avec 0 ≤ i ≤ r tel que z0 = z, zi = (z′1, · · · , z′i, zi+1, · · · , zr) et zr = z′

Rappelons que r = Card(B). D’après la formule de Taylor-Lagrange et
pour un i arbitraire il existe ξi+1 strictement compris entre zi+1 et z′i+1 où
zi+1
ξ = (z′1, · · · , z′i, ξi+1, zi+2, · · · , zr) tel que

f(x, y, zi)− f(x, y, zi+1) = ∂f(x, y, zi+1)
∂zi+1

(zi+1 − z′i+1) + 1
2!
∂2f(x, y, zi+1

ξ )
∂z2

i+1
(zi+1 − z′i+1)2

=
(
∂f(x, y, zi+1)

∂zi+1
+ 1

2!
∂2f(x, y, zi+1

ξ )
∂z2

i+1
(zi+1 − z′i+1)

)
(zi+1 − z′i+1)
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alors

f(x, y, z)− f(x, y, z′) =
r−1∑
i=0

f(x, y, zi)− f(x, y, zi+1)

=
r−1∑
i=0

(
∂f(x, y, zi+1)

∂zi+1
+ 1

2!
∂2f(x, y, zi+1

ξ )
∂z2

i+1
(zi+1 − z′i+1)

)
(zi+1 − z′i+1)

=
r−1∑
i=0

Gi(x, y, z, z′)(zi+1 − z′i+1)

le fait queGi(x, y, z, z′) est de classe C0,M au voisinage de l’origine de Rp×Rq+2r

est une conséquence directe de la proposition 2.2

2.4 Démonstration du théoreme 2.2
On fixe les valeurs des paramètres ξ ∈ (R∗+)p et ζ ∈ (R∗+)q selon les besoins

rencontrés.
On écrit d’après le lemme 2.7

f(x, y, z)− f(x, y, z′) =
∑
σ∈B

Gσ(x, y, z, z′)(zσ − z′σ) (2.18)

les fonctions Gσ sont de classe C0,M au voisinage de l’origine de Rp×Rq+2r

Il existe un voisinage ouvert Ω de l’origine de Rq et des nombres h0 > 0,
h1 > 0 tels que les fonctions f et Gσ soient définies dans l’ouvert

D := {(x, y, z, z′) ∈ Rp × Rq+2r; ξ.|x| < h0, y ∈ Ω, |zσ| < h1, |z′σ| < h1}

étant donné η > 1 il existe des constantes c > 0, R > 0, R′ > 0 telles que
pour tout (x, y, z, z′) ∈ D et pour tout δ ∈ Nq, ε, ε′ ∈ Nr :

|Dδ
yD

ε
zf(x, y, z)| ≤ c

ζδδ!Mδ

(ηR)|δ|
ε!Mε

R′|ε|

|Dδ
yD

ε
zD

ε′

z′Gσ(x, y, z, z′)| ≤ c
ζδδ!Mδ

(ηR)|δ|
ε!Mε

R′|ε|
ε′!Mε′

R′|ε′|

ceci signifie que pour tout x vérifiant ξ.|x| < h0 :

f(x, y, z)� cΘM
ηR(ζ.y)

∏
σ∈B

ΘM
R′(zσ)
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Gσ(x, y, z, z′)� cΘM
ηR(ζ.y)

∏
ν∈B

ΘM
R′(zν)ΘM

R′(z′ν)

D’après le lemme 2.4 on a :
Il existe un R0 > 0 tel que pour tout R ∈]0, R0] on ait

f(x, y, z)� cΦM
R (t, y)

∏
σ∈B

ΘM
R′(zσ)

Gσ(x, y, z, z′)� cΦM
R (t, y)

∏
ν∈B

ΘM
R′(zν)ΘM

R′(z′ν)
(2.19)

On a alors :

Proposition 2.4. Il existe a0 > 0 tel que, pour tout a ≥ a0 et tout R ∈]0, R0]
suffisamment petit, l’application

T : u→ f(x, y,DBu(x, y))

est une contraction stricte dans la boule fermée B′(0; a) de l’algèbre de Ba-
nach CM

R (ΩR)

Démonstration. Soit u ∈ B′(0; a) ⊂ CM
R (ΩR), 0 < R ≤ R0, on |γ| + |δ| < 0

pour tout (γ, δ) ∈ B,
Alors la proposition 2.3 montre qu’il existe une fonction ε :]0, R0] → R+

telle que
lim
R→0

ε(R) = 0

et
zσ = Dγ

xD
δ
yu� aε(R)ΦM

R (t, y),∀σ = (γ, δ) ∈ B

d’où

sup
Ω
|Dγ

xD
δ
yu(x, y)| ≤ aε(R)φR(ξ.|x|) pour ξ.|x| < R

comme φR(ξ.|x|) ≤ φR(R) = φ1(1) d’où l’existence d’une constante c1 > 0
pour laquelle la condition

aε(R) ≤ c1 (2.20)

affirme que les fonctions f(x, y,DBu(x, y)), Gσ(x, y,DBu(x, y), DBu′(x, y))
soient bien définies dans ΩR lorsque u, u′ ∈ B′(0; a).

d’après (2.20), le corollaire 2.2 et en choisissant convenablement R, on a :

ΘM
R′ ◦ [aε(R)ΦM

R ]� KΦM
R

finalement grâce à (2.19) on en déduit que
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Tu = f(x, y,DBu)� c2ΦM
R (t, y)

ce qui prouve que T (B′(0; a)) ⊂ B′(0; a) si

c2 ≤ a (2.21)

De plus, si u, u′ ∈ B′(0; a), on a

zν − z′ν = Dγ
xD

δ
y(u− u′)� ‖u− u′‖ε(R)ΦM

R (t, y), ν = (γ, δ) ∈ B

d’où
Tu− Tu′ � c3ε(R)‖u− u′‖ΦM

R (t, y)

donc T est une contraction stricte si c3ε(R) < 1.
pour que T : B′(0; a)→ B′(0; a) soit une contraction stricte, il suffit que

aε(R) ≤ c1, c2 ≤ a, c3ε(R) < 1

comme on peut prendre R suffisamment petit pour satisfaire la première
et la troisième inégalité la démonstration sera terminée en prenant a0 = c2

La proposition 2.4, le corollaire 2.1 et le théorème de point fixe de Banach
0.3 prouve l’existence mais dans l’espace CM

R ! pour le reste merci lemme 2.3.
Pour l’unicité, on raisonne comme suit :
I Soit u, u′ deux fonctions de classe C0,M au voisinage de l’origine de

Rp ×Rq telles que u = f(x, y,DBu), u′ = f(x, y,DBu′), alors il existe
un voisinage ouvert O ⊂ Ω de l’origine de Rq et un nombre R1 ∈]0, R0]
tels que u, u′ ∈ CM

R1(OR1).

I Donc pour tout R ∈]0, R1] on a u, u′ ∈ CM
R (OR), et si on note ‖ · ‖R

la norme de l’espace CM
R (OR) alors :

‖u‖R ≤ ‖u‖R1 , ‖u′‖R ≤ ‖u′‖R1

I On choisit alors a ≥ max(a0, ‖u‖R1 , ‖u′‖R1),et R ∈]0, R1] suffisam-
ment petit pour que T soit une contraction stricte dans la boule fermée
B′(0; a) ⊂ CM

R (OR)
I Finalement T a deux point fixes u et u′ ce qui prouve l’égalité dans
OR′ �
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2.5 Conclusion
La proposition 2.2 nous montre que l’hypothèse (2.2) est une hypothèse

naturelle et ne porte aucune restriction.
Dans ce travail on a généralisé les résultats obtenus dans [16] dans un espace
de type Carleman associe a une suite numérique vérifiant certaines hypo-
thèses, et on a donné une formule qui nous spécifie les ordres de dérivation
qui peuvent être traité avec ce formalisme chaque fois quand on détermine
la forme explicite de la suite (Mn)n∈N.
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