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Résumé

Dans ce mémoire on s’intéresse a un résultat d’éxistence et d’unicité pour
le probleme de Goursat non-linéaire dans un espace de Carleman, on trans-
forme le probleme integro-différentiel a un probleme de point fixe dans une al-
gebre de Banach définie par le formalisme de certaine série formelle construite
a partir d’une suite logarithmiquement convexe a croissance controlée.

Mots clés : Probleme de Goursat, Point fixe, Algebre de Banach, série
formelle, espace de Carleman.

Abstract

In this dissertation, we are interested in an existence and uniqueness result
of the non-linear Goursat problem in a Carleman space, whereby we have
transformed the integrodifferential equation into a fixed point problem in a
Banach Algebra defined by using the formalism of some formal power serie
constructed by a logarithmically convex sequence with a controllable increase.

Keywords : Goursat problem, fixed point, Banach algebra, formal power
serie, Carleman space.
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Notation

Soient o, f € Z", x,y € C" ou R"

e C{z} Talgebre des séries convergentes.

o C|[z]] Talgebre des séries formelles a coefficients dans C.
e || | : norme
o™ 9%
o D= ...
0x] Oxon
e o= (ayq, - ,qay,) tel que a; € Z, pour tout i =0...n
o lof=a1+ - +a,
o al=oy! -,

atpf= (a1 £0, ,a,E06,) tel que ay, f; € Z pour tout t =0...n

o o # [ signifie (3,0 <i<n:a; # ;)

a < f signifie a; < f; pour tout 1 =0...n
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles intéressent les mathématiciens des
I'invention du calcul différentiel pendant XVII-ieme siecle, surtout pour leurs
utilitées dans les autres disciplines notamment la physique classique comme
I’équation d’Euler-Lagrange, la physique quantique comme I’équation de Schro-
dinger, la thermodynamiques commes les équations de Maxwell ...etc. On
trouve pas mal d’idées et techniques pour étudier l'existence, I'unicité, la
stabilité et la controlabilité de différents types des EDPs; dans ce mémoire
on s’'intéresse a ’existence et I'unicité d’une solution de classe Carleman pour
un probleme de Goursat non-linéaire en utilisant une technique développée
a partir des travaux de Cauchy(1789-1857) sur les solutions analytiques des
EDPs non linéaires qui consiste a injecter une série formelle dans I'équa-
tion et tirer des formules récursives sur les coefficients du développement
pour qu’elle soit une solution, ainsi faire les estimations nécessaires sur ces
coefficients pour que la série converge, une estimation qui se base sur le pre-
mier mémoire de Cauchy (Mémoire sur le calcul intégral). ce dernier a traité
le cas d’une equation quasi-linéaire, un systeme d’équations quasi-linéaires,
une equation semi-linéaire de premier ordre, un systeme d’équations semi-
linéaires puis une equation semi-linéaire d’ordre quelconque de la forme

D?’Lu — f(xl, tt 7:1:717 t? (‘D:C;Dgu)(avﬁ)eA)
DkU\t:o = Up (1, -+ ,2,) pour 0 <k <m —1

Ou f, uo, sont des fonctions analytiques et A est une partie finie de I’ensemble
{(o,8) e N" X N; |a| + B < m, (o, B) # (0,m)}

Par suite cette idée a attiré l'attention de beaucoup de mathématiciens
notamment Sofia Kowalewsky(1850-1891) qui a généralisé les anciens résul-
tats a un systeme d’équations analytique semi-linéaires, ce résultat est connu
sous le nom "Théoreme de Cauchy-Kowalewsky" un théoreme qui fut simpli-
fié et étendu par Goursat au probleme de Cauchy généralisé ou les conditions
initiales sont prises dans une surface caractéristique, appellé par suite pro-
bleme de Goursat ou probleme de Cauchy généralisé ayant la forme suivante
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{ D.Dyu = f(t,z,u, Dyu, Dyu, D*u, D*u)
w(0,2) = ¢(z),u(t,0) =1, ¢(0) = ¥(0)

ou f, ¢, sont des fonctions holomorphes.

Notons que le probleme de Goursat porte des restrictions sur 'ordre de dé-
rivation ce qui a été amélioré par Lednev dans un systeme d’équations, qui
généralise bien le théoreme de Kowalewsky, connu sous le nom "Théoréme de
Cauchy-Kowalewsky-Lednev" qui a été démontré d’une maniere plus élégante
par Garding, avant d’étre généralisé par Persson dans I'espace des fonctions
partiellement analytiques, c’est-a-dire analytiques en certaines variables et
de classe de Gevrey-d par rapport a d’autres variables,une dizaine d’années
apres Claude Wagschal avec une nouvelle méthode a simplifié la démons-
tration des résultats analogues a ceux de Garding et de Persson pour une
seule equation (probleme de Goursat holomorphe,partiellement holomorphes,
Gevrey-continue et Gevrey-holomorphes), une méthode constitue des idées
fabuleuses, et qui sera traitée au cas holomorphe dans le premier chapitre de
ce mémoire; en ce dernier cas elle consiste a transformer le probleme diffé-
rentiel & un probleme de point fixe dans un espace de Banach qui sera défini
par le formalisme des fonctions majorantes ¢ de Cauchy telle que ¢? < ¢, les
espaces de Banach associés a de telles fonctions majorantes sont des algebre
de Banach ou il est facile de majorer la multiplication de deux fonctions;
suivant la méme technique mais cette fois-ci en utilisant le formalisme des
série formelle, Wagschal démontre les autres cas. Dans le deuxiéme chapitre
nous allons au dela de ces résultats et montrons un théoréme d’existence et
d’unicité pour le probleme de Goursat dans un espace de Carleman associé
a une suite arbitraire (M, ),en Vvérifiant certaines hypotheses, un tel espace
contient les espaces des fonctions holomorphes et Gevrey pour des cas parti-
culiers de la suite (M,,)nen, un théoreme qui généralise les anciens résultats,
en se basant sur la technique de Wagschal et sur les propriétés des suites lo-
garithmiquement convexe inspiré de la théorie des fonctions quasi-analytique
notamment les travaux de Carleman, Denjoy, S.Mandelbrojt..., ou on choisit
la série formelle convenable ainsi que les hypotheéses nécessaires.
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Préliminaires

“Je ne comprends pas qu’on me comprenne pas les mathéma-
tiques.”
— Jules Henri Poincaré

Définition 0.1. [11]
On appelle Algebre tout C-espace vectoriel A muni d’'une multiplication
vérifiant :

L x(yz) = (zy)z
2. (x+y)z=wz+yz, x(y+2) =2y + a2
3. alzy) = (ax)y = z(ay)
pour tout x,y et z dans ’espace vectoriel A et tout scalaire «

Si de plus A est un espace de Banach pour une norme vérifiant
A eyl < l=lllyll - (Vo,y € A)
on dit que A est une Algebre de Banach

Définition 0.2. [2](Fonction homogene)
Soit f: (R*)" - R, ke R
On dit que f est positivement homogene de degré k£ si :

vt € R*, f(tz) = t"f(x) pour tout x € (R*)"

Si f est différentiable en tout point, elle est positivement homogene de degré
k si et seulement si elle satisfait I'identité d’Euler :

)= 1 3wt

7



Chapitre 0. Préliminaires

Théoréme 0.3. [1/(Théoréme de Point fize de Banach)
Soit (E,d) un espace métrique complet, A une sous ensemble fermé de E,
f: A — E une application telle que f(A) C A et

d(f(u), f(v)) < 1d(u,v) Yu,ve A

avec 0 <71 <1
alors, f admet un point fixe unique.

Lemme 0.1. [9] (Taylor)

Soit f une fonction de (x,y) holomorphe au voisinage de l'origine de
vérifiant f(0,0) = 0, il existe une fonction G : (v,y,z) — G(z,y,z) holo-
morphe dans un voisinage de l'origine de C***™ vérifiant G(0,0,0) = 0, telle

Cn+m

que pour (z,y, z) assez petit dans C" ™ :

" 0f(0,0 U

fey) = )+ 3 2000 S Gy - =)

=1 9Y; j=1
par suite, il existe une fonction F : (z,y) — F(x, ) holomorphe dans un
voisinage de lorigine de C"™ vemﬁant F(0,0) = 0, telle que pour (x,y)
assez petit dans C"™™ :

fla,y) = Z )yﬁZchyy
: ] 1

Démonstration. Posons f(x,y) = f(x,y — 2+ 2) = f(z,h+ 2) = H(x, h, 2)
Soit H,, la partie homogene de degré n de H par rapport a h. Ona donc
H(z, h,z)=>_ H,(z,h,z)

n>0
D’apres la formule d’Euler pour les fonctions homogenes, on a

" OH,(z,h,2)

H,(xz,h,z)=
1 ahj

J:

" OH,(x, h,z

Z (gh, )hj+H0($,h, Z)
J

H(z,h,2) = Z
comme Hy(z,h,z) = H(x,0,z) = f(z,2). alors

H(z, h,z)=+H(z,0,2) ) ( Zl@]-lnémh,h,z)
J

=1 n>1

)h;j



Chapitre 0. Préliminaires

10H,(x,h,z)
Not h,z)= g T =
otons g(x, h, z) 25 o,

avec G(z, h, z) = g(x,h,z) — g(0,0,0), donc

9(0,0,0) + G(z, h, 2)

1 9H,(0,0,0)  9H,(0,0,0)

0,0,0) = — =
9(0,0,0) nZZ:ln oh, oh,
On a alors
" 0H.(0,0,0 UL 1 0H,(z,h,
H(wh2) = Hi,0,2) + 3 000, s LA LE)), )
j=1 oh; j=1 n>2 " oh;
en outre
Of(x,y) OH(x,h,z) 3 OH,(x,h,z) OH\(x,h,z) Ly OH,(z,h,z)
dy; Oh; 1 Ohy Oh; s Ohy
par conséquent
OH\(x,h,z)  Of(x,y) O0H,(z,h,z)
Oh; dy; n>2 h;
H
On a alors 9H(0,0,0) = (9f(0,0)‘ d’apres (1)) on a
Oh; Iy,
= Of(0 1 8H (x,h,z)
flz,y) = f(z,2) + —(y; — %4
( ay] J = 17;2 n j ( J ])
H,(z,h,
Posons G(z,y,2) = Y w
n>2 ahj
G est holomorphe dans un voisinage de l'origine de C"™™, et vérifie
G(0,0,0) = 0.
Par suite, en prenant z = 0 dans I’équation , on a
T of 10H,(x, h,z
o) = f(a0)+ 3 0y 4§ 5 0T,
7=1 Jj= 1n>2 J
H,(x,h
Posons F(z,y) =) w
n>2 ah]
F est holomorphe dans un voisinage de 'origine de C**™ et vérifie F'(0,0) = 0
]



Chapitre 0. Préliminaires

Théoréme 0.4. [//(Pringsheim)
Une fonction f € C™ est analytique dans un ouvert Q) si et seulement si pour
tout compact K C €1, il existe une constante ¢ > 0 telle que

sup 1™ (z)] < !, VneN.

Théoréme 0.5. [0/(Inégalité de Cauchy)
Soit A C R" un polydisque de centre a et de rayon r, f une fonction analy-
tiqgue sur A, alors pour toute o € N on a

|
D° f(a)] < sup | f(2)]| =
A T

Théoréme 0.6. [6](principe de prolongement analytique)
Soient f et g deux fonctions holomorphes dans un ouvert connexe ), U C €}
un ouvert non vide, alors

f=gsurU= f=g surf

Définition 0.7. [106]

Soient u = Z ux”, ¢ = Z d,x% deux séries formelles a n variables
aeN? aeN"
(x1,-++ ,x,) telles que u, € C, &, € R,. on note u < P la relation

(Va € N |u,| < ®,).
Si @ est une série convergente, auquel cas on dit que ® est une fonction
majorante.

Proposition 0.1. [14]
Soit u,v,U,V € Cl[z]]. Alors

uLUNAN LKV = u+ovU+V (2)
uLUNvV =  woUV (3)



Probleme de Goursat holomorphe

“Il n’existe pas d’idée franchement mauvaise, ce qui est franche-
ment mauvais, c’est de ne pas avoir d’idée du tout.”
— George Polya

1.1 Hypotheses et Résultats

L’espace des fonctions analytiques est un espace riche de propriétés qui
viennent de la nature exceptionnelle de ces fonctions, dans ce chapitre on va
exploiter certains de ces propriétés comme la différentiabilité et la conver-
gence des séries de Taylor pour bénéficier du théoreme de point fixe de Ba-
nach. Telles propriétés nous permettre d’introduire une nouvelle algebre de
Banach a partir le premier espace (I’espace des fonctions analytiques), qui
n’est qu’'un espace de Fréchet, afin d’établir un résultat d’éxistence et d’uni-
cité qui peut étre généralisé dans d’autres espaces notament partiellement-
holomorphes, Gevery-continue,Gevrey-holomorphe et Garleman-continue.

On s’intéresse au probleme de Goursat non linéaire suivant au voisinage
de Torigine de C" suivant :

Du(z) = f(z, DBu(;L‘)) (L.1)
u = 0(z%) '

ol

B désigne une partie finie de I’ensemble

{B€Z" (8| < laf et B #a}
ou |f| = Zn:ﬁj quand 3 = (1, -+, Bn).

j=1



1.1. Hypotheses et Résultats Chapitre 1. Probleme de Goursat holomorphe

DBu = (DPu)gep, ol D;lu désigne la primitive de u par rapport a x;
qui s’annule avec x; ; la fonction f est une fonctions de z et de n’ = CardB
variables complexes notées (y3)aep.

La condition u = O(z®) signifie que u(z) = z%g(z), ou g est holomorphe
a Vorigine, ce qui implique que D” u(0) = 0 pour tout 5 € B; on supposera
donc f holomorphe au voisinage de l'origine de C**"'.

On pose
Ag = Dyﬁf((), 0), peB

et pour tout € = (&, - &) € (RL)" -

p&) = D |Asle"™ (1.2)
BEB
1Bl=la
Cette fonction introduite par Lednev, appelée fonction spectrale du pro-
bleme de Goursat, et elle est positivement homogene de degré nul.
en effet Vt € R,

o) = X 1470 = X [Agltoer - pemengioe

BeB BeB
18l=lal |Bl=lal

=y | Ag|tPl-lelgh—e

BeB
181=lal

= p(£)

Théoréme 1.1. [8](Lednev)
S7il existe & € (RL)"™ tel que p(§) < 1. le probléme de Goursat admet
une unique solution holomorphe au voisinage de l'origine de C".

Pour simplifier le travail on peut supposer o = 0 et f(0,0) =0
en effet, posons f(0,0) = c et v(x) = u(x) — ¢ on a alors

v = f(x, DPv+ DPc) — ¢ = g(x, D"v) (1.3)

ot g(z,y) = f(z,y + DPc) — c. dou g(0,0) = f(0,0) —c = 0 vu que
DP¢(0) = 0, pour tout § € B, ce qui vient de la définition des compo-
santes de 'opérateur D* pour tout a € B.

en fin
> 1Dy, 9(0,0)|€% = 3" |D,,(f(0,0) — (0))|¢° = Y |D,y, £(0,0)[¢°
& o i



1.2. Fonction Majorante Chapitre 1. Probleme de Goursat holomorphe

D’ou la fonction spectrale du probleme de Goursat ((1.3]) coincide avec celle
du probléme initial.
En résumé, il s’agit de prouver le théoréme de Lednev pour le probleme

u(@) = f(z, D%u())

ou (B fini)
BC{f ez |5 <0et f#0}.etf(0,0) =0

A cet effet, on va montrer que 'application
T :u— f(x, DPu(z))

est une contraction stricte dans un espace métrique complet ; cet espace mé-
trique complet va etre tout simplement une boule fermée dans une algebre de
Banach qui sera définie par I'intermédiaire de certains fonctions majorantes.

1.2 Fonction Majorante

On note Bg 'espace de Banach des fonctions holomorphes a 'origine de
C" suivant [15] :

By ={u e C{z};3c>0:u < cd}

pour la norme
|u|le = min{c > 0;u < cP}.

On utilisera la fonction majorante de Lax [7] :

o(t) = 2@51)2 te]— 1,1

dont voici une propriété essentielle

Proposition 1.1. [16/(Lax)
1l existe une constante K telle que

0*(t) < KO(t)
Démonstration. On a d’apres le produit de Cauchy
tn

PO ) T E S e

n=0




1.2. Fonction Majorante Chapitre 1. Probleme de Goursat holomorphe

On majore les coefficients de " dans 6*(t) :

i 1 <9 Z 1 1
]+1 Tl—j+1)2_ ogjgn/2<j+1)2<n_j+1)2

s 1 1
<2 (Z G+ 1)2) (0/2) + 17

> 1 (n+12 1
=2 (;) (j+1)2) (n+22(n+1)°

comme Z ) g
]

2
K> dm (n+1)
~ 3 (n+2)?
41
On prend par exemple K = 3

On utilise alors la fonction majorante suivante
t
or(t) = K‘IO(E), R>0

Proposition 1.2. [16]
Vk>1,VR>0ona:

Pr(t) < @r(t)
Démonstration. On a pour k = 2

K—lé)(i

Galt) = K20%(3) < K~ x KO( =)

R =

on itere les processus pour les autre ordres.

Ph(t) < P (t) < -+ < pg(t)

donc il nous suffit de prendre K tel que :

(1.4)

(1.5)

]

Etant donné un paramétre & = (&,---,&,) € (R%)". On note Bg(€)
I’espace vectoriel associé a la fonction majorante ¢ et définie comme suit :

Br(§) ={u e C{z}:3c > 0,u < cpr(&.x)}
avec

§x = Z i
i=0



1.2. Fonction Majorante Chapitre 1. Probleme de Goursat holomorphe

Proposition 1.3. [10]
Les espaces Br(&) muni de la norme

|lu]| = min{c > 0:u < cpr(&.x)}
sont des Algebres de Banach

Démonstration. Montrons d’abord que Bg(§) est complet.
Soient (u")nen € Br(€) une suite de Cauchy, alors

Ve > 0,3n € N tel que Vp,q € Navec p,g<nona: |[uf —ull]| <e
ce qu’est équivalent a
Va e N |ul —ul| < eppa
d’apres la complétude de C
Va € N |ul — us| < eppa

d’ou
Va € N, ua| < 2 — o] + 2] < (€ + )¢

Ce qui prouve que u" converge vers u dans Bg(§)
Pour montrer que Br(§) est une algebre, soit u,v € Bg(£) d’ou

u(z) < [lullpr(&.z) et v(z) < v]ler(§.2)
D’apres et la proposition on a

u(@)v(z) < Jullllv]ler(€-2)

Proposition 1.4. [10]

/

Soient u € Bg(&) et R® > 0 tels que ||ul| < R, alors la fonction =
appartient a l'espace Br(§) et
/

R —u

Il

R — |ull

< (K + ) er(€.2)

Démonstration. Si|jul| < R',onau(0) < ||luller(0) < R, car pr(0) = K~ < 1
/

¢a signifie avec la holomorphie de u que est bien définie et dérivable

R —u



1.2. Fonction Majorante Chapitre 1. Probleme de Goursat holomorphe

au voisinage de l'origine. En outre d’apres la proposition et le fait que

R/ . e u\" = ||u|| " n
R/—U_T;)(R’) <<7;]<R'> @R(§x>
<<1+i “;,“) ¢r(§.z)
n=1
< <K+ > <”ng> > ¢r(€.7)
n=1
b : Jul
o < (K ) e
et »
R _ € Br(§)

]

Evidemment, tout les fonctions de B r(&) sont holomorphes au voisinage
de l'origine, pour montrer 'inclusion inverse sachant que ¢ étant fixé et R
suffisamment petit, on utilisera :

Lemme 1.1. [16]
Pour tout n > 1, il existe une constante c(n) > 0 telle que

Nk
nkR—t

< ¢(n)er(t) pour tout R >0 et |t| <nR (1.6)

Démonstration. L’inégalité [1.6] équivalente &

e} tn

> (7)< % s

ce qui signifié

1 < ()K" 1
c
R =P Rt 1)y
qui est vérifié pour
1 2
c(n) = SUPK(n 1)
neN 77”

10



1.2. Fonction Majorante Chapitre 1. Probleme de Goursat holomorphe

Proposition 1.5. [10]
Si u est une fonction holomorphe et bornée dans le polydisque

A ={r e C" x| <nR}

alors
u < c(n)Mepg(§.x) ot M = sup |u(z)]
TEA
Démonstration. u étant holomorphe et bornée dans un voisinage de 'origine,
donc on a d’apres les inégalités de Cauchy

SCM
D*u(0)| < M———— ae N M =sup|u(x
IDu(0)] < M el sup ()
LDl
al (R)el
[ D*u(0)] ., S
= Z Tﬂf < Z M( R)Ia\x
a€Nn : aeNn ]
< M Z Lod 28 gl

! Jenn (nR)‘“ S (nR)on

»’lflfl o (xngn)an
< ( ) (Z <nR>%)

<

i=1 ’T]R gzxz

R
Considérons maintenant la fonction Rnf dont sa série de Taylor
nR —¢&.x

[e.9]

k
Z (%) converge dans le polydisque A. On a

aliers _ o Jaliens
R~ 5.l

£. x)
Z (77R kz:o 2|:1<; aEeNn
aeN?
| !

Or pour tout € N, on a —~ > 1.Ce que signifie

k
n 77R faxa (o'¢) (é-x) nR
— = < o) =
g Nk — &x; a%:?n (nR)lel ,;) nR nR—&.x
d’ou

nRk

M
B nkR—&.x

L c(n)Mpg(§.x) d’apres le lemme

11



1.3. Démonstration du théoreme Chapitre 1. Probleme de Goursat holomorphe

]

On conclu que toute fonction u holomorphe et bornée dans le polydisque
A appartient a 'espace Bg(€) et par suite

C{z} = U Bgr(&)

R>0

Lemme 1.2. [16]
Il existe une constante c; 2 > 0 telle que

D~ Fpp(t) < c12R*@r(t) pour tout R > 0 et tout k € N

Démonstration. D "¢g(t) étant la primitive de pg(t) qui s’annule avec t,
donc

1 n!
D~ k -1 tTH—k
enlt Z R (n+ k).
I'inégalité cherchée s’écrit :
1 1 ! 1
n < CI,QRk

(n+1)2R" (n +k)!

qui est équivalente a

Rn+k(n+k+ 1)2

(n+k+1)?2 nl
(n+1)2 (n+k)

<o

cette derniere fonction étant décroissante par rapport a n, il suffit de choisit

(k+1)?

C1,2 = sSup
k k!

1.3 Démonstration du théoréeme (1.1

Par hypothese il existe £ € (R7)" tel que

p(&) = D Asle” <15

BeB
|8]=0

ol le parametre £ est ainsi fixé.
Dans la suite 'algebre Br(§) sera notée simplement Bpg.
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1.3. Démonstration du théoreme Chapitre 1. Probleme de Goursat holomorphe

Proposition 1.6. [10]
Il existe des nombres Ry > 0 et a > 0 tels que, pour tout R €]0, Ry|, l'appli-
cation

T :u— f(x, DPu(z)) (1.7)

soit une contraction stricte dans la boule fermée B'(0,a) = {u € Bg; |Ju|| < a}
de l’algebre de Banach Bpg.

Démonstration. D’apres le lemme [0.1] on peut écrire

flxy) = f(@,0)+ > Asys + Y Fs(x,y)ys  (1.8)

BEB BEB
fl,y) — f(x,2) = BZBAB(Z‘/B —25) + ﬂZBGB(mv Y, 2)(ys — 25)  (1.9)

les fonctions f(x,0), Fgl(x,y) et G/B(x,y,z) sont holomorphes au voisinages
de T'origine de C", C"™™ et C""?" respectivement et on a

£(0,0) = F5(0,0) = G5(0,0,0) = 0 (1.10)

d’autre part étant donné n > 1, il existe Ry > 0 et R} > 0 tels que ces
fonctions soient holomorphes et bornées dans le polydisque

ARy, R)) = {(z,y,2) € C"" & lay| < nRy, lysl < Ry, |z5] < Ry}
pour tout 0 < R < Ry,0 < R' < R} , posons

eo(R) = sup |[f(2,0)], ot A(R) = {x € C*, & < nk}

et
66(R> R/) = Sup sup (|Fﬂ|7 ’GBD
5 A(RR)
On remarque d’apres que ces fonctions g¢(R) et (R, R') tendent vers
zéro quand R et R’ tendent zéro, et ainsi les fonctions e1(R), e2(R), e3(R),
(R, R, €'(R,R) et €"(R, R') qui apparaissent par la suite conservent la
méme propriété
D’apres la proposition on a

f(2,0) <ear(R)pr(x)  tel que e1(R) = ¢(n))eo(R)

Comme Fjs(z,y) est holomorphe et bornée dans le polydisque A(Ry, R})
donc d’apres 'inégalité de Cauchy

“al 9!
Fa avec Mg = sup Fp(z,y)

DDy F5(0,0)| < Mp> o
| D5 y 5(0,0)] < ﬁ(nR)"l‘ R'I9] A(R,R)

13



1.3. Démonstration du théoreme Chapitre 1. Probleme de Goursat holomorphe

ce que signifie que
DeDJF5(0,0 Qg g0
ald! (nR)lal R

d’ou

|D2D? F5(0,0)| o 6
T

=2 2 xé!é!

a€N™ senn/
«a 19
“x Y
<D X My
aeN" §€Nn 77R | I Rl‘él
<M Y, ( \a| Z R
a€eN® seNn’
n’ R
< 8/1 <R7 Rl)@R(gx) H R
i=1 — Y

quand ¢(n) Mz < ¢(n)eg(R, R') = £1(R, R') qui tend vers zéro quand R, R’
tendent vers zéro
avec la méme raisonnement on majore Gg(z,y, z). finalement on a

f(z,0) < ei(R)pr(§-7)
Fy(z,y) < €\(R, R)pr(§.x) I]

SLR -y, (1.11)
R R
G / R R/ .
/3(1’,y,2)<<51( ) )@R(éﬂ "L‘)WI;IB R’—ny’—Zv

Cherchons tout d’abord des conditions suffisantes sur a et R €]0, R;] pour
lesquelles la boule B'(0, a) sera invariante par Uopérateur T' définie par ((1.7)
ceci équivalent a :

T(B'(0,a)) C B'(0,a)
Soit u € B'(0,a); d’apres le lemme on a pour tout g € B

ys = D’u < aD’(pr(&.x)) < a&’ DVlpp(€.x)
_ { a&on(ea) si 18] =0
acs(R)pr(&.x) si | <0

avec e9(R) = chR_"B‘
Siat’ < R'/2et asy(R) < R'/2, cest a dire si tout simplement || DPu|| < R'/2,
alors la proposition [I.4] montre que

14



1.3. Démonstration du théoreme Chapitre 1. Probleme de Goursat holomorphe

/ |1 D%l
" — Dfu < cpr(§r) tel que ¢ = (K‘f‘ m < (K+1)
R "
= IBI;IB m <L ¢ @R(fl') (n’ = CCLTdB)
D’apres (1.8]) , (L.11]) et la proposition , on a donc
Tu = f(x, DPu(z)) = f(x,0) + > AgDPu + > Fy(x,y)D"u
peB BEB
= f(2,0)+ > AsDu+ > AgD’u+ Y Fs(z,y)D’u
BeB BeB BeB
18]=0 18]<0

< [e1(R) + a(p(§) + £'(R, R))]er(§.x)

Tels que

> AgD%u < ap(€)pr(€.x)

BeB
|8]=0
S AgDPu < (Y Apes(R))apr(é.x)
BeB BEB
18]<0 18]<0
et
e(R,R) = c'n'e\ (R, R) max(&®,c1oR7P) + Y Agea(R)
BeB
18]<0
finalement U'inclusion T'(B’(0,a)) C B'(0,a) est satisfaite pour
a < cR, ag3(R) < R’ (1.12)
e1(RR) +a(p(§) + ' (R, R)) < a '
Quand ¢ = (26%)7! et e5(R) = 2¢9(R) = 2¢1, R
Ecrivons ensuite les conditions pour que 7' soit une contraction stricte.
Soient u,u’ € B'(0,a); les conditions (1.12)) étant supposées réalisées, on
a
/ /
R—y <L cpr(€x) et R—= < c1pr(€.x)
avec

Yy =D'u, z,=D, ~y€B
et

15



1.3. Démonstration du théoreme Chapitre 1. Probleme de Goursat holomorphe

= / lu — ' |EPpr(E.2)  silBl =0
ys — 25 = DP(u— /) < { l|lu — u’||€2(R)ZR(§.x) si| 8] < 0

D’apres (1.9)) , (1.11)) et la proposition , on a donc

Tu—Tu' = f(z,Du) — f(x,Du) = Y Az(D P+ > Gz, y, 2)(DPu — DY)
BeB BeB
= > Ag(D(u—u)) + Y Golz,y,2)(D(u—u'))
2

< N =[l[p(€) + "(R, R)]er(§-7)

tel que £”(R, R') = cI"'n'e} (R, R) max (&%, c1oR™P) + 3 Ages(R)

BeB
8]<0

Soient p(¢§) < p < 1, e(R, R') = max(¢'(R, R'),"(R, R')) pour que T soit
une contraction stricte, il suffit que

p(&) +e(R R) <p

En résumé, il suffit d’avoir les inégalités

a < cR, ac3(R) < R
{ p(§) +e(R, R) < p.
e1(R) < (1 - p)a.
On procede comme suit :
comme p — p(£) > 0 et e(R, R') = max(e'(R, R'),e" (R, R')) tels que
SR R) = efnle(n) max(€”, ey ) (s%p s (PL1G5) )+ S Ager o
R.R

BeB
I8]<0

e"(R,R") = &"'n'c(n) max(€°, ¢ ,R7P) <Sup sup (’Fg’ |Gsl) )—i— 3" Ager RV
B8 A(R,R BEB
181<0
Alors il existe Ry €]0, Ry] et R’ €]0, R}] tel que

p(&) + (R, R") < p pour tout R €]0, Ry

R’ étant ainsi fixé, on choisit a tel que 0 < a < cR' (c = (2¢°)71), puis
Ry €]0, Ry| assez petit pour que

ag3(R) < R', &(R) < (1 - p)a pour tout R €]0, Ro)
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1.3. Démonstration du théoreme Chapitre 1. Probleme de Goursat holomorphe

La proposition précédente prouve le théoreme d’existence; elle prouve
également 1'unicité.

En effet, si u et v’ sont deux fonctions holomorphes a l'origine de C"
telles que u = f(z, DPu), v/ = f(x, DPu'), on a u(0) = «/(0) = f(0,0) =0
donc d’apreés la proposition on tire u < e1(R)pr(£.x), et de méme
v < e1(R)pr(.x), pour tout R > 0 suffisamment petit. En particulier
on peut choisir R €]0, Ry tel que 1(R) < a et ceci prouve que u et u' sont
deux point fixes de la contraction stricte T', on conclu I'égalité partout de u
et v’ d’apres le principe de prolongement analytique

17



Probleme de Goursat Carleman

“C’est une erreur de croire que la rigueur dans une démons-

tration est l’ennemie de la simplicité... L’effort méme de la ri-
gueur nous force a découvrir les méthodes de démonstration les plus
simples.”

— David Hilbert

2.1 L’espaces de Carleman

Définition 2.1. Soit 2 un ouvert de R” x R? | (M,,)nen une suite croissante
positive et @ € NP, on note C*™(Q) 'espace des fonctions u : Q — R,
admettant Vv € NP v < a et Vo € N? des dérivées partielles continues

DIDyu:Q —R
telles que dc > 0 :

sup |Dngu(x, y)| < PIHSIMs;, Yy < aet V6 € N
Q

La suite (My)ren considérée doit satisfaire les hypotheses suivantes :

1. M = (My)gen logarithmiquement convexe, c’est a dire k — log(My)

convexe
1.e. M,? < Mk—le—H Vk e N (2].)
et M() =1
2.
M,
sup( ]\]/C[H)% <oo, keN (2.2)
k k



2.1. L’espaces de Carleman Chapitre 2. Probleme de Goursat Carleman

Remarque 2.1. Les hypotheses et sont vérifiées pour M;, = k!¢, ¥d > 1.
En effet :

» grice aux propriétés du factorielle on a k!> = (k—1)kk! < (k—1)!(k+1)!
(k+ 1)1\ *
AT

vers l'infini
Ils existent aussi d’autres exemples; Comme :
o (My)ren tel que My, = a® pour a # 0

= (k+ 1)% — et 198+ qui tend vers 1 quand k tend

o (Myp)en tel que My = k"
o (My)ken tel que My = ek Inn(k+e)
mfois
b (Mk)keN tel que M = ekln' < In(k+e) Vm € N
kn(k k
o (My)ken tel que My = (D(k'—i'G))

On remarque aussi que toute combinaison de suites de ce type possede les

propriétées (2.1]) et (2.2)).

En effet, soient (My)ren et (Ng)ren deux suite croissantes positives vérifient

(2.1) et (2.2)) alors
> (MpNi)* = MgNy < My Miyi NioiNiws < My Nees My Newrw Yk €N

et M(]NO =1
My 41 Ny1,1 Mi1,1 Niy1,1
> su k< S k Su k< oo, VkeN
k ( My Ny, ) kp( My, ) PRATA )

Lemme 2.1. Si M = (M, )nen logarithmiquement convexe et My = 1,alors
M;M, < My, Vj,keN

Démonstration. Par récurrence sur k :
Pour k£ = 07 on a Mng = Mj < Mj+0

Supposons maintenant qu’elle est vraie pour k.

M,
d’apres 1} la suite ( n+1) est croissante. D’ou
neN

M,

M; My = M; M=




2.2. Hypotheses et Résultats Chapitre 2. Probleme de Goursat Carleman

]

Lemme 2.2. [5] Si M = (M, )nen logarithmiquement convexe et My = 1,

alors
MnMal"'Man SMFMk VOQ‘EN*,OQ—F"'—FOK”:]{Z

Démonstration. Par récurrence sur k :

e Sin =k, I'inégalité est évidente.
e Sin <k, alors Ji tel que o; > 2, on pose o, = a; — 1; P'hypothése de
récurrence sera :

MnMa1 T Ma;. T Man S M{g_lefl

d’apres (2.1)) on a :

M,
MM, -+ My = MyMy, - My -+ M, —%
i MOL;
_ M,
< My My Mo
< My M,

O

Dans tout ce qui suit la suite (M, )nen considérée vérifie les hypotheses

2D o @2

2.2 Hypotheses et Résultats

On s’intéresse au probleme de Goursat non linéaire au voisinage de 1’ori-
gine de R? x R? On cherche a prouver l'existence et 'unicité d'une solution
de type Carleman associé a la suite (M,,),en.

On considere alors le probleme de Goursat non linéaire au voisinage de
Vorigine de R? x R, x = (xq,--- ,2,) € RP, y = (y1,--- ,y,) € R?

Du(z,y) = f(z,y, DPu(x,y)),
{ o (2.3)

ou o € NP, et B est une partie finie de

{(,0) € Z° x N |y| 4+ || < |a|}
DBy = (DZD‘ySu)(W;)EB
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2.2. Hypotheses et Résultats Chapitre 2. Probleme de Goursat Carleman

f est une fonction de x € RP, y € R? z € R" ou r = Card(B), qu'on
suppose de classe C*M au voisinage de I'origine de R? x R f est donc
continue en z et de classe Carleman C™ en (y, 2)

Théoréme 2.2. Si de plus des hypothéses et il existe une constante
cy5 2> 0 tel que :

Myy5p (k+16])!
<c Yk >0 2.4
My (E—Tyl+ ] =0 F= (24)

Alors le probléme de Goursat admet une solution unique au voisinage
de l'origine de RP x RY

Remarque 2.2. Lorsque M, = nl¢"! ce théoréme coincide avec le théoréme
5.1 dans [16] ; dans ce méme cas si d = 1 le théoréme [2.2] est contenu dans le
théoreme 4.1 du méme référence

en effet M, =n!®'onaVk >0

(k+ oDt (k4 foDt  _  (k[6)Tr - (kDT
R (b=l + et (k= Iy +[al)--- (k+ 6] +1)
(k + ]tV
(k + [[)-TI—1e+la]
<1 (si|y|+dld| < al)

IN

Remarque 2.3. On peut ajouter avec les cas holomorphes et Gevrey cités dans
la remarque précédente d’autres exemples comme :
o (M,)nen telle que M, = a”, Va > 1
o (M,)nen telle que M, = In(n + e)
qui satisfont la condition du théoréme
o (M,)nen telle que M, = a™In(n + e)n!“*, Va > 1
qui satisfait la condition du théoreme [2.2]si |y| + d|d] < |of

Mn+1 )

Remarque 2.4. si la suite (M,),en ou la suite ( nen est bornée on re-

trouve le cas holomorphe par rapport a y. !

En effet, si u € C*(Q) alors
Vy < aet Vo€ N de>0,dcy > 1 tel que
- Si (M,)nenest bornée :

sup | DY Du(z,y)| < PT61M 5 < (ceq)I 6l
Q

d’autre part

21
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Mn+1

_81(7

Jnen est bornée :
sup | D] Dou(z,y)| < H161M 4
0

M5
< dorgy el 2 T
M-y My My
Sl4+1 51 001+
< eOFg1e)
<

(ceq)PlHLo!

Pour prouver le théoréme on peut supposer o = 0 et f(0,0) = 0; il
s’agit donc d’étudier le probleme

u(z,y) = f(x,y, DPu(z,y)) (2.5)

et B est un sous ensemble finie de
{(7,6) € ZP x N% |y + |§] < 0}
et la condition (2.4)) devient

M6 (k +[6])!
M, (k - |7|)!

<cys VE>0 (2.6)

Nous allons vérifier que I'application
T:u— f(z,y, D%u(z,y))

est une contraction stricte dans une boule fermée d’une algebre de Banach,
qui sera définie dans le paragraphe suivant en utilisant des séries formelles
de type Carleman

2.3 Séries Formelles

Considérons d’abord une série formelle a g indéterminées y = (y1,- -+ ,y,) :
5
)
seNa

Etant donné un ouvert Q de R? et une fonction u € C*(, R). on note u < ®
la relation

Vo € N7 sup \Dgu| < &y
Q

22
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On a bien

UL d= D§u<< Dg@ pour tout 6 € NY

De plus, ce formalisme sera bien adapté pour majorer une fonction compo-
sée, Soient Q' un ouvert de R", u = (u;)1<i<r € C(Q,R") tels que u(Q) € Q';
Si

U L P;pourl <i<r et vV

donc on a

vou <K U([Pq],--,[Dy]).

Etant donné un ouvert & C RP.
Notons C**°(U x ) I'algebre des fonctions u : U x Q — R admettant des
dérivées partielles continues par rapport a y

DSU:UXQ%R, Vo e NP
Pour assurer que les coefficients de y dans ® ne prennent que des valeurs

positives. Posons ¢t = |z| = (|z1],---,|xp|); notons |U| I'image de U par
I'application @ — |z| considérons la séries formelle en y :

d
D=0ty = Y 50(1)
6eNg 7

ou les fonctions ®s : || — Ry sont continues.

On considére alors le sous espace
Co”U X Q) ={ueC°WUxQ);3c>0:u<cd}
et on le munit de la norme
lu|| = ||u||le = min{c > 0;u < cP}

Remarque 2.5. Dire que u € CE};O" signifie donc

Vo € NI, Vo € U, sup |Dgu(:v,y)\ < u||®s(t) (out=|x|) (2.7)
Q

Proposition 2.1. [16]
L’espace Cg’ooest un espace de Banach
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Démonstration. On a bien espace C¥®(U x Q) muni de la topologie de la
convergence compacte de toutes les dérivées Dg (0 € N9) est complet, en
outre c¢’est un espace de Fréchet,et 1'inégalité suivante :

supsup | Dyu(z, y)| < |lus sup 5(t)
K Q K|

pour tout compacte K C U, signifie que 'injection canonique de C%OO dans
C%>® est continue.

soit (u,) une suite de Cauchy dans c§;°°, d’apres l'injection précédente
elle converge donc dans C** vers u € C**. Soit ¢ > 0, il existe n € N tel
que

lup — uglle < e pour tout p,q >n
c’est a dire
sup | DJu, — Dou,| < e®spour tout § € N
Q

en faisant tendre p vers I'infini, on a
5 5 5 5
sgp \Dyu| < Slslzp |Dyu - Dyuq] + sgp \Dyuq| < ey + ||lugl|oPs
donc u € Co™ et la suite (u,) converge vers u dans Cg™
O

Dans ce qui suit, on va prendre des primitives par rapport a x;, et pour
faciliter le travail on ajoute 'hypothese

r €U = Iz € U pour tout A € [0, 1]° (2.8)

ou Ax = (Mxy,- -+, Ap), et évidemment || conserve la méme propriété
Pour (7,0) € (—=N)? x (N)?, on définit la série formelle

e—08
Yy
DID)®(t,y) = Y WD?@(U, te Ul
6 '

tel que Dy, ! désigne la primitive par rapport a t; qui s’annule avec ¢
On a alors : pour tout u € Cg™ (U x Q) et pour tout (v,d) € (—N)? x (N)?

on a
D} Dju < ||ulle D] D)® (2.9)
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Considérons la série formelle dépendant de la suite (M,,),en et des para-
metres

= (&)icicp € R, (= (Gicicg € (RL)7 et R >0

suivante

Y (t,y) = f: SIS (2.10)

P q
oué.t = Zf’iti, Cy= Z Ciyi 5 cette série formelle est bien définie pour
i=1 i=1

t e |UR’ ol |UR’:{$€RP;6‘.T’ <R}
L’espace de Banach associé & la série formelle ®% sera noté O (Qg) avec
QR = Z/{R x Q)

i.e. ON(Qr) = {u € C™"®(Qr);3c > 0:u < c®Y}

Notons que
k 5,0
(§y') =) C—%binéme de Newton généralisé (2.11)
k! ‘656|E]Z 0!

D’apres et (2.11)) on peut redéfinir les éléments de C3 (2z) comme
suit

u € ON(Qr) & V6 € N, Vo € U,sgp \Dg(x,y)\ < HuHC‘SMwD"s‘d)R(f.t)
(2.12)

Remarque 2.6. On obtient CID% en faisant un développement de Taylor de la
fonction y — ¢r(£.t + (.y) ensuite en lui appliquant 'opérateur C' suivant

C (Z aka> = ZakMka
k=0

k=0

Indiquons maintenant les relations entre C%™ et CH

Lemme 2.3. Pour0 < R < R on a

CH(Qgr) € C™M(Qp)
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Démonstration. Soit u € Cy (Qg) d’apres (2.12)), on a
sup D3z, )] < Jull¢* Mg DV (e
< P M DPlgR(€.1)

ott ¢ = max(||ufl, max{&}).

d’apres 'analycité de la fonctions ¢g sur | — R, R[ , si 0 < R’ < R il existe
une constante ¢; > telle que

|DFér(s)| < k! pour |s| < R
on substitue ceci dans 'inégalité précédente on obtient

Sup |Dg(x,y)| < (ccy)PHY|8!Msy  pour = € Ups

c’est-a-dire u € C*M(Qp) O

Pour établir 'inclusion inverse, on utilise la version Carleman du lemme
et une série formelle O} définie par :

Or (1) = > 5 Ms (2.13)
k=0

Lemme 2.4. Pour tout n > 1, il existe une constante ¢ = c(n) > 0 telle que

O17(Cy) < c®F (t,y)

Démonstration. On commence par établir I'inégalité suivante

oM 5~ S0y DR o(0
2r(CY) < Ckz:o o M or(0)
Notons que
k!
Drgr(0) = K ' 5——5
¢r(0) RF(k+1)?
donc l'inégalité devient chercher ¢ telle que
K(k+1)?
o K+
n
qui est vérifié pour
12
c(n) = SupKM
neN 7]”
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d’ou

ONL(Cy) < @ (0,y) < @ (t,y)

ce qui acheve la démonstration.

O
Lemme 2.5. SicnR < fél}gp G ; Alors
COM(Qr) c CH(QR)
ol ¢ est la constante du lemme [2.4]
Démonstration. Soit u € C*M(Qp), c’est-a-dire pour tout z € Ug
sup| Dy (. y)| < ]3]0
<o s
= “(pR)kIT" |91
ce qui signifie que Va € Ug, u(z,y) < c@%((.y)
et d’apres le lemme précédente on a pour tout x € Ug
u(z,y) < c@% < c®M(t,y)
0

On aura besoin de quelques propriétés de I'espace C’ﬁf qu’on va étudier.

Pour toute série formelle

(b = Z aka
k=0
on pose
(0] = ¢ — ¢(0) = Zaka et <;5M = ZakMka
k=1 k=0
On a alors

Lemme 2.6. Soit ¢ = Z ar X" une série formelle > 0 telle que ¢* < &.

on a k=0
(6" < oM (2.14)
[pM]" < AA?MM] pour tout n > 1 (2.15)
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Démonstration. de ([2.14])
d’apres le produit de Cauchy il s’agit de vérifier que

k
> iy M;My,—; < ap M,

i=0
d’apres la suite (M,,) vérifie M;My_; < M}, donc ga revient a prouver

k

> aian—; < ay,
1=0

ce qui est vérifié d’apres I'hypotheése (¢? < ¢) O
Démonstration. de ([2.15) On a

(M) = 22X D aaMa) ot an = [[aa, Mo = [ Mo,
i=1 i=1

k=n ac(N*)™
|a|=k

d’apres le lemme

n

n M n
M, = H M,, < ﬁle telle que &k = Zai
i=1 i=1

n

reste a vérifier que

Z Ao < Qg

ae(N*)™
|lal=k

ce qui est vraie, en effet [¢] < ¢ d’ou [¢]* < ¢? ce qui prouve que
[6]* < [¢] d’ott [¢]" < [¢] ce qui prouve bien I'inégalité voulue
]

Comme étant donné pour tout ¢ € |Ug| ¢R(EL+ Cy) < dr(Et+ Cy),
on peut appliquer le lemme précédent a la série formelle CD%

Gréce a la propriété (2.15)), qui peut majorer la composée de deux fonc-
tions de classe de Carlaman. On a donc :

Corollaire 2.1. Les espaces Cy (2g) sont des algébres de Banach.
Démonstration. La démonstration est un résultat direct des propositions

et de I'inégalité ([2.14)) O
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Corollaire 2.2. Pour 0 < cM, < R, on a

cM;
Ok o [c®}] < max(K, = —ch)(I)M
Démonstration. D’apres (2.15) du lemme on a
M) Min (cMi)"
0N o [cd¥] _1+ZRmM (D ]" <<1+Z 2 [DF ]
n=1
1+ ———[®
<A R — CM1 [ R]
K -t
< max(K, o ch)
car
1= K¢p(0) < Kop(&.t) = KOY(t,0)
ce qui termine la démonstration. O

Théoréme 2.3. [13]

Soit M = (M,)nen une suite logarithmiquement conveze, I un voisinage de 0
dans R, alors il existe une fonction v(x) € CM(I) telle que [V (0)| > k! M
pour k € N

Démonstration. Voir le théoréeme 1 dans [13] ou bien la proposition 3.1.2
dans [12] O

Corollaire 2.3. Il exist une fonction g € COM(QR) telle que
|D2g(0,0)| > 81 M5, M;, - - M, , Y5 € N.

Démonstration. Pour I convenablement choisit
Considérons g(z,y) = v(y1)v(ys) - v(y,), on a bien g € C*M(Qp) en effet
Vo € Ur on a

sup | Dyg(a.y)| = sup |1/ (y)/ ) (ga) - ()

< (100 My, ) (1001 My, ) -+ (6,1 My, )
< c|5|+q5!M|6|
< (max(c?, ¢)) P81 My,

et

|D3g(0,0)] = P (0)p%)(0) - - - ) (0)| > §1Ms, M, - - - M;,, V6 € Ng
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Proposition 2.2. [15]
L’espace C’O’M(QR) est stable par dérivation par rapport a la deuxieme va-
riable y si et seulement si [’hypothése est vérifiée

My

G
H) n’est pas borné.

k

On choisit une fonction g comme dans [2.3] alors la stabilité de 'espace

COM(QpR) par dérivation par rapport a la deuxieme variable y implique qu'il
existe une constante ¢ > 0 telle que V4,0’ € N?avec § = (dy,--- ,6;+1,--- ,0;)
ou ¢ arbitraire, on a

Démonstration. Supposons que sup (
k

0
‘Dy/.'g(‘ray” S c|5/|+1
) .M|5/|

d’autre part, d’apres le corollaireon a|Dg(0,0)| > 8!Ms, Mg, - - - M;,, V5 € N

d’ou

(2.16)

[Dyg(0,0)| _ 61Ms, Ms, --- Ms,
5,!M|6’| B 6/!M‘5/‘
En particulier pour &' = (0,---,d,,---,0) et § = (0,---,6, +1,---,0)
alors ([2.16]) devient

(2.17)

841

|Dyi " g(z,y)] 541
— = %
52'M5§ -
et (2.17)) devient
541
Dy 9(0,0)| o WMo - - M, -~ - My
5§!M5; - 5§!M5§
52'M5 Mé’.-i,-l
P (6 1) —
= 51y, (0 +1) My,
D’ou
1
8l+1 57 L
[Dy;" g(0,0)] | ™ s My )\
‘ ’ > o) 1)% i

1
57

1
. M1\ 7 , . oy ]
mais sup [ —-—— |  est non borné par hypotheése et lim (4, + 1)% =1
5 M(;; 8/ —00

7

d’ou sup

8 +1
(lDyz+ 9(0,0)|
5

1My,

7
1
) est non borné, contradiction avec ([2.16
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Inversement ; On va établir la démonstration inverse pour une dérivation
d’ordre un seulement par rapport a y; ou ¢ arbitraire ; toute généralisation a
d’autre ordres de dérivation est évidente

si (2.2) est satisfaite et f € C*M(Q) donc 3¢ > 0 tel que
V9,6" € N tel que 6 = (07,---,0;+1,---,0,) on a

sup | D, f(z,y)] < SRR

S|+1 |6’
S Cll I+ 0‘2 |5Z(S,'M|5/‘
&+2 |6'] |6'|+1
e P §'\My

< A Mg

IN

Notons que
§; < 18] < el < I
8|
— < cl
M|5/| =2

16/142 |8/ |§'|41 o |&'|+1 |8 [+ |6]+1 16'1+1 [8'|+1
ey ey T <y ey oy < Ccy

max(c1; )
donc on prend
¢ = c1c3 (max(cy; ca))
O
MIndiquons maintenant comment operent les dérivations dans les algebres
Cr

Proposition 2.3. Pour tout (v,0) € B tel que , il existe une constante

s > 0 telle que D;’Dg : OM — C¥ soit linéaire, continue de norme

< égvcﬁR—lvl—lﬂ
=,

Démonstration. Soit u € C’ﬁ/l, on a d’apres(?2.9)

D}Dju < ||u|| DY Di®Y (L, y)

D’ou

(C.y)F 1!

DID)u < ||ull€7¢° Y =D

k=]

M DM D*pp(€ 1)

le développement de Taylor de D*¢r(€.t) au voisinage de zéro est

Drom(et) =30 &N

=0

i Dk+l¢R<O)
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comme || < 0 donc opérateur D! devient une intégration et on a

DMDkgb ft — i l_‘ ‘Dk-&-lqs (0)
l:D

d’ou

(Cy)ll (gt)h
DVD‘S 5 6 M,
u < [uller¢ Z|Z I (]

en effectuant un changement d’indice tel que k = j + 0| et [ — |y| =m

Dk+l¢R(0)

j Eo)m
DWD‘Su < ||u||§”§‘5 Z Z i ]+|6|(m)'Dy+m+lvl+I6¢R(0)
g=om=—|y| /" '

et on revient a notre notation, d’ou

1D < ey, 3 & Mk+5<5lff> DFHBI g (0)

k=ol=—||
k l -1 |
5 1ol (&t) K ' k+1+|y]+10])!
< uleret Z Z k! M"“*‘S I REH(E 1+ |y| + |0] + 1)
k=o0l=—||
notons que
DFHp(0) = K (k:+l)

aprés un développement analogue de ®¥ on a

( = (¢- ) €)' K '(k+1)
e (ty) = Z Me ™ R+ 15 1)

k=01=0

et la démonstration revient a chercher ’existence d'une constante c; s telle
que

(B+1+hl+lo)t (k+1)!

T WE>0,V>—
k+ 1+ ]+ 6]+ 12 = " k4 1+ 1) 2 0,¥ 2 —|l

k+6| (

si ||+ ]6] < 0 alors la fonction

(k+ 1+ |y +19])! (k+141)2
(k+1)! (k+1+ 1|y + 6]+ 1)2
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est décroissante par rapport a [ et atteint son maximum pour | = —|v|;il
suffit de vérifier

k), (k=]
< - 1 >
g 1o+ 02 = oM e Y

c’est-a-dire

Mieyys) (k416! (B — [y] 4+ 1) oy
My (k=) (k+ o] +1)2 = °

Vk >0

D’apres 'hypothese (2.4) du théoreme alors de, 5 > 0 tel que Vk > 0

on a
Mpy15 (k +[6])! <o
My, (k= [v])! ’

d’autre part

k_|7|+1 ? " " _h/|+1 ’
— 7)< Vk >0 =|————-
(k + [0 + 1) =G TR =E PO G = 5

, . . /o "
et la démonstration sera terminé¢ en prenant ¢, 5 = ¢, ¢, 5

)

]

Lemme 2.7. Soit f une fonction : (z,y,2) — f(z,y,2) de classe C*M au
voisinage de l'origine de RP x RT™" alors il existe des fonctions G, avec o € B
telles que : (x,y,2,2) — Gy(z,y,2,2") est de classe C*M au voisinage de
Vorigine de RP? x RY™?" et telle que pour (x,y, z, 2') assez petit dans RP x R7™2"
on a

f(xvya 2) = f(%,y,Z/) + Z GU(ZL‘,:%Z,Z,)(ZU - Zé)

ceB

Démonstration. Pour simplifier I’écriture on introduit la nouvelle variable
ZeR avecO<i<rtelquez’ =z 2' = (2, -, 2, zip1, -,z ) et 27 =2
Rappelons que r = Card(B). D’apres la formule de Taylor-Lagrange et

. . . . . . . / N

pQLlir un ¢ arbitraire il existe §;;; strictement compris entre z;4; et zj 41 ou
+1 / /

e = (215 5 205 i1, Zigas o+ 5 %) tel que

) . 0 xZ, ,ZH_1 / 1 82f(m,y, zi+1) !
f(x,y,2") — f(x,y, ZZH) = M(Ziﬂ-l - Z’H—l) + —g(ZHl - Zi+1)2

0z 21 922,
of (x,y,271) 1 O f(x,y, et
- ( Ozt 2! 072 : (2i41 = 2i41) | (Riv1 — 2041
! : i1
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alors
r—1
f(x,y,Z) - f(l',y,Z/) = f T, 2 ) f(l‘ Y,z H—l)
i=0
L Of(x,y, 2 1P f(ay, 2 | |
N Z(:J < 0zit1 2! 0224 (21 — Zz‘+1)> (Zit1 — Zig1)
r—1
G

z(‘r Y, z, Z)(ZH-l i+1)

s
Il
o

le fait que Gy(x, v, 2, 2') est de classe C* au voisinage de 'origine de R? x RT2"
est une conséquence directe de la proposition
m

2.4 Démonstration du théoreme (2.2

On fixe les valeurs des parametres £ € (R%)? et ¢ € (R’ )? selon les besoins
rencontrés.
On écrit d’apres le lemme [2.7]

fla,y,2) = flzy,2) = 3 Gola,y,2,2) (2 — 2,) (2.18)
oceB

les fonctions G,, sont de classe C%M au voisinage de I'origine de R? x R72"
Il existe un voisinage ouvert €2 de 'origine de R? et des nombres hy > 0,
hy > 0 tels que les fonctions f et GG, soient définies dans I'ouvert

D= {(2,y,2,7) ERP xR & |x| <hoy, y€Q, || <hi, [z <M}

étant donné n > 1 il existe des constantes ¢ > 0, R > 0, R’ > 0 telles que
pour tout (z,v,z,2") € D et pour tout § € N? e, € N :

¥y |
5 gts.M(sé“.Ma
Dy DL f(z,y,2)| < “R)I R

CO8\Ms e\ M, €'\ M.
(nR)bI Rl RI€

ceci signifie que pour tout = vérifiant &.|x| < hg :

|DyD;D5 Gy (2, y, 2, )| < ¢

f('rvy7 )<<C@ Cy HGR’ ZO‘

ceB
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Gyl . 2, 2') < cOM(Cy) [T OH(2)0H (=)

veB

D’apres le lemme 2.4 on a :
Il existe un Ry > 0 tel que pour tout R €]0, Ry] on ait

f(z,y,2) < c®¥(t,y) H 0N (25)

M ”EB M (2.19)
Go(,y,2,2") < @) (t,y) [[ Ok (2.)0%(2))

veB

On a alors :

Proposition 2.4. Il existe ag > 0 tel que, pour tout a > aqg et tout R €0, Ry
suffisamment petit, ’application

T :u— f(x,y, DPu(z,y))

est une contraction stricte dans la boule fermée B'(0;a) de l'algébre de Ba-
nach O3 (Qg)

Démonstration. Soit u € B'(0;a) C C¥(Qr), 0 < R < Ry, on |y| + 6] < 0
pour tout (v,0) € B,
Alors la proposition montre qu'il existe une fonction ¢ :]0, Rg| — R

telle que
lim e(R) =0

R—0

et
2y = D;Dgu < ag(R)®Y (t,y),Yo = (v,0) € B

d’ou
sup | D} Dju(, )| < az(R)6n(&.Jx)) pour &.Jo| < R

comme ¢r(€.|z|) < dpr(R) = ¢1(1) d’ou 'existence d'une constante ¢; > 0
pour laquelle la condition
ac(R) < ¢ (2.20)

affirme que les fonctions f(z,y, DPu(z,v)), Go(z,y, DPu(z,y), D2/ (z,y))
soient bien définies dans Q lorsque u,u’ € B'(0;a).
d’apres ([2.20)), le corollaire et en choisissant convenablement R, on a :

O o [as(R)®Y] < K®Y

finalement grace a (2.19)) on en déduit que
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Tu = f(z,y, DPu) < c®¥ (t,y)
ce qui prouve que T(B'(0;a)) C B'(0;a) si

o <a (2.21)

De plus, si u,u’ € B'(0;a), on a

2y =2, = DIDy(u — ') < |lu—|le(R)® (t,y), v=(7.0)€B

d’ou
Tu—Tu' < cse(R)||u —u'|| @Y (t,y)
donc T' est une contraction stricte si cze(R) < 1.
pour que T : B'(0;a) — B'(0;a) soit une contraction stricte, il suffit que

ac(R) < ¢, c<a, ce(R)<]1

comme on peut prendre R suffisamment petit pour satisfaire la premiere
et la troisieme inégalité la démonstration sera terminée en prenant ay = ¢

]

La proposition [2.4] le corollaire [2.1] et le théoréme de point fixe de Banach
prouve 'existence mais dans 1’espace CIJ‘%J ! pour le reste merci lemme
Pour I'unicité, on raisonne comme suit :

» Soit u,u’ deux fonctions de classe C%M au voisinage de l'origine de

R? x R? telles que u = f(z,y, DPu), v’ = f(x,y, Du'), alors il existe
un voisinage ouvert O C €2 de 'origine de R? et un nombre R; €0, Ry
tels que u, v’ € C} (Og,).

» Donc pour tout R €]0, Ry} on a u,u’ € Cy (Og), et si on note || - ||z
la norme de 'espace Cn' (Og) alors :

lullr < lullr,, W& < (4] R,

» On choisit alors a > max(ag, ||ullr,, ||v'||r,),et R €]0, Ry] suffisam-
ment petit pour que 7" soit une contraction stricte dans la boule fermée
B'(0;0) € CH(Op)

» Finalement T a deux point fixes u et «’ ce qui prouve 'égalité dans
O R ]
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2.5 Conclusion

La proposition nous montre que ’hypothese est une hypothese
naturelle et ne porte aucune restriction.
Dans ce travail on a généralisé les résultats obtenus dans |[16] dans un espace
de type Carleman associe a une suite numérique vérifiant certaines hypo-
theses, et on a donné une formule qui nous spécifie les ordres de dérivation
qui peuvent étre traité avec ce formalisme chaque fois quand on détermine
la forme explicite de la suite (M,,)nen.
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