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RESUME

Résumé

dans ce mémoire on s’intéresse a l’existence d'une solution du probléme
de Cauchy, on transforme le probléme intégro-différentiel en un probléme de
point fixe et on applique la théorie de point fixe dans les espaces de Banach de
dimension fini on utilisons le Théoréme de Peano mais dans dimension infini
on donne une contre exemple ce pour ¢a ajouter a I’hypothése de continuité
de F(t,z) d’autres conditions, plus loin on donnera une généralisation due a
Ambrosetti

il
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INTRODUCTION

Les équations aux dérivées partielles intéressent les mathématiciens deés
I'invention du calcul différentiel pendant XVIII Niéme siécle, surtout pour
leurs utilités dans les autres disciplines notamment la physique classique
comme ’équation d’Euler-Lagrange, la physique quantique comme l'équa-
tion de Schro- dinger, la thermodynamiques comme les équations de Max-
well ...etc. On trouve pas mal d’idées et techniques pour étudier 'existence,
I'unicité, la stabilité et la controlabilité de différents types des EDP dans
ce mémoire utilise et démontré deux théorémes importants concernant les
solutions du probléme de Cauchy :

y(t) = f(t,y(t))
y(to) = vo

dansR"™ avec chacun des des conditions spécifiques sur la fonction f :

— Théoréme d’existence de PEANO

— Théoréme de non-prolongement des solution (définies sur I )

un probléme se pose alors de facon naturelle : Ces théorémes restent-ils
vraies dans les espaces de Banach de infini 7 I'objet de mémoire est d’appor-
ter des contre-exemples du a er J.Dieudonné(1950) qui donnent une réponse
négative, et de démontrer le théoréme de Szuflak(1963) qui pour ainsi dire gé-
néralise celui de Kromosselskii-krein sur I’existence des solutions du probléme
de Cauchy dans les espaces de dimension infinie .



CHAPITRE 1
PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on introduit des définitions, notations, lemmes et quelques
théorémes qui sont utilisés le long de ce mémoire.

1.1 Notations et définitions

Définition 1.1 (probleme de cauchy)

soit o' (t) = f(t,x(t)) une équation différentielle telle que y est une fonction
inconnue de la variable t et f une fonction définie sur I x J 0o I, J sont deux
intervalles ouverts de R Si le point (to,zo) € I X J

un probléme de cauchy est la recherche dune fonction x telle que :

{x’(t) = /(t,) 11

z(ty) = xg

Définition 1.2 Le couple (E,d) est appelé espace métrique si E un ensemble
etd: E x E — 0,00 une application vérifiant pour tout x,y,z de E :

1. d(z,y) =0<=x =y,
2. d(z,y) = d(y,z),

3. d(z,y) <d(xz,z)+d(zy).



Définition 1.3 Une suite (x,,) C E est dite de Cauchy ssi

Ve > 0,3ng € N tel que pour n,m > ng, d(x,, T,y) < €

Un espace métrique (E,d) est dit complet si toute suite de Cauchy de E
converge dans E

Lemme 1.1 (Lemme de Gronwall)
soit f, g : [a,b] = RT deux fonction contines et si A > 0 tel que :

T

flr) < A+ / g()f(t)dt Yz € [a, ]

a

alors

To(t)dt

f(2) < At
Définition 1.4 Soit a € E et r € [0, +00]. L’ensemble

B(a,r) ={x € E d(z,a) <r}

s’appelle boule ouverte de centre a et de rayon r.

Définition 1.5 (partie ouverte) Un ensemble U de E est dit ouvert si :
Vo € U,3e > 0 tel que B(x,e) C U.

Définition 1.6 (partie fermée) Un sous ensemble A de E est dit fermé si
son complémentaire

A= {z € EJx ¢ A}

est un ouvert de E.

Définition 1.7 Soita € E. On dit qu’ une suite (x,)nen de E converge vers
a et on note x, — a si d(z,,a) — 0 lorsque n — +o00

Définition 1.8 Soient (X,0),(Y,d) deuz espaces métriques. Une application
f: X =Y est continue au point a € X si :

Ve > 0,3a > 0, tel que Vo € X,0(z,a) < a= d(f(z), f(a)) <e



Proposition 1.1 [1] Soient (X,0),(Y,d) deuz espaces métriques. f : X —
Y Une application alors f est continue en point a € X si et seulement si pour
toute suite (x,,)nen qui converge vers a la suite (f(x,,))nen converge vers f(a)

Théoréme 1.1 [1] Toute fonction f continue sur un compact est uniformé-
ment continue.

Définition 1.9 Soit (E,+,.) un espace vectoriel, le couple (E,|| . ||) est un
espace normé si pour tout x,y € E il existe un nombre réel positif || x ||
appelé norme de x, satisfaisant :

1. ||z ||= 0 si et seulement si x = 0,
2. [az ||=|all| x|,a € K(K=R ouC)

S lletyl<lzl+ Iyl

Remarque : Un espace normé est un espace métrique dont la distance est
définie par : d(x,y) =[x —y ||

Définition 1.10 Un espace de Banach est un espace normé complet .

Exemple 1.1 C([a,b],R™) avec a,b € R est l’espace de toutes les fonctions
y continues définies de [a,b] dans R". le nombre

[y lsc=sup_ [l y(t) |
t€la,b]

défini une norme rendant (C([a,b],R™),|| . ||) un espace de Banach.

Définition 1.11 Une partie M d’un espace métrique (E,d) est dite com-
pacte si de toute suite d’élément de M, on peut extraire une sous suite conver-
gente dans M.

M est relativement compacte si toute suite de M admet une sous suite conver-
gente vers une limite appartenant a M (i.e si la fermeture de M est compacte)

Définition 1.12 (Application compacte) : Soit M un sous ensemble d’un
espace de Banach E et soit A : M‘ — E une application.

Si A est continue et A(M) est contenu dans un sous ensemble compact de
E, Alors on dit que A est une application compacte

Définition 1.13 Soient E, F' deux espaces normés et 'application f : E —
F . On dit que f est complétement continue si :



— f est continu,

— f transforme tout ensemble bornée en un ensemble relativement com-
pact

Théoréme 1.2 (Arzela-Ascolif2]) Soit A C C([0,b],R™), A est relativement
compact s :

1. A est bornée, c’est a dire qu’il existe M >0 :

ly(@) < M.Vt €[0,8] ety € A

2. A est équicontinu c’est a dire que pour tout € > 0 il existe 6(e¢) > 0 tel
que :

th,tQ S [O, b], I t1 — to |< ) :” y(tl — y(tg)) < e,Vy €A

Définition 1.14 Soient (X,d) et (Y,0) deux espaces métriques. Soit k un
réel strictement positif. On dit que f : X — Y est Lipschitzienne de rapport
k si:

Va,y € X :0(f(x), f(y) < kd(z,y).
Si de plus k < 1, on dit que f est contractante

Définition 1.15 (Enveloppe conveze) : Soit E un espace de Banach réel,
pour tout partie finie D C E on désigne par l’enveloppe convexe de D [’in-
tersection de toutes les parties convexes contenant D,

il est définit par la formule suivante :

con(D) = {Z:tlxz/tZ >0,z; € D et Zti = 1}
i=1 i=1

Théoréme 1.3 (La convergence dominée de Lebesgue [3] ) :Soit (f)nen une
suite de fonctions de L*([0,b], R™) qui converge p.p vers f.
Supposons qu’il existe une fonction positive g € L'([0,b], RT) telle que :

| fa() [|< g(2), p.p, z€[0,0].

Alors la fonction f est intégrable et on a :

b b
lim || fu—fll;n=0et lim / fn(z)dx :/ f(x)dx
n——+o00 n—+oo fq 0
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1.2 Quelques Théorémes du point fixe

Définition 1.16 Soient (X, d) un espace métrique, f : X — X une applica-
tion on dit que x € X est un point fize de f si f(z) = x.

1.3 Théoréme du point fixe de Banach

Vers 1922, Banach reconnu le role fondamental de la complétude mé-
trique, il énonce le Théoréme suivant :

Théoréme 1.4 (Théoréeme de Banach(1922) Soit (E,d) un espace métrique
complet non vide et f : E — E une application a-contraction i.e il existe
0 < a <1 tel que d(f(z), f(y) < ad(x,y), pour tout x,y € E. Alors f
posséde un unique point fixe.

Démonstration :(i)L’unicité :
On pose que x,y € E deux points fixes de f alors f(x) =z, f(y) =y

d(z,y) = d(f(x), f(y)) < ad(z,y)

comme 0 < a < 1 donc d(z,y) =0 =z =1y.

(ii) L’existence :

On choisit un point 2o € E quelconque et on définit la suite =, = f(x,_1),
on montre par récurrence que d(x,,T,+1) < a"d(xg,z1) pour tout n € N et
on montre que la suite (z,),en est de Cauchy :

1
d(l’n, xn—&—p) < d(xn-l—ka xn—i—k—i—l)

3

’?3
i

< Z o/”kd(:r;o, x1)

< d(zo, 1)

11—«

et donc d(xy, x,4p) — 0 lorsque n — 400, ceci exprime le fait que (z,)nen
est une suite de Cauchy dans F, et comme E est un espace complet, il existe

7



x €tel que x, — z. Par continuité, x,.; = f(z,) — f(x), dou f(z) = z.

1.4 Théoréme du point fixe de Brouwer

Théoréme 1.5 (Théoréme de Brouwer(1910) [4] ) Soit C un compact, conveze
non vide de R™ et f: C — C une application continue.
Alors f admet au moins un point five dans C.



CHAPITRE 2

PROBLEME DE CAUCHY DANS
DES ESPACES DE BANACH DE
DIMENSION FINIE

2.1 Théoréme du point fixe de Schauder

Le théoréme du point fixe de Schauder est une généralisation de théo-
reme de Brouwer,d'un espace de dimension finie & un espace de dimension
quelconque il s’énonce ainsi :

Théoréme 2.1 Le premier théoréme de Schauder, [7, 8] Si 2 un
sous-ensemble non vide, convexe et compact d’un espace de Banach E, et
F : 2 — (2 une application continue sur (2.

Alors F' admet au moins un point fixe dans 2.

Théoréme 2.2 Deuxiéme théoréme de Schauder [9, 7, 8]

Soit C' un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convere d’un espace de
Banach E.

Alors toute application continue et compacte f: C'— C admet au moins un
point fize dans C

Preuve : On note K I'adhérence de f(C') i.e K = f(C') qui est par hypothése
un compact.
K C C car C est un fermé ( C' étant compact alors K = f(C) car f(C) est

compact). Pour chaque n, soit F,, un —-réseau de K
n



ie F, ={z1,29,...,x2} C K tel que

k
K C UB <:cl-, %) et soit P, : K — cov(Fn) une projection de Schauder,
i=1
comme C' est convexe et F,, une partie de C' alors cov(F,)) C C est un sous
ensemble convexe et compact. On définit f,, : cov(F,) — cov(F,),

Jn = Pa© fleou(r,)- Par le théoréme de Brouwer (f,)nen posséde au moins
un point fixe y, i.e f,(yn) = Yn- Or (f(yn))nen C K qui est compact et donc
la suite (f(yn))nen posséde une sous suite convergente que nous noterons de
la méme maniére. On pose

y = lim f(yn) (2.1)

et onay = lirf f(yn) € C car (f(yn))nen € K C C fermé d’ou contient
n—-+0oo

les limites de toutes ses suites convergentes.
Montrons f(y) = y. En effet :

I ulye) = Fle) =0 PaCF ) — Flw) <~

d’ou
y = lim f(yn)
= lim f,(yn)
n—oo

= lim y,
n—oo

Alors lim y, =1y
n——+00

d’aprés (2.1) et par la continuité de f, on obtient : f(y) = y. Par conséquent
f admet un point fixe.

2.2 Théoréme du point fixe de Schaefer

Théoréme 2.3 (Théoreme de Schaefer(1955)) : Soit (E,| . ||) un espace
normé, f : E — E une application continue et compacte, Alors :

1. Ou bien léquation x = Af(x) admet une solution pour A =1

)

2. Ou bien , Y\ €]0, 1] Uensemble {x € E/x = \f(x)} est non borné.

10



Preuve : On note B={x € E/x = \f(z)}
B est borné alors AM > 0 tel que Yz € B, || x ||< M. On définit une autre
fonction :

~ { f(x), si || flx) <M (2.2)

F@) = A @), £ 1> M

Ainsi f est définie de B(0, M) dans elle méme.
On définit K une partie de f(B(0, M)) tel que K fermé et conveze. On peut
considérer que
f: K = K, la fonction f est compacte alors f est aussi alors on peut
appliquer le théoréme du point fize de Schauder i.e f admet un point fize :
x = f(x).
Si ce point x n’est pas un point five de f i.e x # f(x) ce signifie que || f(z) ||>
M, d’apres la définition de | :

M

x= f(x)= mf(@ = Af(z)

11



Alors x € B et on a :

. M
Iz =] f(z) = 7@ | f(z) |= M

contradiction avec ’hypothese. Donc, x est un point fize de f

2.3 Théoréme Cauchy-Peano

Théoréme 2.4 Soit I un intervalle de R U un ouvert de R",(ty,,) € I x U
et f:IxU — R", une fonction continue

. Alors le probleme de Cauchy suivant admet au moins une solution locale

{x’(t) = f(t,z(t)) (2.3)

fL‘(to) = 29

Démonstration
On commence par remarquer que 2.3 est équivalent a

x(t) = xg +/t f(s,z(s))ds

car f est continue
On va se placer sur un cylindre appelé cylindre de sécurité : soit r, M > 0
tels que :

B (zo,7) CU,J := [ty — 57, to+ 77) C let ~ sup  ||f(t,z)|| £ M on note
(t,x)ejx B(xzo,r)

A= {z:J =B (z,,r) M-lipschitzienne telle quez(ty) = o}
et on définit 'opérateur 7 sur.A par
¢
T()(t) =0+ [ Fls.a(s)ds
to

Le but est donc de démontrer que T admet un point fixe. On commence par
montrer que T est bien défini : pour x € Aett € J, on a :

T (x(t)) = wol| = H/t (s, 2(s))ds|| < Mt —to| <

12



et pour ti,ty € J
T (x(t1)) = T(2(t)2)]] = || /t 2 f(s,x(s))ds|| < Mty — o]

donc T est bien défini. A est bien convexe, fermé et on montre par le théoréme

d’Ascoli que A est compact. En effet, pour ¢ € J {z(t)|z € A} CB (z,,7)
donc A est ponctuellement bornée (on est en dimension finie) et pour z € A

[ X (t1) — X(t2)|| < Mty — ta]

donc A est bien équicontinu. Montrons que T est continu pour pouvoir appli-
quer le théoréeme de Schauder. Soit z,y € A et € > 0, alors f est uniformément

continue sur Jx B (x4,7) donc il existe n > 0 tel que
si

|z = yllee <7

alors

Lf (8 x(t) = f{ty(@)]] < e

d’ott pour ||z — ylleo <7

7l = T < [ 117(s.2(9) = Fls.p(e)lds < e

donc T est continu. Finalement, A est un convexe fermé non vide, T est
continu de A dans A et A est compact donc T(A) 1 est aussi, on peut donc
appliquer le théoréme de Schauder qui donne I’ existence d’un point fixe pour
T.

2.4 Contre exemple du Théoréme d’existence
de Peano

on considere ’espace de Banach suivant :

X = {x = (Tp)neny tel que =z, €R et lim z, = O}

n—oo

13



normé par : ||z|| = sup |z,| et f 'application sur X définie par : f: X — X
neN
telle que :
1
pour y = (nhues on o £(3) = (Vo T+ )
"N/ neN

on a si y, — y alors f(y,) — f(y) donc f est continue.
cependant , on peut montrer que le systéme :

y(t) = Flt.yl) o
y(0) =0
En posant F(t,y(t)) = f(y(t)) , n’admet pas de solutions dans aucun

intervalle de R contenant 0
en effet si cette solution existe, elle serait dérivable et

Dy(0) = (2o = Flt.(0) = o) = (il + 1) N
(t+h) —yt)

Ye> 0,30 >0 tel quesil|h|<n=| 2 - — () |I< e
avec z(t) = (z,(t))nen ceci est équivalent a :
W(t+h) — yn(t
|t y()—zn(t)‘ge
neN h

d’00 l'on déduit que Vn € N : z,(t) = y,/(t) dérivée qui doit satisfaire le
systeme :

(2.5)

. / .
avec nlrflroo Y, (t) =0 car (2(t) € X)

alors pour tout n,y, est strictement croissante par rapport a t et puisque
yn(0) = 0 alors y,,(t) > 0 pour ¢ € |0, ¢] et on a aussi :

1
Yn(t) > yn(t) [2> 0
alors on divise et on intégre directement on a :
/
t
Yn(t) o
| yn(t) |2

, t

Yn(5)

t
—1ds>/1ds
ATECT

14



pour 0 < u <t < c et alors
t , t
2/&d5>/1d$
| 2 [ yn(s) |2 |

c’est a dire

20l yn ()2 [ = [ yn(u)2 |) >t —u
finalement on a (t )
1 1 —u
| yn ()2 | = | yn(u)? |> 5

et quand on fait tendre u vers 0 il reste que :

c’est a dire

pour 0 < t < ¢ donc (yn(t))neny ¢ X car lim yn(t) # 0 contradiction

méme argument pour les valeurs de ¢ a gauche de 0 .

pour cela on voit qu’il faut ajouter & I'hypothése de continuité de F'(¢,x)
d’autre conditions , ceci est en réalité a la non validité du théoréme d’Ascoli-
Arzela dans les espace de Banach quelconques, théoréme qui joue un roéle
fondamental dans la démonstration du théoréme de Peano ,plus loin on
donnera une généralisation due Ambrosetti (1967).

15



CHAPITRE 3

PROBLEME DE CAUCHY DANS
LES ESPACES DE BANACH DE
DIMENSION INFINIE
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3.1 Théoréme de krasnoselskii-krein

En 1955 Krasnoselskii a observé que dans un bon nombre de problémes,
I'intégration d’un opérateur différentiel donne naissance a une somme de deux
applications, une contraction et une application compacte. Il déclare alors :
Le principe suivant : L’intégrale d’un opérateur différentiel peut
produire une somme de deux applications, une contraction et un
opérateur compact. Pour mieux comprendre cette observation de Krasno-
selskii
on considére I'équation différentielle suivante :

x(t) = —a(t)z(t) — g(t, x), (3.1)

Oua(t+7T)=ualt) et g(t+7T,x) = g(t,x) pour un certain 7" > 0
. On peut transformer cette équation sous une autre forme en écrivant,

2 (t) exp(/0 a(s)ds) = —a(t)x(t) exp(/o a(s)ds) — g(t, ) exp(/O a(s)ds)

Par conséquent,

(stresp [ t a(s)ds)' = gt [ asis)

Une intégration de ¢t — 7" a t donne

/ttT <x(u) exp /Oua(S)ds)/du — - /:T (g(u,x(u)) exp(/oua(g)ds) du

Ainsi,

x(t) exp /Ot a(s)ds—z(t—T) exp /OtT a(s)ds = — /:Tg(u,x(u)) exp(/ou a(s)ds)du
(3.2)
Alors

2(t) = 2(t—T) exp /0 t_Ta(s)dseXp—( /0 ta(s)ds)— /tt g(u, o(u)) exp( /0 " a(s)ds)du exp(— /0 ta(é

T

d’ou

2(t) = 2(t — T) exp(— /ttTa(s)ds)—/tt g, 2()) exp(— /Oua(s)ds)du

(3.3)

T

17



Si on suppose que exp(— f;T a(s)ds) =a < 1,etsi (E,| . ||) est 'espace de
Banach des fonctions ¢ : R — R continues et T'—périodique, alors I’équation
(3.3) peut se mettre sous la forme

¢(t) = (Bo)(1) + (A)(t)

avec B est une contraction de constante o < 1 et A est une application com-
pacte. Cet exemple montre bien la naissance de 'application Pp = B¢+ A¢
qui s’identifie & une somme d’une contraction et une application compacte.
La recherche d’une solution pour (3.3) exige donc un théoréme adéquat qui
s’applique a cet opérateur hybride P et qui peut conclure 'existence d’un
point fixe qui sera, & son tour, solution de I’équation initiale (3.1). Krasno-
selskii trouva la solution en combinant les deux théorémes de Banach et celui
de Schauder en un seul théoréme hybride mais puissant qui porte son nom.
En clair, il établit le résultat suivant :

Lemme 3.1 soit M un sous-ensemble fermé, borne et convere dans un es-
pace de Banach de dimension infinie X, on considére T un application contrac-
tante de M dans X et S une application complétement continue de M dans
X(c’est a dire S continue et est une application compacte ).

on suppose T(M) + S(M) C M, c’est a dire Tu + Sv € MV(u,v) € M2
Alors il existe dans M un point invariant par T + S.

Démonstration : Soit z quelconque dans M, on va chercher si I'on peut
définir y € M tel que (I — T')y = Sx, pour cela on construit la suite, y,11 =
Sz + Ty, avec yo € M (par conséquent il est évident que y, € M, par
hypothése )

H Ynt+1 — Yn H: ” S+ Ty, — St — Tyn 1 H
= || Tyn - Tyn—l ||
<k || Yo — yn—1 || avec(k € ]0, 1)
ceci suffit pour dire que (y,)nen est une suite de Cauchy dans un Banach,

donc elle converge vers un certain y de M, car M est un fermé dans X.
et par la continuité on a aussi que y = Sx + Ty, et puisque y unique Alors

y = (I —T)"'Sz. on a ainsi défini une application de M dans M. soit z et =
de M, on leur associe alors y et Y telle que :
y:SaﬁLTyet?;:Sa_c—i-TZ;etona:
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ly=ylI< I Ty =Tyl + || Sz - S |
ly=YlI<k || y= yl| + || Sz — S ]|
ly=yll =k || y= ylI< || Sz — S |
(L=k) | y=yl< || Sz — S 2|
_ 1 _
ly=¥l<g— I 52— S

ce qui prouve que I'application définie précédemment par (I —7)"1S est com-
plétement continue de M dans M, et on applique le théoréme de schauder.

Théoréme de schauder :

Théoréme 3.1 soit H un sous-ensemble fermé borné et convexe d’un espace
de Banach X, Alors toute Application complétement continue T : H — H
admet un point fize.

Puisque M est une fermé, borné et conveze, et que (I —T)™1S est une appli-
cation de M dans M qui est complétement continue,

Alors il existe v € M, tel que (I —T)" 'Sz =z donc x = Sx + Tx

Théoréme de Krasnosselskii-Krein :

Théoréme 3.2 Soit f(t,z) = g(t,z)+h(t,x), h et g continues de U C RxX
dans X, U ouvert et X un espace de Banach, Soit h telle que :

[ ft, 1) = h(t, x2) [[< k() [| 21 = 2o || V(8 21), (E,22) € U

et :
*k(t) localement Intégrable
*q une application complétement continue de U — X.

Soit (to,z9) € I X D, avec I = [ty —a,to+a] et D={z e X,||x —zo ||< b}
tel que I x D C U, on suppose aussi que :

to+a
/ E(t)dt <1
t

0o—a
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et

to+a
a. sup | g(t,z) || +/ (Ok(t)+ [ h(t, o) [)dt < b
t

(t,x)eIxD 0—a

Alors le systéme :

{x’(t) = f(t,x(1))
l‘(to) = 29

admet une solution définie sur lintervalle T

Démonstration :

Il faut voir que le sup || g(¢,x) || sur I x D existe, car I x D est fermé borné,
et g est complétement continue.

Probléme : Trouver z(t) application continue de I et X tel que :

z(t) = xo ~|—/ g(s,x(s)) + h(s,z(s))ds

to
Considérons 'espace de Banach C'= C(/, X)) muni de la norme || . || et
M={zeC,|z—|<b}.
Soit les applications : T : M — M et S : M — M définies par :
t
x — Tx telle que Tx(t) = / h(s,z(s))ds pour t € [

to

t
x — Sz telle que Sx(t) = / g(s,z(s))ds pour t € I

to

| T2 = Ty |=sup | Ta(t)  Ty(t)|
S

t

—sup | [ (h(s,a(s)) — (s, y(s)))ds |

<sup / | (h(s, 5(5)) — h(s,y(s))) | ds

< sup / k(s) | 2(s) — u(s) | ds

tel to

¢
<lz—y| Xsup/ k(s)
tel

to
<llz-vyll
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Ce qui prouve que T' est contractante, en particulier continue.

Montrons que S est complétement continue

-Soit B C M borné et soit x1, s, ....., Ty, -.... une suite infinie de points de B,
I'ensemble G engendré par les éléments (g(s, £,(5)))neny dans X, pour s € I,
est relativement compact car image par g d'un ensemble inclut dans I x B
donc borné, (g complétement continue),

Et d’aprés le théoréme de Mazure, I'enveloppe convexe de G est com-

pact, G étant relativement compact, alors pour toute suite infinie de point

de G on peut on extraire une sous suite qui converge dans X, Soit donc
(g(s,xn,(s)))ken la sous suite extraite, donc pour ¢* fixé dans I, x0+fti g(s,xn, (s))ds
converge dans X, et c’est exactement Sz, (t*)

Donc pour t* fixé dans I, {Sz,(t*) € X/n € N} est relativement compact.

puisque H = {Sz,, : I — X/n € N} est equicontinue alors D’aprés Ascoli-
Arzéla, S(B) est relativement compact

" ce qui prouve que S est compact "

-Soit y € M, (x,,),y une suite infinie de M telle que lim z,, = y donc
n—oo

Vs € Ilim g(s,x,(s)) = g(s,y(s)), (car g est continue)
n—oo

g(I x B) étant borné, le théoréme de la convergence dominée, ou le théo-
réeme de Weierstrass nous prouve que lim Sz, (t) = Sy(t) dans X.
n—o0

Pour tout ¢ dans I, alors supposons que Sz, ne converge pas vers Sy c’est-
a-dire

Je > 0,3nq,....0, .... tel que || Sx,, — Sy ||> €, or on a vu plus haut que
la suite Sz,, converge vers un élément n € C, || n — Sy ||> € contradiction,
avec le fait que Sz, (t) — Sy(t) dans X pour ¢ € [ alors S est continue .

S est complétement continue .
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V(u,v) e M x M on a :

| Tu(t) — So(t) — o ||—||/ s,u(s)) + g(s,v(s))ds ||

<||/ 5, ul ds|+||/ s, 0(s))ds |
S/to | h(s, u(s)) | d5+/to | 9(s,v(s)) || ds

to+a
<|t—to| sup | g(t,2) | +/ | h(s,u(s)) = h(s, uo) + h(:
t

(t,ﬂ?)eIXD o—a

<a. sup | g(t,z) || +/to (k(s) 1 uls) — o Il + I s, ) [

(t,:E)EI xD 0o—a

puisque || u(s) —ug ||[< b, on a :

to+a
| Tu(t) — Sv(t) —xo [|[<a. sup | g(t, ) || +/ (k(s)b+ || h(s, uo) [[)ds < b (par ly
t

(t,x)eIxD 0—a

Ce qui signifie que : || Tu(t) — Sv(t) —x [|[< b Tu+ Sv e M
Alors en utilisant le Lemme précédent, on conclut que 7'+ .5 Admet un point
invariant, c’est-a-dire il existe x : I — X continue telle que :

x=Tx+ Sz < x(t) = Tz(t) + Sx(t)

x est Solution du systéme précédent et :

x(t) = xg +/t f(s,z(s))ds
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3.2 Indice de non-compacité Théoréme de Darbo

3.2.1 Rappel Topologiques :
Définition :"Espace métrique précompact"

Un espace métrique (F, d), est dit espace métrique précompact s’il vérifie
la condition suivante :
Pour tout € > 0, il existe un recouvrement finie de E par des ensemble de
diameétre inférieur a e
ou autrement dit : pour tout € > 0, il existe un sous ensemble fini F' de F
tel que : Vx € Fonad(z, F) <e

Proposition 3.1 Dans un espace métrique (E,d), pour qu’un ensemble K C
E, Soit relativement compact, il faut et il suffit que toute suite infinie de
points de K admette une valeur d’adhérence.

Définition 3.1 "Ensemble équicontinu”

Soit X wun espace Topologique, (F,d) un espace métrique, H une partie de
lensemble des applications §(X, F)

On dit que H est un ensemble équicontinu dans X si on a :

Ve > 0, et Vg € X, 4V woisinage de xo dans X, tel que :

VeeVetVfeHd(f(x),f(zg)) <e

St X est un espace de normé, on a :

H équicontinue <= Ve > 0,3n > 0 tel que || x—2' ||<n Alors d(f(z), f(2')) <eVfe H
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3.2.2 Indice de non-compacité d’une ensemble

Définition 3.2 Soit X une espace de Banach, et A un partie bornée de X,
on appelle "Indice de non-compacité" de A dans X, le réel positif défini par :

a(A) =inf {c>0,3n, € N et {af,25,....2) } C A} tel queA C U B(zf, %c)

=1

3.2.3 Propriétés

Proposition 3.2 Soit X un espace de Banach, et A une partie bornée de
X, Alors :

a(A) =0 <= A est relativement compact

démonstration :

Soit. A une partie bornée de X telle que a(A) =0

Ne 1
a(A) =0<=Vc>0,In. € Net {zf,...,25 } C Atel que A C UB(xf, 50)
i=1

<= A est précompact dans un espace de Banach, donc A est relativement compact.

Proposition 3.3 A et B deux ensembles bornés d’un Banach X on a :
1. a(A+ B) < a(A) + a(B)

2. A est borné on a a(co(A)) = a(A)

Définition 3.3 Une a-contraction
Soit G ouvert d’un Banach X, et f un application de G dans X continue ,
on dit que [ est o — contraction s’il existe k € 10, 1] tel que :

quel que soit A borne de G on a : a(f(A)) < k.a(A)

Définition 3.4 (L’enveloppe convexe et fermé)

Soit {2 un ensemble d’un espace vectoriel normé E.

l’enveloppe conveze et fermé d’un ensemble §2 est le plus petit convezre et
fermé contenant §2 c’est-a-dire

co(2) = ﬂ {K CE:CK,K conveze et fermé}
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3.3 Théoréme de DARBO

Dans cette section on présente le théoréeme de Darbo et quelques généra-
lisations qui donne l'existence du point fixe pour des applications continues
sur un sous-ensembles non vides, bornés, fermés et convexes des espaces Ba-
nach.

Maintenant nous rappelons le théoréme du point fixe suivant qui est une
version du point fixe classique pour les applications lipschitziennes dans le
contexte des Indice de non-comompacité.

Théoréme 3.3 (Darbo,[5]). Si M est un sous-ensemble fermé, borné et conveze
d’un Banach X, et Si f est une a-contraction de M dans M
Alors il existe au moins un point fire de M pour f

Démonstration :

puisque f(M) C M et M est fermé convexe, on a :
M, =cof(M) C M, dou f(M;) C f(M) et My = cof(M;) C My,
on obtient ainsi une suite de fermés convexes : M, .1 = cof(M,), et il suit
que :
cof(M,) C cof(M,—1) = M,, ainsi M, 1 C M, et est bien fermé convexe.

il est clair : x € M,, <= f(z) € M,+1, Notons :

<k"a(M)
Alors par conséquent lim «(M,) =0 car k € ]0, 1]

n—o0
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Montrons que lintersection de M,, est non vide, Soit (z,), une suite in-
fini telle que x,, € M,,, M; peut étre recouvert par un systéme fini de boules
de diamétre au plus égal a 2ka(M;) = ¢, car a(M;) < ka(M)c; (on suppose
que a(M) <0), (x,), € My, il existe au moins un boule de ce systéme qui
contient une infinité de points , notons la (z1,, ), C M, elle vérifie alors

| 21, — 21, ||[< e1,Y5,q. soit My contient (21, ), sauf peut-étre le premier,
et d’autre part peut-étre recouvert par une systéme fini de boules de dia-
meétres au Plus ou égal a 2k*a(M) = c¢,. Ainsi il existe au moins un boule
qui contient une infinité de points de (z1,, ), notons 1, (xs, )., et elle est tel
que :

| 22, — w3, ||< c2,¥j,q. et on réitere ce procédé, puis on considere la suite
diagonale (z;,)ien : il est clair que || x;, — T, ||< c1, avec ¢; = 2K'a(M),
ce qui entraine que la suite converge vers un élément x € X, Vu que (M,,),
Sont emboités, et que chaque M, est fermé Alors x € M,,. Ce qui montre que
M, nest pas vide. a(M,) < k'a(M)Vi € N, donc «a(M,) = 0. Ainsi f est
une Application continue de I’ensemble fermé et convexe et compact M,, en
lui-méme, il existe Alors au moins un point fixé par f,d’aprés le Théoréme
de SCHAUDER.

3.4 Quelques généralisations du théoréme de
Darbo

Théoréme 3.4 [6] Soit 2 un sous-ensemble non vide, fermé, borné et conveze
d’un espace de Banach E,et T : Q) — € une fonction continue telle que

(a(TX)) < ¢(a(X)) (3-4)

pour chaque sous-ensemble non vide X de Q, o1 et ¢ : Rt — R sont
deux fonctions.
telle que :

1. pour u,v € RY si(u) < ¢(v), alors u < v.

2. pour {u,} et {v,} C Ry avec limu,, =limv, = w

st Y(up) < ¢(vy) pour tout n € N, alors w = 0.

alors : T admet un point fixe dans Q.

Preuve :
Voir [6]
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Théoréme 3.5 [6] Soit Q est un sous-ensemble non vide, fermé, borné et
conveze d’un espace de Banach E. et T : 0 — Q une fonction continue telle
que

P((TX)) < o(a(X)) - 0(a(X)) (3.5)

pour chaque sous-ensemble non vide X de Q, ot 1, ¢ et 6 : R — R
sont trois fonctions telles que ¢ et 6 sont bornées sur tout intervalle borné
dans Rt et 1 est continue.

De plus, supposons que

1 (x) <o(y) =z <y;
2. pour toute suite {x,} dans R™ avec x,, —t > 0;

YP(t) — lim sup ¢(x,,) + lim inff(x,) >0

n—o0 n—oo

Alors, T admet un point fixe dans €.

Preuve :
Voir [6]

3.5 Théoréme de d’Ambrosetti :

Théoréme 3.6 Soit :

-X un espace de Banach

-I =la,b) CR

-Cu(1,X) = espace de Banach des application continues de I dans X, muni
de la morme sup.

-H C C,(I, X)) borné et equicontinue

-Hy={f'(t)/tel et fecH}

Alors :

a(H) = sup a(H;)

tel

Démonstration :
H étant une partie de C, (I, X), équicontinue Alors :

Ve > 0,3n >0 telle quesi |t —¢ |<n=] f(t)— f{) ||l<eVfeH

On construit la suite finie de points définis par :

a=1ty<t; <... <tpo1 <t,=bavec sup (t; —t;_1) <n
1<i<n
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H étant borné dans C, (I, X), alors Vt € I, H, est borné dans X
On introduit alors :

a(H,) = ug, .oy a(Hy)) = uj, oo, ,a(Hy) = u, on a :

V5 € {0,....,n} il existe {:Uj@,xj,g, ..... ,:Ej,kj} € X telle que :

. . 1
H;, C U S7 avec S = {az eX/|x—xj,|< 5 +e}
1<p<k;
Soit f € H,Onapourt € [t;_1;t;],| f(t)—f(t;) ||< €, et il existe un élément
de z;, : 1 < p < kj noté z;,, tel que :
1 1
17 (t5) = 2y IS S5+ €, Alors || f(8) = 2, [|< Su5 + 2€

On construit I’élément g € C,, (I, X') défini par les relations :

.
g(t) = thpl ; p le [a>t1]
2 - Ul
g(t) = tlg — ttl T1p, =+ tgszpz t e [tl, tg]
— —1
g(t) = > —Tap, + T3, t € [ta ts]
I3 —ty 7 l3 —ty
Zfn - t— tnfl
t) = n— n te |th1,tn
k.g( ) tn tn_]_x 17pn—1 + tn tn_lx »Pn [ 1 ]
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Soit t € [a,b], il existe j € {1,2,....,n} tel que t € [t;_1,t;] et puisque H
est équicontinue, On peut voir que :

t;—t t

Fltio) + — UL p() 4 (1) avee || £(1) ||< ¢

f(t) = ———
®) ti—tiq ti—ti

On voit alors que pour ¢t € I, il existe j tel que pour ¢t € [tj_l, tjlona:

t; ;-
t—t, “f(a 1) =@ l,ple"‘t 1

1) =g(t) |< ——

|| F(ty)=zjp; || +e

On obtient alors que : || f(¢) — g(t) ||< $u; + 2¢
1
Donc || f —g|I< 7.5 sup uj + 2€

1<5<n
L’ensemble des g € C,(I,X) construit comme précédemment est fini car
il sont construit de maniére qu’elles ne dépendent que de
(xj7pj)1§j§n avec I'j7p]. € {ZL‘jJ,l’jQ, ......... ;xj,kj}

On a:

1
Vie Hdge C,(I,X) telleque : || f—g]|< 5 SuP Uy + 2¢

Ce qui signifie que : a(H) < u; + 4e < sup(H;) + 4¢e,Ve > 0,t € [
Alors
a(H) < sup a(Hy)
tel
et il est évident que Vt € Ta(H;) < a(H)
Conclusion :

a(H) = sup a(Hy)

tel

Conséquence immédiate : le théoréme d’Arzela-Ascoli en est une conséquence.
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3.6 Théoréme Szuffla

Théoréme 3.7 Soit I =[0,a], X un espace de Banach, et B la boule :

B={reX/||z—x||<b} avec zy € X et b€ R

On considere f: B x I — X une application continue pour laquelle il existe
k>0 tel que :
a(f(S,1)) < k.a(S),VS C B (3.6)

Alors le systéeme suivant :

a'(t) = f(t x(t))
{x(t()) o (3.7)

1
Posséde au moins une solution définie sur [0, h] avec h = min(a, —, —)

Mk
et M =sup || f(x,t) ||, (z,t) € Bx1I

Démonstration :
Remarque :

1. S C B est borné car B est Borné, et puisque f est continue et S x [
est borné Alors (3.7) est bien défini .

2. M est fini d’aprés ce qui précéde.

a) Idée de la Démonstration :

le probléme 3.7 est équivalent au probléme intégral : z(t) = zo+ fot f(z(s), s)ds.
11 faut donc construire une application 7" de C'(I, X') qui doit vérifier les hy-
pothéses du Théoréme Darbo , afin qu’elle admette un point fixe, point qui
coincide avec la solution du systéme 3.7

b) Démonstration : posons J = [0, h]

On a C(J, X) muni de la norme de la convergence uniforme est un espace
de Banach, et puisque B est fermé dans X, alors C(J, B) est fermé dans
C(J, X). on considére 'application T' de C'(J, B) dans lui méme définie par :

x— Tax avec Tx(t) = xg + /t f(z(s),s)ds
0

T est continue : Soit (z,,)nen une suite infinie d’éléments dans C'(J, B) conver-
gente dans C'(J, B) vers un éléments €. On a z,(s) converge vers &(s) dans X,
pour chaque s € J, f étant continue on a f(x,(s), s) converge vers f({(s),s),
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il en résulte en vertu du théoréme de Weierstrass que pour chaque t de J,
Tx,(t) converge vers T¢(t) dans X.

On déduit que 'ensemble des valeurs Tz, (t) pour t fixé dans J est relati-
vement compact dans X, (Car toute suite de cet ensemble admet au moins
une valeur d’adhérence ). De plus les éléments T'z,, dans C(.J, X') Sont équi-
continus et bornés, il en résulte du Théoréme Ascoli-Arzéla que I'ensemble
des Tz, est relativement compact dans C(J, E'), comme toute suite infinie
extraite de la suite T'z,, est relativement Compact dans C'(J, X)

Donc toute suite infinie extraite de la suite T'z,, est convergente dans C'(J, X)
donc vers T€.

On vient de démontrer que :

Ve>0,3In>0tel que: ||z, =& ||<n=|Tax, —TE||<e€

C’est a dire que T est continue dans C(J, X)

Montrons que 7' est une a-contraction

Soit L un sous-ensemble borné quelconque de C(J, B), on considére un sys-
teme fini (y;)1<i<n € C(J, B) tel que Vo € L, Jy; tel que :

Vs € J,| z(s) — yi(s) ||< 3o(L) + €, chaque y; é¢tant continu sur J compact
donc uniformément continue, par conséquent il existe {s;1, Sig,....., Sik, } €
J tel que Vs € J on peut trouver s;,(1 < p < k;) pour lequel on a :
| vi(s) — vi(sip) ||< €, on note xq,x,...., T, le systéme fini de points de
X engendré par y;(s;,) pour 1 < p <r; et 1 <i<non a alors :

1
Vs € JVx € L,3(x;)1<1<m € X tel que || z(s) —z; [|< §oz(L) + 2¢
pour t ﬁxe dans J, on étudie I'ensemble F' des éléments de X engendré par :

z fo s)ds quand x décrit L.

Remarque : A ensemble borné : y € co(A) &y = > " a;y; avec y; € A,
systéme fini et a; > 0 tel que a; + as + ..... +a, = 1.

Soit la subdlvision de lintervalle [0,t] tel que sp = 0,81, ..., Sp_1,8, =
fo s)ds existe et on a que f(x(s),s) = f(x(s;),s;);pour s;_1 < § < s;
et on remarque alors que :

/0 f(z(s),s)ds = Zf(x(si, i) = Zfi.si

Donc—/ f(z ds—ZfZ—avecsZZOet Yo 3 =1et (f;) systéme
fini de (f(z(s),$))ses
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1 [t _—
Donc d’apreés la remarque précédente : ;/ f(z(s),s)ds € co(f(z(s),s)) C
0

coW, ot W = {f(z(s),s)/z € L,s € J} ,on vient de montrer que F C
coWW d’aprés l'indice de non compacité , F' et W étant borné on a a(F) <
a(coW) = a(W)

Soit V =", B(w;, 2a(L) + 2¢), on a bien Vs € J,Vz € L,z(s) €e VN B il
en résulte que W C f(BNV,I) dou :

aW) <a(f(BNV,I)) <ka(BNV) < ka(V)=k(a(L) + 4e)

a(F) < a(W) < ka(L) alors a(tF) < k.ta(L)

et Finalement : a(T'L(t)) < k.ta(L) < k.ha(L)

d’autre part T'L est un ensemble borné et équicontinu

et d’aprés le Théoréme d’Ambrosetti : «(TL) = a(TL(t)) < k.ha(L)

On vient de démontrer que :

T :C(J,B) — C(J, B) continue et qui vérifie :

VL sous ensemble borné de C(J, B) , a(T'L) < k.ha(L) et avec le choix de h
on a h.k €10,1].

T est une a-contraction de C(J, B) dans C(J, B)
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Conclusion :

C(J, B) étant borné, fermé et convexe et d’aprés le Théoréme de Darbo, T’
admet au moins un point fixe z(t) € C(J, B) tel que Tz = z, et x(t) est donc
solution du probléme intégrale,

c’est-a-dire z(t) solution du systéme :

{x’<t> = f(t,(1))

x(ty) = xo
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