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RESUME

DANS ce mémoire, nous étudions principalement le probléme de Helmholtz

Au+ku=0 x¢cQ, k=14

[

g—g\p:un, (ou ur = uq).

avec I' = 0. L’inconnue est u(x), elle est a valeurs complexes et k = w/c est le
nombre d’ondes. La fréquence f étant égale & w = 2/m.

Dans un premier temps, nous étudions ce probléme dans le cas général et nous
allons citer les résultats d’existence et unicité de la solution.

Dans un deuxiéme temps, nous nous intéressons au probléme de Helmholtz par un

obstacle revétu d’une couche mince.

Mots clés :
e Equation de Helmholtz.
e Diffraction.
e Couche mince.

Condition aux limites.

diffusion.
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ABSTRACT

IN this thesis, we mainly study the Helmholtz problem
Au+ku=0 2€Q, k=Y

C’
ou _ _
%]p = Uu,, (ou ur = Ug)-

with I' = 0€2. The unknown is u(x), it is complex valued and k = w/c is
the number of waves. The frequency f being equal to w = 2/7.

First, we study this problem in the general case and we will cite the
existence and uniqueness results of the solution.

Secondly, we are interested in the Helmholtz problem by an obstacle
coated with a thin layer

Key words :
e Helmholtz equation.
e Diffraction.
e thin layer.
e Boundary conditions.

e scattering.
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INTRODUCTION

E mémoire est consacré a 1’étude de I’équation de Helmholtz qui décrit

la plupart des phénomeénes de diffraction sont régis par cette équation
dans un domaine 2 de R3. Plus précisément, on étudie le probléme aux
limites suivant :

Au+ku=0, zeq, k=2,
(1)

Sulp = up, (ouur =uq).

avec I' = 0). L’inconnue est u(x), elle est & valeurs complexes et k =
w/c est le nombre d’ondes. La fréquence f étant égale a w = 2/7.

Ce probleme a été étudiée par de nombreux auteurs depuis plus d'une
centaine d’années.

Dans ce mémoire, le travail que nous présentons porte sur le probléme
de Helmholtz. L’étude que nous présentons est divisé en deux problémes :

e Une étude générale du probléeme de Helmholtz.

e Clarification des travaux de Bendali-Lemrabet[3].

Nous nous intéressons a la reprise avec plus de détails des travaux de
Bendali-Lemrabet[3], de contribuer & expliquer et analyser ces travaux, qui
étudie la diffraction d’une onde électromagnétique par un obstacle revétu
d’une couche mince.

L’idée a été introduite dans les années quarante par shukin-léontovitch
[13]. Historiquement, cette idée fut utilisée pour la premiére fois sous la



Introduction

forme d’'une relation qui lie les composantes tangentielles des champs élec-
trique E et magnétique H sur la frontiére I', et "le nombre d’impé-
dance" équivalente de "la couche mince". Elle a été ensuite appliquée
par de trés nombreux auteurs parmi lesquels nous citons [[23], [20], [10],
[5], [3] ]. Ces conditions aux limites approchées conduisent & des problémes
aux limites non-standards, ol elles sont exprimées par des opérateurs dif-
férentiels sur I' d’ordres supérieurs a celui de 'opérateur intérieur. Ce type
de conditions aux limites est appelé conditions de Ventcel état dans la
littérature [12].

Cependant, 'idée d’introduire de nouvelles conditions aux limites pour
approcher l'effet des couches minces a fait l'objet de plusieurs études
principalement en électromagnétisme ou cette méthode a été appliquée
pour approcher le probléme de diffraction d’une onde électromagnétique
par un obstacle conducteur revétu d’une couche mince.

Nous avons organisé notre mémoire de la facons suivante :

Dans le premier chapitre nous réunissons les éléments d’analyse
fonctionnelle et de géométrie différentielle qui se rapportent a I’étude des
équations de Helmholtz en présence d’'une couche mince.

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons les équations de Helm-
holtz et citons les résultats d’existence, d’unicité et de régularité de la
solution d’un probléme modéle.

Finalement, le troisiéme chapitre est principalement basée sur la
reprise en détails des travaux de Bendali-Lemrabet [3] qui étudie un pro-
bleme mathématique basé sur I’équation de Helmholtz par un obstacle
revétu d’une couche mince avec une condition de Neumann ou Dirichlet
sur le bord et une condition de radiation a I'infini, nous donnons un résul-
tat d’existence et d’unicité de la solution et nous présentons l'opérateur de
Poincare-Steklov dans le but de reformuler le probléme dans un domaine
borné, et un changement d’échelle permet d’écrire la formulation varia-
tionnelle dans un domaine fixe. On donne ensuite I’étude de la stabilité de
la solution relativement au petit parameétre 9.



CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES D’ANALYSE
FONCTIONNELLE ET DE GEOMETRIE
DIFFERENTIELLE

ANS ce chapitre, nous rappelons quelques notions utiles de I'analyse
fonctionnelle et de géométrie différentielle que nous allons utiliser
dans la suite de ce mémoire, pour cela a on se réfere [6] , [19], [15].

Analyse fonctionnelle

Espaces LF(Q2),1 <p < o0
Soit €2 un ouvert borné de R" :

Définition 1.1.
On désigne par L'(Q) Uespace des fonctions intégrables sur €0 & valeurs
dans R. On pose

1110 = / /() |da

Définition 1.2.
Soit p e R avec 1 < p < oo; On pose

LP(Q) = {f : Q — R; f mesurable et |f|’ € L'(Q)}.

Il = | [ f(m)lpdxr-

||.||zr est une norme sur LP(Y) et cet espace est de Banach.

On note

3



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Espaces de Sobolev W™

" naturels " des solutions des

équations aux dérivées partielles. On les appelle aussi espaces d’énergie car
ils s'interprétent naturellement comme des espaces de fonctions d’énergie
bornée. Nous rappellerons ici les définitions et les résultats qui seront uti-
lisés par la suite.

Les espaces de Sobolev sont les espaces

Définition 1.3 (Fonctions testes).
Soit Q un ouvert de R"™ . On appelle 'ensemble des fonctions a support

compact inclus dans € et indéfiniment dérivables dans €2, les fonctions
testes. Cet ensemble est noté D(§2) ou C°(12).

Définition 1.4.
Soit € un ouvert de R" et soit p € R avec 1 < p < o0.
L’espace de Sobolev WP(Q2) est défini par

3917927 ey gN € LP(Q) tels que
W (Q) = u e LP()
WU = — [ aip Ve € CX(Q), Vie N
On pose
Wh(Q) = H'(Q)
Pour u € WH2(Q), on note

ou ou Ou ou
o g; et Vu= <8_951’ G_xg’ s %) = gradu

L’espace WP (Q) est muni de la norme

il = [m z

Lespace H(Q) est muni du produit scalaire

ou Ov
(u,v) g = usz—i—Z(ax 835)

La norme associée est :
2 72
L2

[lullm = [

Z

st 1 <p<oo
Lp

=

Z



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Définition 1.5.
Soit m < 2 un entier et soit p un réel avec 1 < p < oco. On définit par
récurrence

ou
&ri

W™P(Q) = {u Q= Rlue W™ 2(Q) et — € W™ 2(Q), 0<i < n}

1l revient au méme d’introduire

Via| < m3g, € LF(Q) tels que
W™P(Q) = u e LP(Q)
JuD%e = (=1)* [ gap¥p € CZ(Q)

m
avec : o = (a1, g, ooy y); o) = >y, a; > 0;
i=1

On note g, = D%u.
L’espace W™P(2) muni de la norme

[l (@) = > 1Dl

0<a<<m

est un espace de Banach.

On pose H™(Q) = W™2(Q); H™(Q) muni du produit scalaire

(u, ) Fm(e) = (u,v) 2 Z (D%, D"v) 2;

0<a<m
est un espace de Hilbert.

Proposition 1.1.

L’espace WP (Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo.

L’espace WHP(Q) est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo
Lespace H(Q) est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.6 (L’espace W, (Q)).
Etant donné 1 < p < oo, on désigne par WyP(Q) la fermeture de C}(Q)
dans W1P(Q).
On note
HLQ) = WEH(9)

Lespace W, P(Q) est muni de la norme induite par celle de W, (Q) ;
Uespace HY(Q) est muni produit scalaire induit par celui de H' ().

L’espace Wol’p(Q) est un espace de Banach séparable ; il est de plus ré-
flexif pour 1 < p < oo. L'espace HY(Q) est un espace de Hilbert séparable.

5



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Théoréme 1.1 (des traces).
Soit Q un ouvert borné régulier de classe C* ; ou bien @ = R : On définit
l'application trace linéaire continue vy par :

Y 1 HY(Q) N CY Q) — L2(092) N C1(09)

U — VO(U) = Ujpq
Cette application g se prolonge par continuité en une application li-

néaire continue de H'(Q) dans L?(0R) ; noté encore y.

Théoréme 1.2 (Formule de Green).
Soit Q un ouvert borné régulier. Si u et v sont des fonctions de H* (),

elles vérifient
/uAv—/ v(x)a—u—/VuVU
Q o0 on Q '

ot : n est le vecteur normale a ().

Définition 1.7.

Soit H un espace de Hilbert.

On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : H x H — R est :
1. continue s’il existe une constante C' telle que

|a(u, v)| < Cllullg|lv]lz Vu,veH,
2. coercive s’il existe une constante a > 0 telle que
la(v,v)] > a[v].

Théoréme 1.3 (Lax-Milgram).

Soit H un espace de Hilbert et a(.,.) une forme bilinéaire, continue et
coercive et @ une forme linéaire continue sur H : Alors pour tout v € H
il existe uw € H unique tel que

a(u,v) = (¢, v)
De plus, si a est symétrique, alors uw est caractérisé par la propriété
1 1
uwe H et —a(u,u) — (p,u) =min< —a(u,v) — (p,v) ¢ .
2 veH | 2

Proposition 1.2 (Inégalité de Poincaré).
On suppose que €2 est un ouvert borné. Alors il existe une constante C
(dépendant de Q2 ) telle que

[ullwis < ClIVu| |, Yu € Wy (Q)(1 < p < o0).

En particulier Uexpression ||Vul|L» est une norme sur Wy (Q) qui est
équivalente a la norme ||u||wrs.



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Alternative de Fredholm

Définition 1.8 (Opérateur compact).

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, On dit qu’un opérateur T €
L(E; F) est compact si T(Bg) est relativement compact pour la topologie
forte dans F, avec Bp est la boule unité fermé dans E. On désigne par
K(E, F) l’ensemble des opérateurs compacts et on pose K(F) = K(E, E).

Théoréme 1.4.
Soit T € K(FE) alors :
1. Ker(I —T) est de dimension finie,
2. Im(I—T) est fermé, et plus précisément Im(I —T) = Ker(I —T*)*
3. Ker(l -T)=0&Im(I-T)=FE
4. dim(ker(I —T)) = dim(ker(I —T%))
Interprétation : On cherche a résoudre u — T'u = f. On a alors 'al-
ternative :
1. Ou bien Vf € E on a une solution unique.(C’est le point 3 du théo-
réme)

2. Ou bien I’équation homogéne admet n solutions indépendantes et on
ne peut résoudre I'équation compléte qu’avec n conditions d’orthogo-
nalité sur f.(C’est les points 1,2 et 4 du théoréme)

Polynomes de Legendre

Les polynomes P, apparaissant dans le développement en série de Tay-
lor de la fonction analytique,

e.¢]

V1— 2t7’+r2 Z

=0

S’appellent les polynémes de Legendre et ils vérifient :
1. La relation de récurrence (n 4+ 1)P,41 — (2n 4+ 1)tP, +nP,_1 = 0.

2. L’équation différenticlle de Legendre (1 — t?)P,(t) — 2tP.(t) +
nPn_l(t) =0.

3. Ainsi que la relation d’orthogonalité f_ll P Ppdt = 5 +15
4. Ils sont donnés par la formule de Rodriguez P, (t) = 724 (t2 — 1™

5. mais en plus ils forment une base complete de I'espace de Hilbert
L2[-1,1].



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Expression du laplacien en coordonnées sphériques

Nous allons besoin de travailler dans le systéme des coordonnées sphé-
riques ol r est une variable explicite et (0, ¢) deux angles (Voir Fig

x1 = rsinf cos g,
X9 = rsinfsin g,
T3 = 1 Ccosf.

avec ce changement de variable, on a 'expression du laplacien dans les
coordonnées sphériques :

2
29 +#g(sin9%) + L0

19

A= 7’287’(T 7“) r2sin 6 00

2 sin® 6 Op?

FIGURE 1.1 — Les coordonnées sphériques

Fonction de Bessel

Définition 1.9.

Les fonctions de Bessel, découvertes par le mathématicien suisse Daniel
Bernoulli, portent le nom de Friedrich Bessel, et sont des solutions y de
I’équation différentielle de Bessel :

d2y dy
2 2 2

pour tout nombre réel ou complexe n. Le cas le plus commun est quand n
est un nombre naturel, et il est alors nommé ['ordre de la fonction.

Expression des fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel de premiére espéce J,, sont définies par :

8



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Jul@) = (@/2)" 3 22Pp(!(n)+p)!

p=0

2p

Les fonctions de Bessel de deuxiéme espéce ou fonctions de Neumann
sont définies par :

. (@) cos(Am) — J_)\(x)
Yol) = 113711 sin(Ar)

Proposition 1.3.

1. Relations de récurrence :

ui(z) = " — T ()
Jni1(x) + Ty (x) = 22T, (x)
Juii(x) = Joa () = =27, (x),

2. On en déduit :
Ji(x) = —Jy();

A @ (@) = 2" T ()

3. Orthogonalité :
Ai et \j €tant deux zéros distincts de Jn, on a :

fol Ty (Nix) Jp(Ajr)dr =0

Harmoniques sphériques

L’objet de cette section est la définition des Harmoniques sphériques
qui jouent un role importent avec les Fonctions sphériques de Bessel dans
la résolution du probléme de Helmhotz.

Définition 1.10.

Les harmoniques sphériques sont des fonctions harmoniques particu-
licres. A titre de rappel, une fonction est dite harmonique lorsque son
laplacien est nul. Les harmoniques sphériques sont particulierement utiles
pour résoudre des problemes invariants par rotation, car elles sont les fonc-
tions propres de certains opérateurs liés aux rotations.

9



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Définition 1.11.
Les fonctions sur la sphere obtenues par restriction de polyndmes homo-
génes harmoniques sont des harmoniques sphériques.

Expression des harmoniques sphériques

On obtient alors 'expression inscrite plus bas. Une maniére simple de
retenir cette expression est la suivante :

20 4+ 1
v = Bfeost)y/ ——.
T

Ou Py(x) est le polynome de Legendre de degré /.
On obtient ensuite :

LY = = m?) + ([—m)y;"!

ou

(0 v 0
J. =¥ | — -
e <69 * tan@@gp)
est 'opérateur « d’échelle montante ».

Pour m négatif, ;" = (-=1)™.Y, ™"

Proposition 1.4.

1. Les harmoniques sphériques forment une base orthogonale sur la
sphere unité, toute fonction continue f(0,¢) se décompose en une
série d’harmoniques sphériques :

400+

F0.0) =3 > CIYiM0,¢)

=0 m=—/

ou £ et m sont des indices entiers, Cj" est un coefficient constant
et souvent en mathématiques prend le nom de coefficient de Fourier
généralisé relativement a cette base.

2. Le développement en harmoniques sphériques est [’équivalent, appli-
qué aux fonctions angulaires, du développement en séries de Fourier
pour les fonctions périodiques.

3. Y™ est la partie réelle d’une fonction complexe Y,

Y{(0,¢) = Re (Y7"(6,2))

10



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Y/" est appelée « fonction associée de Legendre » ct est définie
par :
2(0 —m)!

Y™ (0,¢) = mPgm(cos 0)e™?

ou P est le polynome de Legendre :

Pm X) = (_1)m 1 — X2 m/2 . @m+€ X2 -1 I
(X) = (= XA (X 1)
On a donc
m 20 —m)!
Y0, ) = Wpe (cos ) cos(mp)

Fonction de Hankel

Définition 1.12.

Les fonctions de Hankel, notées Hqgl)(a:) et Hygf)(x), sont des fonctions
spéciales de la physique mathématique. Ce sont les solutions linéairement
indépendantes de [’équation de Bessel :

d’y dy
2 2 2
3:—2+:c—+(:c —n°)y=0

ou n est un nombre arbitraire réel ou complexe. Dans le cas ot n est un
entier, on le note alors généralement par n dans l’équation de Bessel, et
il est dénommé ordre. Fonction de Hankel du premier type :

HV(2) = Jo(x) + iV, (x)
Fonction de Hankel du deuxieme type
HP () = Jo(z) — i¥ (@)

La présence de 1 montre qu’il s’agit de solutions complexes. Les fonctions
de Hankel sont des combinaisons linéaires des 2 autres solutions de l’équa-
tion de Bessel que sont J,(x) et Y,(x), dites fonctions de Bessel de pre-
miere et deuxieme espeéce. Les fonctions de Hankel sont par conséquent
aussi nommées Fonctions de Bessel de troisieme espéce.

Proposition 1.5.

11



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

1. Expression en fonction des Bessels de premiére espéce :

Hr(zl)(x) _ J_n(2)—e "], (2)

isin(nm)

H1(12)<17) _ J_p(z)—e"™ ], ()

—isin(nm)

2. Relation surn :
() = e 1y (@)

H(Q) (@ _ e—nm'Hff) (:U)

Compacité locale de Rellich

Soit 2 un ouvert borné de R", alors on a le lemme de compacité locale
de Rellich suivant,[24]

Lemme 1.1 (Rellich).

Soit Q un ouvert borné de R™. L’injection canonique H}(2) — L*(Q)
est compacte. En imposant des conditions de réqularité sur €2, [injection
canonique H(Q) — L2(Q) est également compacte (on dit que toute
suite bornée de HY(Q) on peut extraire une sous-suite convergente dans

L*(2) )
Espace LP(a,b; X)

Soient X un espace de Banach et |a; b[ un ouvert de R. On désigne par
||.||x la norme dans X.

Définition 1.13.
On désigne parl?(a,b; X) o (0 < p < o0) l’espace des classes de fonc-
tions mesurables de |a;b[ dans X telles que :

1 estansx) = [fia 1F @ Ict] " < 00 pour p < oo,

1 llzo(apxy = supl[f(t)]|x < oo pourp = oo.

Pour (0 <p < ), LP(a,b; X) est un espace de Banach.

12



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Distributions vectorielles

Définition 1.14.

On appelle espace des distributions vectorielles de |a;b[ & valeurs dans
un espace de Banach X et on note D (Ja,b]; X) Uespace des applications
linéaires continues de D(]a;b[ a valeurs dans X et on note

D'(Ja,b[; X) = L(D(Ja, b[; X)

Définition 1.15.
Soit f € D'(Ja,b[; X) et soit m un entier naturel. Alors , Uapplication

¢ — (-1"f | 52| o € D0t

est une distribution que [’on note ‘Cilt—,f.

Espace W (a,b;V,V")

On considére deux espaces de Hilbert réels séparables. On note (;) le
produit scalaire et ||.|| la norme dans V' et (,), |.| les notions correspon-
dantes dans H

En outre, on suppose que V est dense dans H si bien qu’en identifiant
H et son dual H, on a
Ve HV

chaque espace étant dense dans le suivant.

Définition 1.16.
Soient a;b € R. On désigne par W (a,b;V, V') Uespace

vw@amvﬁz{ueﬁmﬁwmdeL%@aV&

Proposition 1.6.
L’espace W(a,b; V, V/) muni de la norme

N|=

lallw = (Il By + 11 B
est un espace de Hilbert.

Remarque 1.1.
HY(0,1; L*(T")) est l'espace des distributions vectorielles.
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Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Géométrie différentielle

Carte locale
Soit M un espace Topologique.

Définition 1.17.
Soit M une sous-variété de classe C* et de dimension n de M . Une carte
locale de M est un couple (U,) formé est définie pour tout P € U par :

1. U C M ouvert.
2. ¢ homéomorphisme ¢ : U — (U).

U est le domaine de la carte U, pour :

Y(P) = (z'(P),2*(P), .., a"(P))

ot (xl, 22, ..., 2") est dit la fonction coordonnés de la carte (U, 1))

Eléments de géométrie dans R?

Soit un ouvert Q4 de R3 tel que Q°_ est un compacte, Q. de frontiére

I' de classe C*™ et 6 > 0 un paramétre destiné a tendre vers 0 : On note
Q; = R?\ Qu de frontiére I' et

QOF = {zx € Q|d(z,T) < d}.
Nous introduisons une paramétrisation locale du domaine Qf
x € Qf — (m,s) €T x[0,0] telle que x = xr + sn(m)
Ot m est caractérisé par

|z — m| = min |z — y|
yel
Définition 1.18 (Plan tangent).
Pour tout m € T' on note T, le plan tangent a I' au point m qui n’est

autre que le plan passant par m et orthogonal a n(m)

Définition 1.19 (Base covariante).
Soit o(ol,0%) — m € T une paramétrisation d’un voisinage de mqy ou
o € O un ouvert R? : On définit la base covariante (Ta)a=12 du plan T,
par

To = OgoMm

14



Notions Préliminaires d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle

Définition 1.20 ( Base contravariante).
La base contravariante (ou duale) (7%)q—01 est définie par

778 = 55 pour (=12 e 1T*n=0

ot 8 désigne le symbole de Kronecker.

Opérateurs différentiels sur I'

Gradient tangentiel V

Le gradient tangentiel d’une fonction u € D(I') est défini dans la carte
locale (U, ) par le champs de vecteurs tangents a ' suivant :

ou o

Vru = o™

Laplacien tangentiels Ar

Le laplacien tangentiel Aru d’une fonction scalaire uw € D(T), est défini
par la relation

/ Aru.®dl = — / Viu.Viddl, Vo e D).
T r

Divergence tangentiels divr

La divergence tangentiels divpr d’un champ de vecteurs tangents a I,
q € DI, T()), (T(T) = UL, () est le fibré tangent a T'), est définie a
travers la relation intégrale suivante

/diqu.fbdf = —/q.VFCI)dF, Vo € D(I).
r r
Définition 1.21 (L’opérateur gradient surfacique).
Soit v une fonction scalaire définie sur I' ; on introduit le prolongement U
sur QU satisfaisant :
v(z) = v(m)

L opérateur V peut alors étre défini par

(VU)(m,0) = (Vrv)(m), meTl

C’est un opérateur tangentiel dont [’expression en fonction de la base
contravariante de T,, s’écrit (localement)

Vv = Opav1®
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CHAPITRE 2
EQUATION DE HELMHOLTZ

N Ous allons présenter dans ce chapitre I’équation de Helmholtz et nous
allons citer les résultats d’existence et unicité de la solution de cette
équation ; Le lecteur pourra se référer a [16] pour tous les détails.

2.1 Description de I’équation de Helmholtz

L’équation des ondes acoustiques dans un milieu homogéne, modélisant
la propagation du son dans l'air, s’écrit sous la forme :

PO% + Vp = 07
(2.1)

c%%ano div u = 0.

ol py est la densité moyenne, c est la vitesse du son dans le milieu, u est
le vecteur vitesse de déplacement du milieu et p une quantité scalaire, elle
représente la pression supposée isotrope. En éliminant le déplacement u
dans , nous obtenons un équation des ondes scalaire pour la pression

P
—~ _AAp = 0, x € () (2.2)

Afin de régler le probléme, nous devons spécifier le domaine 2 dans lequel
nous voulons résoudre notre équation, et nous donnons des conditions aux
limites.

Le domaine sera soit un domaine intérieur noté €2 ou {2; ou son com-
plémentaire ()., que nous appellerons un domaine extérieur. Les deux
domaines sont contenus dans R? ou R?, et leur frontiére commune I' est

16



Equation de Helmholtz

une courbe réguliére bornée ou une surface réguliere. L’unité normale n a
[' est définie comme extérieure a €2;.

Les deux conditions aux limites classiques sont le probléme de Dirichlet
pour lequel la condition sur le bord est :

p=0 sur I (2.3)

et le probléeme de Neumann pour lequel la condition sur le bord est :
— =0 sur I (2.4)

L’équation(2.2)) est de type hyperbolique. Nous cherchons des solutions
harmoniques de I'équation (2.2)) de la forme :

p(t,x) = Re(u(z)e™")

ol w est la pulsation de I'onde.
La fonction u a maintenant des valeurs complexes. Notons w14 la donnée de
Dirichlet et wu,, la donnée de Neumann, 'équation (2.2)) devient

Au+Kku=0, zeq, k=2,
(2.5)
%‘F = Uy, (ou Ur = Uq).
L’inconnue est u(x), elle est & valeurs complexes et k = w/c est le

nombre d’ondes. La fréquence f étant égale & w = 2/m. Ce Probléme est
le Probléme de Helmholtz.

2.2 Résolution de I’équation de Helmholtz

Les problémes de Helmholtz intérieur et extérieur sont de nature trés
différentes. Dans le cas d’un probléme intérieur I'opérateur (—A) est
auto-adjoint & résolvante compacte dans I'espace L?(£2), nous pouvons li-
miter notre attention aux solutions réelles sans perte de généralité. Les
deux problemes modeéle sont les problémes de Dirichlet et de Neumann

(( Au+FKu = 0, z€,,
. (2.6)

u = ug sur I’

((Au+ku = 0, z€Q,,
: (2.7)

<= u, sur I

17



Equation de Helmholtz

L’alternative de Fredholm montre que chaqu’un des deux problémes a
une solution unique, sauf lorsque k? est une valeur propre de 'opérateur
associé pour les conditions limite de Dirichlet ou de Neumann.

Dans le cas du probléme extérieur l'opérateur (—A) n’est pas auto-
adjoint ni a inverse compact, nous recherchons des solutions a valeurs
complexes. Il faut préciser le comportement a l'infini et notamment im-
poser la condition de rayonnement.

Les deux équations du modele sont les probléemes de Dirichlet et de Neu-
mann

(( Au+ku = 0, x€Q.,
4 (2.8)
\ u = ug sur I.

(( Au+FKku = 0, z€Q.,
! (2.9)

ou __
\ 5. = Up sur T

Dans les deux cas, les conditions & I'infini sont (¢ est une constante fixe)

lu| < £, r grande,
(2.10)
Vau| < 2,

auxquelles on ajoute la condition de rayonnement ( la condition de Som-
merfeld), elle exprime le fait que 'on s’intéresse a la solution physique.
C’est une condition d’onde sortante a l'infini, compte tenu du fait que
nous cherchons des solutions dont la dépendance temporelle est en e ="t
ou

— —ku

<
or -

. (2.11)

ﬁl\.’)| o

Notons que cette derniére condition implique que les solutions sont a va-
leurs complexes, méme si k? soit réel.

Nous étudions maintenant, le cas ol1 le domaine est I'intérieur ou I'extérieur
de la sphére unité.

2.3 Les Fonctions sphériques de Bessel

Dans le cas d’une sphére, on peut résoudre explicitement les problémes
intérieurs et extérieurs de Helmholtz. La solution est exprimée comme une

18



Equation de Helmholtz

somme des solutions a variables séparées de (r) d’'un coté, et de (6, ¢) de
l'autre coté. Nous recherchons des solutions sous la forme

UT(Ta 0, (10) - hﬁ(kr)nm(ea @) (212>

ou Y;" est une harmonique sphérique d’ordre £. Nous utilisons I’expression
du laplacien en coordonnées sphériques et les propriétés des harmoniques
sphériques pour obtenir une équation pour la fonction hy(r) qui est indé-
pendante de I'indice m. C’est ’équation de Bessel sphérique

1d Ldh(r) | (1_z(£+1)

r2 dr dr 2 ) h((T) =0, r>0. (2.13)

L’équation sphérique de Bessel prend la forme

d—2he(7’) 2+ (1 - Wt D

dr? rdr

) he(r)=0, r>0. (2.14)
,
Il s’agit d’une équation homogéne de second ordre. Les coefficients sont
singuliers & » = 0, et a l'infini. Elle admet deux familles de solutions
définies a un facteur multiplicatif pres.

Théoréme 2.1.

L’équation sphérique de Bessel admet deux familles de solutions,
appelées les fonctions sphériques de Hankel ou également Fonctions
de Bessel demi-entieres, qui vérifient la relation de récurrence

d 14 (+1
d—he =—hy—hpy1 = — he 4+ hi—q, (2.15)
r r r
2041
hesi+ hey = hy. (2.16)

Ils sont donnés par les expressions

) = o (S) (), 217

0 = o (22) (20, 2.15)
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W (r) = Ty (r); (2.20)
 (m+0)
On = l(e =y (221)
La fonction
d (1)
_ dr't (r) 9 99
Zé(r) r hé”(?’) ( : )

vérifie la relation de récurrence
(zeoy — (0= 1)) (zg + L+ 1) =12 (2.23)

Elle est donnée par l'expression

be .7
z(r) = ——+1— 2.24
) qe qe ( )

ol py et qp sont des polyndémes de degre £ en la variable r% et

g =1+alh + .. +alt=r2n (") (2.25)
pr=14+2c4%+ ..+ (1+0)a)=, (2.26)
ay, = Bnbm. (2.27)
Alors,
pe
1 < —R(z(r)) = ” </l+1 (2.28)
l
0 < S(z(r)) <r (2.29)

2.4 Problémes de Dirichlet et Neumann pour une
sphére

Afin de trouver les solutions aux problémes intérieurs et extérieurs, nous
développons ug et u, en harmoniques sphériques. On a le développement
de uy et u,
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oo [{
ua(,0) = 22 2 u'Y"(0, ),
(=0m==t (2.30)

U'Zn - fS U/d(ea 90)7271(97 QO)dO',
o0 L
un(9790) - Z Z U?”Y'[m(ejgp),
(=0m==t (2.31)

v;n - fS un(Q, ‘P)?Zn(ea (,O)dO',

La solution du probléme de Dirichlet intérieur (2.6|) est donnée par
page 91[16].

u(r0.0) =3 3wl ymg o) (2.32)

ou les fonctions j,(r) sont définies pour ¢ = 0 par j, = % la partie
imaginaire de hg. Qui est analytique et n’a donc pas de singularité dans
un voisinage de l'origine. C’est la fonction sphérique de Bessel d’ordre zéro.
Nous introduisons pour £ # 0 les fonctions sphériques habituelles de Bessel

i) = (o (2 (22)

Nous remarquons que l'expression ([2.32)) n’a pas de sens lorsque k est
un zéro de 'un des fonctions sphériques de Bessel, sauf lorsque le coefficient
correspondant des conditions est également nulle. Ceci est typique de 'al-
ternative de Fredholm, et I’ensemble de toutes les valeurs correspondantes
de —k? est exactement l’ensemble des valeurs propres du Laplacien sur la
sphére unitée avec une condition aux limites de Dirichlet. Les fonctions
propres associées sont

Je(kr)Y,™(0,0),m = —€,... L
et la multiplicité est 2¢ + 1.

La solution du probléme de Neumann intérieur (2.7) est donnée
par

00 Y4 .
= m]d_k’?“) m
u(n 67 90) - ; m;g Uy kdirjé(k)n (97 90) (233>
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De méme, cette expression n’a aucune signification lorsque k est un zéro de
la dérivée de 'une des fonctions sphériques de Bessel, sauf si le coefficient
correspondant de la donnée est également nul. Par le changement de k£ en
k%, " ensemble de zéros des fonctions % est exactement 1’ensemble des
valeurs propres du Laplacien dans la sphére unitée avec une condition
aux limites de Neumann. L’espace propre associé est engendré par les

fonctions j,(rk)Y," (0, ¢) et la multiplicité est de 2¢ + 1.

Lorsque k? n’est pas une valeur propre, ces problémes intérieurs et
extérieurs ont une solution unique, dont la régularité est exactement la
méme que celle des probleme de Laplace associé.

La solution du probléme de Dirichlet extérieur (2.8)) est donné par

> & ) kr)

La solution du probléme de Neumann extérieur (2.9 est donnée
par

00 Y4
u(r,0,0) => Z Lo 7). ) (2.35)
/=0 m=—/

2.5 Le cas d’une onde plane

Une onde plane est une solution d’'une équation de Helmholtz de la
forme

= —
Uine = €T K| = k. (2.36)

Une onde plane ne vérifie pas la condition de rayonnement. Le probléme
acoustique associé vérifie la condition nulle de Dirichle. Nous cherchons
une solution u du probléeme extérieur de la forme

U = Ujpe + Use, (2.37)

ol le champ diffusé u,. satisfait la condition de rayonnement sortant .
La condition aux limites prend donc la forme

Use = —UWine, dans S (2.38)

ou S est la sphére unitée. La solution du probléme intérieur associé est
alors —u;,.. Le probléme est invariant par rotation autour de I'axe orienté
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par k., que l'on peut choisir de coincider avec I'axe oxz. Nous utilisons les
coordonnées sphériques.donc

Ugiff = _eik0059 (239)
Cette fonction est invariante par rotation autour de l'axe oxs.

Lemme 2.1.
Le développent suivant est satisfait :
et =3 () (20 + 1) o (k)Py(x) (2.40)
(=0

ot Py enst le polynome de Legendre d’ordre . Une expression équivalente
est

eikeost — i(z’)E\/S_W (4 1/25,(k)Y(0) (2.41)
(=0

2.6 Le probléme extérieur de I’équation de Helmholtz

Nous avons donné dans la section [2.2] une formulation assez formelle du
probléme extérieur.
Il est naturel de chercher une solution telle que

u Vu

(1+7r2)1/2 (1+1r2)1/2
En effet, ces estimations sont celles qui sont apparues dans le cas de la
sphére. La solution de (2.8) et (2.9) n’est pas unique dans cet espace,
comme nous l'avons vu dans le cas de la sphére. Nous devons ajouter la

condition de rayonnement. Une forme de cette condition est (2.11)). Une
forme plus faible est
/§26

Notons H l'espace de Hilbert associé

B U 9 Vu
"= {u e <0 T €

c L*(Q), c L*() (2.42)

dx < c (2.43)

L%(.), ? —iku € ]L?(Qe)}
r

(2.44)
Nous aurons besoin d'une boule Bg dont la frontiere est la sphére Sg. Son
rayon R sera choisi suffisamment grand pour enfermer le domaine intérieur

Q.
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Définition 2.1 (L’opérateur de capacité T').

Nous avons noté T ['opérateur de capacité qui associe a une fonction u
sur la sphére unitée S, la dérivée normale de la solution du probleme de
Dirichlet extérieur dont les données aux limites sont w. Les fonctions u et
Tu s’écrivent sous les formes :

y

ngé u'Y;™(0, 0),
3 (2.45)

00 Y4

Tu=2_ > z(k)ufY;" (0, ).

Théoréme 2.2 (Théoréme d’unicité).
Les problemes extérieurs de Dirichlet et Neumann (@) et admettent
au plus une solution dans [’espace de Hilbert H.

Preuve.
La différence u entre deux solutions uq et us a une condition aux limites

nulle,c’est & dire qu’elle vérifie ujp = 0, ou (Ou/On)|r = 0 Nous multiplions
cette équation par u et intégrons par parties pour obtenir

/ (\Vu|2 — /<:2|u|2) dx — Ou/O0rudo = 0 (2.46)
Q ﬂBR SR

A Textérieur de la boule Bp, nous développons la solution u en harmo-
niques sphériques pour obtenir

3 Belhn) g )
u(r,0,p) = Z Z < + 8" )) Y™ (0, ), (2.47)

(=0 m=—¢ R) e (kR
et 2

5 — tku est développable comme suit

( ou x < kay®
o — ihku = ;%)m;g [ (1)(21%) < h (kr) — zh (kr))
< (2.48)

KBy 2 (2 m
k bt (0 () = i (k) ) | Y (6, 0)

L’orthogonalité des harmoniques sphériques implique que I'intégrale sur le
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complément de Bi d'une fonction de la forme

¢
=> > o (r)Y,™(0,¢), pour r > Rest
0 ¢
< (2.49)

ch [Pda = E: E: ]ﬁ [ (r)[Prdr.

Le terme dominant dans I'expression & ‘9“ —1ku est celui venant de h( ) T se
comporte comme —2i(e~"*" /r)(B/ h ( R)) . Ainsi, la convergence des
séries associées n’est possible que lorsque tous les coefficients
Gt =0

Nous avons prouvé que la solution ne contient que les termes hél). la partie
imaginaire de I'expression ((2.46) se réduit &

S / (T, W) dor = 0 (2.50)

Sr

ou T’r est I'opérateur de capacité sur la boule de rayon R, cet opérateur
est défini par

u(R,0,¢) = Z; Zﬁ (0, 0),
< ) (2.51)
Trhu = Z:o ;E 2(kR)a]' Y™ (0, ¢).

On déduit de 'expression de cet opérateur que

ay' =0,
dont on déduit que
U\SR =0 (252)
ou
—| =0. 2.53
onlg, (2.53)

et ainsi la solution s’annulle a I'extérieur de la boule Bg. De plus, ’équation
de Helmholtz est un opérateur elliptique, d’ott il résulte que la solution est
analytique dans le domaine €).. Elle est donc nulle. ]
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Remarque 2.1.
Il existe une forme plus faible pour la condition de rayonnement qui est

CLIPP (2.54)
— —ikr| do = :
or

De la méme maniére que ci-dessus, cela implique 8;" = 0 et donc l'unicité

lim
R—00 SR

de la solution. Une autre forme plus faible pour la condition de rayonne-

ment est
1
Jo7
Théoréme 2.3.
Lopérateur T est continu de H*™1(S) en H*(S).1l satisfait les inégalités
de coercivité et de continuité

2

Ou dx < c (2.55)

— —ikr

or

lull72(5) < =R(Tw,u) sy < [lul|2pns),
0 < S(Tu, u)ro(s) < kllul|222(s).-

La preuve d’existence de solutions repose sur l'introduction de 1'opéra-
teur de capacité Tg sur la sphére Skg.

Lemme 2.2.
Toute restriction a Q. N Br de la solution de Dirichlet ou de Neumann

donné par le théoreme est une solution du probleme : trouver u dans
Uespace HY(Q. N Br) qui Vérifie

([ Au+k2u=0, dansQ.N Bg,

{54, = Tru, (2.56)

| Ur = Ud; (Oug—z‘r = Up).

Nous supposons que uy € HY?*(T) (resp. u, € H~'/2(T")). En utilisant
le théoreme des traces, nous pouvons remplacer le probléeme de Dirichlet
par un probléme avec une condition aux limites nulle et avec un
second membre g :

Au + k*u = g(x),

<%&:mm (2.57)

ur = 0.
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Théoréme 2.4 (Théoréme d’existence).
Le probléme de Dirichlet admet une solution variationnelle unique
dans lespace HY(Q. N Bg), lorsque g € H Y(Q. N Bg), qui satisfait

Jo.np,(Vu.Vo)dr — k2 Jo.np, uvdz — [g Truvdo
(2.58)
= — Jo, gvdz, Vv € {H'(Qe N Bg); v = 0}.

Le probleme de Dirichlet (@) admet une solution unique dans [’espace
H lorsque ug € HY*(I'). L’application associée est continue de HY?(T)
dans [’espace H. Le probleme de Neumann admet, lorsque u, €
H=Y2(T) , une solution variationnelle unique dans I'espace H'(Q, N Bg),
qui satisfait

ermBR(Vu.Vv)dx — k2 erﬂBR uvdr — fSR Truvdo
(2.59)
= fp upvdy, Yo € Hl(Qe N BR)

Le probléeme de Neumann admet une solution unique dans [’espace
H lorsque u, € H™Y2(T'). L application associée est continue de H='/%(T")
dans ['espace H.

Preuve.

Nous ne donnons que la preuve dans le cas du probléme de Dirichlet, la
preuve dans le cas du probléme de Neumann étant presque exactement la
méme. La forme bilinéaire est divisée en trois parties. La premiére
est celle associée au laplacien et est coercive.

La seconde a le faux signe, mais est continu dans l'espace?(Q. N Bg)
et est donc compact par rapport au premier. Il résulte du théoréme
que la troisiéme partie a une partie réelle coercive sur L?(T") et une partie
imaginaire négative. Par conséquent, nous pouvons utiliser I'alternative de
Fredholm, dont nous savons que l'unicité implique 'existence. L’'unicité
était I'objet du théoreme ([2.2)).

Soyons plus précis. Nous considérons le cas ot k* est un nombre
complexe noté z. Nous introduisons un probléme de perturbation selon
le paramétre z, qui admet une solution unique ( théoréme de Lax-
Milgram).

Lemme 2.3.
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Le probleme variationnel

Jo,(Vu, . Vv)dr — z [, (u,v)de = — [, gvdz,
(2.60)
Yo e HY(Q.), vyr=0.

admet une solution unique dans lespace H*($,), lorsque z satisfait Sz >
0. Il dépend analytiquement de z dans ce plan semi-complexe et il est une

solution d’équation pour z = k2.

Remarque 2.2.

Le plan semi-complexe inférieur, Sz < 0, correspond également a un pro-
bleme bien posé dont la limite satisfait la condition de rayonnement en-
trant.

Nous considérons la limite du probléme suivant, si Sz tend a zéro et

Rz = k2
ermBR(VUZ.VU)dLU -z erﬁBR UZUdLU - fSR TRUZUdO'

(2.61)
- ermBR gvdz, Yv € {H'(Q N Bgr);vp = 0}.
Il s’ensuit de (3.2)) que
erﬂBR |V, |[*dx + %fSR |u.|*da
(2.62)

< k2 erﬁBR lu, |2dx — ngQeﬁBR gu.dx.

Fin du théoréme 2.4

Nous procédons maintenant par absurde :

soit u, est borné dans Lz(Qe N Bg), alors 1l est aussi borné dans

H'(Q. N Bg). De linjection compacte de H! dans L?, il converge forte-

ment dans L? faiblement dans H' vers une fonction u qui satisfait .
Ou bien u, n’est pas borné dans L?, la norme tend vers 'infini. nous

introduisons
U,

sl

Sa norme H' est bornée et elle converge en L?. Sa limite satisfait

((Av+ k20 =0,

Uz

< ur = 07 (263)

= TRU.

ol
\ on SR
et il est donc nul. Ceci est contradictoire car sa norme L? est égale a 1. [

28



Equation de Helmholtz

Théoréme 2.5 (Régularité).
Toutes les dérivées partielles, jusqu’a ['ordre m, de la solution du probléme
de Dirichlet (2.8) sont dans Uespace H lorsque uq € H™ Y2(T)(m > 1).

Toutes les dérivées partielles, jusqu’a ['ordre m, de la solution du probleme
de Neuman (2.9) sont dans Uespace H lorsque u, € H™3/2(T)(m > 1).
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CHAPITRE 3

DIFFRACTION D'UNE ONDE
ELECTROMAGNETIQUE PAR UN
OBSTACLE REVETU D’UNE COUCHE
MINCE

OUS nous intéressons dans ce chapitre au probléme de la diffraction
d’une onde électromagnétique harmonique par un obstacle revétu
d’une couche mince ot Le phénomeéne de diffraction est caractéristique
des ondes. Il se manifeste lorsque les dimensions d’une ouverture ou d’un
obstacle sont inférieures ou de 'ordre de grandeur de la longueur d’onde.
Lorsqu’on cherche des solutions particuliéres de ’équation de propagation
des ondes (ondes planes, solutions harmoniques), on arrive a 1’équation
de Helmholtz. Ainsi, le probléme mathématique considéré est basé sur les
équations de Helmholtz en régime harmonique donc nous reprenons ’ar-
ticle de Bendali et Lemrabet[3] tel que I'équation de Helmholtz (d’apres le
physicien Hermann von Helmholtz) apparait lorsque ’on cherche des solu-
tions stationnaires de ’équation de propagation des ondes de D’Alembert.
Ce chapitre est organisé de la maniére suivante : nous présentons la
couche mince. Puis, nous introduirons le probléme de transmission, nous
donnons un résultat d’existence et d’unicité de la solution et nous pré-
sentons l'opérateur de Poincare-Steklov et le changement d’échelle pour
reformuler le probléme de Helmholtz. Finalement, I’étude de la stabilité de
la solution relativement au petit parameétre 9.
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3.1 Position des deux problémes model

Dans cette section, nous présentons une description géométrique plus
détaillée et plus rigoureuse de la couche mince. Puis, nous introduirons
le probléme de transmission et nous donnons un résultat d’existence et
d’unicité de la solution, La démarche qui suit est inspirée de [22],[3].

3.1.1 Description géométrique de la couche mince

Soit Q. un ouvert de R3 de complémentaire compact, de frontiére
[' et de classe C'°, 0 un petit parameétre positif décrivant 1'épaisseur

de la couche mince et tend vers zéro. Un obstacle occupe le domaine
Q; = R3\Q,, de frontiére I';.

Onde diffractée ] LY
(E,. H-»r)R

2 o~
’ ~ Onde incidente

(E.H)

~ - -

FIGURE 3.1 — Géométrie d’une couche mince.

e On désigne par 2 la couche mince uniforme d’épaisseur §
QF ={z € Q|d(z,Ts) < d}.
et du milieu infini de propagation

Qo = {2 € Qld(z,T5) > 6} .

ou d(z,'s) représente la distance du point x au bord I's.

e La fronticre séparant Qf et Q. est notée I', et on a
I = {2 € Quld(x,Ts) = 5}
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e Le domaine extérieur défini par la réunion de la couche mince

Q(;,OO = ﬁoo U Qg—

e La courbe I' est parallele a I's comme 'indique la figure 3.1]

e L’onde incidente (Fj,., Hine) est solution des équation de Maxwell
dans un voisinage de I'obstacle, elle est alors décrite par deux champs,
électrique Fj,. et magnétique Hj,,.

e L’onde diffractée (Egirs, Haifr) est :
(Ediff7Hdiff) - (E, H) - (Eianinc)

tel que : (K, H) est 'onde totale.

3.1.2 Présentation du probléme

Nous allons désormais nous intéresser au probléme de diffraction
d’ondes par un obstacle. Soit I'onde totale (F,H) harmonique vérifie
I’équation de Maxwell

rotE —ikZyH =0 (Maxwell-Faraday)

rotH — ikZy'E =0 (Maxwell-Ampére)
dans le milieu de propagation 2., et

rotE —iknZyZH =0 (Maxwell-Faraday)

rotH +ikZy'Z'E=0  (Maxwell-Ampére)

dans la couche mince diélectrique Q.
ou Zj est 'impédance du vide est définie par

Zy= ]2
Ho

tel que €y et pp sont des constantes représentants la permittivité électrique
et perméabilité magnétique de I'air, et son impédance

Z:\/E
L
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tels que € et p sont constantes caractéristique de la couche mince.
Si nous choisissons la E-polarisation[], alors on a :

E, 0
E = Ey H — O
0 v

Donc, les équations Maxwell-Faraday deviennent scalaires dans chacun
des deux milieux :

rotkl —ikZyv =0 dans Q4

rotE —iknZyZv =0 dans Qf

ou rotll = 0,F — 0, F, alors celles de Maxwell-Ampére demeurent vecto-
rielles dans chacun des deux milieux :

rotv + ikZyE =0 dans

rotv +iknZy'Z7'E =0 dans Qf
ol le vecteur rotationnel d'une fonction scalaire v(z,y, z) est défini par :

rotv = | 0,v, — 0,0,

on élimine le champ qui est vectoriel et on obtient simplement 1’équation
de Helmholtz, d’inconnue v dans chacun des milieux :

Av+k*v=0 dans Q
(3.1)
Av+ E*n*v = K*(1 — n*)uy  dans QF

ol k est le nombre d’onde, et vy représente ’onde incidente qui est solution
de cet équation

Avg+ kg =0 dans D'(V).

Aux équations (3.1)), s’ajoutent les condition aux limites, donc, nous obte-
nons le probléme suivant :

1. La E-polarisation est dite transverse électrique si le champ électrique E appartient au plan de
propagation, donc le champ magnétique H est colinéaire a ’axe d’invariance. Si E est perpendiculaire
au plan de propagation alors la H-polarisation est dite transverse magnétique.
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([ Av+ kv =0 dans Qu, (1)
Av+ En*o = E*(1 —n*)vy  dans QF,  (2)
\ (3.2)
[Xanv] - [XanUO] sur I, (3)
| [W]=0 sur T (4)

Ou 9, désigne la dérivée normale selon 7 ; Le crochet [v] est le saut de la
trace d’une distribution ou d’une fonction v définie sur ., U QS & travers
la frontiére I'. k est une constante strictement positive, n désigne I'indice
de réfractionﬁ de la couche mince et il est supposé étre strictement positif.
La fonction y est constante par morceaux, elle est définie par :

_{oz>0 dans  QF,

1 dans Q.. (3.3)

ol y décrivant les propriétés de contraste de la couche mince par rapport
au milieu de propagation €2,.. Lorsque la couche mince est constituée d’un
matériau absorbant, n et o sont des constantes complexes avec une partie
réelle positive et une partie imaginaire qui peuvent étre différentes de 0
(positif ici puisque la dépendance temporelle supposée est en e™! w >
0 étant le pulsation). Dans ce cas, la discussion ultérieure reste valable
aprés avoir pris la partie réelle des expressions impliquées avant de faire
les estimations.

Remarque 3.1.
Pour une onde acoustique, o = %, p étant la densité de la couche mince.
Le systeme unitaire est censé étre choisi de sorte que la densité du milieu
noyant [’extérieur de ['obstacle soit normalisée a 1. pour un H-polarisation
(resp., E-polarisation) Champ électromagnétique, o est liée a la permitti-
vité relative € (resp., perméabilité p) de la couche mince par o = % (resp.,
o= i ).

Nous imposerons les conditions aux limite sur la frontiére de 'obstacle :

1. Une condition de Dirichlet (H-polarisation) non homogéne

v=—vy surll.

2. Changement de la direction de propagation d’une onde électromagnétique ou acoustique passant
d’un milieu dans un autre.
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2. Une condition de Neumann (E-polarisation) non homogéne
0,v = —0,vy sur L.

Une condition de radiation a l'infini, traduisant la propagation de I’éner-
gie vers 'infini, de type Sommerfeld s’écrit sous la forme

lim || (Vv.i — ikv) =0,
|x]|— o0 |ZU|
Pour que le probléme [3.2] soit bien posé.

Bien que la formulation ci-dessus soit la plus simple et soit directement
exprimée en termes de quantités physiques, elle est plus pratique pour que
les développements théoriques qui suivent fonctionnent avec le probléeme
équivalent suivant. Soit § € D(R?) tel que # = 1 dans un voisinage de T’
et de supp 0 C 5. Avec le changement de variable v := v + vy ; on
aura un probléme aux limites plus général avec des conditions d’interface :
’équation (1) de (3.2)) avec ce changement devient :

Ay — 0vg) + k*(u — vg) = 0

Au — vyAl — 2VOV vy — 0Avy + k*u — k*Ovy = 0

Alors :
Au + ku — (9\(1{21)0 + Avo)J = oAl + 2VOV v,

~
=0

Donc on note :
f = —’U()AQ — QVQVUO

telle que f est une fonction source appartient & I'espace L?*(y) & support
compact dans {2, alors :

Au+ ku=—f (3.4)

Pour I'équation (2) de (3.2)on a :
(2) = A(u — Ovy) + k*n*(u — Ovg) = k*vy — E*n*vg

Au — vyAb — 2V OV — Avy + E*n*u — E*n*0vy — k*vy + kK*n°vy = 0

Au+k2n2u—\(ng9 + 2VOVuy) — (0Avy + k%g)}—\(k2n29vo — k277200)/ =0

-
=0

TV TV
=0 car =1 =0 car 6=1

35



Diffraction d’une onde électromagnétique par un obstacle revétu d’une
couche mince

Donc :
Au+ k*n*u =0 (3.5)

Finalement, le changement de variable u := v 4 v, vérifie la condition
(3) et le probléme (3.2) et la condition de radiation a l'infini. Donc, le
probléme (3.2)) s’écrit comme suit :

( Trouver u € H}} (Qs.0)tel que
Au+ k*u = —f dans D (Qy),

Au+ En*u=0 dans D'(Q}),

\ (3.6)
[XOpu] =0 sur H2(T),
lim || (Vu.i — zku) =0,
Avec la condition de Dirichlet homogéne
wu=0  dans H2(T), (3.7)
ou la condition de Neumann homogéne
Opu =0 dans H™2(Ty), (3.8)

Le comportement de u a l'infini est décrit par la condition de radiation de
Sommerfeld. Aussi, on associe au probléme [3.6|1'espace de Fréchet

iy (Qs00) i= {0 € D'(Qs), Vo € DRY) : v € B! (500) }

Le théoréme suivant répond a la question de l'existence, de I'unicité et
de la régularité de la solution.

Théoréme 3.1.

Le probléme(, avec la condition de Dirichlet ou la condition de
Neumann (@ admet chacun une solution unique w. En outre, pour tout
s>0, si f e H(Qx), alors :

we H2(QF) N HE(Q).

loc

Preuve.
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Partie 1- L’unicité de la solution : est une conséquence directe du
lemme de Rellich [18] et la condition de radiation & l'infini. Pour
cela, il suffit de se rappeler que,

Lemme 3.1 (Rellich). [2/
Soit Q; un domaine extérieur de R3, i.e., tel qu’il existe Ry avec

BEO C

tel que :
By, Uextérieur de la boule B, de centre O et de rayon Ry qu’on note

B, = {z € R% |z| > Ro}
Soit w € D'(Q;) vérifiant
Au+ k*u =0 dans D' ()
avec k > 0. Alors, u € C*(§Y;) et on a lalternative suivante :

u =0 dans
dR; > Ry et M > 0 tels que

Jpoctajer [u(@)Pdz > MR,YR > R;.

On impose maintenant & u de respecter la condition de radiation de
Sommerfeld. Dans ce cas,

Lemme 3.2. /7]
Si

Sg={z € R’ |z| = R},
alors

lim lu(z)|*dSk = 0.

R—o0 SR

Donc, On montre que f =0 = u = 0, (c’est a dire qu’on montre que
ker(A + k*I) = 0).

Soit f = 0, si on suppose que u #* 0, alors le lemme de Rellich
implique 'existence d'un Ry > R et M > 0 tels que

/ u(z)2dz > MR,
|z|<R
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On a encore, d’apres le lemme [3.2 qui est une conséquence directe de
ce lemme de Rellich. Il existe Ry tel que VR > R,

M
/ u(z)2dSy < 2.
Sk 2
Ainsi,
R
MRg/ hmwmz/ \MM%HJP/W@&ﬂm
|| <R |z| <R Ry JS,
M

< /m% u(e)Pdz + (R — Ro) .

2
Finalement,en divisant par R
Vg [ p@Pe=t [ uwped [ uwpas.a
< = u(x)|*de = = u(x)|“dr+— u(x dr,
R Jiz<r R J2<r, R JR, Js,
1 Ry M
< — w(z)|Pde + (1 — ==)—.

LGN Ok

et en faisant tendre R — oo,on obtient
1 M

lim — 2de < —.
RE&RLKR u(@)lPdr < 5

ce qui est une contradiction. Donc nécessairement u = 0.

Partie 2-L’existence de la solution : est obtenue par deux mé-
thodes : :

1. Soit par des argument standards basés sur l'alternative de Fred-
holm. Alors en utilisant la méthode Lax et Philldeips[17] qui
consiste a chercher une solution du probléme par pertur-
bation compacte de la solution d’un probléme similaire posé sur
R3 tout entier. On peut se ramener au probléme de Dirichlet
homogéne suivant :

( u E Hlloc(ﬁ(s,oo)7

Au+Eu=—f dans D' (Qy),

< 1 (3.9)
u=0 dans H2(I'y),
lim |z (Vuﬁ — zku) =0,
L |z|—00
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ott f € L?(Qy) est une fonction & support compact dans Q.
Soit ¢ € D(R3), telle que & = 1 dans un voisinage de T's et
suppé O suppf. On note

M = {h € L*(R®); supph C suppé ﬂﬁ(gm} .

Vh € M, le probléeme

(e B ()

} Aw+k*w=—h dans D'(R?), (3.10)
lim || <Vw|% — 2kw> =0,

([ |z|—00

admet une et une seule solution donnée explicitement par

w(a) = [ Gle.whly)dy,

ot G(z;y) est la fonction de Green associé a la solution élémen-
taire de I’équation d’Helmholtz donnant les solutions sortantes.

On considére ensuite le probléme de Dirichlet non homogéne sui-
vant :

(v € Hl(Q(;’OO),

{ Av+ X0 =0 dans D'(Q00), (3.11)

| v=w dans Hz(T}).

On cherche, alors, une fonction A € M telle que :
u=w—E&v, =€ Qo; (3.12)

est une solution du probléme (3.9). Il est clair, d’abord, que I'on
a u sera solution de (3.9)) des lorsqu’ elle vérifie I’équation :

Au+k*u=—f dans D (Qsn) (3.13)

Remarque 3.2.
u vérifie la condition de Sommerfeld a ["infini car v = w dans
un voisinage de ['infini
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A T'aide de ;on a
Au = Aw — EAv — vAE — 2VE V.
En remplacant dans ;
Aw — EAV — vAE — 2VENVY + k2 (w — €v) = — f

a l'aide de (3.10)) et (3.11)) I’équation :
2 _ _ 1260
Aw + k*w — EAv —vAE — 2VEN Y — k“Ev f

—h N2
donc,
h+2VEVY + vAE + (K2 — N)vé = f
on pose
Th = 2VEVY +vAE + (k2 — M) (3.14)
Ainsi,
h+Th=f heM (3.15)

D’autre part, 'expression (3.14) montre que suppTh C suppé et
par conséquent 1" définit un opérateur linéaire continu de M dans
I’espace

V = {g € Hppo(R%); suppg C suppé N Qo }

La surface I's étant réguliére, on conclut par le lemme de compa-
cité locale de Rellich que l'injection V' < M est compacte donc
T est compact dans M. Ainsi 'équation ([3.15)) est une pertur-
bation compacte de I'identité dans M. L’alternative de Fredholm
permet de déduire 'existence & partir de 'unicité, alors il suffit
de montrer l'injectivité de l'opérateur (I 4+ 7T) pour assurer sa
bijectivité. En effet, supposons f = 0. En vertu de I'unicité de la
solution du probleme ((3.9) on obtient

w=E&v

Ainsi, la fonction z définie comme suit est un élément de z €
H*(R?)

w R?’ \ ﬁg,oo

v Q(g’oo
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En posant
B R\ Qoo
a(r) =
A2 5,00
z est solution du probléme suivant
z € H*(R?),

(3.16)
Az +a(xr)z =0 dans R>.

En prenant z comme fonction-test dans la formulation variation-

nelle associée au probléme ({3.16)), nous obtenons

/|Vz|2dx—|—/ a(z)|z|*dx =0
R3 R3

et en prenant la partie imaginaire de 1’équation ci-dessus, il suit

/ |z|*dx =0
Qé,oc

Ce qui implique z = 0 dans §25, i.e., v = 0 et d’apres (3.14))
Th = 0 dans 25 . Donc

h = 0.

La bijectivité de (I — T') entraine alors Iexistence d’une solution
u du probléme (3.6]).

2. Soit encore avec le principe d’absorption limite proposé par Wil-
cox [4]. le principe d’absorption limite qui consiste & ajouter un
frottement 720 au nombre d’onde k£ dans I’équation de Helmholtz
afin d’assurer la coercivité de la forme bilinéaire associée a la for-
mulation variationnelle du probléme et passer a la limite lorsque
o— 07",

Partie 3-La régularité de la solution : découle des résultats géné-
raux sur les systéme elliptiques d’Agmon-Douglis-Nirenberg [I] La
régularité intérieure des équations elliptiques(cf [1]) nous permettent
alors de conclure :

Théoréme 3.2.

Pour s > —1, si f est dans H*(I") alors toute solution u du probleme

aux limites extérieur vérifie :

ue H

Nt

Qo).
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Remarque 3.3.
On peut faire la preuve de ['existence et la régularité de la solution avec
lopérateur de Steklov-poincaré qu’on va présenter dans la suite.

3.2 Le probléme dans un domaine tronqué

Le but de cette section est de reformuler le probléme (3.2) dans un
domaine borné, on introduit I'opérateur de Poincaré-Steklov, appelé aussi
opérateur de Dirichlet-Neumann, de la maniére suivante :

3.2.1 Opérateur de Poincaré-Steklov

On tronque le domaine extérieur 2y, par une surface fer-
mée bornée X de classe C* renfermant 1'obstacle ainsi que
le support de ftelle que louvert intérieur délimité par 3,
et I' contient le support de [ comme lindique la figure

FIGURE 3.2 — Le domaine tronqué.

Pour k > 0, I'opérateur Steklov-Poincaré Sy est défini par :
Sy Hi(X) — H (%)
o —> Spp = Ohw

/

ot n est la normale sur X dirigée vers 'extérieur de €2__; w est I'unique

o

42



Diffraction d’une onde électromagnétique par un obstacle revétu d’une
couche mince

solution du probleme de diffraction suivant :
4

€ Hlloc(Qoo)7

Aw + k*w =0 dans D'(0),

< 1 (3.17)
w = dans Hz(I),

lim || (ch.% — z'k;w) =0,

|x|—o0 |
\

En outre, il existe un opérateur de Steklov-Poincaré S¢ = dw de Hz(X)
et H *%(Z) pour le probléme coercif suivant ;

(W € Hl(Qloo),

{ —Aw+w=0 dans D'(), (3.18)

| w=¢ dans H2(D).

Par les propriétés de régularité classiques des solutions au probléme de
Dirichlet et en utilisant des résultats(cf., par ex.[I4]) bien connus dans la
théorie des opérateurs pseudo-différentiels (cf., par ex.[7]), nous obtenons
les deux propriétés fondamentales

1. S est coércif :

3> 0:(Sp,7) 2 cllplfi gy Ve HND)  (3.19)

2

le signe de (Syp, @) ou (., .) désigne le crochet de dualité entre Hz ()
et H2(X) doit étre controlé avant d’établir le résultat de stabilité. .

2. L'opérateur Ry, est de Hz(X) dans H2(X) ), tel que;
R, =5S,—S€L(H(X), H (X)) (3.20)
Donc, Ry, est un opérateur compact de Hz(X) dans H2(%).
3. [l¢l]1 5 désigne la norme de ¢ dans H: (%)

3.2.2 Formulation équivalente dans un domaine borné

Soit f € L*(Q). Toute solution u du probléme (3.2) est solution du
probléme variationnel suivant :

/ a(Vu.Vv — E*n*uv)dQy —i—/ (Vu.Vv — Euv)dQy = / fodQ
o 0

(3.21)

Qoo
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Pour toute fonction test v appartenant & un sous-espace X5 de H 1(95)
arbitrairement prolongée a une fonction de H'(25,) & support borné et
vérifie la condition aux limites de Neumann ou de Dirichlet sur I'y, ou

Xy ={v=(v"v") e H(Q) x H' (v (.,0) =v sw T},
ng = {v € X§V|v+(., 1) =0 sur F(g} ,

On pose X; = XP (resp. X}) selon la condition aux limites de Dirichlet
( resp. de Neumann ) considérée.

X est un espace de Hilbert muni de la norme

1
2 2
)

Nous supposons tout d’abord que f et u sont réguliéres, ce qui nous permet
d’écrire : de ((3.6) on a :

Au + k*n*u = K*(1 — n®)ug  dans Qf (3.22)

loll, = (I g + 17

on pose :
V=H\(Q)
Vo={ve H(Q);v=0sur I'}.
on multiplie les deux membres de (3.22)) par v et on intégre , on trouve :

/ (VAU + k*n*un)dQ) = / k(1 — n®)uoudQf
Q5 Q5

/ vAudQy —I—/ k2n2uvd9§ — / kQuovlegr — / k2n2uovdﬁg
QF QF Qf of
D’ot, en utilisant une formule de Green, on obtient alors

/ oz(Vu.Vv—anzu)ngr—l—/ (Vu.Vv—k2uv)dQOO:/fde (3.23)
f 0

Qoo

En utilisant la formule de Green dans (3.23)) et 'opérateur Sy introduit
dans la sous-section précédente on montre que la solution u du probléme
(3.2) satisfait le probléme suivant :

( u € X5,V € Xy,

) fQ; a(Vu.Vo — k*n*uv)dQf (3.24)

+ Jo (Vu.Vu - k2uv)dQs + (Sku,v) = [ fodQ.

44



Diffraction d’une onde électromagnétique par un obstacle revétu d’une
couche mince

La construction ci-dessus montre clairement que ((3.24)) est une formula-
tion équivalente au probléme (3.2). La formulation (3.24)) est plus adaptée
a 'analyse asymptotique qui suit. Les nouveaux parameétres d’espace de
Hilbert sont plus approprié pour établir des estimations et des résultats
de convergence que celui de l'espace de Fréchet. Un autre avantage vient
du fait que dont les fonctions tests et inconnues sont dans le méme espace
fonctionnel. Cela facilite ’exploitation des propriétés de coercivités de la
formulation.

3.3 Le probléme dans un domaine fixe

Dans cette section, on fait un changement d’échelle qui permet de for-
muler le probléme (3.2)) dans un domaine fixe.

3.3.1 Changement d’échelle
3.3.2 Formulation équivalente dans un domaine fixe

La formulation variationnelle (3.24]) peut étre réécrite de maniére équi-
valente dans un domaine fixe par rapport a 0, comme suit :

us € X, YvelX,
(3.25)
dat(d;uy, vt) + 00t (0 uy, vT) +ap (uy,v7) = [, fodQ,

ou les formes bilinéaires a®(9;.,.), b(0;.,.) sont définit sur l'espace de
Hilbert X = Xy (respectivement Xp) selon la condition aux limites tel
que :

Xy ={v=(v"v") e H(Q") x H'(Q)[v"(,0)=v sur '},
Xp = {”U € XN‘U—’_(., 1) = O} ,

Remarque 3.4.

Les espaces Sobolev H*(2T) peuvent étre définis o partir du patch de co-
ordonnées locales de I' comme les espaces habituels H*(I"). Les théorémes
de trace pourt fixves (ici nous avons utilisé des traces pourt =0 ett=1)
peuvent étre dérivés de maniere simple de leur homologue dans le demi-
espace Ri.

Dans la suite, on note par :

+_/\ _A'__/\
Uy = Ujgs, v =0.
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et ug = (uf,uy) ol uy = g, avec

at(0;u,v) =
Ji Jra (I + 6tR) > Vru. Vv + £0,00,0) det(I + §tR)dtdT,
1
bt (6 u,v) = —/ /ak2n2uvdet(l + 0tR)dldt,
0 Jr

a (u,v) = /F(VU.VU — E*uv)dQ + (S, v) .

Remarque 3.5.

Les définitions correspondantes des formes bilinéaires a*(0;.,.) et
b™(9;.,.) selon les formules de transformation utilisées donnent facilement
la formulation sur un domaine fixe dans le cas bidimensionnel.

3.4 Stabilité par rapport a 1’épaisseur o

Le terme § qui apparait dans la forme a™(0;.,.) dans la formulation
(3.25)) conduit pour un second membre plus général, & une solution ug telle
que les dérivées tangentielles Vpugr peuvent ne pas étre bornées quand ¢
tend vers 0. C’est le terme de perturbation singuliére dont nous avons si-
gnalé a l'introduction. En outre, le signe du membre de gauche dans
pour v = ug ne peut étre controlé. Comme Vpu(}F ne sont pas bornées, il
peut générer une solution us dépendant singuliérement de 6 sur €2 aussi
pour les seconds membres généraux. Heureusement, les membres de droite
qui apparaissent dans ’analyse asymptotique du probléme se com-
portent de maniére a compenser ces singularités du membre de gauche.
Cependant, en raison du manque de coercivité dans la formulation varia-
tionnelle (3.29)), on ne peut pas profiter de ce qui se précéde d’une maniére
simple. En particulier, la formulation variationnelle n’est pas suffisante
pour assurer la stabilité par rapport a 1'épaisseur sur laquelle 'analyse
asymptotique est basée. Par conséquent, cette stabilité constitue une par-
tie principale de 'analyse asymptotique et il est donnée par un argument
impliquant la régularité jusqu’a la limite du probléme obtenu en négligeant
complétement l'effet de la couche mince. Ainsi, le degré de régularité de
la frontiére I' est un ingrédient essentiel dans I’analyse asymptotique dé-
veloppée par la suite. Par conséquent, ’extension aux problémes avec des
frontiéres singuliéres semble étre une tache non triviale. L’avis de Bendali-
Lemrabet montre que la participation d’'une singularité dans la géométrie
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comme un "coin" ou un point conique se traduit par une profonde modi-
fication des phénomeénes physiques qui doivent naturellement étre traités
de maniére appropriée point de vue mathématique.

3.4.1 Alternative de Fredholm pour ¢ fixé

Nous constituons un outil principal pour les estimations de convergence
dans I’analyse asymptotique et la solution us du probléme sera bor-
née par rapport a une topologie plus faible que celle de X, a savoir dans
un espace de Hilbert plus grand Y = Yjy(respectivement Yp) selon la
condition aux limites suivants :

Yy ={v=(v",v7) e H(0,1;L*I)) x H(Q)[v*(.,0) = v~ sur '},
Yp = {U c YN|U+(.,O) = 0} .

Remarque 3.6.
L'espace H'(0,1; L*(T)) est :

H'(0,1; L*(T)) = {u € L*(0,1; L*(T)); O € L*(0,1; L*(I))}
Y est muni de la norme canonique suivante :
1olly = dlIVrvt|[5ae + 0[Ot [5 o + [l07 [ 0v- (3.26)

Pour t fixé, la fonction trace t — wu(.,t) est continue de ¢ a valeurs dans
L*(T"). Nous aurons besoin de définir les deux formes bilinéaires continues
dans H'(Q) suivantes :

a (u,v) = / Vu.VodQ + (Su,v),
0

b, (u,v) = — /Q KuvdQ + (Ryu, v) .

Alors,

a (u,u) = /Vu.VudQ—i— (Su,u),
0

= /(Vu)zdﬂ + (Su,u),
0

= |[Vull* + (Su, u),
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d’apres (3.19)) et I'inégalité de Poincaré, Jey, co > 0 tel que :

1
IVull+ (Suw) = —llu

2o+ callull}

1
> (—+o)llullig
C1
donc, on pose ¢ = é + c9, alors on peut déduire directement I'estimation :
de>0:a (u,u) > CHUH%Q vu € H'(Q). (3.27)

Donc, pour tout u € X, le probléme suivant

ps € X Yv e X,
(3.28)
da*(0;pf, o) +a (py,v7) = 8bT(d;ut,vT) + by (u™,v7).

admet, par le lemme de Lax-Milgram, une unique solution Tyu = ps € X
qu’il permet donc de définir 'opérateur de perturbation singuliére Ty de
Y dans X.

En outre, on a que Ry est un opérateur linéaire continu de Hz(X)
dans H _%(Z). En utilisant la théorie des opérateurs pseudo-différentiels
(cf.,[21],[11]) et en vertu de la régularité des systémes elliptiques [§], on
montre que Ry, est continu de Hz(X) dans H2(X). L'injection Hz(Z) <
H~2(X) étant compacte, donc Ry, est compact de Hz(X) dans H™2(X) et
d’aprés, le lemme de compacité locale de Rellich de I'espace H' dans L2,
on en déduit que Ts est un opérateur compact de Y dans X pour tout
0 > 0 (et par conséquent de Y dans Y).

Proposition 3.1 (estimations a priori).
Il existe une constante positive c telle que

( 1
IVrpy llogr < cd2flully, (1)
$ owflloor < cd2fully, (2) (3.29)
L ps lhes < dflully. (3)

pour tout u € Y et tout § > 0.

Preuve.
On a la forme bilinéaire a™ (4, ., .) par rapport a §
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at(6;pf,vt) =

Jy JoI + 8tR) " 'Vrpt Vrvtdldt + & [ [ Opf Ot det(I + 6tR)dTdt

Donc, on posant v = ps et il existe deux constantes positives dg et ¢ telles
que

¢t < 4 0tR|| ey + [+ 0tR) ey < ¢ V8, 0<6 < 4.
on obtient

a*(6:pf,pf) > ¢ (8]|Vrpy

|(2),Q+ + 5_1H8tpf{|\am)
et on a
0a™ (0, p5,p5 ) +a” (py,p5 ) = 0b"(8;u™, py) + by (u™, py)

et par conséquent, il existe ¢ > 0 et a 'aide des estimations de coércivité
(3.27)) on a

oIVrps oo +0~ 10w5 150 +Ip5 [1.0r < cllully (3l1p5 oo +lp5l1.0+).
En utilisant ’estimation standard a partir de I'inégalité suivante :

195 llo.or < (105 llo.s + Ips [11.0), (3.30)
alors,
MVrpsll5ar + 6~ H10w5 1150+ + 1p5 117 o+

< clfully (82|[Vrpf oo+ +672(10p] |
Ceci implique les estimations ([3.29)).

0.0t + 5 [lLat)-

3.4.2 Passage a la limite dans ’alternative de Fredholm

Les estimations ([3.29)) impliquent
[lpslly < cllully

avec une constante ¢ indépendante de u dans Y pour tout o > 0.
Il existe alors une sous-suite notée toujours ps et un élément py € Y,
telles que

lim ps = po qui converge faiblement dans Y
0—0
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Nous allons, maintenant, caractériser p, comme étant l'unique solution
d’un probléme variationnel et on définira pj a l'aide de sa trace py sur I,
Soit

H&I ={ve H(Q)v=0 sur T}.
On note par Z(£2) 'espace H&I ou H* selon la condition aux limites consi-
dérée. La proposition suivante caractérise p; .

Proposition 3.2.

Py est l'unique solution du probléme variationnel suivant :

{ Py € Z() Yu~ € Z(Q), (3.31)

a (py,v”) =by(u",v7).

De plus, pg est la fonction constante en t sur Q* telle que po = (pg,py) €
Y ou

py(t)=py surT, te€(0,1), (3.32)
et, po est un élément de X.
Preuve.
A T'aide de l'estimation ([3.29-(2)-) on montre que :
sid=0

0 <@g oo+ <0,

donc, ||0wpg |00+ =0, i.e : Opg = 0.
on a:

pg (m,t) / Oipg (m,s)ds meTl (3.33)

on obtient alors directement :

py(,t)=pysur L, e (0,1).

Soit maintenant, v~ une fonction fixée réguliere dans Z(€2), la régularité
de v~ sur I' permet de prolonger v~ dans Q% et v = (v, v7) a les mémes
propriétés que py. Pour la condition de Dirichlet, on prend simplement
vt = 0. Dans le cas Neumann, on utilise

1. 8w+ =
2. lim 62 Vot =
0—0
3. et lestimation (3.29-(2)-)
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permet de déduire que

lim da™(§;pf,v") = 0.

6—0

En passant a la limite dans , on voit que le probléme (77) est satisfait
pour des fonctions v~ réguliéres Comme toute fonction de Z(€2) peut étre
approchée par une suite de fonctions régulieres, on conclut que p, est
solution de (??) qui admet la formulation forte suivante

[ py € HY(),

Apy = k*u~ dans D'(Q),
4 (3.34)
p, =0 dans H:(T') ou Op, =0 dans H2(D),

| Onpy +Spy = Rpu~  dans H2(%).

Dans I'équation ci-dessus, n indique la normale a I' : les résultats de régu-
larité standards pour I’équation de Laplace avec une condition de Dirichlet
ou de Neumann sur le bord, impliquent que p, est H> au voisinage de T'.
Comme conséquence p, est dans H(T'), ce qui conduit & un élément py
dans X.

O

Puisque pg est déterminé d’une maniere unique, alors c’est toute la suite
{ps}s=0 qui converge vers py. On peut définir un opérateur

,I'O:Yv—>)(7

Tou = po, Yue.

ou 1 est borné.

3.4.3 Théoréme de stabilité

La stabilité nécessite une prise en compte correcte de la convergence de
{ps}s=0 vers pp. On utilise pour cela la régularité de p, au voisinage de I

Proposition 3.3.
Il existe une constante ¢ > 0 indépendante de 6 > 0 et pour tout u € Y
tel que

1ps — polly < 02| [u |y (3.35)
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Preuwve.
Pour démontrer la proposition, nous considérons les deux conditions aux
limites séparément

Condition de Neumann Nous avons a 'aide de (3.28)) et (??7) respecti-
vement de p;s et de py, nous pouvons écrire

da" (8; ps —pg v )+a (ps —pg,v) = 0b" (& u’, v")=dat (8;py, v ).

(3.36)

Commencons par les estimations de la forme bilinéaire a™(d;.,.) par
rapport a 9. on a

at(0;pg,vt) = fol Jo(I +6tR)'Vrpy . Vrvtdldt

2 [ [ O Bpotdet (I + 6tR)dTdt.

En utilisant le fait que dypj = 0, la forme a™(;p],v") peut étre
estimé par :

la™ (85 pg,v7)] < || Vrpg |

0,0+ | \Vrvﬂ ’0,Q+

La clé maintenant est d’utiliser la définition de pd et la régularité
d’ordre supérieur de p, pour obtenir les estimations

IVepg lloar < ellpy [lar,

[Ipo [lr < cffu”[log-
En notant w = ps — pg et en utilisant 'estimation (3.30)) on obtient :

[l o0+ < (|10

0.0+ + || 1,Q+) ;

on a
at (0wt wt ) +ta (w,w ) =8 (§;u, ") — dat (§;pg, @)

de (3.27) :

a (w @) >l |[iq
et

1
(G @) 2 ¢ (3Vew g + 5110 o )

done

at(O;wt,wh)+a (w,w")

> ¢ (3lIVret | . + I

2ov+ Il B g)
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par 'inégalité de Cauchy-Schwarz et par la continuité des formes bi-
lineairs a™ et b" on démontre qu’elles sont bornées

o (8;ut, @) — dat (85 pf, @)

< 8cllully [IIVreg oo + [y

0.0+ + ||wy |lo]
Finalement nous obtenons

S| Vraw |2 o + O |2 or + 1@ |13 g

< 6cl|ully [[|Vremy

00+ + 10 oo + llwy o]
Ceci implique alors a l'aide de (3.26) que

l=slly < delfully [IIVreylloas + 110 - + 1175 ]la]
1 1 _1 _
< dtelully [84119rw} loor + 64107 lloor + Il llo]

< seflullyllslly

Par conséquent
1
[lps — polly < c02|[ully

Condition de Dirichlet La différence du cas précédent est le faite que
p, n'est pas une fonction test valide pour le probléeme (?7). En utili-
sant la formule de Green et la régularité de py sur I' on écrit

a” (py,v") ZbE(U‘,v_H/@npSv_dF,
T

pour toute fonction test v~ € H(Q). Il faut rappeler la formule (3.33)
que

t
pi(,t)=p;5 () +/0 opy (., s)ds.
avec la condition py (.,1) = 0 sur I impliquent
195 o+ + (15 llor < cll0py [lo.or
En utilisant ensuite I'estimation de régularité de p, suivante :

[10npg [lor < cllulloo
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et en procédant comme pour la condition de Neumann, permet d’ob-
tenir le résultat suivant :

3l|Vrps |l + 6105 5.0+ + [lps — po lliq < cllullyllom; |

0,0Q+-

Comme conséquence directe on obtient
1
[lps — polly < cd2|[ully.

]

La proposition précédente va nous permettre ainsi de démontrer la pro-
priété de stabilité par rapport & 0 de la solution du probléeme . Il
se compose a gauche de l'opérateur I + Ty, uniformément en 6 ou I est
maintenant l'identité de Y.

Lemme 3.3.
Il existe une constante v > 0 telle que

(I +T5)ully 2 [ully  VueY (3.37)
pour tout & > 0.

Preuve.

On montre que T est un opérateur compact de Y dans Y (et méme de X
dans X). Dans I'intention d’utiliser I'alternative de Fredholm, nous allons
montrer que (I 4 7Tp) est injectif. Soit w € Y qui satisfait

([-l-To)w =0

Pour un tel w € X ; nous utilisons 'opérateur de Steklov-poincaré pour
prolonger w~ a tout {2,. Alors, w™ est une solution du probléme suivant :

( w € Hllac(ﬁm)>
Aw™ 4+ k*w™ =0 dans D'(Qs),

< (3.38)
w- =0 ou duw =0 surl,

lim |z[(Vw™ .5 —ikw™) = 0.

||
L |x]— 00

En vertu des résultats d’unicité de la solution de ce type de probléme

(3-38), le théoreme [3.1] on conclut que w~ = 0. Puisque (Tyw)t = —w™;
on déduit que w = 0 car (Tow)"(.,t) = w(.) (d’aprés la proposition
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?7). Donc (I + Tp) est injectif. L’alternative de Fredholm permet donc de
déduire qu’il existe une constante vy, > 0 telle que

[lu+ Toully = vollully
maintenant, on a

||u+T0u||y = HU—FT(;U—FT()U—T(;UH}/,

lu+ Toully < fu+Tsul[ +[| = (Tsu = Tow)||y,
donc
|+ Toully < ||u+ Tsul| + ||Tsu — Toul|y-
on obtient a 'aide de I'estimation (3.35)) et de l'inégalité ci-dessus

1
ollully < [lu+ Tul| + coz[[ully

1
lu+Tsul| = (y0 —c62)[|ully
Finalement, pour ¢ petit, d’ou

(L + Ts)ully = yllully-

Théoréme 3.3.
Soit {Ls}s~o une famille de formes linéaires sur X telles que pour tout
0>0ectveX ona:

Lse] < 08) {84Vr0* o.0r + 6 10 oo + [l o }

Alors, il existe une constante ¢ indépendante de 6 > 0, telle que la solution
du probleme variationnel suivant :

us € X Yo e X,

dat(0;uf,v) +0bt(0;uf, vT) + ay (uy,v™) = Lsv

satisfait ’estimation
|us|ly < cl(6), (3.39)

ou £(0) est une fonction du 6 non nécessairement bornée quand § — 0.
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Preuve.
On définit ws = (I +T)ug. Alors wy est solution du probléme variationnel
et coércif suivant

ws € X YveX,
dat (0;wi,vT) +a (wy,v7) = Lsv

En posant v = ws, on obtient grace a 'estimation (3.27)) et par définition
on a

da™ (0;wy, wy) + a” (wy, wy)

> M [31|Vrwf][3 g0 + 6105 13 gr + 1w g0

alors

oI Vrwy [[5.or + 0 [|0awg

Ce qui donne directement

g,m + Hw(s_mm < |Lsws|

O|IVrwy |[§.0r + 6~ HOhwg |50 + lws 17 o

0.0+ + 672 |Gwy oo+ + [|wy

< £(6) (%1 Vru; |

10)

Gréce aux les estimations a priori (3.29)), on a les trois inégalités suivants :

[Vrwyllogr < c572(9)

10t Joar < e826(5)

[[w; |

1,0 S CE((S)
Ceci implique
[lws|ly < cl(9)

on a ws = (I + Ty)us et d’aprés le lemme de stabilité 3.3 Ceci implique
alors I'estimation (3.39)).
[

Finalement, c’est cette derniére estimation qui conduit a I’argument de
stabilité et qui, nous dit que la norme de Y de la solution (3.25) est le
méme ordre en ¢ que la perturbation du second membre.
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CONCLUSION

A fin de cloturer ce travail nous rappelons briévement les principaux
idées obtenus tout en mettant.

Notre étude commence par un rappel de quelques résultats classiques de
probléme de Helmholtz et des résultats d’existence-unicité et la régularité
de solution.

Nous nous sommes ensuite concentré sur I’étude du problémes de Helm-
holtz avec une diffraction d'une onde électromagnétique par un obstacle
revétu d’'une couche mince.

Nous pouvons faire le méme travail avec d’autres types d’équations et
d’ autres situations par exemple la couche mince périodique.
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