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Résumé

Dans ce mémoire on présente quelque notion fondamentale sur la théorie qualita-
tive des équations différentielles plus les systèmes différentiels non linéaire planaires.

On présent une résulta sur le nombre maximum des cycles limites obtenue par
N.Mellahi ,A. Boulfoul and A.Makhlouf ,et publié dans le journal "Applied Analysis
and Computation".intitule( On The Limit Cycles For A Class Of Generalized Kukles
Differential Systems ).864-883 .2019 [5] ce article il étudier le nombre maximal des
cycle limites des systèmes différentiels ordinaires dépendant d’un petit paramètre.
Plus particulièrement,on étudie des systèmes différentiels de Kukles généralisés de
la forme : ẋ = −y,

ẏ = x− f(x) − g(x)y − h(x)y2 − l(x)y3,

où f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x), h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) et
l(x) = εl1(x) + ε2l2(x) Pour chaque k = 1, 2 fk, gk, hk et lk sont de degrés n1, n2, n3
et n4 respectivement et ε est un petit paramètre
est utilisant la théorie de moyennisation d’ordre un et deux

Abstract

In this dissertation , we present some fundamental notion on the qualitative theroe
of differential equation plus the planar nolinear equation differential systems .

We present a result on the maximum numder of limit cycles obtained by Mellahi
N, Boulfoul A and Makhlouf A .and published in the journal "Applied Analysis and
Computation".entitled ( On The Limit Cycles For A Class Of Generalized Kukles
Differential Systems ).864-883 .2019 [5] .

This article[5] he study the maximum number of limit cycles of ordinary differen-
tial systems depending on a small parameter. More particularly, we study generalized
Kukles differential systems of the form :

ẋ = −y,
ẏ = x− f(x) − g(x)y − h(x)y2 − l(x)y3,

where f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x), h(x) = εh1(x) + ε2h2(x)
and l(x) = εl1(x) + ε2l2(x) wherefk, gk, hk and lk have degree n1, n2, n3 and n4 res-
pectively for each k = 1, 2 and ε is a small parameter.

iii



Table des matières

Table des matières iii

Introduction générale v

1 Notions générales sur les systèmes différentiels polynomiaux 1
1.1 Systèmes différentiels polynomiaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Champ de vecteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2.1 Portrait de phases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.2 Flot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.3 Existence et unicité des solutions . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.3 Points singuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3.1 Linéarisation et matrice jacobienne . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3.2 Nature des points singulier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3.3 Équivalence topologique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.4 Le théorème de Hartman-Grobman . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.5 Stabilité de l’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.4 Courbes invariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.5 Orbite périodique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.6 Cycle limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.6.1 Existence et non-existence de cycle limite . . . . . . . . . . . . 15
1.6.2 Stabilité des cycles limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.6.3 Théorie de bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 Théorie de la moyennisation 22
2.1 Théorème de moyennisation du premier ordre . . . . . . . . . . . . . 23

Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.2 théorème de moyennisation du deuxième ordre . . . . . . . . . . . . . 25

Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

iv



3 Sur les cycles limites pour une classe de Systèmes différentiels de
Kukles généralisés 29

3.0.1 Preuve du théorème3.0.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.0.2 preuve théorème 3.0.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.1 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.2 Application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

Bibliographie 56

v



Introduction générale

Les équations différentielles sont apparues la première fois à la fin du 17 ème
siècle dans les travaux de Isaac Newton, Leibniz et Bernoulli. Elles se sont pro-
duites comme conséquence normale des efforts de ces grands savants d’appliquer les
nouvelles idées du calcul à certains problèmes en mécanique. Plus tard la théorie
d’intégration des équations différentielles a été développée par des mathématiciens
et des mécaniciens comme Lagrange, Poisson, Hamilton et Liouville aux 18ème siècle
et 19ème siècles. Pendant plus de 300 ans, les équations différentielles ont servi l’ou-
til essentiel pour d’écrire et analyser des problèmes dans beaucoup de disciplines
scientifiques (Mécanique, Géométrie, Physique,...).

Un des problèmes principaux dans la théorie qualitative des équations différen-
tielles est l’étude de l’intégrabilité et les cycles limites des systèmes différentiels
planaires polynomiaux.

Les cycles limites ont été introduits pour la première fois par H. Poincaré en
1881 dans son "Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle" [36].
Un cycle limite est une orbite périodique isolée dans l’ensemble de toutes les orbites
périodiques d’une équation différentielle. Rigoureusement, le modèle de Volterra
n’admet un cycle limite que dans une version modifiée par l’écologiste canadien Hol-
ling, mais nous n’entrerons pas dans les détails. D’autres systèmes, plus complexes,
peuvent avoir plusieurs cycles limites. Le comportement asymptotique sera encore
périodique, mais la convergence aura lieu vers tel ou tel cycle limite selon la position
initiale.

L’importance de pouvoir déterminer le nombre des cycles limites fait la seconde
partie du 16 ème problème de Hilbert[21] qui peut être formulée de la façon suivante :
Quel est le nombre maximum des cycles limites noté H(n) que peut avoir le système
polynomial planaire de degré nẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y).
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où F (x, y) et G(x, y) sont des polynôme.

Ce problème n’est toujours pas résolu 112 ans après son énoncé ! En 1923, Dulac
[13] proposa une démonstration assurant que ce nombre est fini pour tout n ; mais
cette démonstration comportait une erreur. La résolution de Dulac a été faite d’une
façon indépendante par Ecalle, Martinet et Moussu en 1987, Ilyashenko en 1991 et
par Ecalle en 1992. Cette résolution permet de prouver que le champ de vecteurs
polynomial possède un nombre fini de cycles limites. Mais ils n’ont pas pu trouver
une estimation uniforme de ce nombre.

Dans ce mémoire , on étudie les cycles limites des systèmes différentiels non au-
tonomes en utilisant la méthode de moyennisation d’ordre un et deux. On s’intéresse
à la recherche du nombre maximum de cycles limites qui bifurquent des orbites pé-
riodiques du centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x , perturbé par une classe d’équations
différentielles de Kukles généralisée de la forme.ẋ = −y,

ẏ = x− f(x) − g(x)y − h(x)y2 − l(x)y3,

où f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x), h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) et
l(x) = εl1(x) + ε2l2(x) Pour k = 1, 2 fk, gk, hk et lk sont de degrés n1, n2, n3 et n4
respectivement et ε est un petit paramètre.
Cet mémoire se compose en trois chapitres :
Le premier chapitre , qui est plutôt un glossaire, regroupe quelques notions préli-
minaires sur les systèmes différentiels planaires. nous avons commençons par définir
les systèmes différentiels polynomiaux ,le portrait de phases, les points singuliers, la
linéarisation des systèmes différentiels non linéaires au voisinage de ces points, les
courbes invariantes, Ensuite nous introduisons la notion d’un cycle limite et l’am-
plitude d’un cycle limite d’un système planaire
Le deuxième chapitre , on va présentons des théorèmes importants de la méthode
de moyennisation du premier et deuxième ordre avec des exemples. On applique ces
théorèmes pour la recherche des cycles limites de problème étudiés dans le chapitre
trois .
Le troisième chapitre , est basé sur la détermination du nombre maximum des cycles
limites d’une classe des systèmes différentiels polynômiaux de Kukles généralisés .
Nous traitons cette étude en utilisant le théorème de la moyennisation du premier
et deuxième ordre.
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1
Notions générales sur les systèmes différentiels

polynomiaux

L’objectif de ce chapitre est de présenter certains notions et résultats qui concernent
la théorie qualitative des systèmes différentiels en particulier les systèmes différen-
tiels polynômiaux.

1.1 Systèmes différentiels polynomiaux
Définition 1.1.1. [15]
Un système différentiel polynomial est un système différentiel de la forme :

ẋ = dx

dt
= Q(x, y),

ẏ = dy

dt
= P (x, y).

(1.1)

où P et Q sont des polynômes à coefficients réels si m = max(degP, degQ)le degré
maximal de P et Q on dit que le système (1.1) est de degré m.

1.2 Champ de vecteurs
Avant de passer à l’étude d’un système différentiel, il est pratique de représenter

graphiquement le champ de vecteurs qui nous donne des renseignements précieux
sur les différentes formes des solutions possibles ainsi que leur comportement asymp-
totique.

Définition 1.2.1. [15]
On appelle champ de vecteurs, une région du plan dans laquelle existe en tout point
un vecteur V⃗ (M, t).
On suppose donné un champ de vecteurs de classe C1 dans un ouvert Ω ⊂ R2,
c’est-à-dire une application :

M(x, y) 7→ V⃗ (M) =
−−→
dM

dt
=
(
f1(x, y)
f2(x, y)

)
,
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où f1 et f2 sont de classe C1 sur Ω ⊂ R2 .

Remarque 1.2.1. [15]
le champ de vecteurs χ associé au système différentiel polynômial (1.1)

V⃗ (M) =
−−→
dM

dt
⇐⇒

ẋ = Q(x, y),
ẏ = P (x, y).

c’est-à-dire le système (1.1) est équivalent au champ de vecteurs(
Q(x, y)
P (x, y)

)
,

On peut l’écrire aussi sous la forme suivante :

χ = Q
∂

∂x
+ P

∂

∂y
,

Nous rappelons que pour une solution définie une courbe intégrale le vecteur
tangent φ′(t) à φ(t) coïncide avec la valeur du champ de vecteurs χ au point φ(t) ;
voir la figure suivante.

Figure 1.1 – Le champ de vecteur .

Exemple 1.2.1. Soit le système

ẋ = y,

ẏ = x2.
(1.2)

qui peut être réduit à l’équation différentielle y′ = x2

y
.

Le champ de vecteurs associé au système (1.2) est donné par la figure(1.2)

2



Figure 1.2 – Champs de vecteurs associé au système(1.2)

1.2.1 Portrait de phases
Définition 1.2.2. [42]
Le plan R2 est appelé plan de phases et les solutions d’un champ de vecteurs χ
représentent dans le plan de phases des orbites.
Le portrait de phases d’un champ de vecteurs χ est l’ensemble des orbites dans le
plan de phases.
Les solutions maximales d’une système différentielle sont appelées courbes intégrales
du champ de vecteurs. elles sont tangentes en chaque point au champ de vecteurs.

Exemple 1.2.2. L’ensemble de courbes solutions du système (1.2) est donné par
y2 = 2

3x
3 + c où c est une constante réelle, et sa représentation graphique est donnée

par la figure(1.3).

Figure 1.3 – Portrait de phase du système(1.2)

1.2.2 Flot
Soit (x, y) un point de R2, on note ψt((x, y) la position de (x, y) après un dépla-

cement d’une durée t (t ∈ R ).
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Définition 1.2.3. [15]
L’application

ψ : R2 × R −→ R2

((x, y), t) 7−→ ψt((x, y))

est appelée le flot (associé au champ (P,Q)), vérifiant les trois propriétés suivantes :

i ) d

dt
ψt((x, y)) = (Q(ψt(x, y)), P (ψt(x, y))),

ii ) ψ0((x, y)) = (x, y),

iii ) ψt+s((x, y)) = ψt(ψs((x, y))),
pour tout (x, y) ∈ R2 et t, s ∈ R :
Les deux points i) et ii) signifient que ψt((x, y)) est la solution maximale qui passe
par (x, y) à t = 0.
La point iii) est une nouvelle formulation du caractère autonome de (1.1) : au lieu
de se déplacer pendant t+ s on peut le faire pendant t, prendre une pause, ensuite
poursuivre, puis finir son bout de chemin pendant une durée s :entre- temps le champ
de vecteurs n’a pas été modifié .

1.2.3 Existence et unicité des solutions
Soit D un ouvert de Rn, t0 < t < t0 + T, x ∈ D et f(t, x) ∈ Rn.

Définition 1.2.4. [42] Soit l’application f : Rn+1 → Rn .
On dit que f satisfait la condition de Lipschitz par rapport à x si :

∥ f(t, x1) − f(t, x2) ∥≤ L ∥ x1 − x2 ∥,

où x1, x2 ∈ D, et L est une constante

Théorème 1.2.5. existence et unicité[42] Considérons le système (1.1) avec la
condition initiale X(t0) = X0 = (x0, y0) et F = (P,Q) ,
où X ⊂ D ∈ Rn, t0 < t < t0 + T .
On suppose que :

i) F (t,X) est continue par rapport à t , X sur G = [t0, t0 + T ] ×D :

ii) F (t,X) satisfait la condition de Lipschitzienne en X .
Alors la solution est unique.

1.3 Points singuliers
Les points singuliers jouent un rôle important dans l’étude des systèmes diffé-

rentiels en particulier ceux qui sont non-linéaires au voisinage de ces points.

4



Henri Poincaré (1854-1912) montra qu’au lieu de calculer les solutions détaillées, il
suffit de connaitre les points singuliers ainsi que leur stabilité. Le comportement des
solutions à l’infini (t tend vers ±∞) est l’une des questions essentielles, et souvent
difficiles, que l’on se pose à propos des équations différentielles.

Définition 1.3.1. [42]
Un point (x∗, y∗) est dit un point d’équilibre du système (1.1) s’il vérifie :

P (x∗, y∗) = Q(x∗, y∗) = 0.

Remarque 1.3.1.
La notion de point d’équilibre est la même que celle de point singulier pour le champ
de vecteurs. on parle plutôt de point singulier lorsque l’on regarde le champ de
vecteurs pour lui même et de point d’équilibre lorsqu’on s’intéresse aux trajectoires.

1.3.1 Linéarisation et matrice jacobienne
Définition 1.3.2. [41]
La matrice

Dχ(x∗, y∗) =


∂Q

∂x
(x∗, y∗) ∂Q

∂y
(x∗, y∗)

∂P

∂x
(x∗, y∗) ∂P

∂y
(x∗, y∗)

 .
est appelle la matrice Jacobienne associée au champ de vecteurs χ au voisinage d’un
point singulier (x∗, y∗)
On considérons le système non linéaire (1.1) son linéarisé est donné par :

(
ẋ
ẏ

)
=


∂Q
∂x

(x∗, y∗) ∂Q)
∂y

(x∗, y∗

∂P
∂x

(x∗, y∗) ∂P
∂y

(x∗, y∗)


(
x
y

)
. (1.3)

Exemple 1.3.1. [35] Considérons le système :

ẋ = x2 − y2 − 1,
ẏ = 2y,

(1.4)

d’où

F (x, y) =
(
x2 − y2 − 1

2y

)
,

Pour trouver les points d’équilibre on va résoudre le système d’équation
F (x∗, y∗) = 0 : c-à-dire Q(x∗, y∗) = P (x∗, y∗) = 0 sont (1, 0) et (−1, 0)
La matrice Jacobienne de système (1.4) en (x, y) est :

DF (x, y) =
(

2x −2y
0 2

)
,
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au point (1, 0) :

DF (1, 0) =
(

2 0
0 2

)
,

au point (-1, 0) :

DF (−1, 0) =
(

−2 0
0 2

)
,

Les systèmes linéarisés associés sont :
Au point (1, 0) :

ẋ = 2x,
ẏ = 2y.

Au point (-1,0) :

ẋ = −2x,
ẏ = 2y.

Définition 1.3.3. [15]

- Le point singulier (x∗, y∗) du système (1.1) est dit hyperbolique si les valeurs
propres de la matrice Dχ(x∗, y∗) ont toutes une partie réelle non nulle. Dans
le cas contraire le point singulier est dit non hyperbolique.

- Le point singulier (x∗, y∗) du système (1.1) est appelé dégénéré si les valeurs
propres de la matrice Dχ(x∗, y∗) sont non nulle.

- Le point singulier (x∗, y∗) du système (1.1) est dit semi-hyperbolique si une
valeur propre de la matrice Dχ(x∗, y∗) est nulle .

1.3.2 Nature des points singulier
Le flot de (1.1) au voisinage d’un point singulier (x∗, y∗) est classé selon les va-

leurs propres de la matrice Dχ((x∗, y∗)) son déterminant, ainsi que sa trace. Les
valeurs propres de Dχ sont des solutions de l’équation caractéristique.

λ2 − tr(Dχ)λ+ det(Dχ) = 0,

avec
tr(Dχ) = λ1 + λ2,

et
det(Dχ) = λ1λ2,

6



△Dχ = tr(Dχ)2 − 4 det(Dχ),

alors on a

λ1,2 = 1
2

(tr(Dχ) ±
√

△),

On distingue les différents cas selon ces valeurs propres
1. Si λ1 et λ2 sont réelles non nulles et de signe différent alors le point singulier

(x∗, y∗) est appelé un point selle il est toujours instable(voir Figure1.4)

Figure 1.4 – selle

2. Si λ1 et λ2 sont réelles de même signe on a trois cas :

a) Si λ1 < λ2 < 0 le point singulier (x∗, y∗) est appelé un noeud stable (voir
Figure1.5).

b) Si 0 < λ1 < λ2 le point singulier (x∗, y∗) est appelé un noeud instable
(voir Figure1.6).

c) Si λ1 = λ2 = λ le point singulier (x∗, y∗) est appelé noeud propre

- il est stable pour λ < 0 (voir Figure1.7 ).

- il est instable pour λ > 0 (voir Figure1.8).

3. Si λ1 et λ2 sont complexes et Im(λ1,2) < 0 alors le point singulier (x∗, y∗) est
appelé un foyer.
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Figure 1.5 – noeud stable

Figure 1.6 – noeud instable

Figure 1.7 – noeud propre stable
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Figure 1.8 – noeud propre instable

- Il est stable si Re(λ1,2) < 0 (voir Figure1.9)

- Il est instable si Re(λ1,2) > 0 (voir Figure1.10).

Figure 1.9 – foyer stable
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Figure 1.10 – foyer instable

4. Si λ1 et λ2 sont imaginaires pures, alors le point singulier (x∗, y∗) est appelé
un centre, il est stable mais pas asymptotiquement stable(voir Figure1.11).

Figure 1.11 – centre

Définition 1.3.4. [35]
Soit (x∗, y∗) un point singulier d’un système différentiel (1.1)

1. Le point singulier est appelé selle s’il est hyperbolique et si A = Dχ((x∗, y∗))
admit au moins une valeur propre est de partie réelle positive et au moins
une valeur propre est de partie réelle négative.

2. Le point singulier est appelé puits si toutes les valeurs propres de la matrice
A = Dχ((x∗, y∗)) ont des parties réelle négative.

3. Le point singulier est appelé source si toutes les valeurs propres de la matrice
A = Dχ((x∗, y∗)) ont des parties réelle positives.
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Exemple 1.3.2. [35] Soit le système

ẋ = P (x, y) = −y − xy,

ẏ = Q(x, y) = x+ x2,
(1.5)

La matrice Jacobienne du système (1.5) est :

DF (x, y) =


∂P

∂x

∂P

∂y
∂Q

∂x

∂Q

∂y

 .
où :

∂P

∂x
= ∂ (−y − xy)

∂x
= −y

∂P

∂y
= ∂ (y − xy)

∂y
= −1 − x.

∂Q

∂x
= ∂ (x+ x2)

∂x
= 1 + 2x.

∂Q

∂y
= ∂ (x+ x2)

∂y
= 0.

Pour trouver les points critiques on va résoudre le système d’équation :{
ẋ = 0,
ẏ = 0,

{
ẋ = 0,
ẏ = 0, ⇔

{
−y − xy = 0,
x+ x2 = 0,

⇔
{
y(−1 − x) = 0,
x(1 + x) = 0,

⇔
{
y = 0 ∨ −1 − x = 0,
x = 0 ∨ 1 + x = 0,

⇔
{
y = 0 ∨ x = −1
x = 0 ∨ x = −1,

donc les points des équilibres sont (0,0),(-1,0) pour obtenir la matrice jacobienne
dans chaque point d’équilibre on va remplacer chaque couple (x, y) Par ça valeur.

A = DF (0, 0) =
(

0 −1
1 0

)
,
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B = DF (−1, 0) =
(

0 0
−1 0

)
,

écrivons l’équation caractéristique de la matrice associée à ce système on a
1)Pour la matrice A :

A− λId =
∣∣∣∣∣−λ −1

1 −λ

∣∣∣∣∣ = 0,

d’où λ2 + 1 = 0. Ses racines λ1 = −i et λ2 = i sont deux valeurs propres imagi-
naires pures : le point d’équilibre (0,0)est un centre stable ,mais pour le système non
linéaire on ne peut rien dire(voir Figure1.11) .
2)Pour la matrice B

De même manière pour la matrice B :
on trouve : les valeurs propres sont λ = 0 : le point d’équilibre (-1,0)est dit semi-
hyperbolique.

1.3.3 Équivalence topologique
Définition 1.3.5. [34]
Une application h : Rn −→ Rn est un homéomorphisme s’il est continu et bijective
et a un inverse continu.

Définition 1.3.6. [34]
Soit deux systèmes autonomes dans le planẋ = Q1(x, y),

ẏ = P1(x, y).
(1.6)

et ẋ = Q2(x, y),
ẏ = P2(x, y).

(1.7)

définis sur deux ouverts U et V respectivement, sont topologiquement équivalents
s’il existe un homéomorphisme

h : U −→ V

tel que h transforme les orbites de (1.6) en celles de (1.7) et préserve le sens du
mouvement.

1.3.4 Le théorème de Hartman-Grobman
Le théorème de Hartman-Grobman nous permet de réduire l’étude d’un système

différentiel au voisinage d’un point singulier hyperbolique, à l’étude d’un système
linéaire topologiquement équivalent à (1.1) au voisinage de l’origine.
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Théorème 1.3.7. [35]
Si (x∗, y∗) est un point singulier hyperbolique de système différentiel (1.1), alors il
existe un voisinage de ce point dans lequel le système (1.1) est topologiquement équi-
valent à son linéarisé(1.3).

Remarque 1.3.2. Autrement dit, si l’origine est un point selle ou foyer ou noeud
pour le système (1.3) alors le point singulier (x∗, y∗) sera respectivement selle ou
foyer ou noeud pour le système (1.1).

Cependant si l’origine est de type centre pour le système (1.3) alors on ne peut
rien dire sur la nature du point singulier (x∗, y∗) de (1.1).

1.3.5 Stabilité de l’équilibre
Un système non linéaire quelconque peut avoir plusieurs positions d’équilibre

qui peuvent être stables ou instables. Il existe de nombreuses notions de stabilité
pour les systèmes différentiels non linéaires. Nous étudions ici la stabilité au sens de
Lyapounov .

Définition 1.3.8. [14]
Soit ψt la solution du système (1.1) .

1. On dit qu’un point d’équilibre au sens de Lyapounov (x∗, y∗) est stable si et
seulement si

∀ε > 0,∃η > 0, ∥ (x, y)−(x∗, y∗) ∥< η =⇒ (∀t > 0, ∥ ψt(x, y)−(x∗, y∗) ∥< ε),

2. (x∗, y∗) est asymptotiquement stable si et seulement si

lim
t→+∞

∥ ψt(x, y) − (x∗, y∗) ∥= 0.

1.4 Courbes invariantes
Définition 1.4.1. [15]
On appelle courbe invariante du système (1.1), toute courbe d’équation f(x, y) = 0
du plan de phase pour laquelle il existe une fonction K = K(x, y) appelée cofacteur
associé à la courbe invariante, telle que

Q(x, y)∂f
∂x

(x, y) + P (x, y)∂f
∂y

= K(x, y)f(x, y). (1.8)

Cette égalité montre que sur la courbe invariante le gradient (∂f
∂x
,
∂f

∂y
) de f est

orthogonal au champs de vecteurs χ = (P,Q), donc en tout point de la courbe in-
variante le champs de vecteurs est tangent à cette courbe, donc elle est formée de
solutions (ou trajectoires) du champs de vecteurs χ, ce qui justifie son appellation.
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Remarque 1.4.1.
Une courbe invariante Cf est dite algébrique si f(x, y) ∈ R[x, y] et elle est invariante
pour le flot du système (1.1) dont le cofacteur k(x, y) est toujours un polynôme de
degré k(x, y) ≤ n− 1.

Définition 1.4.2.
Une courbe invariante f(x, y) = 0 est dite algébrique de degré n si f(x, y) est un
polynôme de degré n .

Proposition 1.4.1. [15]
Soient f(x, y) = 0 , g(x, y) = 0 deux courbes algébriques invariantes du système (1.1)
de cofacteurs respectifs kf (x.y) , kg(x, y) respectivement, alors le produit (fg)(x, y) =
0 est aussi une courbe algébrique invariante du système (1.1) dont le cofacteur est
kf (x.y) + kg(x, y).

1.5 Orbite périodique
Définition 1.5.1. [43]
La solution ψ(t) = (x(t), y(t)) du système (1.1) est dit périodique s’il existe T > 0
tel que :

ψ(t+ T ) = ψ(t),∀t ∈ R

T est sa période.
Dans le plan des phases une solution périodique est représentée par une courbe
fermée, (Orbite périodique).

Proposition 1.5.1.
Toute solution périodique entoure au moins un point d’équilibre.

Définition 1.5.2. [35]
γ((x(0), y(0))) = {(x, y) ∈ Ω | (x(t), y(t)) = ψt((x(0); y(0))), 0 < t < T} est une
orbite périodique stable si pour tout ε > 0 il existe un voisinage V (γ(x(0), y(0))) tel
que :

∀(x, y) ∈ V (γ(x(0), y(0))),∀t > 0, d(ψt(x, y), γ(x(0), y(0))) < ε,

est asymptotiquement stable si

lim
t→+∞

d(ψt(x, y), γ(x(0), y(0))) = 0.

1.6 Cycle limite
Définition 1.6.1. [41]
On appelle cycle limite du système (1.1), toute orbite périodique isolée dans l’en-
semble de toutes les solution périodiques de ce système.

Remarque 1.6.1.
Les cycles limites apparaissent seulement dans les systèmes différentiels non linéaires.
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1.6.1 Existence et non-existence de cycle limite
Une condition suffisante de non-existence de solution périodique (et donc de cycle

limite)est donnée par les deux théorèmes suivant :

Théorème 1.6.2. [15]
Dans une région du plan de phases, la quantité :

∂Q

∂x
+ ∂P

∂y
,

garde un signe constant le système (1.1) n’admet pas des orbites fermée dans ce
domaine donc n’admet pas de cycle limite.

Théorème 1.6.3. [34]
Si toutes les trajectoires du système (1.1) entrent transversalement dans un domaine
fermé et borné D du plan ne contenant pas de points d’équilibres du système (1.1),
et ne ressortent pas de ce domaine, alors ce domaine contient au moins une orbite
périodique.

1.6.2 Stabilité des cycles limites
Le théorème suivant permet de caractériser la stabilité d’un cycle limite

Théorème 1.6.4. [46]
Soit ψ(t) une orbite périodique du système (1.1) de période T .
Alors, ψ(t) est un cycle limite stable si∫ T

0
div(ψ(t))dt < 0,

et est un cycle limite instable si∫ T

0
div(ψ(t))dt > 0,

Il peut être un cycle limite stable, instable ou semi-stable ou peut appartenir à
une bande continue des cycles si

∫ T

0
div(ψ(t))dt = 0.

Remarque 1.6.2.
Lorsque la quantité

∫ T
0 div(ψ(t))dt est différente de zéro, on dit que le cycle limite

ψ est hyperbolique.

Exemple 1.6.1. [34] Soit le systèmeẋ = 2x− y − 2x(x2 + y2),
ẏ = x+ 2y − 2y(x2 + y2).

(1.9)
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Pour résoudre ce système, on pose

x = r cos(θ),
y = r sin(θ).

la formulation du système permet de passer des coordonnées cartésiennes (x, y) au
coordonnées polaires (r, θ)ṙ cos θ − rθ̇ sin θ = 2r cos θ − r sin θ − 2r3 cos θ,

ṙ sin θ + rθ̇ cos θ = r cos θ + 2r sin θ − 2r3 sin θ.
(1.10)

Cela veut dire que :

cos θẋ+ sin θẏ = ṙ cos2 θ + ṙ sin2 θ = ṙ = 2r cos2 θ + 2r sin2 θ − 2r3 cos2 θ − 2r3 sin2 θ = 2r − 2r3.

et

rθ̇ sin2 θ + rθ̇ cos2 θ = r cos2 θ + r sin2 θ

θ̇ = 1.

On obtient le système :


dr
dt

= 2(r − r3),
dθ
dt

= 1.
(1.11)

Considérons maintenant θ comme une variable indépendante, on obtient :

dr

dθ
= 2(r − r3)

donc

r
′ = 2r − 2r3 (1.12)

c’est une équation de Bernoulli on divise l’équation (1.12) par 2r3 on obtient :

r
′

2r3 − 1
r2 = −1 (1.13)

On pose
z = 1

r2

On dérive, on obtient

dz

dθ
= −2r′

r3

16



En remplaçant dans (1.13), on aura

−1
4
dz

dθ
− z(θ) = −1

alors

−z′ − 4z = −4 (1.14)

C’est une équation différentielle linéaire en z et z′ non homogène pour résoudre cette
équation, on cherche la solution homogène pour résoudre cette équation.
On considère l’équation homogène associée

−dz

dθ
− 4z = 0

On se ramène à une équation à variables séparées

−dz

z
= 4dθ

En intégrant, on trouve
z(θ) = c1(θ) exp(−4θ)

En dérivant, on trouve

dz

dθ
= c

′

1(θ) exp(−4θ) − 4c1(θ) exp(−4θ)

On substitue z et z′ dans (1.14), on aura

−4 = −c′

1(θ) exp(−4θ) + 4c1(θ) exp(−4θ) − 4c1(θ) exp(−4θ)
= −c′

1(θ) exp(−4θ)

Ce qui implique
c

′

1(θ) = 4 exp(4θ)

donc
c1(θ) = exp(4θ) + c

On revient à la solution, on trouve

z(θ) = 1 + c(θ) exp(−4θ)

On a,d’après ce qui précède
z = 1

r2

Ce qui implique

r2 = 1
z

= 1
1 + c exp(−4θ)
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pour c = 0,on a l’orbite périodique r2 = 1 . dans le plan de phase c’est le cercle
d’équation x2 + y2 = 1 pour montre l’orbite périodique est isolé on va démontre que∫ 2π

0 div(ψ(t))dt ̸= 0 on

f(x, y) = x2 + y2 − 1, K(x, y) = −2(x2 + y2)

∫ 2π

0
div(ψ(t))dt =

∫ 2π

0
div(cos t, sin t)dt

=
∫ 2π

0
K(cos t, sin t)dt

= −
∫ 2π

0
2(cos2 t+ sin2 t)

= −4π ̸= 0.

Donc, le système (1.9) a un cycle limite hyperbolique ψ(θ) = (cos θ, sin θ) qui est
stable Voir figure(1.12)

Figure 1.12 – Cycle limite du système

1.6.3 Théorie de bifurcation
Soit le système dynamique non linéaire suivant :

dx

dt
= f(x, µ), (1.15)

où µ ∈ R est un paramètre de contrôle , f ∈ C1(U) ,U un ouvert de Rn

Définition 1.6.5. [34]
la bifurcation est un changement qualitatif de la dynamique lorsqu’on modifie µ

Définition 1.6.6. [42]
Considérons l’équation (1.15) avec f(0, µ) = 0 (solution x = 0 ). La valeur du
paramètre µ = µc est appelée la valeur de la bifurcation s’il existe une solution non
triviale dans chaque voisinage de (0, µc) dans R × Rn.
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Exemple 1.6.2. soit le système différentiel paramétré suivant :

F (x, y) =

ẋ = −y + µx,

ẏ = x+ µy.
(1.16)

Pour trouver les points d’équilibre on va résoudre le système d’équation :{
−y + µx = 0,
x+ µy = 0.

Le système (1.16) a un seul point d’équilibre (0, 0). La matrice Jacobienne du sys-
tème (1.16) est :

DF (x, y) =
(
µ −1
1 µ

)
,

elle admet les valeurs propres λ1,2 = µ± i

1. Si µ < 0, alors l’origine est un foyer stable.

2. Si µ > 0, alors l’origine est un foyer instable.

3. Si µ = 0, cette matrice admet une pair de valeurs propres imaginaires pures,
donc l’origine est un centre.

Quand ce paramètre change de signe (c-à-d passant du négatif au positif), le
système change de stabilité et passe de stable à instable.
On dit, qu’il y a une bifurcation et dans ce cas µ = 0 est la valeur de bifurcation.

Il existe deux types de bifurcations : les bifurcations locales et les bifurcations
globales. Les bifurcations "locales" sont appelées ainsi car elles peuvent toujours être
identifiées lors d’une linéarisation du système au voisinage de la solution. Le critère
de détection utilisé dans le cas des bifurcations locales concerne les valeurs propres
du Jacobien qui intervient au premier ordre dans la linéarisation. Par contre, les
bifurcations "globales" ne font donc pas forcément intervenir le voisinage de la solu-
tion, ici, les linéarisations locales autour de la solution ne seront donc d’aucune aide.
C’est pour cela que ces bifurcations sont appelées globales. Ci dessous, un exemple
d’une bifurcation locale

Exemple 1.6.3. (Bifurcation selle-noeud)[41]
Soit le système différentiel suivant :ẋ = µ− x2,

ẏ = −y,
(1.17)

Selon le signe de µ, on distingue trois cas :
• Si µ > 0 dans ce cas le système admet deux points d’équilibre de coordonnées :

(−√
µ, 0) et (√µ, 0). La matrice jacobienne du système s’écrit

J(x, y) =
(

−2x 0
0 −1

)
,
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Au point (√µ, 0) , la matrice jacobienne s’écrit

J(√µ, 0) =
(

−2√
µ 0

0 −1

)
,

Cette matrice admet deux valeurs propres réelles négatives λ1 = −1 et λ2 =
−2√

µ , d’où le point d’équilibre (−√
µ, 0) est un noeud stable.

Au point (−√
µ, 0), la matrice jacobienne s’écrit

J(−√
µ, 0) =

(
2√

µ 0
0 −1

)

Cette matrice admet deux valeurs propres réelles de signe différent λ1 = −1
et λ2 = 2√

µ ,d’où le point d’équilibre est un point selle instable.
Donc, quand µ > 0 le système admet deux points d’équilibres, le premier du
type noeud et le deuxième du type selle.

• Si µ = 0, le système (1.17) devientẋ = −x2,

ẏ = −y,

L’unique point critique du système est l’origine. La matrice jacobienne asso-
ciée s’écrit

J(0, 0) =
(

0 0
0 −1

)
,

Donc le point d’équilibre (0, 0) est non hyperbolique. L’étude de la première
équation montre que x = 0 est point d’équilibre non hyperbolique et la deuxième
équation montre que y = 0 est point d’équilibre asymptotiquement stable

• Si µ < 0 dans ce cas le système (1.17) n’admet aucun point d’équilibre car
x ∈ R.
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Cette bifurcation est une bifurcation locale appelée "selle-noeud" correspond à l’ap-
parition de deux points d’équilibre, l’un stable (un noeud) et l’autre instable(un point
selle) et au point de bifurcation µ = 0 les deux points d’équilibre disparaissent et un
point non hyperbolique apparait, qui en µ > 0 lui même disparait : cette bifurcation
correspond donc au changement de nombre de points d’équilibre et leur stabilité.
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2
Théorie de la moyennisation

La théorie de moyennisation est l’une des plus importantes théories perturbatives
utilisée actuellement dans l’étude des cycles limites des systèmes dynamiques. Cette
théorie est une théorie classique qui donne des conditions pour lesquelles les points
singuliers du système moyenné fournissent des cycles limites pour des systèmes dif-
férentiels ayant un centre. Elle s’applique aux systèmes de la forme ẋ = εf(x, t), où
ε est suffisamment petit, et f(t, x) est T-périodique en la première variable.
Les contributions théoriques essentielles de la théorie de moyennisation ont été faites
en 1930 par Krylov et Bogoliubov [9]. En 1937, la théorie introduite par Krylov et
Bogoliubov [8] permet de trouver le premier ordre de la solution d’équations différen-
tielles non linéaires telles qu’un oscillateur linéaire perturbé par une force extérieure.
Ensuite elle est formulée en 1945 par Bogoliubov [7], et par Bogoliubov et Mitro-
polsky en 1961 [10]. En 1966, Roseau [37] donna une démonstration basée sur le
lemme de Gronwall. Une étape importante a été franchie ensuite par Krylov et Bo-
goliubov qui ont traité le cas quasi-périodique. Pour plus de détails, voir le livre de
Sanders, Verhulst [23].

Buic et Llibre [12] en 2004 s’intéressés aussi au problème de la recherche des solu-
tions périodiques pour des systèmes différentiels perturbés. Ils ont réussi à introduire
une nouvelle approche pour ce problème. En effet, pour montrer ce résultat,ils ont
remplacé le théorème des fonctions implicites par la théorie de degré de Brouwer
en utilisant des méthodes topologiques pour résoudre des équations d’opérateurs
équivalant à ce problème, sachant que ces équations d’opérateurs sont de dimension
finie ou de dimension infinie. De plus, ils ont donné pour la première fois un résultat
sur la moyennisation d’ordre trois pour des équations différentielles d’ordre un.

En 2013, Giné, Grau et Llibre [28] dans un travail récent ont introduit la moyen-
nisation d’ordre arbitraire k pour des équations différentielles d’ordre un.

En 2014, Llibre, Novaes et Teixeira[25] ont présenté un résultat général qui est
la théorie de moyennisation pour la recherche des solutions périodiques d’ordre ar-
bitraire k pour des équations différentielles continues de dimension n.
Dans ce chapitre, on s’intéresse à la méthode de moyennisation qui est appliquée
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aux systèmes de la forme :

ẋ = εf(x, t, ε), (2.1)

où t ∈ I ⊂ R, x ∈ Rn, ε un petit paramètre et f est T-périodique en t l’équation
moyennée associée à (2.1) s’écrit

ẋ = εf 0(x),

où

f 0(x) = 1
T

T∫
0

f(t, x, 0)dt,

2.1 Théorème de moyennisation du premier ordre
On considère le système différentiel

ẋ = εF (t, x) + ε2R(t, x, ε), (2.2)

où x ∈ D ⊂ Rn, D est un domaine borné et t > 0. Supposons que F (t, x) et R(t, x, ε)
sont des fonctions T-périodiques en t.
Le système moyenné associé au système (2.2) est

ẏ = εf 0(y), (2.3)

où

f 0(y) = 1
T

T∫
0

F (s, y)ds, (2.4)

Théorème 2.1.1. [26]
Soit le système (2.2), on suppose que F,G,DxF,D

2
xF et DxR sont continues et

bornées par une constante M dans [0,∞) × D avec −ε0 < ε < ε0. Supposons aussi
que F et R sont T-périodiques en t, où T indépendante de ε.
Alors :

1. Si p ∈ D est un point singulier de système moyenné (2.3) tel que :

det(Dxf
0(p)) ̸= 0, (2.5)

alors pour | ε |> 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodiques
x(t, ε) du système(2.2) telle que x(0, ε) −→ p quand ε −→ 0

2. Si le point singulier y = p du système moyenné (2.3) est hyperbolique alors
pour | ε |> 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante x(t, ε)
du système (2.2) est unique, hyperbolique et de même stabilité que p

Preuve 1. [26]
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Applications[26] Considérons l’équation de Van Der Pol :
ẍ+ x = ε(1 − x2)ẋ,

qui peut s’écrire sous la forme :ẋ = y,

ẏ = −x+ ε(1 − x2)y.
(2.6)

En coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos θ, y = r sin θ, ce système devient :ṙ cos θ − rθ̇ sin θ = r sin θ,
ṙ sin θ + rθ̇ cos θ = −r cos θ + ε(1 − r2 cos2 θ)r sin θ.

(2.7)

le système (2.7) devient :
cos θẋ+ sin θẏ = ṙ cos2 θ + ṙ sin2 θ

ṙ = ε(1 − r2 cos2 θ)r sin2 θ,

et
rθ̇ sin2 θ + rθ̇ cos2 θ = −r sin2 θ − r cos2 θ + ε cos θ(1 − r2 cos2 θ)r sin θ

θ̇ = −1 + ε cos θ(1 − r2 cos2 θ) sin θ,
alors le système (2.6) devient :ṙ = εr(1 − r2 cos2 θ) sin2 θ,

θ̇ = −1 + ε cos θ(1 − r2 cos2 θ) sin θ.
(2.8)

est équivalent à
dr

dθ
= εr(1 − r2 cos2 θ) sin2 θ

−1 + ε cos θ(1 − r2 cos2 θ) sin θ
,

On sait que
1

1 − z
= 1 + z +O(z2), | z |< 1,

En posant z = ε cos θ(1 − r2 cos2 θ) sin θ. on obtient
dr

dθ
= −εr(1 − r2 cos2 θ) sin2 θ +O(ε2), (2.9)

l’équation (2.9) doit s’écrire sous la forme de système (2.2), ainsi on peut appliquer
la méthode de moyennisation en prenant x = r, t = θ, T = 2π et F (θ, r) = r(1 −
r2 cos2 θ) sin2 θ
la fonction moyennée de système (2.9) :

f 0(r) = 1
2π

2π∫
0

F (θ, r)dθ = 1
2π

2π∫
0

−r(1 − r2 cos2 θ) sin2 θdθ,

= −r
2π

2π∫
0

(
1 − cos 2θ

2
− r2

4
(1 − cos 4θ

2
)
)

= −r
2π

(
1
2

(θ − sin 2θ
2

) − r2

8
(θ − sin 4θ

2
)
)2π

0

= 1
8
r(r2 − 4).
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Maintenant : f 0(r) = 1
8
r(r2 − 4) = 0 ⇒ r = 2 (puisque r doit être positif).

(Sachant que :(Drf
0(r) = 1

8
(3r2 − 4)).

La seule racine positive de f 0(r) est r = 2. Comme Drf
0(2) = 1, d’après le Théorème

(2.1.1) il suit que le système (2.6) pour | ε |≠ 0 suffisamment petit, admet un cycle
limite qui est l’orbite périodique de rayon 2 du système non perturbé (2.6) avec
ε = 0.
De plus comme Drf

0(2) = 1 > 0, ce cycle limite est instable.

2.2 théorème de moyennisation du deuxième ordre
Théorème 2.2.1. [12]
On considère le système différentiel

ẋ(t) = dx

dt
= εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3R(t, x, ε), (2.10)

où F1, F2 : R ×D → R et R : R ×D × (−εf , εf ) → R sont des fonctions continues,
T-périodiques en la première variable. D est un ouvert de R : On suppose que

i) Pour tout t ∈ R, F1(t, .) ∈ C1(D), F1, F2, R et DxF1 sont localement lipschit-
ziennes par rapport à x,et R est différentiable par rapport à ε. On définit
F10, F20 : D → Rn par

F10(z) = 1
T

T∫
0

F1(s, y)ds,

F20(z) = 1
T

T∫
0

[DxF1(s, y)y1(s, z) + F2(s, z)]ds,

où

y1 =
s∫

0

F1(t, z)dt.

ii) pour V ∈ D, un ensemble ouvert et borné et pour tout ε ∈]−εf , εf [\0 ; il existe
aε ∈ V tel que F10(aε) + εF20(aε) = 0 et dB(F10(aε) + εF20(aε), V, aε) ̸= 0(i.e.
le degré de Brouwer de F10(aε) + εF20(aε) |aε est non nul)
Alors, pour | ε |> 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique
isolée φ(., ε) de l’équation (2.10) telle que φ(0, ε) = aε.

Preuve 2. [12]

Applications Soit le système différentiel :ẋ = y + ε(1 − x2y) + ε2(x− y2x),
ẏ = −x+ εxy2 − ε2(1 − y2x)y.

(2.11)

25



En coordonnées polaires (r, θ), ce système devient
ṙ = ε (cos θ + r3 cos θ sin θ − 2r3 cos3 θ sin θ) + ε2(r + 2r4 cos θ − r3 cos2 θ − r4 cos5 θ

− r4 cos θ + r3 cos4 θ),
θ̇ = −1 +ε(− sin θ

r
+ 2r2 cos2 θ − r2 cos4 θ) + ε2(−r2 sin θ cos3 θ − r3 cos2 θ sin θ

+ r2 cos θ sin θ + r3 sin θ cos θ).

(2.12)

Le système (2.12) est équivalent à

dr

dθ
= −εA− ε2B

1 − (εC + ε2D)
= −εA− ε2B − ε2AC +O(ε3)

dr

dθ
= εF1(r, θ) + ε2F2(r, θ) +O(ε3)

où

A = cos θ + r3 cos θ sin θ − 2r3 cos3 θ sin θ, (2.13)
B = r + 2r4 cos θ − r3 cos2 θ − r4 cos5 θ − r4 cos θ + r3 cos4 θ, (2.14)

C = − sin θ
r

+ 2r2 cos2 θ − r2 cos4 θ, (2.15)

D = −r2 sin θ cos3 θ − r3 cos2 θ sin θ + r2 cos θ sin θ + r3 sin θ cos θ. (2.16)
(2.17)

F1(r, θ) = 2r3 cos3 θ sin θ − cos θ − r3 cos θ sin θ,
F2(r, θ) = r + 2r4 cos θ − r3 cos2 θ − r4 cos5 θ − r4 cos θ + r3 cos4 θ

+cos θ
r

(2r3 cos2 θ sin θ − 1 − r3 sin θ)(− sin θ + 2r3 cos2 θ − r3 cos4 θ),

F3(r, θ) = O(ε3).

On applique la méthode de moyennisation du deuxième ordre pour calcule F10(r)

F10(r) = 1
2π

2π∫
0

F1(r, θ)dθ

= 1
2π

2π∫
0

2r3 cos3 θ sin θ − cos θ − r3 cos θ sin θdθ

= 1
2π

2r3
2π∫
0

cos3 θ sin θdθ −
2π∫
0

cos θdθ − r3
2π∫
0

cos θ sin θdθ


= 1

2π
(
2r3I1 − I2 − r3I3

)
,
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où

I1 =
2π∫
0

cos3 θ sin θdθ = − cos4 θ
∣∣∣2π

0
+ 3

2π∫
0

sin4 θ

= −1
4

cos4 θ

∣∣∣∣2π

0
= 0,

I2 =
2π∫
0

cos θdθ = (sin θ)|2π
0 = 0,

I3 =
2π∫
0

cos θ sin θdθ = 1
2

(1 − cos2 θ) = 1
2

(sin2 θ)
∣∣∣∣2π

0
= 0.

d’où on a
F10(r) = 0.

Calculons

d

dr
F1(r, θ) = 6r2 cos3 θ sin θ − 3r2 cos θ sin θ,

y1(r, s) =
s∫

0

F1(r, θ)dθ

= −1
2
r3 cos4 θ + 1

2
r3 − sin θ − 1

2
r3 sin2 θ.

= −1
2
r3 cos4 θ + 1

2
r3 − sin θ − 1

2
r3(1 − cos2 θ)

= −1
2
r3 cos4 θ − sin θ + 1

2
r3 cos2 θ

= −1
2
r3 cos2 θ(1 − cos2 θ) − sin θ

= −1
2
r3 cos2 θ sin2 θ − sin θ.

Alors

f 1(r, s) = d

dr
F1(r, s)y1(r, s) = (6r2 cos3 s sin s− 3r2 cos s sin s)(−1

2
r3 cos4 s sin2 s− sin s).

Donc

F20(z) = 1
2π

2π∫
0

[f 1(r, s) + F2(r, s)]ds

=
= r

8
(r2 − 8).

L’unique racine positive de F20(r) = 0 est r = 2
√

2 Comme d
dr

(F10(r)+εF20(r)) |r=2
√

2=
2ε ̸= 0 ; d’après le théorème(2.2.1) , le système (2.7), pour 0 < ε << 1 suffisamment
petit possède un seul cycle limite. Voir figure(2.1).
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Figure 2.1 – Le cycle limite du système (2.7) pour ε = 0.1.
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3
Sur les cycles limites pour une classe de

Systèmes différentiels de Kukles généralisés

La deuxième partie du 16 ème problème de Hilbert, est complètement ouverte.
Elle consiste en la recherche du nombre maximum et les dispositions relatives des
cycles limites du champ de vecteurs :ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y).

où Pn et Qn sont des polynômes de degré n [[45],[10],[48] et [22]]. Même si le pro-
blème a été posé en 1900, c’est en 1987 que Ecalle et Ilyashenko ont prouvé que le
champ de vecteurs polynômial possède un nombre fini de cycles limites. Les deux
preuves sont un véritable (tour de force ) et chacune nécessite un volume de 300
pages. Bien que le résultat de Ecalle et Ilyashenko montre que chaque champ de
vecteurs polynômial individuel a un nombre fini de cycles limites, il est impossible
d’en tirer une estimation uniforme sur le nombre de cycles limites. Ainsi, on sait
qu’il y a un nombre fini de cycles limites, mais on n’a pas de majoration.

Ces dernières années, plusieurs articles ont été publiés sur les cycles limites de
systèmes différentiels polynômiaux planaires. La raison principale de cette étude
est le seizième problème, non résolu, de Hilbert. En particulier, un grand nombre
d’articles sont consacrés aux cycles limites qui bifurquent en orbites périodiques à
partir d’un centre.
Considérons le système différentiel polynomial de Kukles suivant

ẋ = −y,
ẏ = x+Q(x, y), (3.1)

où Q(x, y) est polynomial avec des coefficients réels d’un degré donné.
Il a été initié par Kukles .[27], donnant les conditions nécessaires et suffisantes dan-
sordonnez que (3.1) avec n = 3 a un centre à l’origine . Ce système cubique sans le
terme y3 est le si appelé système Kukles réduit. Christopher et Lloyd [13] a présenté
certains systèmes qui donnent au maximum cinq cycles limites bifurquant depuis
l’origine. Dans [18], Grin et Schneider a étudié les conditions d’au plus un cycle
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limite bifurquant de la origine pour (3.1) avec n = 3. Wu etc. a prouvé que le
système de Kukles avec deux fines les foyers peuvent générer au moins six cycles
limites en[44]. Dans [39], Sadovskii a résolu le problème problème de mise au point
pour ce système avec un a2a7 ̸= 0 et a prouvé qu’il peut avoir sept limites cycles.
Dans [38] apparaît une description des bifurcations locales des périodes critiques le
voisinage d’un centre non dégénéré des systèmes de Kukles réduits. Liu etc dans [47]
a introduit une classe de systèmes cubiques (3.1) avec une parabole invariante qui
coexiste avec un centre sous des paramètres donnés. Dans [24], Chavarriga etc. a
décrit un système cubique (3.1) qui a une hyperbole invariante pour coexister avec
deux cycles limites.Par la suite, les intérêts des auteurs se sont transformés pour
trouver le nombre maximum de petites cycles d’amplitude coexistant avec des el-
lipses invariantes. Dans [16], Giné a étudié la systèmes de la forme (3.1). Pour n = 4
et n = 5 , ils ont obtenu le maximum nombre de cycles de faible amplitude utilisant
la méthode de calcul de Poincaré Les constantes de Liapunov voient [17]. Sáez et
Szántó dans [40] a présenté une classe de quintic systèmes de la forme (3.1) ayant
une ellipse invariante avec quelle petite amplitude les cycles limites bifurquant de
l’origine coexistent. Dans [19], Zang etc a étudié le nombre et distribution des cycles
limites pour une classe de systèmes de Kukles réduits sous cubique perturbation

Dans Llibre et Mereu [29] ont étudié par la méthode de la moyennisation le
nombre des cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques d’un centre linéaire
ẋ = y, ẏ = −x, du système différentiel polynômial de Kukles de type :ẋ = y,

ẏ = −x− f(x) − g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

(3.2)

où les polynômes f(x), g(x) et h(x) sont de degrés n1, n2 et n3 respectivement,d0 ̸= 0
est un nombre réel

Dans Mellahi etc[4],en utilisant théorie de moyennisation pour étudié le nombre
des cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques d’un centre linéaire perturbé
par une classe généralisée de systèmes différentiels de Kukles de la forme :ẋ = −y + l(x),

ẏ = x− f(x) − g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

(3.3)

où l(x), f(x), g(x) et h(x) sont de degrés m,n1, n2 et n3 respectivement,d0 ̸= 0 est
un nombre réel
Dans ce chapitre, en utilisant la théorie de moyennisation du premier et du deuxième
ordre, nous étudions le nombre maximal de cycles limites qui bifurquent des orbites
périodiques du centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x d’une classe de systèmes différentiels
de Kukles plus généralisée que :ẋ = −y,

ẏ = x− f(x) − g(x)y − h(x)y2 − l(x)y3,
(3.4)

où f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x), h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) et
l(x) = εl1(x) + ε2l2(x) Pour chaque k = 1, 2 fk, gk, hk et lk sont de degrés n1, n2, n3
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et n4 respectivement et ε est un petit paramètre
Cette étude a fait l’objet d’un article publié dans le journal .Applied Analysis and
Computation
Mellahi N, Boulfoul A and Makhlouf A. On The Limit Cycles For A Class Of Ge-
neralized Kukles Differential Systems .Applied Analysis and Computation .864-883
.2019 [5]

Théorème 3.0.1.
Pour | ε |> 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites du système
différentiel (3.4) qui bifurquent d’un centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x en utilisant la
théorie de moyennisation du premier ordre est

λ1′ = max{[n2
2 ], [n4

2 ] + 1}.

Théorème 3.0.2. Pour | ε |> 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles
limites du système différentiel (3.4) qui bifurquent d’un centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x
en utilisant la théorie de moyennisation du deuxième ordre est

λ2′ = max
{

[n2

2
], [n4

2
] + 1, [n1

2
] + [n2 − 1

2
], [n1

2
] + [n4 − 1

2
] + 1, [n1 − 1

2
] + µ

′
,

[n2 − 1
2

] + [n3

2
] + 1, [n4 − 1

2
] + [n3

2
] + 2, [n3 − 1

2
] + µ

′ + 1
}
.

Où µ
′ = min{[n2

2 ], [n4
2 ] + 1} .

Dans Mellahi etc,il a été montré qu’il existe généralisées équation Kukles (3.3),
comportant au moins λ2 = max{[n1

2 ] + [n2−1
2 ], [n1

2 ] + [m
2 ] − 1, [n1+1

2 ], [n3+3
2 ], [n3

2 ] +
[m

2 ], [n2+1
2 ] + [n3

2 ], [n2
2 ], [m−1

2 ], [n1−1
2 ] + µ, [n3+1

2 ] + µ, 1} cycles limite

Le résultat dans le théorème (3.0.2) améliore cette estimation inférieure (λ2′ > λ2
pour tous n1 ≥ 1, n2 ≥ 1, n3 ≥ 1,m > 1 et n4 ≥ max{3, n2,m − 1}).Pour chaque
fixe n1 ≥ 1, n2 ≥ 1, n3 ≥ 1,m > 1 il existe n′

4 ≥ max{3, n2,m − 1} tel que λ2′ > λ2
pour tout n4 ≥ n

′
4

Lemme 3.0.1.

Ji(θ) =
θ∫

0

cosi t sin tdt = 1
1 + i

(1 − cosi+1 θ).

J̃i(θ) =
θ∫

0

cosi t sin3 tdt = 2
(i+ 1)(i+ 3)

− 1
1 + i

cosi+1 θ + 1
i+ 3

cosi+3 θ

Ji(2π) = J̃i(2π) = 0.
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Lemme 3.0.2.

Ii(θ) =
θ∫

0

cosi θdθ =


k∑

l=0
γk,l sin(2l + 1)θ, si i = 2k + 1,

δk +∑k
l=1 βk,l sin(2lθ), si i = 2k.

Où

δi = 1
22i

(
2i
i

)
θ, γi,l = 1

22i

(
2i+ 1
i− l

)
1

2l + 1
, βi,l =

(
2i
i+ l

)
1
l
.

Ii(2π) =

 0, si i = 2k + 1,
παk

2k−1k!
, si i = 2k,

Où
αk = 3.5 · · · (2k − 1), αk+1 = (2k + 1)αk

et

I2k+2(2π) = 2k + 1
2k + 2

I2k(2π),

Ĩ2k(2π) = I2k(2π) − I2k+2(2π),
˜̃I2k(2π) = I2k(2π) − 2I2k+2(2π) + I2k+4(2π).

Lemme 3.0.3.
2π∫
0

cosi θ sinj θ sin(2l + 1)θdθ ̸= 0 si i pair et j impair,

2π∫
0

cosi θ sinj θ sin(2l + 1)θdθ =


0, si i impair ou j pair ,
πCk,l, i = 2k, j = 1etl ≥ 0,
πKk,l, i = 2k, j = 3etl ≥ 0,

où Ck,l, Kk,l sont des constantes non nulles.
2π∫
0

cosi θ sinj θ sin(2l)θdθ ̸= 0 si i et j impair,

2π∫
0

cosi θ sinj θ sin(2l)θdθ =


0, si i impair ou j pair,
πC̃k,l, si i impair, j = 1etl ≥ 0,
πK̃k,l, si i impair, j = 3etl ≥ 0,

où C̃k,l, K̃k,l sont des constantes non nulles.

3.0.1 Preuve du théorème3.0.1
Pour appliquer la moyennisation d’ordre un, on écrit le système (3.4), en coor-

données polaires

x = r cos θ, y = r sin θ et r > 0, (3.5)
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Posons :

f1(x) =
n1∑
i=1

aix
i, g1(x) =

n2∑
i=1

bix
i, h1(x) =

n3∑
i=1

cix
i, et l1(x) =

n4∑
i=1

dix
i. (3.6)

alors le système(3.4) avec k = 1 peut s’écrire

ẋ = ṙ cos θ − rθ̇ sin θ = −r sin θ

ẏ = ṙ sin θ + rθ̇ cos θ = r cos θ − ε

(
n1∑
i=1

air
i cosi θ +

n2∑
i=1

bir
i+1 cosi θ sin θ

+
n3∑
i=1

cir
i+2 cosi θ sin2 θ +

n4∑
i=1

dir
i+3 cosi θ sin3 θ

)
.

(3.7)

Cela veut dire que :

cos θẋ+ sin θẏ = ṙ cos2 θ + ṙ sin2 θ =

ṙ = −ε
(

n1∑
i=1

air
i cosi θ sin θ +

n2∑
i=1

bir
i+1 cosi θ sin2 θ +

n3∑
i=1

cir
i+2 cosi θ sin3 θ

+
n4∑
i=1

dir
i+3 cosi θ sin4 θ

)
,

et

rθ̇ sin2 θ + rθ̇ cos2 θ = rθ̇

= r − ε

(
n1∑
i=1

air
i cosi+1 θ sin θ +

n2∑
i=1

bir
i+1 cosi+1 θ sin2 θ

+
n3∑
i=1

cir
i+2 cosi+1 θ sin3 θ +

n4∑
i=1

dir
i+3 cosi+1 θ sin4 θ

)

θ̇ = 1 − ε

r

(
n1∑
i=1

air
i cosi+1 θ sin θ +

n2∑
i=1

bir
i+1 cosi+1 θ sin2 θ

+
n3∑
i=1

cir
i+2 cosi+1 θ sin3 θ +

n4∑
i=1

dir
i+3 cosi+1 θ sin4 θ

)
.



ṙ = −ε
(

n1∑
i=1

air
i cosi θ sin θ +

n2∑
i=1

bir
i+1 cosi θ sin2 θ +

n3∑
i=1

cir
i+2 cosi θ sin3 θ

+
n4∑
i=1

dir
i+3 cosi θ sin4 θ

)
,

θ̇ = 1 − ε
r

(
n1∑
i=1

air
i cosi+1 θ sin θ +

n2∑
i=1

bir
i+1 cosi+1 θ sin2 θ

+
n3∑
i=1

cir
i+2 cosi+1 θ sin3 θ +

n4∑
i=1

dir
i+3 cosi+1 θ sin4 θ

)
.

(3.8)

On pose

Rj = cosj θ sin θ,
Tj = cosj θ sin2 θ = cosj θ − cosj+2 θ,

Sj = cosj θ sin3 θ = cosj θ sin θ − cosj+2 θ sin θ,
Uj = cosj θ sin4 θ = cosj θ − 2 cosj+2 θ + cosj+4 θ.
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Le système (3.8) s’écrit :
ṙ = −ε

(
n1∑
i=1

aiRi(θ)ri +
n2∑
i=1

biTi(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

ciSi(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

diUi(θ)ri+3
)
,

θ̇ = 1 − ε

r

(
n1∑
i=1

ai cosi+1 θri +
n2∑
i=1

biRi+1(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

ciTi+1(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

diSi+1(θ)ri+3
)
.

(3.9)

Considérons maintenant θ comme nouvelle variable indépendante, le système (3.9)
s’écrit sous la forme suivante :

dr

dθ
=

−ε

( n1∑
i=1

aiRi(θ)ri +
n2∑
i=1

biTi(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

ciSi(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

diUi(θ)ri+3
)

1−
ε

r

( n1∑
i=1

ai cosi+1 θri +
n2∑
i=1

biRi+1(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

ciTi+1(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

diSi+1(θ)ri+3
)

On sait que :
1

1 − x
= 1 + x+O(x2)

d’où on pose

x = ε

r

(
n1∑
i=1

ai cosi+1 θri +
n2∑
i=1

biRi+1(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

ciTi+1(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

diSi+1(θ)ri+3
)

dr

dθ
= −ε

(
n1∑
i=1

aiRi(θ)ri +
n2∑
i=1

biTi(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

ciSi(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

diUi(θ)ri+3
)

+O(ε2)

= εF1(θ, r) +O(ε2).

Alors

F10(r) = − 1
2π

2π∫
0

(
n1∑
i=0

aiRi(θ)ri −
n2∑
i=0

biTi(θ)ri+1 −
n3∑
i=0

ciSi(θ)ri+2 −
n4∑
i=0

diUi(θ)ri+3
)
dθ

= − 1
2π

(
n1∑
i=0

aiJk(2π)ri +
n2∑
i=0

biĨk(2π)ri+1 +
n3∑
i=0

ciJ̃k(θ)ri+2 +
n4∑
i=0

di
˜̃Ik(2π)ri+3

)
.

Où

Jk(2π) =
2π∫
0

Rk(θ)dθ, Ĩk(2π) =
2π∫
0

Tk(θ)dθ, J̃k(2π) =
2π∫
0

Sk(θ)dθ, ˜̃Ik(2π) =
2π∫
0

Uk(θ)dθ.

Pour calculer l’expression exacte de F10, nous utilisons les expressions des intégrales
de lemme (3.0.1) et lemme (3.0.2). Nous obtenons

Ji(2π) = J̃k(2π) = 0

Ĩ2k(2π) = I2k(2π) − I2k+2(2π) = (1 − 2k + 1
2k + 2

)I2k(2π)

= (1 − 2k + 1
2k + 2

) παk

2k−1k!
= παk

2k(k + 1)!
˜̃I2k(2π) = I2k(2π) − 2I2k+2(2π) + I2k+4(2π) =

(
1 − 2k + 1

k + 1
+ (2k + 3

2k + 4
)(2k + 1

2k + 2
)
)

παk

2k(k + 1)!

= 3παk

2k+1(k + 2)
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et Ii(2π) = 0 si i impaire
Alors

F10(r) = − r

2π

[ n2
2 ]∑

i=0
Ĩ2i(2π)b2ir

2i +
[ n4

2 ]∑
i=0

˜̃I2i(2π)d2ir
2i+2

 (3.10)

= −r

[ n2
2 ]∑

i=0

αi

2i+1(i+ 1)!
b2ir

2i +
[ n4

2 ]∑
i=0

3αi

2i+2(i+ 2)!
d2ir

2i+2

 . (3.11)

où
αk = 3.5 . . . (2k − 1), αk+1 = (2k + 1)αk.

Donc le polynôme F10 a au plus max{[n2
2 ], [n4

2 ] + 1} racines positives.
Par conséquent, le théorème (3.0.1) est prouvé

3.0.2 preuve théorème 3.0.2
Nous écrivons f1, g1, h1 et l1 comme dans (3.23), et

f2(x) =
n1∑
i=1

pix
i, g2(x) =

n2∑
i=1

qix
i, h2(x) =

n3∑
i=1

six
i, et l2(x) =

n4∑
i=1

wix
i,

la formulation du système (3.4) permet de passer des coordonnées cartésiennes (x, y)
au coordonnées polaires (r, θ) on posex = r cos(θ),

y = r sin(θ).

alors

ẋ = ṙ cos θ − rθ̇ sin θ = −r sin θ,

ẏ = ṙ sin θ + rθ̇ cos θ = r cos θ − ε

(
n1∑
i=1

air
i cosi θ +

n2∑
i=1

bir
i+1 cosi θ sin θ

+
n3∑
i=1

cir
i+2 cosi θ sin2 θ +

n4∑
i=1

dir
i+3 cosi θ sin3 θ

)

−ε2
(

n1∑
i=1

pir
i cosi θ +

n2∑
i=1

qir
i+1 cosi θ sin θ

+
n3∑
i=1

sir
i+2 cosi θ sin2 θ +

n4∑
i=1

wir
i+3 cosi θ sin3 θ

)
.

(3.12)

Alors le système(3.4) peut s’écrire

ṙ = − ε

(
n1∑
i=1

aiRi(θ)ri +
n2∑
i=1

biTi(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

ciSi(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

diUi(θ)ri+3
)

− ε2
(

n1∑
i=1

piRi(θ)ri +
n2∑
i=1

qiTi(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

siSi(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

wiUi(θ)ri+3
)
,

θ̇ = 1 −ε

r

(
n1∑
i=1

ai cosi+1 θri +
n2∑
i=1

biRi+1(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

ciTi+1(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

diSi+1(θ)ri+3
)

− ε2

r

(
n1∑
i=1

pi cosi+1 θri +
n2∑
i=1

qiRi+1(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

siTi+1(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

wiSi+1(θ)ri+3
)
.

(3.13)
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Considérons maintenant θ comme une variable indépendante, on obtient

dr

dθ
= −εA− ε2B

1 − 1
r

(εC + ε2D)

= −εA− ε2(B + 1
r
AC)

= εF1(θ, r) + ε2F2(θ, r) +O(ε3).

Où

A =
n1∑
i=1

aiRi(θ)ri +
n2∑
i=1

biTi(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

ciSi(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

diUi(θ)ri+3,

B =
n1∑
i=1

piRi(θ)ri +
n2∑
i=1

qiTi(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

siSi(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

wiUi(θ)ri+3,

C =
n1∑
i=1

ai cosi+1 θri +
n2∑
i=1

biRi+1(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

ciTi+1(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

diSi+1(θ)ri+3,

D =
n1∑
i=1

pi cosi+1 θri +
n2∑
i=1

qiRi+1(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

siTi+1(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

wiSi+1(θ)ri+3.

et

F1(θ, r) = −
n1∑
i=1

aiRi(θ)ri −
n2∑
i=1

biTi(θ)ri+1 −
n3∑
i=1

ciSi(θ)ri+2 −
n4∑
i=1

diUi(θ)ri+3,(3.14)

F2(θ, r) = −
n1∑
i=1

piRi(θ)ri −
n2∑
i=1

qiTi(θ)ri+1 −
n3∑
i=1

siSi(θ)ri+2 −
n4∑
i=1

wiUi(θ)ri+3

− 1
r

(
n1∑
i=1

aiRi(θ)ri +
n2∑
i=1

biTi(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

ciSi(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

diUi(θ)ri+3
)

×
(

n1∑
i=1

ai cosi+1 θri +
n2∑
i=1

biRi+1(θ)ri+1 +
n3∑
i=1

ciTi+1(θ)ri+2 +
n4∑
i=1

diSi+1(θ)ri+3
)
.

(3.15)

Afin de calculer F20(r) nous avons besoin que F10(r) soit identique à zéro (3.10),{
b2k = −3

2k−1d2k−2, 0 ≤ k ≤ µ
′
,

b0 = b2k = d2k−2 = 0, µ
′ + 1 ≤ k ≤ λ

′
1.

(3.16)

Où
µ

′ = min{[n2

2
], [n4

2
] + 1} λ

′

1 = max{[n2

2
], [n4

2
] + 1}.
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Tout d’abord, en utilisant (3.16) et en remplaçant dans (3.14) on obtient

F1(θ, r) = −
n1∑
i=0

riaiRi(θ) −
[ n2−1

2 ]∑
k=0

r2k+2b2k+1T2k+1(θ) −
n3∑
i=0

cir
i+2Si(θ)

−
[ n4

2 ]∑
k=0

r2k+4d2k+1U2k+1(θ) −
µ

′∑
k=0

r2k+1b2kT2k + r2k+1d2k−2U2k−2

= −
n1∑
i=0

riaiRi(θ) −
[ n2−1

2 ]∑
k=0

r2k+2b2k+1T2k+1(θ) −
n3∑
i=0

cir
i+2Si(θ)

−
[ n4

2 ]∑
k=0

r2k+4d2k+1U2k+1(θ) −
µ

′∑
k=0

r2k+1d2k−2

( −3
2k − 1

T2k + U2k−2

)
.

= −
n1∑
i=0

riaiRi(θ) −
[ n2−1

2 ]∑
k=0

r2k+2b2k+1T2k+1(θ) −
n3∑
i=0

cir
i+2Si(θ)

−
[ n4

2 ]∑
k=0

r2k+4d2k+1U2k+1(θ) −
µ

′∑
k=0

r2k+1d2k−2

( −3
2k − 1

(cos2k θ − cos2k+2 θ)

+ (cos2k−2 θ − 2 cos2k θ + cos2k+2 θ)
)

= −
n1∑
i=0

riaiRi(θ) −
[ n2−1

2 ]∑
k=0

r2k+2b2k+1T2k+1(θ) −
n3∑
i=0

cir
i+2Si(θ) −

[ n4
2 ]∑

k=0
r2k+4d2k+1

× U2k+1(θ) −
µ

′∑
k=0

r2k+1d2k−2

(
cos2k−2 θ − 4k + 1

2k − 1
cos2k θ + 2k + 2

2k − 1
cos2k+2 θ

)
.

(3.17)

Alors

∂F1(θ, r)
∂r

= −
n1∑
i=0

iri−1aiRi(θ) −
[ n2−1

2 ]∑
k=0

(2k + 2)r2k+1b2k+1T2k+1(θ) −
n3∑
i=0

(i+ 2)ci

× ri+1Si(θ) −
[ n4

2 ]∑
k=0

(2k + 4)r2k+3d2k+1U2k+1(θ) −
µ

′∑
k=0

(2k + 1)r2kd2k−2

×
(

cos2k−2 θ − 4k + 1
2k − 1

cos2k θ + 2k + 2
2k − 1

cos2k+2 θ

)
.

(3.18)

ensuite, en utilisant les intégrales de lemme(3.0.1)et lemme(3.0.2) , lemme(3.0.3)
nous obtenons

y(r, θ) =
∫ θ

0
F1(s, r)ds

= −
n1∑
i=0

riaiJi(θ) −
[ n2−1

2 ]∑
i=0

r2i+2b2i+1

i+1∑
l=0

γ̃i,l sin(2l + 1)θ −
n3∑
i=0

cir
(i+2)J̃i(θ)

−
[ n4−1

2 ]∑
i=0

r2i+4d2i+1

i+2∑
l=0

˜̃γi,lsin(2l + 1)θ −
µ∑

i=0
r2i+1d2i−2 −

i+1∑
l=1

β̃i,lsin(2l)θ,

(3.19)

Où

γ̃i,l =
{
γi,l − γi+1,l, 0 ≤ l ≤ i,
−γi+1,i+1, l = i+ 1. , ˜̃γi,l =


γi,l − 2γi+1,l + γi+2,l, 0 ≤ l ≤ i,
−2γi+1,i+1 + γi+2,i+1, l = i+ 1,
γi+2,i+2, l = i+ 2.
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et

β̃i,l =


βi−1 − 4i+1

2i−1βi,l + 2i+1
2i−1βi+1,l, 0 ≤ l ≤ i− 1,

−4i+1
2i−1βi,i + 2i+1

2i−1βi+1,i, l = i,
2i+1
2i−1βi+1,i+1, l = i+ 1.

Maintenant, nous déterminons la fonction correspondante

F20(r) = F 1
20(r) + F 2

20(r),

avec

F 1
20(r) = 1

2π

2π∫
0

dF1(r, θ)
dr

y(r, θ)dθ,

F 2
20(r) = 1

2π

2π∫
0

F2(r, θ)dθ.

Dans les lemmes qui suivent, nous calculons les intégrales F 1
20 et F 2

20

Lemme 3.0.4. L’intégrale F 1
20(r) est un polynôme en r donnée par :

F 1
20(r) =

[ n1
2 ]∑

s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
a2sb2k+1r

2s+2k+1M s,k
1 +

[ n3
2 ]∑

s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
c2sb2k+1r

2s+2k+3M s,k
2

+
[ n1−1

2 ]∑
s=0

µ∑
k=0

a2s+1d2k−2r
2s+2k+1M s,k

3 +
[ n3−1

2 ]∑
s=0

µ∑
k=0

c2s+1d2k−2r
2s+2k+3M s,k

4

+
[ n1

2 ]∑
s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
a2sd2k+1r

2s+2k+3M s,k
5 +

[ n3
2 ]∑

s=0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
c2sb2k+1r

2s+2k+5M s,k
6 ,

Où

M s,k
1 = s

k+1∑
l=0

γ̃k,lCs,l − (k + 1)αk+s+1

2k+s+1(2s+ 1)(k + s+ 2)!
,

M s,k
2 = (s+ 1)

k+1∑
l=0

γ̃k,lKs,l − (k + 1)(4k + 10s+ 15)αk+s+1

2k+s+2(2s+ 1)(2s+ 3)(k + s+ 3)!
,

M s,k
3 = 2s+ 1

2

k+1∑
l=0

β̃k,lC̃s,l − 3(2k + 1)αk+s+1

2k+s+2(2k − 1)(k + s+ 2)!
,

M s,k
4 = 2s+ 3

2

k+1∑
l=0

β̃k,lC̃s,l − 15(2k + 1)αk+s

2k+s+3(2k − 1)(k + s+ 3)!
,

M s,k
5 = s

k+1∑
l=0

˜̃γk,lCs,l − 3(k + 2)αk+s+1

2k+s+2(2s+ 1)(k + s+ 3)!
,

M s,k
6 = (s+ 1)

k+1∑
l=0

˜̃γk,lKs,l − 3(k + 2)(4k + 14s+ 21)αk+s+1

2k+s+3(2s+ 1)(2s+ 3)(k + s+ 4)!
.
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Preuve.D’après les expressions (3.18) et (3.19) nous obtenons

F 1
20(r) = 1

2π

2π∫
0

dF1(r, θ)
dr

.y(r, θ)dθ

= 1
2π

2π∫
0

 n1∑
i=0

iri−1aiRi(θ) −
[ n2−1

2 ]∑
k=0

(2k + 2)r2k+1b2k+1T2k+1(θ) −
n3∑
i=0

(i+ 2)ci

×ri+1Si(θ) −
[ n4

2 ]∑
k=0

(2k + 4)r2k+3d2k+1U2k+1(θ) −
µ∑

k=0
(2k + 1)r2kd2k−2

× (cos2k−2 θ − 4k + 1
2k − 1

cos2k θ + 2k + 2
2k − 1

cos2k+2 θ)
)
y(r, θ)dθ.

alors
F 1

20(r) = N1(r) +N2(r) +N3(r) +N4(r) +N5(r),
Où

N1(r) = −1
2π

2π∫
0

n1∑
i=0

iair
i−1Ri(θ)y1(θ, r)dθ,

N2(r) = −1
2π

2π∫
0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
(2k + 2)b2k+1r

2k+1T2k+1(θ)y1(θ, r)dθ,

N3(r) = −1
2π

2π∫
0

n2∑
i=0

(i+ 2)cir
i+1Si(θ)y1(θ, r)dθ,

N4(r) = −1
2π

2π∫
0

[ n4
2 ]∑

k=0
(2k + 4)r2k+3d2k+1U2k+1(θ)y1(θ, r)dθ,

N5(r) = −1
2π

2π∫
0

µ∑
k=0

(2k + 1)r2kd2k−2

(
cos2k−2 θ − 4k + 1

2k − 1
cos2k θ + 2k + 2

2k − 1
cos2k+2 θ

)
y1(θ, r)dθ.

Pour simplifier l’expression du polynôme N1(r), nous utilisons les intégrales de
lemme(3.0.1) et lemme(3.0.3). On a

N1(r) = −1
2π

2π∫
0

( n1∑
i=0

iair
i−1Ri(θ)

)−
n1∑

j=0
ajr

jJj(θ)

+
(

n1∑
i=0

iair
i−1Ri(θ)

)−
[ n2−1

2 ]∑
j=0

r2j+2b2j+1

×
j+1∑
l=0

γ̃j,l sin(2l + 1)θ

+
(

n1∑
i=0

iair
i−1Ri(θ)

)−
n1∑

j=0
cjr

j+2J̃j(θ)

+
(

n1∑
i=0

iair
i−1Ri(θ)

)

×

−
[ n4−1

2 ]∑
j=0

r2j+4d2j+1

j+2∑
l=0

˜̃γj,l sin(2l + 1)θ

+
(

n1∑
i=0

iair
i−1Ri(θ)

)(
−

µ∑
i=0

r2i+1d2i−2

×
i+1∑
l=1

β̃i,l sin(2l)θ
)]

.
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on obtient

N1(r) = a1 + b1 + c1 + d1 + e1.

où

(a1) = −1
2π

2π∫
0

(
n1∑
i=0

iair
i−1Ri(θ)

)−
n1∑

j=0
ajr

jJj(θ)


= 1

2π

2π∫
0

 n1∑
i=0

n1∑
j=0

i

1 + j
aiajr

i+j−1(Ri(θ) −Ri+j+1(θ))


=

 n1∑
i=0

n1∑
j=0

i

1 + j
aiajr

i+j−1(Ji(2π) − Ji+j+1(2π))

 = 0.

(b1) = −1
2π

2π∫
0

(
n1∑
i=0

iair
i−1Ri(θ)

)−
[ n2−1

2 ]∑
j=0

r2j+2b2j+1

j+1∑
l=0

γ̃j,l sin(2l + 1)θ


= 1

2π

 n1∑
i=0

[ n2−1
2 ]∑

j=0
iri+2j+1aib2j+1(θ)

j+1∑
l=0

γ̃j,l

2π∫
0

cosi(θ) sin(θ) sin(2l + 1)θ


=

[ n1
2 ]∑

s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
a2sb2k+1s

k+1∑
l=0

γ̃k,lCs,lr
2i+2j+1.

(c1) = −1
2π

2π∫
0

(
n1∑
i=0

iair
i−1Ri(θ)

)−
n3∑

j=0
cjr

j+2J̃j(θ)

 dθ
= 1

2π

 n1∑
i=0

n3∑
j=0

iair
i+j+1cj

 2
(j + 1)(j + 3)

2π∫
0

cosi(θ) sin(θ)dθ − 1
1 + j

2π∫
0

cosi+j+1(θ) sin(θ)dθ

+ 1
j + 3

2π∫
0

cosi+j+3(θ) sin(θ)dθ


= 1

2π

 n1∑
i=0

n3∑
j=0

iair
i+j+1cj

(
2

(j + 1)(j + 3)
Ji(2π) − 1

1 + j
Ji+j+1(2π) + 1

j + 3
Ji+j+3(2π)

)
= 0.

(d1) = −1
2π

2π∫
0

(
n1∑
i=0

iair
i−1Ri(θ)

)−
[ n4−1

2 ]∑
j=0

r2j+4d2j+1

j+2∑
l=0

˜̃γj,l sin(2l + 1)θ


= −1

2π

(
n1∑
i=0

iair
i−1
)−

[ n4−1
2 ]∑

j=0
r2j+4d2j+1

j+2∑
l=0

˜̃γj,l

2π∫
0

cosi(θ) sin(θ) sin(2l + 1)θ


=

[ n1
2 ]∑

s=0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
a2sd2k+1s

k+2∑
l=0

˜̃γk,lCs,lr
2s+2k+1.
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(e1) = −1
2π

2π∫
0

(
n1∑
i=0

iair
i−1Ri(θ)

)(
−

µ∑
i=0

r2i+1d2i−2

i+1∑
l=1

β̃i,l sin(2l)θ
)
.

= 1
2π

 n1∑
i=0

µ∑
k=0

iaid2k−2r
i+2k

k+1∑
l=1

β̃k,l

2π∫
0

cosi(θ) sin(θ) sin(2l)θ



=
n1−1

2∑
i=0

µ∑
k=0

2s+ 1
2

a2s+1d2k−2

k+1∑
l=1

β̃k,lC̃k,lr
2s+2k+1.

Donc
N1(r) = b1 + d1 + e1.

L’intégrale N2(r) est un polynôme de la variable r donnée par

N2(r) = a2 + b2 + c2 + d2 + e2,

en utilisant le lemme(3.0.2) et lemme(3.0.2),lemme(3.0.3) on trouve

a2 = −1
2π

2π∫
0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
(2k + 2)b2k+1r

2k+1T2k+1(θ)


−

n1∑
j=0

rjajJj(θ)

 dθ
= 1

2π

[ n2−1
2 ]∑

k=0

n1∑
j=0

(2k + 2)b2k+1ajr
2k+j+1

2π∫
0

T2k+1(θ)Jj(θ)dθ


= 1

2π

[ n2−1
2 ]∑

k=0

n1∑
j=0

(2k + 2)b2k+1ajr
2k+j+1

2π∫
0

1
1 + j

(cos2k+1 − cos2k+3 − cos2k+j+2 + cos2k+j+4)dθ



= 1
2π

[ n2−1
2 ]∑

k=0

[ n1
2 ]∑

s=0
(2k + 2)b2k+1a2sr

2k+2s+1 1
1 + 2s

(−I2k+2s+2(2π) + I2k+2s+4(2π))


= 1

2π

[ n2−1
2 ]∑

k=0

[ n1
2 ]∑

s=0
(2k + 2)b2k+1a2sr

2k+2s+1 1
1 + 2s

(− παk+s+1

2k+s(k + s+ 1)!
+ παk+s+2

2k+s+1(k + s+ 2)!
)


=

[ n1
2 ]∑

s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
a2sb2k+1

−(k + 1)αk+s+1

2k+s+1(2s+ 1)(k + s+ 2)!
r2s+2k+1.

(b2) = −1
2π

2π∫
0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
(2k + 2)b2k+1r

2k+1T2k+1(θ)


−

[ n2−1
2 ]∑

j=0
r2j+2b2j+1

j+1∑
l=0

γ̃j,lsin(2l + 1)θ

 dθ
= 1

2π

[ n2−1
2 ]∑

k=0

[ n2−1
2 ]∑

j=0
(2k + 2)b2k+1b2j+1r

2k++2j+3
j+1∑
l=0

γ̃j,l

2π∫
0

(cos2k+1(θ) sin2(θ) sin(2l + 1)θ)dθ


= 0.

41



(c2) = −1
2π

2π∫
0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
(2k + 2)b2k+1r

2k+1T2k+1(θ)

(−
n3∑
i=0

ri+2ciJ̃i(θ)
)

= 1
2π

[ n2−1
2 ]∑

k=0

n3∑
i=0

(2k + 2)b2k+1cir
2k+i+3

2π∫
0

(T2k+1(θ)J̃i(θ))dθ


= 1

2π

[ n2−1
2 ]∑

k=0

[ n3
2 ]∑

s=0
(2k + 2)b2k+1cir

2k+i+3( −1
2s+ 1

I2k+2s+2(2π) + 4s+ 4
(2s+ 3)(2s+ 1)

×I2k+2s+4(2π) − 1
2s+ 3

I2k+2s+6(2π))
)

=
[ n3

2 ]∑
s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
c2sb2k+1

−(k + 1)(4k + 10s+ 15)αk+s+1

2k+s+2(2s+ 1)(2s+ 3)(k + s+ 3)!
r2s+2k+3.

(d2) = −1
2π

2π∫
0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
(2k + 2)b2k+1r

2k+1T2k+1(θ)


−

[ n4−1
2 ]∑

j=0
r2j+4d2j+1

j+1∑
l=0

˜̃γj,lsin(2l + 1)θ


= −1

2π

[ n2−1
2 ]∑

k=0
(2k + 2)b2k+1r

2k+1


−

[ n4−1
2 ]∑

j=0
r2j+4d2j+1

j+1∑
l=0

˜̃γj,l

2π∫
0

cos2k+1(θ) sin2(θ) sin(2l + 1)θ


= 0.

(e2) = −1
2π

2π∫
0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
(2k + 2)b2k+1r

2k+1T2k+1(θ)

(−
µ∑

i=0
r2i+1d2i−2

i+1∑
l=1

β̃i,lsin(2l)θ
)

= 1
2π

[ n2−1
2 ]∑

k=0

µ∑
i=0

(2k + 2)b2k+1d2i−2r
2k+2i+2

i+1∑
l=1

β̃i,l

2π∫
0

cos2k+1(θ) sin2(θ) sin(2l)θdθ


= 0.

Nous avons que la somme des intégrales (a2), (c2) est le polynôme N2(r).
Pour trouve l’expression du polynôme N3(r) = a3 + b3 + c3 + d3 + e3,En utilisant les
résultats de lemme(3.0.1) et lemme(3.0.3) . On a

(a3) = −1
2π

2π∫
0

(
n3∑
i=0

(i+ 2)cir
i+1Si(θ)

)−
n1∑

j=0
ajr

jJj(θ)

 dθ.
= 1

2π

 n3∑
i=0

n1∑
j=0

(i+ 2)ajcir
i+j+1 1

1 + j

2π∫
0

(cosi(θ) sin(θ) − cosi+j+1(θ) sin(θ)

− cosi+j+2(θ) sin(θ) + cosi+j+3(θ) sin(θ))
)
dθ
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= 1
2π

 n3∑
i=0

n1∑
j=0

(i+ 2)ajcir
i+j+1 1

1 + j
(Ji(2π) − Ji+j+1(2π) − Ji+j+2(2π) + Ji+j+3(2π))


= 0.

(b3) = −1
2π

2π∫
0

(
n3∑
i=0

(i+ 2)cir
i+1Si(θ)

)−
[ n2−1

2 ]∑
k=0

r2k+2b2k+1

k+1∑
l=0

γ̃k,lsin(2l + 1)θ


= 1

2π

 n3∑
i=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
(i+ 2)cib2k+1r

i+2k+3


k+1∑

l=0
γ̃k,l

2π∫
0

cosi(θ) sin3(θ) sin(2l + 1)θ



=
[ n32

]∑
s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
(s+ 1)

k+1∑
l=0

γ̃k,lKs,lr
2s+2k+3.

(c3) =
2π∫
0

(
n3∑
i=0

(i+ 2)cir
i+1Si(θ)

)−
n3∑

j=0
cjr

j+2J̃j(θ)


=

−
n3∑

j=0

n3∑
i=0

cjr
j+i+3(i+ 2)ci

2π∫
0

Si(θ)J̃j(θ)

 = 0.

(d3) = −1
2π

2π∫
0

(
n3∑
i=0

(i+ 2)cir
i+1Si(θ)

)−
[ n4−1

2 ]∑
k=0

r2k+4d2k+1

k+2∑
l=0

˜̃γk,lsin(2l + 1)θ


= −1

2π

(
n3∑
i=0

(i+ 2)cir
i+1
)−

[ n4−1
2 ]∑

k=0
r2k+4d2k+1

k+2∑
l=0

˜̃γk,l

2π∫
0

cosi(θ) sin3(θ)sin(2l + 1)θ


=

[ n3
2 ]∑

s=0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
c2sd2k+1(s+ 1)

k+1∑
l=0

˜̃γk,lKs,lr
2s+2k+5.

(e3) = −1
2π

2π∫
0

(
n3∑
i=0

(i+ 2)cir
i+1Si(θ)

)(
−

µ∑
k=0

r2k+1d2k−2

k+1∑
l=1

β̃k,lsin(2l)θ
)

=
[ n3−1

2 ]∑
s=0

µ∑
K=0

c2s+1d2k−2
2s+ 3

2

k+1∑
l=1

β̃k,lK̃s,lr
2s+2k+3.

alors
N3(r) = b3 + d3 + e3.

pour le calcul du polynôme N4(r) En utilisant les résultats de lemme(3.0.1) et
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lemme(3.0.2),lemme(3.0.3) nous avons

(a4) = −1
2π

2π∫
0

[ n4
2 ]∑

k=0
(2k + 4)r2k+3d2k+1U2k+1(θ)


−

n1∑
j=0

ajr
jJj(θ)



= 1
2π

[ n4
2 ]∑

k=0

[ n1
2 ]∑

s=0
(2k + 4)r2k+2s+3d2k+1a2s

2π∫
0

U2k+1(θ)J2s(θ)

 dθ
= 1

2π

[ n4
2 ]∑

k=0

[ n1
2 ]∑

s=0
(2k + 4)r2k+2s+3d2k+1a2s

−1
2s+ 1

(I2k+2s+2(2π) − 2I2k+2s+4(2π) + I2k+2s+6(2π)


=

[ n1
2 ]∑

s=0

[ n4−1
2 ]∑

K=0
a2sd2k+1

−3(k + 2)αk+s+1

2k+s+2(2s+ 1)(k + s+ 3)!
r2s+2k+3.

(b4) = −1
2π

2π∫
0

[ n4
2 ]∑

k=0
(2k + 4)r2k+3d2k+1U2k+1(θ)


−

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2j+2b2j+1

j+1∑
l=0

γ̃j,lsin(2l + 1)θ


= 1

2π

[ n2−1
2 ]∑

k=0

[ n4
2 ]∑

k=0
(2k + 4)r2k+2j+5b2j+1d2k+1


j+1∑

l=0
γ̃j,l

2π∫
0

U2k+1(θ) sin(2l + 1)θ

 dθ
= 0.

(c4) = −1
2π

2π∫
0

[ n4
2 ]∑

k=0
(2k + 4)r2k+3d2k+1U2k+1(θ)


−

n3∑
j=0

cir
i+2J̃i(θ)



=
[ n3

2 ]∑
s=0

[ n4−1
2 ]∑

K=0
c2sd2k+1

−3(k + 2)(4k + 14s+ 21)αk+s+1

2k+s+3(2s+ 1)(2s+ 3)(k + s+ 4)!
r2s+2k+5.

(d4) =
2π∫
0

[ n4
2 ]∑

k=0
(2k + 4)r2k+3d2k+1U2k+1(θ)


−

[ n4−1
2 ]∑

k=0
r2j+4d2j+1

j+1∑
l=0

˜̃γj,lsin(2l + 1)θ

 = 0.

=

[ n4
2 ]∑

k=0
(2k + 4)r2k+3d2k+1


−

[ n4−1
2 ]∑

k=0
r2j+4d2j+1

j+1∑
l=0

˜̃γj,l

2π∫
0

U2k+1(θ)sin(2l + 1)θ

 = 0.

(e4) = −1
2π

2π∫
0

[ n4
2 ]∑

k=0
(2k + 4)r2k+3d2k+1U2k+1(θ)

(−
µ∑

i=0
r2i+1d2i−2

i+1∑
l=0

β̃i,lsin(2l)θ
)

= 0.

Nous avons que la somme des intégrales (a4), (c4) est le polynôme N4(r).
Enfin, pour le calcul du polynôme N5(r),en utilisant les intégrales
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de lemme(3.0.2) et lemme(3.0.3)

(a5) = −1
2π

2π∫
0

( µ∑
k=0

(2k + 1)r2kd2k−2

(
cos2k−2 θ − 4k + 1

2k − 1
cos2k +2k + 2

2k − 1
cos2k+2 θ

))

×

−
n1∑

j=0
ajr

jJj(θ)


=

[ n1−1
2 ]∑

s=0

µ∑
k=0

a2s+1d2k−2
3(2k + 1)αk+s+1

2k+s+2(2k − 1)(k + s+ 2)!
r2s+2k+1.

(b5) = 1
2π

2π∫
0

( µ∑
k=0

(2k + 1)r2kd2k−2

(
cos2k−2 θ − 4k + 1

2k − 1
cos2k +2k + 2

2k − 1
cos2k+2 θ

))

×

−
[ n2−1

2 ]∑
j=0

r2j+2b2j+1

j+1∑
l=0

γ̃j,l sin(2l + 1)θ

 dθ
= 1

2π

 µ∑
k=0

[ n2−1
2 ]∑

j=0
(2k + 1)r2k+2j+2b2j+1d2k−2


×

j+1∑
l=0

γ̃j,l

2π∫
0

(
cos2k−2 θ − 4k + 1

2k − 1
cos2k +2k + 2

2k − 1
cos2k+2 θ

)
sin(2l + 1)θdθ


= 0.

(c5) = −1
2π

2π∫
0

( µ∑
k=0

(2k + 1)r2kd2k−2

(
cos2k−2 θ − 4k + 1

2k − 1
cos2k +2k + 2

2k − 1
cos2k+2 θ

))

×
(

−
n3∑
i=0

cir
i+2J̃j(θ)

)

=
[ n3−1

2 ]∑
s=0

µ∑
k=0

c2s+1d2k−2
15(2k + 1)αk+s

2k+s+3(2k − 1)(k + s+ 3)!
r2s+2k+3.

(d5) =
2π∫
0

( µ∑
k=0

(2k + 1)r2kd2k−2

(
cos2k−2 θ − 4k + 1

2k − 1
cos2k +2k + 2

2k − 1
cos2k+2 θ

))

×

−
[ n4−1

2 ]∑
j=0

r2j+4d2j+1

j+2∑
l=0

˜̃γj,l sin(2l + 1)θ

 = 0.

(e5) =
2π∫
0

( µ∑
k=0

(2k + 1)r2kd2k−2

(
cos2k−2 θ − 4k + 1

2k − 1
cos2k +2k + 2

2k − 1
cos2k+2 θ

))

×

−
µ∑

i=0
r2i+1d2i−2

j+2∑
l=0

β̃i,l sin(2l)θ

 = 0.
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le polynôme est N5(r) = (a5) + (c5). alors

F 1
20(r) = (b1) + (a2) + (c2) + (b3) + (e1) + (a5) + (d3) + (a4) + (c4) + (c5)

Lemme 3.0.5. L’intégrale F 2
20(r) est un polynôme de la variable r donnée par

F 2
20(r) = −

[ n2
2 ]∑

s=0
r2s+1 αs

2s+1(s+ 1)!
q2s −

[ n4
2 ]∑

s=0
r2s+3 3αs

2s+2(s+ 2)!
w2s −

[ n1
2 ]∑

s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
a2sb2k+1

× r2s+2k+1 αs+k+1

2s+k+1(s+ k + 2)!

[ n3
2 ]∑

s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
c2sb2k+1r

2s+2k+3 3αs+k+1

2s+k+2(s+ k + 3)!

−
[ n1

2 ]∑
k=0

[ n4−1
2 ]∑

s=0
a2kd2s+1r

2s+2k+3 3αs+k+1

2s+k+2(s+ k + 3)!
−

[ n1−1
2 ]∑

k=0

µ∑
s=0

a2k+1d2s−2

× r2s+2k+1 3(k + 1)αs+k

2s+k(2s− 1)(s+ k + 2)!
−

[ n3
2 ]∑

k=0

[ n4−1
2 ]∑

s=0
c2kd2s+1r

2s+2k+3 15
2s+k+3

× αs+k+1

(s+ k + 4)!
+

[ n3−1
2 ]∑

k=0

µ∑
s=0

c2k+1d2s−2r
2s+2k+3 3(3k − 2s+ 4)αs+k

2s+k+1(2s− 1)(s+ k + 3)!
.

(3.20)

preuve
En utilisant (3.16) et,en remplaçant en (3.15) nous obtenons

F2(r, θ) = −
n1∑
i=0

pir
iRi(θ) −

n2∑
i=0

qir
i+1Ti(θ) −

n3∑
i=0

sir
i+2Si(θ) −

n4∑
i=0

wir
i+3Ui(θ)

−

 n1∑
i=0

air
i−1Ri(θ) +

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+1b2k+1T2k+1(θ) +

n3∑
i=0

cir
i+1Si(θ)

+
[ n4−1

2 ]∑
k=0

d2k+1r
2k+3U2k+1(θ) +

µ∑
k=0

d2k−2r
2k(T2k−2(θ) − 2k + 2

2k − 1
T2k(θ))


×

 n1∑
i=0

air
i cosi+1(θ) +

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+2b2k+1R2k+2 +

n3∑
i=0

cir
i+2Ti+1(θ)

+
[ n4−1

2 ]∑
k=0

d2k+1r
2k+4S2k+2(θ) +

µ∑
k=0

d2k−2r
2k+1(R2k−1(θ) − 2k + 2

2k − 1
R2k+1(θ))

 .
on pose F2(r, θ) = F 1

2 (r, θ) + F 2
2 (r, θ).

où

F 1
2 (r, θ) = −

n1∑
i=0

pir
iRi(θ) −

n2∑
i=0

qir
i+1Ti(θ) −

n3∑
i=0

sir
i+2Si(θ) −

n4∑
i=0

wir
i+3Ui(θ),
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F 2
2 (r, θ) = −

 n1∑
i=0

air
i−1Ri(θ) +

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+1b2k+1T2k+1(θ) +

n3∑
i=0

cir
i+1Si(θ)

+
[ n4−1

2 ]∑
k=0

d2k+1r
2k+3U2k+1(θ) +

µ∑
k=0

d2k−2r
2k(T2k−2(θ) − 2k + 2

2k − 1
T2k(θ))


×

 n1∑
i=0

air
i cosi+1(θ) +

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+2b2k+1R2k+2 +

n3∑
i=0

cir
i+2Ti+1(θ)

+
[ n4−1

2 ]∑
k=0

d2k+1r
2k+4S2k+2(θ) +

µ∑
k=0

d2k−2r
2k+1(R2k−1(θ) − 2k + 2

2k − 1
R2k+1(θ))

 .

F 2
20(r) = 1

2π

2π∫
0

F2(r, θ)dθ

= 1
2π

2π∫
0

F 1
2 (r, θ)dθ + 1

2π

2π∫
0

F 2
2 (r, θ)dθ

= 1
2π

2π∫
0

F 1
2 (r, θ)dθ +

25∑
j=0

Λj.

Pour une expression explicite du polynôme F 2
20(r) ,en utilisant les résultats de

lemme(3.0.1) et lemme(3.0.2) nous obtenons

2π∫
0

Ri(θ) =
2π∫
0

Si(θ) =
2π∫
0

cosi θRi(θ) =
2π∫
0

cosi θSi(θ) =
2π∫
0

Tj(θ)Ri(θ) =
2π∫
0

Tj(θ)Si(θ) =

2π∫
0

Uj(θ)Ri(θ) =
2π∫
0

Uj(θ)Si(θ) = 0.

2π∫
0

Ri(θ)R2k+2dθ =
2π∫
0

cosi+1(θ)T2k+1dθ =
2π∫
0

(cosi+2k+2 − cosi+2k+4) = Ii+2k+2(2π) − Ii+2k+4(2π)

=

 0, si i = 2s+ 1,
Ĩ2k+2s+2(2π) = παk+s+1

2k+s+1(k + s+ 2)!
, si i = 2s,
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2π∫
0

R2k+2(θ)Sidθ =
2π∫
0

Ri(θ)S2k+2dθ =
2π∫
0

T2k+1(θ)Ti+1dθ =
2π∫
0

cosi+1(θ)U2k+1dθ

=
2π∫
0

(cos2k+2s+2 θ − 2 cos2k+2s+4 θ + cos2k+2s+6 θ)dθ

= I2k+2s+2(2π) − 2I2k+2s+4(2π) + I2k+2s+6(2π)

=


0, si i = 2s+ 1,
˜̃I2k+2s+2(2π) = 3παk+s+1

2k+s+2(k + s+ 3)!
, si i = 2s,

2π∫
0

U2k+1(θ)Tidθ =
2π∫
0

S2k+1(θ)Sidθ

=


0, si i = 2s+ 1,
˜̃I2k+2s+2(2π) − ˜̃I2k+2s+4(2π) = 15παk+s+1

2k+s+3(k + s+ 4)!
, si i = 2s,

K = 1
2π

2π∫
0

F 1
2 (r, θ)dθ = −1

2π

2π∫
0

(
n1∑
i=0

pir
iRi(θ) +

n2∑
i=0

qir
i+1Ti(θ) +

n3∑
i=0

sir
i+2Si(θ) +

n4∑
i=0

wir
i+3Ui(θ)

)

= −1
2π

 n1∑
i=0

pir
i

2π∫
0

Ri(θ) +
n2∑
i=0

qir
i+1

2π∫
0

Ti(θ) +
n3∑
i=0

sir
i+2

2π∫
0

Si(θ)

−
n4∑
i=0

wir
i+3

2π∫
0

Ui(θ)


= −1

2π

(
n2∑
i=0

qir
i+1Ĩi(2π) +

n4∑
i=0

wir
i+3 ˜̃Ii(2π)

)

= −
[ n2

2 ]∑
s=0

r2s+1 αs

2s+1(s+ 1)!
q2s −

[ n4
2 ]∑

s=0
r2s+3 3αs

2s+2(s+ 2)!
w2s.

Λ1 = 1
2π

2π∫
0

(
n1∑
i=0

air
i−1Ri(θ)

) n1∑
j=0

ajr
j cosj+1(θ)


= 1

2π

 n1∑
j=0

n1∑
i=0

aiajr
i+j−1(θ)

 2π∫
0

Ri(θ) cosj+1(θ)dθ


= 0.

Λ2 = 1
2π

2π∫
0

(
n1∑
i=0

air
i−1Ri(θ)

)[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+2b2k+1R2k+2(θ)


= 1

2π

[ n2−1
2 ]∑

k=0

n1∑
i=0

b2k+1air
2k+i+1


 2π∫

0

(Ri(θ)R2k+2(θ))dθ


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=
[ n1

2 ]∑
s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0

αk+s+1

2k+s+2(k + s+ 2)!
a2sb2k+1r

2s+2k+1.

Λ3 = 1
2π

2π∫
0

(
n1∑
i=0

air
i−1Ri(θ)

)(
n3∑
i=0

cir
i+2Ti+1(θ)

)

= 1
2π

 n3∑
j=0

n1∑
i=0

aicir
i+j+1(θ)

 2π∫
0

(Ri(θ)Tj+1(θ))


= 0.

Λ4 = 1
2π

2π∫
0

(
n1∑
i=0

air
i−1Ri(θ)

)[ n4−1
2 ]∑

k=0
r2k+4d2k+1S2k+2(θ)


= 1

2π

 n1∑
i=0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
aid2k+1r

i+k+3


 2π∫

0

(Ri(θ)S2k+2(θ)



=
[ n1

2 ]∑
s=0

[ n4−1
2 ]∑

k=0

3αk+s+1

2k+s+3(k + s+ 3)!
a2sd2k+1r

2s+2k+3.

Λ5 = 1
2π

2π∫
0

(
n1∑
i=0

air
i−1Ri(θ)

)( µ∑
s=0

d2s−2r
2s+1(R2s−1(θ) − 2s+ 2

2s− 1
R2s+1(θ))

)
dθ

= 1
2π

(
n1∑
i=0

µ∑
s=0

aid2s−2r
i+2s

) 2π∫
0

Ri(θ)(R2s−1(θ) − 2s+ 2
2s− 1

R2s+1(θ)dθ)



= 1
2π

[ n1−1
2 ]∑

k=0

µ∑
s=0

a2k+1d2s−2r
2k+2s+1

((Ĩ2k+2s(2π) − 2s+ 2
2s− 1

Ĩ2k+2s+2(2π))
)

=
[ n1−1

2 ]∑
k=0

µ∑
s=0

a2k+1d2s−2r
2s+2k+1 −3(k + 1)αs+k

2s+k+1(2s− 1)(s+ k + 2)!
.

Λ6 = 1
2π

2π∫
0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+1b2k+1T2k+1(θ)


 n1∑

j=0
ajr

j cosj+1(θ)

 dθ
= 1

2π

 n1∑
j=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+j+1ajb2k+1


 2π∫

0

T2k+1(θ) cosj+1(θ)dθ



=
[ n1

2 ]∑
s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0

αk+s+1

2k+s+2(k + s+ 2)!
a2sb2k+1r

2s+2k+1.

Λ7 = 1
2π

2π∫
0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+1b2k+1T2k+1(θ)


[ n2−1

2 ]∑
k=0

r2k+2b2k+1R2k+2(θ)


= 1

2π

[ n2−1
2 ]∑

s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+2s+2b2s+1b2k+1


 2π∫

0

T2k+1(θ)R2s+2(θ)dθ

 = 0.
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Λ8 = 1
2π

2π∫
0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+1b2k+1T2k+1(θ)

( n3∑
i=0

cir
i+2Ti+1(θ)

)

= 1
2π

[ n2−1
2 ]∑

k=0

n3∑
i=0

cir
2k+i+3b2k+1


 2π∫

0

T2k+1(θ)Ti+1(θ)dθ



=
[ n1

2 ]∑
s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0

3αk+s+1

2k+s+3(k + s+ 3)!
c2sb2k+1r

2s+2k+3.

Λ9 = 1
2π

2π∫
0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+1b2k+1T2k+1(θ)


[ n4−1

2 ]∑
k=0

d2k+1r
2k+4S2k+2(θ)

 dθ
= 1

2π

[ n4−1
2 ]∑

s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+2s+4d2s+1b2k+1


 2π∫

0

T2k+1(θ)S2s+2(θ)dθ

 = 0.

Λ10 = 1
2π

2π∫
0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+1b2k+1T2k+1(θ)

( µ∑
k=0

d2k−2r
2k+1(R2k−1(θ) − 2k + 2

2k − 1
R2k+1(θ))

)

= 1
2π

 µ∑
s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+1d2s−2r

2s+1b2k+1(θ)


 2π∫

0

T2k+1(R2s−1(θ) − 2s+ 2
2s− 1

R2s+1(θ))dθ

 = 0.

Λ11 = 1
2π

2π∫
0

(
n3∑
i=0

cir
i+1Si(θ)

) n1∑
j=0

ajr
j cosj+1(θ)

 dθ.
= 1

2π

 n1∑
j=0

n3∑
i=0

ajcir
i+j+1

 2π∫
0

Si(θ) cosj+1(θ)dθ

 = 0

Λ12 = 1
2π

2π∫
0

(
n3∑
i=0

cir
i+1Si(θ)

)[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+2b2k+1R2k+2(θ)

 dθ
= 1

2π

[ n2−1
2 ]∑

k=0

n3∑
i=0

cib2k+1r
i+2k+3


 2π∫

0

Si(θ)R2k+2(θ)dθ



=
[ n1

2 ]∑
s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0

3αk+s+1

2k+s+3(k + s+ 3)!
c2sb2k+1r

2s+2k+3.

Λ13 = 1
2π

2π∫
0

(
n3∑
i=0

cir
i+1Si(θ)

)(
n3∑
i=0

cir
i+2Ti+1(θ)

)
dθ

= 1
2π

 n3∑
j=0

n3∑
i=0

cjcir
i+j+3

 2π∫
0

Si(θ)Tj+1(θ)dθ

 = 0.
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Λ14 = 1
2π

2π∫
0

(
n3∑
i=0

cir
i+1Si(θ)

)[ n4−1
2 ]∑

k=0
d2k+1r

2k+4S2k+2(θ)

 dθ
= 1

2π

 n3∑
i=0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
cid2k+1r

i+2k+5


 2π∫

0

Si(θ)S2k+2(θ)dθ



=
[ n1

2 ]∑
s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0

15αk+s+1

2k+s+4(k + s+ 4)!
c2sd2k+1r

2s+2k+3.

Λ15 = 1
2π

2π∫
0

(
n3∑
i=0

cir
i+1Si(θ)

)( µ∑
s=0

d2s−2r
2s+1(R2s−1(θ) − 2s+ 2

2s− 1
R2s+1(θ))

)

=
[ n3−1

2 ]∑
k=0

µ∑
s=0

c2k+1d2s−2r
2s+2k+3 −3(3k − 2s+ 4)αs+k

2s+k+2(2s− 1)(s+ k + 3)!
.

Λ16 = 1
2π

2π∫
0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
d2k+1r

2k+3U2k+1(θ)


 n1∑

j=0
ajr

j cosj+1(θ)

 dθ
= 1

2π

 n1∑
j=0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
d2k+1ajr

2k+j+3


 2π∫

0

U2k+1(θ) cosj+1(θ)dθ



=
[ n1

2 ]∑
s=0

[ n4−1
2 ]∑

k=0

3αk+s+1

2k+s+3(k + s+ 3)!
a2sd2k+1r

2s+2k+3.

Λ17 = 1
2π

2π∫
0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
d2k+1r

2k+3U2k+1(θ)


[ n2−1

2 ]∑
k=0

d2k+1r
2k+3U2k+1(θ)

 dθ = 0.

Λ18 = 1
2π

2π∫
0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
d2k+1r

2k+3U2k+1(θ)

( n3∑
i=0

cir
i+2Ti+1(θ)

)
dθ

= 1
2π

 n3∑
i=0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
d2k+1cirr

2k+i+5


 2π∫

0

U2k+1(θ)Ti+1(θ)dθ



=
[ n3

2 ]∑
s=0

[ n4−1
2 ]∑

k=0

15αk+s+1

2k+s+4(k + s+ 4)!
c2sd2k+1r

2s+2k+3.

Λ19 = 1
2π

2π∫
0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
d2k+1r

2k+3U2k+1(θ)


[ n4−1

2 ]∑
k=0

d2k+1r
2k+4S2k+2(θ)

 dθ
= 1

2π

[ n4−1
2 ]∑

s=0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
d2k+1d2s+1r

2s+2k+7


 2π∫

0

U2k+1(θ)S2k+2(θ)dθ

 = 0.

Λ20 = 1
2π

2π∫
0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
d2k+1r

2k+3U2k+1(θ)


×
( µ∑

k=0
d2k−2r

2k+1(R2k−1(θ) − 2k + 2
2k − 1

R2k+1(θ))
)
dθ
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= 1
2π

[ n4−1
2 ]∑

s=0

µ∑
k=0

d2k−2rd2s+1r
2s+2k+4


×

 2π∫
0

U2s+1(θ)(R2k−1(θ) − 2k + 2
2k − 1

R2k+1(θ))dθ

 = 0.

Λ21 = 1
2π

2π∫
0

( µ∑
s=0

d2s−2r
2s(T2s−2(θ) − 2s+ 2

2s− 1
T2s(θ))

) n1∑
j=0

ajr
j cosj+1(θ)

 dθ
= 1

2π

 µ∑
s=0

n1∑
j=0

ajd2s−2r
2s+j

 2π∫
0

cosj+1(θ)(T2s−2(θ) − 2s+ 2
2s− 1

T2s(θ))dθ



=
[ n1−1

2 ]∑
k=0

µ∑
s=0

a2k+1d2s−2r
2s+2k+1 −3(k + 1)αs+k

2s+k+1(2s− 1)(s+ k + 2)!
.

Λ22 = 1
2π

2π∫
0

( µ∑
k=0

d2k−2r
2k(T2k−2(θ)

2k + 2
2k − 1

T2k(θ))
)

×

[ n2−1
2 ]∑

k=0
r2k+2b2k+1R2k+2(θ)

 dθ
= 1

2π

 µ∑
k=0

[ n2−1
2 ]∑

s=0
b2s+1d2k−2r

2k+2s+2


×

 2π∫
0

R2s+2(θ)(T2k−2(θ) − 2k + 2
2k − 1

T2k(θ))dθ

 = 0.

Λ23 = 1
2π

2π∫
0

( µ∑
s=0

d2s−2r
2s(T2s−2(θ) − 2s+ 2

2s− 1
T2s(θ))

)(
n3∑
i=0

cir
i+2Ti+1(θ)

)
dθ

= 1
2π

( µ∑
s=0

n3∑
i=0

cid2s−2r
2s+i+2

) 2π∫
0

Ti+1(θ)(T2s−2(θ) − 2s+ 2
2s− 1

T2s(θ))dθ



=
n3−1

2∑
k=0

µ∑
s=0

c2k+1d2s−2r
2s+2k+3 −3(3 − 2s+ 4)αs+k

2s+k+2(2s− 1)(s+ k + 3)!
.

Λ24 = 1
2π

2π∫
0

( µ∑
k=0

d2k−2r
2k(T2k−2(θ) − 2k + 2

2k − 1
T2k(θ))

)

×

[ n4−1
2 ]∑

k=0
d2k+1r

2k+4S2k+2(θ)

 dθ
= 1

2π

 µ∑
k=0

[ n4−1
2 ]∑

s=0
d2s+1rd2k−2r

2k+2s+4)


×

 2π∫
0

(T2k−2(θ) − 2k + 2
2k − 1

T2k(θ)S2s+2(θ)dθ

 = 0.
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Λ25 = 1
2π

2π∫
0

( µ∑
k=0

d2k−2r
2k(T2k−2(θ) − 2k + 2

2k − 1
T2k(θ))

)

×
( µ∑

s=0
d2s−2r

2k+1(R2s−1(θ)
2ks+ 2
2s− 1

R2s+1(θ))
)
dθ

= 1
2π

( µ∑
k=0

µ∑
s=0

d2s−2d2k−2r
2k+2s+1)

)

×

 2π∫
0

(T2k−2(θ) − 2k + 2
2k − 1

T2k(θ)(R2s−1(θ)
2s+ 2
2s− 1

R2s+1(θ))dθ

 = 0.

Alors

F 2
20(r) = K + (Λ2 + Λ6) + (Λ4 + Λ16) + (Λ5 + Λ21) + (Λ8 + Λ12) + (Λ14 + Λ18) + (Λ15 + Λ22)

la lemme3.0.5est donc prouvée
par lemme3.0.4 et lemme3.0.5 ,nous avons

F20(r) = F 1
20(r) + F 2

20(r)

=
[ n1

2 ]∑
s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
a2sb2k+1r

2s+2k+1s
k+1∑
l=0

γ̃k,lCs,l − (k + 1)αk+s+1

2k+s+1(2s+ 1)(k + s+ 2)!

+
[ n3

2 ]∑
s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
c2sb2k+1r

2s+2k+3(s+ 1)
k+1∑
l=0

γ̃k,lKs,l − (k + 1)(4k + 10s+ 15)αk+s+1

2k+s+2(2s+ 1)(2s+ 3)(k + s+ 3)!

+
[ n1−1

2 ]∑
s=0

µ∑
k=0

a2s+1d2k−2r
2s+2k+1 2s+ 1

2

k+1∑
l=0

β̃k,lC̃s,l − 3(2k + 1)αk+s+1

2k+s+2(2k − 1)(k + s+ 2)!

+
[ n3−1

2 ]∑
s=0

µ∑
k=0

c2s+1d2k−2r
2s+2k+3 2s+ 3

2

k+1∑
l=0

β̃k,lC̃s,l − 15(2k + 1)αk+s

2k+s+3(2k − 1)(k + s+ 3)!

+
[ n1

2 ]∑
s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
a2sd2k+1r

2s+2k+3s
k+1∑
l=0

˜̃γk,lCs,l − 3(k + 2)αk+s+1

2k+s+2(2s+ 1)(k + s+ 3)!

+
[ n3

2 ]∑
s=0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
c2sb2k+1r

2s+2k+5(s+ 1)
k+1∑
l=0

˜̃γk,lKs,l − 3(k + 2)(4k + 14s+ 21)αk+s+1

2k+s+3(2s+ 1)(2s+ 3)(k + s+ 4)!

+
[ n2

2 ]∑
s=0

r2s+1 αs

2s+1(s+ 1)!
q2s −

[ n4
2 ]∑

s=0
r2s+3 3αs

2s+2(s+ 2)!
w2s −

[ n1
2 ]∑

s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
a2sb2k+1

× r2s+2k+1 αs+k+1

2s+k+1(s+ k + 2)!

[ n3
2 ]∑

s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
c2sb2k+1r

2s+2k+3 3αs+k+1

2s+k+2(s+ k + 3)!
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−
[ n1

2 ]∑
k=0

[ n4−1
2 ]∑

s=0
a2kd2s+1r

2s+2k+3 3αs+k+1

2s+k+2(s+ k + 3)!
−

[ n1−1
2 ]∑

k=0

µ∑
s=0

a2k+1d2s−2

× r2s+2k+1 3(k + 1)αs+k

2s+k(2s− 1)(s+ k + 2)!
−

[ n3
2 ]∑

k=0

[ n4−1
2 ]∑

s=0
c2kd2s+1r

2s+2k+3 15
2s+k+3

× αs+k+1

(s+ k + 4)!
+

[ n3−1
2 ]∑

k=0

µ∑
s=0

c2k+1d2s−2r
2s+2k+3 3(3k − 2s+ 4)αs+k

2s+k+1(2s− 1)(s+ k + 3)!
.

= −
[ n2

2 ]∑
s=0

r2s+1 αs

2s+1(s+ 1)!
q2s −

[ n4
2 ]∑

s=0
r2s+3 3αs

2s+2(s+ 2)!
w2s +

[ n1
2 ]∑

s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
a2sb2k+1

×Ar2s+2k+1 +
[ n3

2 ]∑
s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
c2sb2k+1Br

2s+2k+3 +
[ n1

2 ]∑
s=0

[ n2−1
2 ]∑

k=0
a2sd2k+1Cr

2s+2k+3

+
[ n1−1

2 ]∑
s=0

µ∑
k=0

a2s+1d2k−2Dr
2s+2k+1

[ n3
2 ]∑

s=0

[ n4−1
2 ]∑

k=0
c2sd2k+1Er

2s+2k+5

+
[ n3−1

2 ]∑
s=0

µ∑
k=0

c2s+1d2k−2Fr
2s+2k+3,

(3.21)

Où

A = s
k+1∑
l=0

γ̃k,lCs,l − (2s+ k + 2)αk+s+1

2k+s+1(2s+ 1)(k + s+ 2)!
,

B = (s+ 1)
k+1∑
l=0

γ̃k,lKs,l − (12s2 + 4k2 + 34s+ 10sk + 19k + 24)αk+s+2

2k+s+1(2s+ 1)(2s+ 3)(k + s+ 3)!
,

C = s
k+2∑
l=0

˜̃γk,lCs,l − 3(2s+ k + 3)αk+s+1

2k+s+1(2s+ 1)(k + s+ 3)!
,

D = 2s+ 1
2

k+2∑
l=0

γ̃k,lC̃s,l + 3(4s+ 2k + 5)αk+s

2k+s+2(2k − 1)(k + s+ 2)!
,

E = (s+ 1)
k+2∑
l=0

˜̃γk,lKs,l − (20s2 + 68s+ 57 + 4k2 + 14sk + 29k)3αk+s+1

2k+s+3(2s+ 1)(2s+ 3)(k + s+ 4)!
,

F = 2s+ 3
2

k+2∑
l=0

γ̃k,lK̃s,l + 3(4s+ 2k + 5)αk+s

2k+s+3(2k − 1)(k + s+ 3)!
,

Nous avons concluons que F20 a au plus max{[n2
2 ], [n4

2 ]+1, [n1
2 ]+[n2−1

2 ], [n1
2 ]+[n4−1

2 ]+
1, [n1−1

2 ] + µ′, [n2−1
2 ] + [n3

2 ] + 1, [n4−1
2 ] + [n3

2 ] + 2, [n3−1
2 ] + µ′ + 1}. racines positives .

par conséquent le théorème3.0.2suit
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3.1 Applications
On considère le système :ẋ = −y,

ẏ = x− ε(f1(x) + g1(x)y + h1(x)y2 + l1(x)y3),
(3.22)

où

f1(x) =
n1∑
i=1

aix
i, g1(x) =

n2∑
i=1

bix
i, h1(x) =

n3∑
i=1

cix
i, et l1(x) =

n4∑
i=1

dix
i. (3.23)

(n1 = 3, n2 = 2, n3 = 1, n4 = 5) si nous choisissons :

a0 = 0, a1 = 1, a2 = 2, a3 = 1, b0 = −2, b1 = 3, b2 = −1
3
, c0 = 1,

c1 = −1, d0 = 5, d1 = 1, d2 = −16, d3 = 5, d4 = 64
9
, d5 = −1.

on a

f1(x) = x+ 2x2 + x3, g1(x) = −2 + 3x− 13x2, h1(x) = 1 − x,

l1(x) = 5 + x− 16x2 + 5x3 + 64
9
x4 − x5.

Tout d’abord, nous allons étudier les cycles limites de l’équation différentielle
(3.22) en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre. De (3.10), nous
obtenons

F10(r) = −r
( 1∑

i=0

αi

2i+1(i+ 1)!
b2ir

2i +
2∑

i=0

3αi

2i+2(i+ 2)!
d2ir

2i+2
)

= −r
(
α0

2
b0 + α1

8
b2r

2 + 3α0

8
d0r

2 + 3α1

48
d2r

4 + 3α2

384
d4r

6
)

= −r
(

−α0 − α1

24
r2 + 15α0

8
r2 − α1r

4 + α2

18
r6
)
,

où
αk = 3.5 · · · (2k − 1), αk+1 = (2k + 1)αk,

Alors

F10(r) = −r

6
(r6 − 6r4 + 11r2 − 6)

= −r

6
(r2 − 1)(r2 − 2)(r2 − 3),

Pour déterminer les cycles limites, on résout l’équation

F10(r) = −r

6
(r2 − 1)(r2 − 2)(r2 − 3) = 0,

qui a exactement trois racines positives.
alors le nombre maximum de cycles limites du système (3.22) est de trois en utilisant
la théorie de moyennisation du premier ordre.
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3.2 Application
(n1 = 4, n2 = 3, n3 = 1, n4 = 5)

On considère le système :ẋ = −y,
ẏ = x− ε(f1(x) + g1(x)y + h1(x)y2 + l1(x)y3) − ε2(f2(x) + g2(x)y + h2(x)y2 + l2(x)y3),

(3.24)

où

f1(x) = x+ 2x2 + 3x3 − 2x4, g1(x) = 3x− 3x2 − 5x3, h1(x) = 1 − x,

l1(x) = 1 − 3x+ 10160
3969

x3 + 64
189

x5, f2(x) = x4, g2(x) = 2 − 454
15

x2 + 3x3, h2(x) = x,

l2(x) = 2 + 262
3
x2 − 475448

11907
x4 − x5,

en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre. De (3.10), nous obtenons :

F10(r) = −r
( 1∑

i=0

αi

2i+1(i+ 1)!
b2ir

2i +
2∑

i=0

3αi

2i+2(i+ 2)!
d2ir

2i+2
)

= −r
(
α0

2
b0 + α1

8
b2r

2 + 3α0

8
d0r

2 + 3α1

48
d2r

4 + 3α2

384
d4r

6
)

= −r
(−α1

8
3r2 + 3α0

8
r2
)
,

où
αk = 3.5 · · · (2k − 1), αk+1 = (2k + 1)αk,

Alors

F10(r) = 0.

en utilisant la théorie de moyennisation du deuxième ordre. De (3.21), nous obtenons

F20(r) = r

120
(r10 − 15r8 + 85r6 − 225r4 + 274r2 − 120)

= r

120
(r − 2)(r − 1)(r + 1)(r + 2)(r2 − 5)(r2 − 3)(r2 − 2).

qui a exactement cinq racines positives.
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