République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de I’Enseignement Supérieure et de la Recherche Scientifique
Université de Ghardaia

Faculté des Science et de Technologie
Département de Mathématique et d’informatique

Projet de fin d’étude présenter en vue de ’obtention de diplome de

MASTER

Domaine : Mathématiques et Informatiques
Spécialité : Analyse Fonctionnelle et Applications

THEME

Le nombre maximum de cycles
limites d’une famille des systéemes
différentiels

Présenté par :

GUERBOUY Habiba
Soutenu publiquement le :22/09/ 2020

Devant le jury :

Latrach Ismail : MAA | Univ. Ghardaia Président
Kina Abdelkrim : MAA, Univ. Ghardaia Encadreur
Elhaj Moussa Yacine : MAA, Univ. Ghardaia Examinateur

Année universitaire 2019/2020



Dedicace

Avant tous propos, je tiens a rendre grace a "Allah" qui ma guidé sur la bonne voie :

Je dédie ce modeste travail :
A mes trés chers parents ma meére et mon pére

qui m’ont bien élevés, aidés soutenus et encouragés durant toutes ces années

d’étude, qu’Allah les protege
Mes freres et ma soeurs : Billa ;Kouider Karim ,Aicha
Toute la famille Guerbouy
Toute mes amies :
A tous les enseignants du département de Mathématiques
Tous mes collegues de ma promotion de Master 2 Mathématiques 2019

Habiba Guerbouy
Ghardaia 2020



Remerciement

Au terme de la rédaction de ce mémoire, je remercie ALLAH qui m’a toujours
donné la patience et le courage durant ces langues années d’étude, et la force d’ac-
complir ce Modeste travail
Je remercie mon encadreur Monsieur Kina Abdelkrim pour le sujet qu’il m’a pro-
posé et pour l'attention et la disponibilité dont il a su faire preuve au long de la
préparation de ce mémoire et pendant mon parcours de master.

Je voudrais également remercier Monsieur Latrach Ismail et Monsieur Elhaj
Moussa Yacine pour 'honneur qu’ils m’ont fait en portant leurs attention sur
ce travail.

Merci a tous ceux qui m’ont enseigné en primaire, college, lycée, université et
ailleurs, et tous les personnels de ces établissements, sans eux je suis rien. Merci a
tous les mathématiciens...

Merci mes amis, merci a tout ceux qui ont contribué de pres ou de loin dans ce
travail.

Et enfin dois-je dire a quel point mes parents sont aujourd’hui dans mes pensées !
mes parents qui m’ont toujours soutenu dans mes épreuves aussi bien au niveau
moral, que matériel. Je leur adresse aujourd’hui un témoignage d’amour filial, et de
reconnaissance.

Habiba Guerbouy
Ghardaia 2020

i



Résumé

Dans ce mémoire on présente quelque notion fondamentale sur la théorie qualita-
tive des équations différentielles plus les systemes différentiels non linéaire planaires.

On présent une résulta sur le nombre maximum des cycles limites obtenue par
N.Mellahi ,A. Boulfoul and A.Makhlouf ,et publié dans le journal "Applied Analysis
and Computation'.intitule( On The Limit Cycles For A Class Of Generalized Kukles
Differential Systems ).864-883 .2019 [5] ce article il étudier le nombre maximal des
cycle limites des systemes différentiels ordinaires dépendant d’un petit parametre.
Plus particulierement,on étudie des systemes différentiels de Kukles généralisés de
la forme :

T = -y,
{y = — f(z) — g(x)y — h(z)y* — l(2)y?,

o f(z) = efi(z) +*fala), g(z) = egi(z) + %g2(), h(x) = ehi(x) + *ha(z) et
[(z) = ely(z) + €%ly(x) Pour chaque k = 1,2 fi, gr, hi, et i, sont de degrés ny, ny, ns
et ny respectivement et € est un petit parametre

est utilisant la théorie de moyennisation d’ordre un et deux

Abstract

In this dissertation , we present some fundamental notion on the qualitative theroe
of differential equation plus the planar nolinear equation differential systems .

We present a result on the maximum numder of limit cycles obtained by Mellahi
N, Boulfoul A and Makhlouf A .and published in the journal "Applied Analysis and
Computation'.entitled ( On The Limit Cycles For A Class Of Generalized Kukles
Differential Systems ).864-883 .2019 [5] .

This article[5] he study the maximum number of limit cycles of ordinary differen-

tial systems depending on a small parameter. More particularly, we study generalized
Kukles differential systems of the form :

T = -y,
{y =1z — f(z) = g(x)y — h(z)y* — I(2)y°,
where f(z) = efi(x) + e fo(2), g(z) = egi(x) + £°g2(x), h(z) = ehi(z) + %Dy ()

and [(z) = ely(x) + €2ly(x) wherefi, g, hy and [}, have degree ni, ny, n3 and ny res-
pectively for each £ = 1,2 and ¢ is a small parameter.
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Introduction générale

Les équations différentielles sont apparues la premiere fois a la fin du 17 eme
siecle dans les travaux de Isaac Newton, Leibniz et Bernoulli. Elles se sont pro-
duites comme conséquence normale des efforts de ces grands savants d’appliquer les
nouvelles idées du calcul a certains problemes en mécanique. Plus tard la théorie
d’intégration des équations différentielles a été développée par des mathématiciens
et des mécaniciens comme Lagrange, Poisson, Hamilton et Liouville aux 18eme siecle
et 19eme siecles. Pendant plus de 300 ans, les équations différentielles ont servi ’ou-
til essentiel pour d’écrire et analyser des problemes dans beaucoup de disciplines
scientifiques (Mécanique, Géométrie, Physique,...).

Un des problemes principaux dans la théorie qualitative des équations différen-
tielles est I’étude de l'intégrabilité et les cycles limites des systemes différentiels
planaires polynomiaux.

Les cycles limites ont été introduits pour la premiere fois par H. Poincaré en
1881 dans son "Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle’ [36].
Un cycle limite est une orbite périodique isolée dans I’ensemble de toutes les orbites
périodiques d’une équation différentielle. Rigoureusement, le modele de Volterra
n’admet un cycle limite que dans une version modifiée par 1’écologiste canadien Hol-
ling, mais nous n’entrerons pas dans les détails. D’autres systémes, plus complexes,
peuvent avoir plusieurs cycles limites. Le comportement asymptotique sera encore
périodique, mais la convergence aura lieu vers tel ou tel cycle limite selon la position
initiale.

L’importance de pouvoir déterminer le nombre des cycles limites fait la seconde
partie du 16 eme probleme de Hilbert[21] qui peut étre formulée de la fagon suivante :
Quel est le nombre maximum des cycles limites noté H(n) que peut avoir le systeme
polynomial planaire de degré n

{:'BZ P(z,y),
g = Q(Z',y)-
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ou F(z,y) et G(x,y) sont des polynéme.

Ce probléme n’est toujours pas résolu 112 ans apres son énoncé! En 1923, Dulac
[13] proposa une démonstration assurant que ce nombre est fini pour tout n; mais
cette démonstration comportait une erreur. La résolution de Dulac a été faite d’une
facon indépendante par Ecalle, Martinet et Moussu en 1987, Ilyashenko en 1991 et
par Ecalle en 1992. Cette résolution permet de prouver que le champ de vecteurs
polynomial possede un nombre fini de cycles limites. Mais ils n’ont pas pu trouver
une estimation uniforme de ce nombre.

Dans ce mémoire , on étudie les cycles limites des systemes différentiels non au-
tonomes en utilisant la méthode de moyennisation d’ordre un et deux. On s’intéresse
a la recherche du nombre maximum de cycles limites qui bifurquent des orbites pé-
riodiques du centre linéaire © = —y,y = x , perturbé par une classe d’équations
différentielles de Kukles généralisée de la forme.

T = -y,
{?J =z — f(z) — g(x)y — h(z)y* — U(z)y’,

o f(x) = efi(x) + 2fa(x), g(x) = eqi(x) + 2g2(x), h(zx) = ehi(x) + e2ha(x) et
[(z) = ely(x) + &2ly(x) Pour k = 1,2 fi, gr, i, et I sont de degrés ny,na,n3 et ny
respectivement et € est un petit parametre.

Cet mémoire se compose en trois chapitres :

Le premier chapitre , qui est plutot un glossaire, regroupe quelques notions préli-
minaires sur les systemes différentiels planaires. nous avons commencons par définir
les systemes différentiels polynomiaux ,le portrait de phases, les points singuliers, la
linéarisation des systemes différentiels non linéaires au voisinage de ces points, les
courbes invariantes, Ensuite nous introduisons la notion d’un cycle limite et 'am-
plitude d'un cycle limite d'un systéme planaire

Le deuxieme chapitre , on va présentons des théoremes importants de la méthode
de moyennisation du premier et deuxieme ordre avec des exemples. On applique ces
théoremes pour la recherche des cycles limites de probléme étudiés dans le chapitre
trois .

Le troisieme chapitre , est basé sur la détermination du nombre maximum des cycles
limites d’une classe des systemes différentiels polynémiaux de Kukles généralisés .
Nous traitons cette étude en utilisant le théoreme de la moyennisation du premier
et deuxieéme ordre.
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Notions générales sur les systemes différentiels
polynomiaux

L’objectif de ce chapitre est de présenter certains notions et résultats qui concernent
la théorie qualitative des systemes différentiels en particulier les systemes différen-
tiels polynomiaux.

1.1  Systemes différentiels polynomiaux

Définition 1.1.1. [15]
Un systeme différentiel polynomial est un systéme différentiel de la forme :

dx
T=—= Q(I’, )7
_ g;/f Y (1.1)
y=— =Py

ou P et Q sont des polynémes a coefficients réels si m = max(degP, degQ)le degré
maximal de P et ) on dit que le systeme (IT) est de degré m.

1.2 Champ de vecteurs

Avant de passer a I’étude d’un systeme différentiel, il est pratique de représenter
graphiquement le champ de vecteurs qui nous donne des renseignements précieux
sur les différentes formes des solutions possibles ainsi que leur comportement asymp-
totique.

Définition 1.2.1. [15]

On appelle champ de vecteurs, une région du plan dans laquelle existe en tout point
un vecteur V (M, t).

On suppose donné un champ de vecteurs de classe C! dans un ouvert Q C R2,
c’est-a-dire une application :

_>
e P = G = (F01)



ou fi et fy sont de classe C*! sur Q C R? .

Remarque 1.2.1. [15]
le champ de vecteurs y associé au systeme différentiel polynémial ()

= m T = Q(x,y),
VM) = a7 {y = P(z,y).

c’est-a-dire le systéme () est équivalent au champ de vecteurs

Q(z,y)
Pz,y))’
On peut I’écrire aussi sous la forme suivante :
0 0
—Q— +P—,
X Q@x Jy
Nous rappelons que pour une solution définie une courbe intégrale le vecteur

tangent ¢’'(t) a ¢(t) coincide avec la valeur du champ de vecteurs x au point (%) ;
voir la figure suivante.

©'(0=X(p(D)

A /fxi:?/\\

i

o [ - r
. S
4 \fi_ /

FIGURE 1.1 — Le champ de vecteur .

Ezxemple 1.2.1. Soit le systéme

Y = a°.

{j:% (1.2)

qui peut étre réduit & Uéquation différentielle v = x—;

Le champ de vecteurs associé au systeme (2) est donné par la figure(T23)
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FIGURE 1.2 — Champs de vecteurs associé au systeme(I2)

1.2.1 Portrait de phases

Définition 1.2.2. [47]

Le plan R? est appelé plan de phases et les solutions d'un champ de vecteurs y
représentent dans le plan de phases des orbites.

Le portrait de phases d’'un champ de vecteurs y est I’ensemble des orbites dans le
plan de phases.

Les solutions maximales d’une systéme différentielle sont appelées courbes intégrales
du champ de vecteurs. elles sont tangentes en chaque point au champ de vecteurs.

Exemple 1.2.2. L’ensemble de courbes solutions du systéme (I22) est donné par

y? = %x?’ +c ot ¢ est une constante réelle, et sa représentation graphique est donnée

par la figure(T=3).

FIGURE 1.3 — Portrait de phase du systeme(I2)

1.2.2 Flot

Soit (z,y) un point de R?, on note 9;((x,y) la position de (x,y) aprés un dépla-
cement d'une durée t (t € R ).



Définition 1.2.3. [i5]
L’application
Yv: RZxR — R?
((:E7y)a t) — ¢t(($7y))

est appelée le flot (associé au champ (P, Q)), vérifiant les trois propriétés suivantes :

) S 0((9) = QUL 1), P&z, ),

i) tho((2,9)) = (z,9),

i) s ((2,9)) = i(hs((2, 1)),
pour tout (z,y) € R? et t,s € R :
Les deux points i) et ii) signifient que ¢;((x,y)) est la solution maximale qui passe
par (z,y) at=0.
La point iii) est une nouvelle formulation du caractere autonome de () : au lieu
de se déplacer pendant t 4+ s on peut le faire pendant ¢, prendre une pause, ensuite
poursuivre, puis finir son bout de chemin pendant une durée s :entre- temps le champ
de vecteurs n’a pas été modifié .

1.2.3 Existence et unicité des solutions
Soit D un ouvert de R", ¢y <t <ty + T,z € D et f(t,z) € R".

Définition 1.2.4. [42] Soit I'application f : R"™ — R™ .
On dit que f satisfait la condition de Lipschitz par rapport a x si :

| f(tw1) = f(E22) | Ly — o |,
ol x1,x2 € D, et L est une constante

Théoréme 1.2.5. existence et unicité[j2] Considérons le systéme () avec la
condition initiale X (to) = Xo = (zo,y0) et F' = (P,Q) ,

ou X CDeR"tg<t<to+T.

On suppose que :

i) F(t, X) est continue par rapport a t , X sur G = [to,to +T] x D :

it) F(t,X) satisfait la condition de Lipschitzienne en X .
Alors la solution est unique.

1.3 Points singuliers

Les points singuliers jouent un role important dans 1’étude des systemes diffé-
rentiels en particulier ceux qui sont non-linéaires au voisinage de ces points.
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Henri Poincaré (1854-1912) montra qu’au lieu de calculer les solutions détaillées, il
suffit de connaitre les points singuliers ainsi que leur stabilité. Le comportement des
solutions & l'infini (¢ tend vers +00) est I'une des questions essentielles, et souvent
difficiles, que 'on se pose a propos des équations différentielles.

Définition 1.3.1. [A7]
Un point (z*,y*) est dit un point d’équilibre du systeme () s’il vérifie :

P(z",y") = Q(x",y") = 0.

Remarque 1.3.1.

La notion de point d’équilibre est la méme que celle de point singulier pour le champ
de vecteurs. on parle plutot de point singulier lorsque l'on regarde le champ de
vecteurs pour lui méme et de point d’équilibre lorsqu’on s’intéresse aux trajectoires.

1.3.1 Linéarisation et matrice jacobienne

Définition 1.3.2. [41]
La matrice

aQ * *
o a )
Dx(=*y") = | gp

0
aQ(l’*,y*)
0

est appelle la matrice Jacobienne associée au champ de vecteurs y au voisinage d'un
point singulier (z*, y*)
On considérons le systeme non linéaire () son linéarisé est donné par :

2Q Q)

@: :;(SUW*) oy (Y @ (1.3)

Ezxzemple 1.3.1. [33] Considérons le systéme :

A A 2_1
rTrmy TS (1.4)
y =2y,

d’ot

r?—y? -1
F(:E,y)=< 21;/ >

Pour trouver les points d’équilibre on va résoudre le systéme d’équation
F(z*,y*) =0 : c-a-dire Q(z*,y*) = P(z*,y*) = 0 sont (1,0) et (—1,0)
La matrice Jacobienne de systeme (L) en (x,y) est :

20 =2
DF(z,y) = (0 2y>,

>



au point (1, 0) :

DF(1,0) = <(2) g) ,

au point (-1, 0) :

DF(—1,0) = (‘02 g) :

Les systemes linéarisés associés sont :
Au point (1,0) :

Au point (-1,0) :

Définition 1.3.3. [15]

- Le point singulier (z*,y*) du systéme (I) est dit hyperbolique si les valeurs
propres de la matrice Dy(x*,y*) ont toutes une partie réelle non nulle. Dans
le cas contraire le point singulier est dit non hyperbolique.

- Le point singulier (z*,y*) du systéme (IT) est appelé dégénéré si les valeurs
propres de la matrice Dy(x*,y*) sont non nulle.

- Le point singulier (z*,y*) du systéme (D) est dit semi-hyperbolique si une
valeur propre de la matrice Dy/(z*,y*) est nulle .

1.3.2 Nature des points singulier

Le flot de () au voisinage d'un point singulier (z*,y*) est classé selon les va-
leurs propres de la matrice Dx((x*,y*)) son déterminant, ainsi que sa trace. Les
valeurs propres de Dy sont des solutions de I’équation caractéristique.

A? —tr(Dx)A + det(Dx) = 0,

avec

t?“(DX) = )\1 + )\2,

et
det(Dx) = )\1)\2,

6



ADyx = tr(Dx)* — 4det(Dx),

alors on a

M = 5(tr(Dx) /A,

On distingue les différents cas selon ces valeurs propres

1. Si A; et Ay sont réelles non nulles et de signe différent alors le point singulier
(z*,y*) est appelé un point selle il est toujours instable(voir Figurel=)

o
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¥
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aaaaaaaa

T L] L]
Iy 1 L 1w i L
— .

=500

- 1000

FIGURE 1.4 — selle

2. Si A et Ay sont réelles de méme signe on a trois cas :

a) Si A\; < A2 <0 le point singulier (z*,y*) est appelé un noeud stable (voir
Figurel3).

b) Si 0 < A; < Ay le point singulier (z*,y*) est appelé un noeud instable
(voir Figurel8).

c) Si A1 = Ay = A le point singulier (z*, y*) est appelé noeud propre
- il est stable pour A < 0 (voir Figurel™2 ).

- il est instable pour A > 0 (voir FigureR).

3. Si Ay et A\g sont complexes et Im(A;2) < 0 alors le point singulier (z*,y*) est
appelé un foyer.
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- Il est stable si Re(A12) < 0 (voir Figurel™)

- Il est instable si Re(A2) > 0 (voir FigurelIO).
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F1GURE 1.10 — foyer instable

4. Si A\; et A\g sont imaginaires pures, alors le point singulier (z*, y*) est appelé
un centre, il est stable mais pas asymptotiquement stable(voir FigurelI).

.
L
L

W % W W W w

FIGURE 1.11 — centre

Définition 1.3.4. [35]
Soit (z*,y*) un point singulier d’un systeme différentiel (1)

1. Le point singulier est appelé selle s'il est hyperbolique et si A = Dx/((z*, y*))
admit au moins une valeur propre est de partie réelle positive et au moins
une valeur propre est de partie réelle négative.

2. Le point singulier est appelé puits si toutes les valeurs propres de la matrice
A = Dx((z*,y*)) ont des parties réelle négative.

3. Le point singulier est appelé source si toutes les valeurs propres de la matrice
A = Dx((z*,y*)) ont des parties réelle positives.
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Exzemple 1.3.2. [34] Soit le systéme
= Ply) =y 24 (1.5)
j=Qr,y) =z+a%

La matrice Jacobienne du systéme (IC3) est :

oP 0P

DF(.y) = | 95 &

or 0Oy
ol :

or 9 (—y — ay)

ox ox
= —y
or  _ 9(y—ay)
oy Ay
= —1—uz.
0Q  d(x+a?)
or ox
= 1+ 2.
0Q  9(r+1?)
oy Ay
= 0.

Pour trouver les points critiques on va résoudre le systeme d’équation :

i=0,
y =0,

T 07 _y_xy_07
{y 0, < {x+x2:(),
y(—1—z) =0,
“ {x(1+x>=,
o Y= V. —1—-x2=0,
T = vV 1+2x2=0,
y=0 V x=-1
< {sz vV z=-1,

donc les points des équilibres sont (0,0),(-1,0) pour obtenir la matrice jacobienne
dans chaque point d’équilibre on va remplacer chaque couple (x,y) Par ¢a valeur.

A=DF(0,0) = (? _01> ,

11



BzDﬂAﬂﬁ«El$,

écrivons l’équation caractéristique de la matrice associée a ce systéme on a
1)Pour la matrice A :

-2 -1

A—Ah:‘l )

-

d’ot A2 +1 = 0. Ses racines \y = —i et \y = i sont deuzx valeurs propres imagi-
naires pures : le point d’équilibre (0,0)est un centre stable ;mais pour le systéme non
linéaire on ne peut rien dire(voir Figurdl11) .

2)Pour la matrice B

De méme maniere pour la matrice B :
on trouwve : les valeurs propres sont A = 0 : le point d’équilibre (-1,0)est dit semi-
hyperbolique.

1.3.3 Equivalence topologique

Définition 1.3.5. [34]
Une application A : R® — R" est un homéomorphisme s’il est continu et bijective
et a un inverse continu.

Définition 1.3.6. [34]

Soit deux systemes autonomes dans le plan
'T:Ql(xuy>7 (1 6)
y =P (l’, y)

et
Y= PQ(xa y)

définis sur deux ouverts U et V respectivement, sont topologiquement équivalents
s’il existe un homéomorphisme

h:U—YV

tel que h transforme les orbites de (ICH) en celles de (IZ0) et préserve le sens du
mouvement.

1.3.4 Le théoréme de Hartman-Grobman

Le théoréeme de Hartman-Grobman nous permet de réduire I’étude d’un systeme
différentiel au voisinage d’un point singulier hyperbolique, a ’étude d’un systéme
linéaire topologiquement équivalent & (1) au voisinage de 'origine.

12



Théoréme 1.3.7. [341]

Si (x*,y*) est un point singulier hyperbolique de systéme différentiel (I), alors il
existe un voisinage de ce point dans lequel le systeme () est topologiquement équi-
valent a son linéarisé(I3).

Remarque 1.3.2. Autrement dit, si 'origine est un point selle ou foyer ou noeud
pour le systeme (I23) alors le point singulier (z*,y*) sera respectivement selle ou
foyer ou noeud pour le systeme ().

Cependant si l'origine est de type centre pour le systeme (I23) alors on ne peut
rien dire sur la nature du point singulier (z*,y*) de ().

1.3.5 Stabilité de I’équilibre

Un systéme non linéaire quelconque peut avoir plusieurs positions d’équilibre
qui peuvent étre stables ou instables. Il existe de nombreuses notions de stabilité
pour les systemes différentiels non linéaires. Nous étudions ici la stabilité au sens de
Lyapounov .

Définition 1.3.8. [i4]
Soit 4 la solution du systeme (I) .

1. On dit qu'un point d’équilibre au sens de Lyapounov (z*,y*) est stable si et
seulement si

Ve >0,3n >0, (z,y)— (2", y") |[<n= (Vt > 0, || Yz, y) — (", y") [|< &),

2. (z*,y*) est asymptotiquement stable si et seulement si

lim || ¢(z,y) — (27,97 [|= 0.

t—+400

1.4 Courbes invariantes

Définition 1.4.1. [15]

On appelle courbe invariante du systéme (), toute courbe d’équation f(x,y) =0
du plan de phase pour laquelle il existe une fonction K = K(z,y) appelée cofacteur
associé a la courbe invariante, telle que

of of
— P — =K . 1.
Q@ y) 5 (,y) + Plz,y) o (@,9)f(z,y) (1.8)
R L o Of Of
Cette égalité montre que sur la courbe invariante le gradient (a—, a—) de f est
z’ Jy

orthogonal au champs de vecteurs xy = (P, @), donc en tout point de la courbe in-
variante le champs de vecteurs est tangent a cette courbe, donc elle est formée de
solutions (ou trajectoires) du champs de vecteurs x, ce qui justifie son appellation.

13



Remarque 1.4.1.

Une courbe invariante C; est dite algébrique si f(z,y) € Rz, y] et elle est invariante
pour le flot du systéme (I0) dont le cofacteur k(x,y) est toujours un polyndéme de
degré k(z,y) <n—1.

Définition 1.4.2.
Une courbe invariante f(z,y) = 0 est dite algébrique de degré n si f(z,y) est un
polynome de degré n .

Proposition 1.4.1. [13]

Soient f(z,y) =0, g(x,y) = 0 deux courbes algébriques invariantes du systéme ()
de cofacteurs respectifs ky(x.y) , kq(z,y) respectivement, alors le produit (fg)(x,y) =
0 est aussi une courbe algébrique invariante du systéme (1.1) dont le cofacteur est

ky(xy) + kq(2,y).

1.5 Orbite périodique

Définition 1.5.1. [43]
La solution ¢ (t) = (z(t),y(t)) du systeme (IT) est dit périodique s’il existe T > 0
tel que :

Wt +T) =9(t), ¥t € R

T est sa période.
Dans le plan des phases une solution périodique est représentée par une courbe
fermée, (Orbite périodique).

Proposition 1.5.1.
Toute solution périodique entoure au moins un point d’équilibre.

Définition 1.5.2. [35]

((2(0),9(0))) = {(z,y) € Q| (x(t),y(t)) = u((2(0);9(0))),0 < ¢ < T} est une
orbite périodique stable si pour tout € > 0 il existe un voisinage V' (7(z(0),4(0))) tel
que :

V(z,y) € V(1(x(0),4(0))),Vt = 0,d(¥(x, ), 7((0),4(0))) <&,

est asymptotiquement stable si

lim d(¢x(z, y),7(x(0),y(0))) = 0.

t—+o0

1.6 Cycle limite

Définition 1.6.1. [41]
On appelle cycle limite du systeme (D), toute orbite périodique isolée dans ’en-
semble de toutes les solution périodiques de ce systeme.

Remarque 1.6.1.
Les cycles limites apparaissent seulement dans les systemes différentiels non linéaires.
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1.6.1 Existence et non-existence de cycle limite

Une condition suffisante de non-existence de solution périodique (et donc de cycle
limite)est donnée par les deux théorémes suivant :

Théoréme 1.6.2. [14]

Dans une région du plan de phases, la quantité :
0 oP
oQ  or
Jxr 0Oy

garde un signe constant le systeme (1) n’admet pas des orbites fermée dans ce
domaine donc n’admet pas de cycle limite.

Théoréme 1.6.3. [74]

Si toutes les trajectoires du systéme (X)) entrent transversalement dans un domaine
fermé et borné D du plan ne contenant pas de points d’équilibres du systéme (),
et ne ressortent pas de ce domaine, alors ce domaine contient au moins une orbite
périodique.

1.6.2 Stabilité des cycles limites

Le théoreme suivant permet de caractériser la stabilité d'un cycle limite

Théoréme 1.6.4. [}6]
Soit (t) une orbite périodique du systéme () de période T .
Alors, 1(t) est un cycle limite stable si

/OT div(w())dt < 0,

et est un cycle limite instable si

/OT div(y(t))dt > 0,

Il peut étre un cycle limite stable, instable ou semi-stable ou peut appartenir a
une bande continue des cycles si

/T div(w(t))dt = 0,

0

Remarque 1.6.2.
Lorsque la quantité [, div(t(t))dt est différente de zéro, on dit que le cycle limite
¥ est hyperbolique.

Exzemple 1.6.1. [34] Soit le systéme

{:fc: 20—y — 2u(2® +y), (1.9)

y=x+ 2y —2y(a? + y?).
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Pour résoudre ce systéme, on pose

{:E = rcos(f),
y = rsin(0).

la formulation du systéme permet de passer des coordonnées cartésiennes (x, y) au
coordonnées polaires (r,0)

Fcosf — rfsind = 2r cos — rsinf — 2r® cos b,
(1.10)

isin 6 + 16 cos @ = rcos 0 + 2rsin f — 2r3 sin 6.
Cela veut dire que :
cos O + sin 0y = 7 cos? @ + 7sin® 6 = 7 = 2r cos> # + 2rsin? @ — 213 cos* § — 2r*sin? § = 2r — 2>,
et

rOsin?0 + rfcos*fd = rcosh+ rsin?6
6 = 1.

On obtient le systéme :

do _
dt

{ZZ =2r =17, (1.11)

Considérons maintenant & comme une variable indépendante, on obtient :

dr

ar _ I
7 2(r —1r7)

donc
r=2r —2r° (1.12)

c’est une équation de Bernoulli on divise I’équation (IZI2) par 2r® on obtient :

T 1
I —— 1.13
o3 2 ( )
On pose
1
z = ﬁ
On dérive, on obtient
dz —2r
g 3

16



En remplagant dans (I13), on aura

alors
—z —4z=—4 (1.14)

, . e s . e s . / \ s
C’est une équation différentielle linéaire en z et z non homogéne pour résoudre cette
équation, on cherche la solution homogene pour résoudre cette équation.
On considere [’équation homogéne associée

dz

On se rameéne a une équation a variables séparées

S

z

En intégrant, on trouve

2(0) = c1(0) exp(—4)
En dérivant, on trouve

% ¢,(0) exp(—40) — 4es(6) exp(—46)

On substitue z et 2 dans ([-13), on aura
—4 = —c,(0) exp(—40) + 4cy(0) exp(—46) — 4cy(0) exp(—46)
= —c;(0) exp(—40)

Ce qui implique
¢, (A) = 4exp(46)

donc
c1(0) = exp(40) + ¢

On revient a la solution, on trouve
z(0) = 1+ ¢(0) exp(—40)

On a,d’aprés ce qui précéde

1
2=
Ce qui implique
1
r? = =
z
1

1+ cexp(—40)

17



pour ¢ = 0,on a 'orbite périodique > = 1 . dans le plan de phase c’est le cercle
d’équation x4+ y? = 1 pour montre l'orbite périodique est isolé on va démontre que

T div(y(t))dt # 0 on

flay) =2 +y* =1, K(z,y) = —2(=* + %)

2w 2w
/ div(y(t))dt = / div(cost,sint)dt
0 0
27
= / K (cost,sint)dt
0

27

= —/ 2(cos? t + sin?t)
0

= —4n #0.

Donc, le systéme () a un cycle limite hyperbolique ¥(6) = (cos@,sinf) qui est
stable Voir figure(T12)

FIGURE 1.12 — Cycle limite du systeme

1.6.3 Théorie de bifurcation

Soit le systeme dynamique non linéaire suivant :

dx

i 1.15
o = (@), (1.15)
oll i € R est un parameétre de controle , f € C1(U) ,U un ouvert de R"
Définition 1.6.5. [34]

la bifurcation est un changement qualitatif de la dynamique lorsqu’on modifie u

Définition 1.6.6. [47]

Considérons 1'équation (IIH) avec f(0,u) = 0 (solution # = 0 ). La valeur du
parametre p = . est appelée la valeur de la bifurcation s’il existe une solution non
triviale dans chaque voisinage de (0, i) dans R x R,
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Exemple 1.6.2. soit le systéme différentiel paramétré suivant :

T = —y+ p,

_ (1.16)
Y=+ py.

F@w%:{

Pour trouver les points d’équilibre on va résoudre le systéme d’équation :

—y+pxr =0,
T+ py = 0.

Le systéme (CIB) a un seul point d’équilibre (0, 0). La matrice Jacobienne du sys-

téeme (D) est :
wo—1
DF(x,y) = ,
(z,9) <1 u)

elle admet les valeurs propres Ao = p 1

1. 87 p < 0, alors lorigine est un foyer stable.
2. St pu >0, alors lorigine est un foyer instable.

3. Si u =0, cette matrice admet une pair de valeurs propres imaginaires pures,
donc l'origine est un centre.

Quand ce paramétre change de signe (c-d-d passant du négatif au positif), le
systeme change de stabilité et passe de stable a instable.
On dit, qu’il y a une bifurcation et dans ce cas = 0 est la valeur de bifurcation.

Il existe deux types de bifurcations : les bifurcations locales et les bifurcations
globales. Les bifurcations "locales” sont appelées ainsi car elles peuvent toujours étre
identifiées lors d’une linéarisation du systéeme au voisinage de la solution. Le critére
de détection utilisé dans le cas des bifurcations locales concerne les valeurs propres
du Jacobien qui intervient au premier ordre dans la linéarisation. Par contre, les
bifurcations "globales" ne font donc pas forcément intervenir le voisinage de la solu-
tion, ici, les linéarisations locales autour de la solution ne seront donc d’aucune aide.
C’est pour cela que ces bifurcations sont appelées globales. C dessous, un exemple
d’une bifurcation locale

Exzemple 1.6.3. (Bifurcation selle-noeud)[41]
Soit le systeme différentiel suivant :

s 2
AT (1.17)
Yy=-v,

Selon le signe de u, on distingue trois cas :

o Sip > 0 dans ce cas le systeme admet deux points d’équilibre de coordonnées :
(—y/11,0) et (\/11,0). La matrice jacobienne du systéme s’écrit

ﬂ%@z(i? BJ,
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Au point (\/t,0) , la matrice jacobienne s’écrit

s = (W 5.

Cette matrice admet deux valeurs propres réelles négatives \y = —1 et Ay =
=2/t , d’ot le point d’équilibre (—/11,0) est un noeud stable.
Au point (—\/11,0), la matrice jacobienne s’écrit

sy = (1)

Cette matrice admet deux valeurs propres réelles de signe différent \y = —1
et Ay = 2,/u ,d’ou le point d’équilibre est un point selle instable.

Donc, quand pn > 0 le systeme admet deux points d’équilibres, le premier du
type noeud et le deuxiéme du type selle.

Sip =0, le systéme (IIQ) devient

T = —22
y =Y,

L unique point critique du systeme est [’origine. La matrice jacobienne asso-
ciée s’écrit
0 0

Donc le point d’équilibre (0,0) est non hyperbolique. L’étude de la premiére
équation montre que x = 0 est point d’équilibre non hyperbolique et la deuziéme
équation montre que y = 0 est point d’équilibre asymptotiquement stable

Si < 0 dans ce cas le systéme (CID) n’admet aucun point d’équilibre car
r e R.
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Cette bifurcation est une bifurcation locale appelée "selle-noeud" correspond a l’ap-
parition de deuz points d’équilibre, ['un stable (un noeud) et l’autre instable(un point
selle) et au point de bifurcation = 0 les deux points d’équilibre disparaissent et un
point non hyperbolique apparait, qui en p > 0 lut méme disparait : cette bifurcation
correspond donc au changement de nombre de points d’équilibre et leur stabilité.
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Théorie de la moyennisation

La théorie de moyennisation est I’'une des plus importantes théories perturbatives

utilisée actuellement dans I’étude des cycles limites des systemes dynamiques. Cette
théorie est une théorie classique qui donne des conditions pour lesquelles les points
singuliers du systeme moyenné fournissent des cycles limites pour des systemes dif-
férentiels ayant un centre. Elle s’applique aux systeémes de la forme & = ¢ f(z,t), ou
e est suffisamment petit, et f(t,z) est T-périodique en la premiere variable.
Les contributions théoriques essentielles de la théorie de moyennisation ont été faites
en 1930 par Krylov et Bogoliubov [0]. En 1937, la théorie introduite par Krylov et
Bogoliubov [R] permet de trouver le premier ordre de la solution d’équations différen-
tielles non linéaires telles qu’un oscillateur linéaire perturbé par une force extérieure.
Ensuite elle est formulée en 1945 par Bogoliubov [7], et par Bogoliubov et Mitro-
polsky en 1961 [I0]. En 1966, Roseau [387] donna une démonstration basée sur le
lemme de Gronwall. Une étape importante a été franchie ensuite par Krylov et Bo-
goliubov qui ont traité le cas quasi-périodique. Pour plus de détails, voir le livre de
Sanders, Verhulst [23].

Buic et Llibre [12] en 2004 s’intéressés aussi au probleme de la recherche des solu-
tions périodiques pour des systemes différentiels perturbés. Ils ont réussi a introduire
une nouvelle approche pour ce probléeme. En effet, pour montrer ce résultat,ils ont
remplacé le théoreme des fonctions implicites par la théorie de degré de Brouwer
en utilisant des méthodes topologiques pour résoudre des équations d’opérateurs
équivalant a ce probleme, sachant que ces équations d’opérateurs sont de dimension
finie ou de dimension infinie. De plus, ils ont donné pour la premiere fois un résultat
sur la moyennisation d’ordre trois pour des équations différentielles d’ordre un.

En 2013, Giné, Grau et Llibre [28] dans un travail récent ont introduit la moyen-
nisation d’ordre arbitraire k pour des équations différentielles d’ordre un.

En 2014, Llibre, Novaes et Teixeira[Z5] ont présenté un résultat général qui est
la théorie de moyennisation pour la recherche des solutions périodiques d’ordre ar-
bitraire k£ pour des équations différentielles continues de dimension n.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la méthode de moyennisation qui est appliquée
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aux systemes de la forme :
& =cf(x,t,¢), (2.1)

out € I C R,z € R" e un petit parametre et f est T-périodique en ¢t I’équation
moyennée associée a (2) s’écrit

i =ef(x),

ou

@) = 2

N|

T
/ F(t,,0)dt,
0

2.1 Théoréme de moyennisation du premier ordre
On considere le systeme différentiel
& =cF(t,x) +*R(t, z,¢), (2.2)

ouzx € D CR" D est un domaine borné et ¢t > 0. Supposons que F(t,x) et R(t,z,¢)
sont des fonctions T-périodiques en t.
Le systéeme moyenné associé au systéme (22) est

b= ') 2.3)
1) = 7 [ F(s,u)ds (2.4

Théoréme 2.1.1. [Zd]
Soit le systéme (22), on suppose que F,G,D,F,D*F et D,R sont continues et
bornées par une constante M dans [0,00) X D avec —gg < € < €g. Supposons aussi

que F' et R sont T-périodiques en t, ou T indépendante de €.
Alors :

1. Sip € D est un point singulier de systéme moyenné (223) tel que :

det(D,.f"(p)) # 0, (2.5)

alors pour | € |> 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodiques
x(t,e) du systéme(22) telle que x(0,e) — p quand ¢ — 0

2. Si le point singulier y = p du systéme moyenné (23) est hyperbolique alors
pour | € |> 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante x(t,¢)
du systéme (222) est unique, hyperbolique et de méme stabilité que p

Preuve 1. [26]
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Applications[?6] Considérons ’équation de Van Der Pol :
i+x=¢e(l— 2%,
qui peut s’écrire sous la forme :
{3?" v (2.6
y=—x+¢e(l—az?y.
En coordonnées polaires (r,6) ou x = rcosf,y = rsinf, ce systeme devient :
{fcos@—résiné’:rsine, @7)
7sinf + rf cos = —rcosf + £(1 — r? cos? )r sin 6.
le systeme (277) devient :
cosfi +sinfy = 7cos®f+ 7 sin’d
7 = (1 —r*cos®f)rsin®6,
et
r@sin® 6 +rfcos’d = —rsin®f —rcos?f + ecosf(1 — r?cos? f)rsin
0 = —1+ecosf(l—r?cos?h)sinb,
alors le systeme (28) devient :
7 =er(l —r?cos?0)sin? 0,
{9 = —1<+€COSQ(117"2 cos? ) sin 6. (2:8)

est équivalent a
dr er(1 —r*cos? ) sin® 0
df  —1+ccosf(1 —r2cos?f)sinf’

On sait que
1
TS =L TEH0E), |zI<
En posant z = e cos (1 — r? cos? §) sin 6. on obtient

d
d—g = —er(1 —r?cos® ) sin? § + O(£?), (2.9)
I'équation (229) doit s’écrire sous la forme de systeme (222), ainsi on peut appliquer
la méthode de moyennisation en prenant z = r,t = 0,7 = 27 et F(0,r) = r(1 —
r? cos? 0) sin? 6
la fonction moyennée de systeme (279) :

2

2m
1 1
0 _ _ D1 a2 2 ) i
ffir) = QWO/F(Q’T)dQ 27r/ r(1 — r*cos” #) sin” 6d6,

B —7“7 1 — cos 20 7;2(1—COS4(9)
N 2r ) 2 4 2

—r (1 sin 26 r? sin 460 2
- 27T<2<9‘ 7 )50 >)
0
1
= gr(r2—4).
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1
Maintenant : fO(r) = gfr’(r2 —4) =0 = r =2 (puisque r doit étre positif).

(Sachant que :(D, fO(r) = ;(37"2 —4)).

La seule racine positive de f(r) est r = 2. Comme D, f°(2) = 1, d’apres le Théoréme
(21D) il suit que le systéme (28) pour | € |# 0 suffisamment petit, admet un cycle
limite qui est 'orbite périodique de rayon 2 du systéme non perturbé (28) avec
e=0.

De plus comme D, f%(2) =1 > 0, ce cycle limite est instable.

2.2 théoréme de moyennisation du deuxieme ordre

Théoréme 2.2.1. [12]
On considere le systéme différentiel

d
j@:i%zeﬂﬁwﬂwﬁﬂmm+§R@m@, (2.10)

ou F1,Fo :Rx D —=Ret R:Rx D x(—¢f,e7) — R sont des fonctions continues,
T-périodiques en la premiére variable. D est un ouvert de R : On suppose que

i) Pour tout t € R, Fy(t,.) € CY(D), F\, Fy, R et D, F, sont localement lipschit-

ziennes par rapport a x,et R est différentiable par rapport a . On définit
F107F20 D — R par

Fio(z) = ;/Fl(s,y)ds,
FM@——;ﬂ@ﬂ@wm@d+&@M@,

ol

Yy = /Fl(t, Z)dt
0

i) pourV € D, un ensemble ouvert et borné et pour tout e €]—eys,e¢[\0 ; il existe
a. € V tel que Fio(a:)+eFr(a:) =0 et dg(Fio(a:) +eFy(ac), V,ac) # 0(i.e.
le degré de Brouwer de Fio(ac) + eFs(ac) |a. est non nul)

Alors, pour | € |> 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique
isolée p(.,€) de l'équation (M) telle que ¢(0,¢) = a..

Preuve 2. [12]

Applications Soit le systeme différentiel :

{¢=y+6(1—x2y)+€2($—y2$% (2.11)

y=—x+exy® — (1 — yx)y.
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En coordonnées polaires (r,6), ce systeme devient

7= ¢ (cosf+r3cosfsinf — 2r3cos® Osin ) + e*(r + 2rt cos @ — r3 cos? 6 — r* cos® 0
— rtcosf +1r3costh), (2.12)
0= —1 +e(=22f + 2% cos? — r? cos* ) + £%(—r?sinf cos® § — 1 cos® f sin 0 '

+  r?cosfsinf + r3sinf cosb).

Le systeme (Z12) est équivalent a

dr —eA—€’B
R - _ A— 2B_ 2A 3
dd 1—(eC+¢e2D) aTe £AC+ 0
d
d—g = cFy(r,0) + 2 Fy(r,0) + O(?)
ou
A cos ) 4 13 cos @ sin § — 2% cos® Osin 0, (2.13)
B = r+2rtcos —r3cos® —r*cos®§ — r* cos 6 + r® cos* 0, (2.14)
_sind
C = 2 Lo cos?f — o cos’ 0, (2.15)
r
D = —r’sinfcos®d — r®cos®Osin 6 + r* cosOsin @ + r’sinf cosd. (2.16)
(2.17)
Fi(r,0) =  2rcos®#sind — cosd — 13 cosfsin b,
Fy(r,0) =  r4+2rtcos —r¥cos? — r*cos® 6 — r* cos 6 + r® cos* 0
—1—0089(27’30082981116—1—T3Sin9)(—81n0+27“ cos? 0 — 13 cos* 6),

F3(T, 9) = O<€3).

On applique la méthode de moyennisation du deuxiéme ordre pour calcule Fio(r)
1 2w
F10<T) = %/Fl(r, (9)d9

0

1 ™

= 5 / 213 cos® @ sin @ — cos @ — 3 cos O sin Hd6

T

0

27 27 27
1
= — (27’3 / cos® 0 sin 6dh — /cos 0do — r3 / cos 0 sin 6’d€>
0

2
0 0
1
= 27‘(‘ (27’311 IQ — 7"3[3) R
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ou

27 o 2T
I, = /cos3esin9d9 = —Cos49‘0 —1—3/811149
0 0

21

0
I, = /COS 0do = (sin )27 = 0,

1 1 2T
cos 6 sin 0df = 5(1 —cos’ ) = i(sin2 g)] =0.

0

&
I
O\[:\‘D =

d’ou on a
Fl()(T‘) = 0.
Calculons
d 2 30w 2 i
dfFl(r, 0) = 6r°cos’°@sinf — 3r-cosfsinb,
,
yi(r,s) = /Fl('r, 0)do
0
1 1 1
= —57"3 cos* ) + 57“3 —sinf — 57"3 sin” 6.
= —17’3 cos* ) + 17“3 —sinf — 17’3(1 — cos” 0)
P P 2
1 1
= ——r3costh —sinh + —r3cos® 0
2 2
1
= —57“3 cos? 0(1 — cos? ) — sin
1
= —§r3 cos? §sin® f — sin 6.
Alors
1
fir,s) = CTFl (r, 8)y1(r, s) = (6r* cos® ssin s — 3r* cos s sin s)(—§r3 cos* ssin? s — sin s).
r
Donc
1 2
Fu(2) = o [1'(rs) + Falr.s)ds
0
= 2
= —(r"—28).
L67 - 9

L’unique racine positive de Fyo(r) = 0 est r = 2¢/2 Comme & (Fio(r)+£F(r)) |,_o 5=
2e # 0; d’apres le théoreme(P2=2) | le systéme (227), pour 0 < € << 1 suffisamment
petit possede un seul cycle limite. Voir figure(271).
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FIGURE 2.1 — Le cycle limite du systeéme (272) pour € = 0.1.
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Sur les cycles limites pour une classe de
Systemes différentiels de Kukles généralisés

La deuxieme partie du 16 eme probleme de Hilbert, est completement ouverte.
Elle consiste en la recherche du nombre maximum et les dispositions relatives des
cycles limites du champ de vecteurs :

& = P(z,y),

ou P, et @, sont des polyndémes de degré n [[d5],[10],[4R] et [22]]. Méme si le pro-
bleme a été posé en 1900, c’est en 1987 que Ecalle et Ilyashenko ont prouvé que le
champ de vecteurs polynomial possede un nombre fini de cycles limites. Les deux
preuves sont un véritable (tour de force ) et chacune nécessite un volume de 300
pages. Bien que le résultat de Ecalle et Ilyashenko montre que chaque champ de
vecteurs polynomial individuel a un nombre fini de cycles limites, il est impossible
d’en tirer une estimation uniforme sur le nombre de cycles limites. Ainsi, on sait
qu’il y a un nombre fini de cycles limites, mais on n’a pas de majoration.

Ces dernieres années, plusieurs articles ont été publiés sur les cycles limites de
systemes différentiels polyndémiaux planaires. La raison principale de cette étude
est le seizieme probléeme, non résolu, de Hilbert. En particulier, un grand nombre
d’articles sont consacrés aux cycles limites qui bifurquent en orbites périodiques a
partir d’un centre.

Considérons le systeme différentiel polynomial de Kukles suivant

T o= =y,
j o= z+Q(,y), (3.1)

ot Q(z,y) est polynomial avec des coefficients réels d’un degré donné.

Il a été initié par Kukles .[27], donnant les conditions nécessaires et suffisantes dan-
sordonnez que (Bdl) avec n = 3 a un centre a l'origine . Ce systéme cubique sans le
terme y? est le si appelé systéme Kukles réduit. Christopher et Lloyd [I3] a présenté
certains systemes qui donnent au maximum cing cycles limites bifurquant depuis
l'origine. Dans [I8], Grin et Schneider a étudié les conditions d’au plus un cycle
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limite bifurquant de la origine pour (Bdl) avec n = 3. Wu etc. a prouvé que le
systeme de Kukles avec deux fines les foyers peuvent générer au moins six cycles
limites en[44]. Dans [39], Sadovskii a résolu le probleme probléeme de mise au point
pour ce systéme avec un asay; # 0 et a prouvé qu’il peut avoir sept limites cycles.
Dans [B8] apparait une description des bifurcations locales des périodes critiques le
voisinage d’un centre non dégénéré des systemes de Kukles réduits. Liu etc dans [47]
a introduit une classe de systeémes cubiques (BOl) avec une parabole invariante qui
coexiste avec un centre sous des parametres donnés. Dans [24], Chavarriga etc. a
décrit un systéme cubique (BJ) qui a une hyperbole invariante pour coexister avec
deux cycles limites.Par la suite, les intéréts des auteurs se sont transformés pour
trouver le nombre maximum de petites cycles d’amplitude coexistant avec des el-
lipses invariantes. Dans [16], Giné a étudié la systémes de la forme (871). Pour n = 4
et n =5 , ils ont obtenu le maximum nombre de cycles de faible amplitude utilisant
la méthode de calcul de Poincaré Les constantes de Liapunov voient [I7]. Sdez et
Szénté dans [40] a présenté une classe de quintic systémes de la forme (BI) ayant
une ellipse invariante avec quelle petite amplitude les cycles limites bifurquant de
l'origine coexistent. Dans [19], Zang etc a étudié le nombre et distribution des cycles
limites pour une classe de systémes de Kukles réduits sous cubique perturbation

Dans Llibre et Mereu [29] ont étudié par la méthode de la moyennisation le
nombre des cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques d’un centre linéaire
T =1,y = —x, du systeme différentiel polynomial de Kukles de type :

{iz% (3.2)

y=—x— f(x) —g(x)y — h(x)y* — doy?,

ou les polynémes f(x), g(z) et h(z) sont de degrés ny, ny et ns respectivement,dy # 0
est un nombre réel

Dans Mellahi etc[@],en utilisant théorie de moyennisation pour étudié¢ le nombre
des cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques d'un centre linéaire perturbé
par une classe généralisée de systemes différentiels de Kukles de la forme :

T =—y+iz),
{y =x— f(z) — g(x)y — h(x)y? — doy?, (3.3)

ou l(x), f(x),g(x) et h(z) sont de degrés m,ny,ny et ng respectivement,dy # 0 est
un nombre réel

Dans ce chapitre, en utilisant la théorie de moyennisation du premier et du deuxiéme
ordre, nous étudions le nombre maximal de cycles limites qui bifurquent des orbites
périodiques du centre linéaire & = —y,y = x d’une classe de systemes différentiels
de Kukles plus généralisée que :

{i::_y’ (3.4)

y=1x— f(x)—g(x)y — hx)y* = l(x)y*,

ot f(z) = efi(z) + e fala), g(z) = egi(z) + %g2(), M(x) = ehi(x) + *ha(2) et
I(z) = ely(z) + &2ly(x) Pour chaque k = 1,2 fi, g, hi et [ sont de degrés ny, ny, ns
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et ny respectivement et ¢ est un petit parametre

Cette étude a fait 'objet d'un article publié dans le journal .Applied Analysis and
Computation

Mellahi N, Boulfoul A and Makhlouf A. On The Limit Cycles For A Class Of Ge-
neralized Kukles Differential Systems .Applied Analysis and Computation .864-883
2019 [5]

Théoréeme 3.0.1.

Pour | € |> 0 suffisamment petit, le nombre mazimum de cycles limites du systéme
différentiel (832) qui bifurquent d’un centre linéaire & = —y,y = x en utilisant la
théorie de moyennisation du premier ordre est

Ay = max{[%], 5] + 1.
Théoréme 3.0.2. Pour | e |> 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles

limites du systéme différentiel (B4) qui bifurquent d’un centre linéaire & = —y,y = x
en utilisant la théorie de moyennisation du deuzrieme ordre est

Ay _max{[rf],[g‘*]+1,[T;1}+[”22_1],[”21]+[”42_1]+1,[m2_1]+u’,
P2 R L (2 a1

Ou g = min{[%], [%] + 1} .

Dans Mellahi etc,il a été montré qu’il existe généralisées équation Kukles (323),

comportant au moins Ay = max{[%] + [”27_1], B+ 5] — 1, ["IT“], [”3;3], (%] +

(51 (%57 + P51 [ 2571 5] 4 s (P55 ]+ i1} eyeles limite

Le résultat dans le théoréme (B02) améliore cette estimation inférieure (Ay > Aq
pour tous ny > 1,ny > 1,ng > 1,m > 1 et ny > max{3,ny, m — 1}).Pour chaque
fize ny > 1,n9 > 1,n3 > 1,m > 1 il ewiste n, > max{3,ny,m — 1} tel que Ay > Ay
pour tout ng > n;

Lemme 3.0.1.
’ 1
Ji(0) = /cositsintdt = (1 — cos™0).
5 +1
0
5 iy o3 2 1 i+l 1 i+3
Ji(0) = /COS tsin® tdt = — . — - cos'T 0+ ——cos"° 0
/ (i+1)(E+3) 1414 i+3
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Lemme 3.0.2.

k
> Awsin(2l + 1)6, st i=2k+1,
1=0

0
L;(0) = /cosi 0do = { &
0 O + Ele Bk,l sin(2l¢9), st 1= 2k.

O1
1 (2 1 (2041 1 20\ 1
51'—2%(@-)9’ W—zm<¢_z>zz+1’ 5“—(@-“);-
L2 {0, si 1=2k+1,
i27T = o .
m, S1 Z—Qk,
O1
. = 3.5 (2]6 — 1), Oyl = (2]{7 + 1)0&/f
et
2k +1
Lo i2(2m) = mf%(?ﬂ),

]Qk(Qﬂ') = ]Qk(Qﬂ') — ]2k+2(271'),
]Qk(QT(') = ]Qk(Qﬂ') — 2[2k+2(271') + ]2k+4(2ﬂ').

2Lemme 3.0.3.
[ cos' Osin? Osin(20 + 1)0d0 # 0 si i pair et j impair,
0

o ' 0, St & 1mpair ou j pair ,
/cosZ Osin’ Osin(20 + 1)0d0 = $ 7Cry, i =2k,j=1letl >0,
0 WKkJ, iZQkJ,j:?)etlZO,

ot Cyy, Ky sont des constantes non nulles.

o ,
[ cos' @sin? Osin(20)0dl # 0 si i et j impair,
0

27 0, 8% 1 1Mmpair ou j pair,
/coslﬂsinj 0sin(20)0d0 = { wCyy, siiimpair,j = letl > 0,
0 mKy, st impair,j = 3etl > 0,

ot Cyy, Ky sont des constantes non nulles.

3.0.1 Preuve du théoréme3. 0.1

Pour appliquer la moyennisation d’ordre un, on écrit le systeme (84), en coor-
données polaires

r=rcosb,y=rsinf et r>0, (3.5)
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Posons :

n4
Zal:c g1(x Zb:c hy(x ch , et ll(x):Zdixi. (3.6)
i=1

alors le systeme(B3) avec k = 1 peut s’écrire

i=rcosh —rfsinfd = —rsind
. nl . . n2 . .
y=rsinf +rfcosf = rcost —e (Zairl cos' 0 + Zbﬁ”“ cos' @ sin 0 (37)
+> e cos’ Osin® 6 + > dir™ cos’ 0 sin® 0) .
—1 i=1
Cela veut dire que :
cos O +sinfy = 7 cos®f +rsin®f =
P o= —¢ (Z a;r* cos'@sind + > bir cos' fsin® 6 + > ;' cos’ Osin® 6
i i—=1 =1

n4
+ > dir' ™ cos’ O sin’ 0) ,
i—1
et
rfsin? 0 + rfcos’d = ré
nl . . n2 . .
= r—c¢ (Z a;r* cos™ Osinf + > bt cos™ Osin® 6

i=1 =1

n3 T4
+ Z cir 2 cos™ G sin® 0 + Z dir' ™3 cos"™™ @ sin? 0)

=1

0 = 1—<Za7‘ Cos’+1951n«9+2br cos' Tt fsin’ 0

r =1

+ Z c;riT2 cos' O sin® 0 + Z d;ri3 cosi Tt sin? 9) .

i=1
F = —¢ (Z a;r cos' Osin 6 + Z bt cos' Hsin? 6 + Z e T2 cos' Hsin® 6
=1 =1 i=1

—|—Zdr+ cos’ fsin* 0
il( (3.8)

0 = Zar cos’“HsmH#—Zbr os't1 hsin? 0
=1 'L—l
+ Z c;r' 2 cost Bsin® 0 + Z d;r 3 cos™t O sin? 9) )
- =1
On pose

= cos’ fsind,
= cos’ fsin? 6 = cos’ § — cos’ 24,
= cos’ Osin® 0 = cos’ fsinf — cos’ 2 Hsin b,

= cos’ Osin* 0 = cos’ B — 2cos’ T2 0 + cos’ T4 6.
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Le systeme (BR) s’écrit :

r=—c (Z a;R;(0)r' + Z bT;(0)r™" + Z ciS; (0)r ™2 4 Z diUi(Q)THS) ,
i=1 =1

= =1 (3.9)
. ni ] ] na } ns ' n4 '
i1 (Z a;cos™ 1 Or' 3 bRyt (0)r + " e (0)r? + 3 diSiH(@)?ﬁg)) '
" \i=1 i=1 i—1 -1

Considérons maintenant # comme nouvelle variable indépendante, le systéme (B9)
s’écrit sous la forme suivante :

e <Z a RO + S bTO) T + 3 S0 + 3 diUi(Q)r”?’)
=1 i=1 =1 =

n1 n2 n3 na '
& (Z a; cos T Or' + > bR (0)r't ) T (0)r' T+ diSiH(G)r”S’)
" \i=1 im1

i=1 i=1

dr _
b~

On sait que_:
1

1l—=x

=1+z+0(2%

d’ou on pose

S i i 2 . n3 ) ng4 )
—— <Z a; cos T Ort + 3 bR (0)r T+ e T ()2 + diSi+1(9)Tl+3>
o i i=1

i=1
32 = (Z iRy (O)r' + ST (O)r ! + 37 sy (0)r + 30 d,;Uz-(é))r”f‘) +0(?)
=1 =1 i=1 i=1
= R (0,r)+O0().
Alors
1 r " 722 n3 n4g
Fi(r) = o (Z a; R;(0)r" — ZbiTi<9)ri+1 _ ZCiSi(Q)THQ _ ZdiUi(e)THg) do
T ; : , A
0 1=0 1=0 i=0 i—0
- _21ﬂ. (Z &i‘]k(%r)ri + Z bifk@”)riﬂ + Z Cijk(e)ri+2 + Z djk(27r)r”3> .
=0 =0 i=0 i=0
Ou
27 o o ) 9
J.(27) = /Rk(e)de,jk(Qﬂ') = /Tk(ﬁ)dﬁ, Je(27) = /Sk(e)de,fk@ﬂ) — /Uk(9)d9.
0 0 0 s

Pour calculer I'expression exacte de Fip, nous utilisons les expressions des intégrales
de lemme (B1) et lemme (B12). Nous obtenons

J;(2m) = Ju(21) =0
2k +1

2k 4 2
2k + 1, may Ty,

(= o) 3 = 2% (k +1)!

jgk(QTr) = ng(2ﬂ'> — ng+2<2ﬂ') = (1 —

Vo (27)

z 2k+1  2k+3 ,2k+1 Ty
Tor(2m) = Jat(2m) = 2laiea(27) + Tokya(2m) = <1_ k1 +(2/€+4)(2k+2)> 2k + 1)!
_ o Smar
(k1 2)
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et I;(2m) = 0 si ¢ impaire

Alors
r (2] ]
Fio(r) = —— I (2w)bgzr21+212, 27) do;r*" (3.10)
2r \ i3 i=0
(%3] o 4 30,
- b sy dar . (311
r = 21+1( +1) 2T +ZQH—2( +2) 2iT ( )
ou

ap = 3.5... (2/€ - 1), Ayl = (2]{3 + l)ak

Donc le polynéme [y a au plus max{[%], [%!] + 1} racines positives.
Par conséquent, le théoreme (BT) est prouvé

3.0.2 preuve théoreme

Nous écrivons fi, g1, hy et [ comme dans (B223), et

szx g2(x Z ¢’ ho( Z siwt, et Iy(x) = i w;x’,
i—1

la formulation du systeme (@) permet de passer des coordonnées cartésiennes (z, y)
au coordonnées polaires (r,6) on pose

{x = rcos(6),

y = rsin(0).
alors
i =7rcos —rfsind = —rsiné,
y=rsinf+rfcosd = rcost—e <Zairlc0819 + Zbir”l cos' fsin 6
i—1 i=1

n3 T4
+ Z cir'™? cos' @ sin? 0 + Z d;r3 cos' @ sin® 0
1= i=1 <3 12)

ni n2
—e? (Z pir' cos' O + Z qirt cos' @ sin @
i=1 i=1

n3 T4 ) )
+> sir™cos' @sin® 6 + > w;r'™? cos’ @ sin’ 9) .
= i=1
Alors le systeme(B4) peut s’écrire
ni no ns n4
F= — € (Z a; Ri(0)r" + > b T(0)r + > ¢ Si(0)r' T + > diUi(e)riH)
i—1

i=1 =1 =1
n n n

ni . 2 ) 3 ) 4 '
- ¢ <Z PO + 3 g Ti(O)r " + 3 5,8,(0)r 4+ 3 wiUZ-(é’)r”?’) ,
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1 =1 i=1

62 ni ) ) n2 ) n3 ) nyg
- (Z picos T Or' + > @i Ri1(0)r™" + > 8 Ti41(0)r™2 + > w; S (0
i=1 i1 i—1
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0= 1 —2 <Z a; COSH_1 or + Z biRi+1 (9)7’l+1 + Z CZ'EJF]_ (9)T2+2 + Z dZSZ+1(6
=1

(3.13)
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Considérons maintenant # comme une variable indépendante, on obtient
dr —eA—¢e’B
40 1
) 1 _ (04 e2D)
r

= —cA-(B+ iAC)
= eF(0,r) 4+ 2Fy(0,r) + O(®).

ni n2 n3
A = Z alRl(H)TZ + Z bZT'Z(Q)T’ZJrl + Z CzSz( l+2 + Z d U Z+3
=1 =1 =1

=1

B = ZpiRi(G)ri + Z GTi(0)r ™ + 3 5:S:(0)r™+? + 3 wUy (0)r
=1 =1

) ns ) n4 .
C = Z a; cos ™ Ort 4+ Z biRi 1 (0)r' ™ + Z T (0)r' 2 + Z d;Si1(0)r' ",
i=1

=1 i=1

D = sz’ cos' T Ort + Z QiRi+1<9)Ti+1 + Z 51T2‘+1(9>7”i+2 + Z wi5i+1(9>7”i+3-

i=1 i=1 i=1 i=1
et
n1 no ) n3 .
- Z aZR,(Q)rl - Z bﬂ}(@)r”l - Z CZ‘SZ‘(Q)TZ+2 Z d U H_S 3 14)
i=1 i=1 i=1
ni na ) n3 . T4 .
EO,r)= — Y piRi(0O)r' = > ¢Ti(0)r™ =3 5:8(0)r ™ = > w,U;(0)r'
i=1 i=1 i=1 i=1

ni no n3 - T4
- % (Z asz(Q)rl + Z bZTl(H)rZ“ + Z CiSi(e)Ti+2 + Z dzUZ(Q)TPrg) (315)
i=1

i=1 i=1

ni n2
. (ZaiCOSZHQTZ—{—ZbiRiH i1 Zcz 1 (0 Zd S0 z+3>.
i=1 i=1

Afin de calculer Fyy(r) nous avons besoin que Fio(r) soit identique & zéro (B10),

ka - ﬁde—Zy 0 S k S/ M, ) (316)
bg = bgk:dgk,QZO, /L‘Fléké)\l
Ou o Ty o Ty
1 :min{[?],[?]—i—l} )\I:max{[?],[?]—i—l}.
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Tout d’abord, en utilisant (B718) et en remplagant dans (814) on obtient

(221

ni . 2 ng )
F0,r)= — S raRi(0)— S r* by Ty (0) = 3 cr™25,(0)
‘ k=0 j—
"74} ,LLI
— D> o U (0) = Y b Tog, + ¥ oo U
k=0 imao1, k=0
n S ns .
= — D raRi(0) = Y oy Topa (0) = D e 5i(6)
i k=0 -
5] i 3
_ Z r2k+4d2k+lU2k+1 (9) . Z 7,,2/</’-|-1(12]€72 <2k = 1T2k + Uzk 2)
k=0 k=0
n [22—] ng (3.17)
= = Y raR(0) - Y T2k+2b2k+1T2k+1(9) =Y e t25:(0)
i k=0 =0
o
- -3
— "y 1 Usgg (0) Z 2 (2]€1(c082’C 0 — cos* T2 9)
k=0 —
+  (cos?*720 — 2cos?* 6 + cos.”“r2 9))
ni ) [n22 1] n3 ‘ [ ]
= — Y rfaRi(0) — Y by Topa(0) = D cir™2Si(0) — Z et
=0 ) k=0 i—0 k—0
a 4k + 1 2k + 2
X Ugpy1(0) — I;)T2k+ld2k—2 (COS%_2 0 — %1_1 cos? 0 + 2]431_1 cos?k+2 9) .
Alors
OF,(0,r) moo 2] ns
Tr, - Z"Z_laiRz’(g) — > k4 2)r" by Topa (0) = D (i + 2)cy
— [% k=0 M i=0 -
X r1S(6) — Z(2k+4)T2k+3d2k+1Uzk+1 — 32k +1) 2kd2k_£ 18)
k=0
4/{: 1 2k + 2
X (co =29 oF i_ . cos?k § + 2]{;1—1 cos?k+?2 6)

ensuite, en utilisant les intégrales de lemme(BTD)et lemme(BT2) , lemme(BT3)
nous obtenons

y(r,0) = /00 Fi(s,r)ds

("2

ni ] i+1 ns3 i -
= - Zrlai i Z 2 2o 14 Z%lsm (20 +1)0 — Zcz-r(ZH)JZ-(@) (3.19)
i=0 i=0 1=0 i=0
[n4 1} i+2 1+1
— Z PP g1 > Figsin(20 +1)0 — Zrm“d %9 — Zﬁllszn 20)0,
1=0 =1
Ou
. il = 2%ig10 T Yir2t, 0 <1<,
) v v, 0 S 1<, x 7’5 ikt T it | —ir1
Vil = it | —i+1. Yil = —2%it1,401 T Vit2,it1, = Z + 1,
1+1,04+1, ’Yi+2,i+27 | =3 + 92
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et
dit1 2i+1 :
6@'71 - Qi_lﬁi,l + 2i_16i+1,l7 0 < l <1-— 17
2 4i4+1 2i+1 I
/Bi,l - T i1 Bi,i + Qi_l/gi-‘y-l,i? [ = 2
2i+1 .
21',162’—&-171’-&-17 [ =i + L.

Maintenant, nous déterminons la fonction correspondante
1 2
Foo(r) + Foo(r),

FQQ(T):
avec
2w
1 [ dFi(r,0
o) = 5 [ Ty gy,
0
1 2w
Fh(r) = 5 / Fy(r, 0)d6.
0

Dans les lemmes qui suivent, nous calculons les intégrales Fy, et Fi,

Lemme 3.0.4. L’intégrale Fy,(r) est un polynéme en r donnée par
el

n2—1]
2
254-2k+1 18,k 254-2k+3 3 15,k
agsbgk 17 Ml +Z Z 025b2k+17“ M2
=0

Exl

Fy(r) = Z
s=0 k s=0 k=0
5 . (%3] .
+ Z Z 25+1d2k_27“25+2k+1M§’ + z Z 028+1d2k_27“25+2k+3M5
s=0 k=0 s=0 k—0
el S k
+ Z a25d2k+17'28+2k+3M§’ + Z Z 02362k+1r23+2k+5M5
s=0 k=0 s=0 k=0
Ou
S (k+ Dakss
MSJC = ~ Cs _ +s+
1 Sgw,z N/ 2h+s+1(25 + 1) (k + s + 2)!7
S (k +1)(4k + 105 + 15)ay,
My* = 1 Vi1 K1 — s+l
2 (s+1) g Ve, s 2k+s+2(25 + 1)(2s + 3)(k + s + 3)!
2s +1k+1 3(2k + 1)
sk = k+s+1
Msz™ = Zﬁkzcsz k+s+2(2k — 1)(k + 5 + 2)!
25 + 3 = 15(2k + 1y
Ms,k _ Cs s
4 Zﬁkl 1 2k+5+3(2k5—1)(1€—}-8+3)
b+l 30k + 2)ay
MEF = 5101 — +ot1
’ i ; T T 2 (25 £ 1) (k4 s+ 3)
SF 3(k + 2)(4k + 145 + 21)ay
Myt = 1 ViK1 — +s+1
6 (s+1) ;} Ve, 4 s 2k+s+3(25 + 1)(2s + 3)(k + s + 4)!
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Preuve.D’apres les expressions (B18) et (B219) nous obtenons

21
1 dFl(T’ 0)
Fy(r)= — / —
50(T) o dr y(r,0)do
2m (%21 ns
= / ZZT a; i Z 2]{3 + 2 2k+1 b2k+1T2k+1(9) Z(Z —|— 2)6Z
= =0
. (5] m
X’I’ZJFISZ‘(Q) — 2(2]{7 -+ 4>T2k+3d2k+1 U2k+1 Z 2k + 2kd2k,2
k=0 k=0
4k + 1 2k 4+ 2
2k—=2 pn 2k 2k+2 9 0 de
X (cos™ ™0 or 1 ¢ «9+72k_1cos )) y(r,0)
alors
F210<7") = Nl(r) + NQ(T’) + NS(T’) + N4(7") + Ng,(?"),
Ou
Ni(r) = /Zm R (0)yi (0, 7)db,
2r[n2=1
-1 & 2k+1
No(r) = %/ Z (2K + 2)bog 417 * Tor1(0)y1(6,7)do,
o k=0
1 [ ,
No(r) = o / > i+ 2™ Si0)n (0,
_ 21 n4]
Nu(r) = / Z (2k + 4123y Ungor1 (0)51 (8, )6,
-1 " _ 4k + 1 2k + 2
Ns(r) = o /kz::O(ka + 1)r%*dyy_o (cos% 20 — 1 cos 6 + %1 cos?+2 6’) y1(0,7)do.

Pour simplifier 'expression du polynéme Nj(r), nous utilisons les intégrales de
lemme(BT) et lemme(8T3). On a

2m n n n [nZil}
-1 i - 1 ' L . 2 )
Ni(r) = o / {(E 1a;r" 1&(9)) (— E ajr]Jj(Q)) + <E 1a;r 1Ri(9)> ( E T2J+2b2j+1
0 1=0 j=0 i=0 =0

Jj+1 ni ni n1
X Y F;usin(20 + 1)6) + <Z iairilRi(6)> (_chrjwj ) 1 (sz “1R,(0 )
i=0

1=0 §=0 i=0

j=0 1=0 i=0

[mﬁl] 742 n1 o
( > My Y jesin(20+ 1) ) + (Z iairl_lRi(9)> <_ > ¥y
=0
i+l
X Z 51'7[ sm(2l)0>] .
=1
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on obtient

ou

Nl(T):CL1+b1+Cl+d1+€1.

niy ni Z
- (Z > maiaﬂazﬂ HJi(2m) - Ji+j+1(2ﬂ))) = 0.

-1
n2 ] j+1

2T [
—1 1 .
(b1) = %/ <Zz’a¢7’lei(9> ( Z P2t bngny]lsm (20 + )9)
0

J+1

ni [n2Til} 27
= 5 (Z S it by (6) Z%l/cos ) sin(#) sin (2 + 1)0)
™\ i

k+1

_ ~ 2i+25+1
= a2552k+18 Z %,zcs,ﬁ I

s=0 k=0 1=0

2m
_1/ (izaﬂ” 'R; )) —HZCJTJHJ (0) | do
2 =0 j

2m 2m

1 nion3 o 2 . 1 .
— [ZZiairz+J+1Cj (../COSZ(Q) sin(6)df — 1+/cos“”“(@) sin(6)do
; J

0

2

1 o

+ %/COSHH?’(@) sin(@)d(‘))]
J+3 ,

niy ng 2 1 1
bl (% 1(9n) — ——— T, (2 — J...(2
o [ZZ““" <(j+1)(j+3)<]z( ) 1_|_sz+]+1( 7T)+j+3Jz+g+3( W))]

=0 j=0
0.
_1 2w ni ' [714 1} ]+2
%/ (ZiairllRi(G ) Z P2 3, sin(2] 1 1)0
0 M=0 1=0
—1 [/ n4 1 j+2 27
o (Z ia;rt ) Z P2ty Z’yjl/cos )sin(@) sin(2] + 1)
T \i=o
[%} [n4271] k+2 _
A5l +18 Z %7103717“23”“1,
s=0 k=0 1=0
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2m .
-1 ni . ) H ) i+1 .
(1) = 2—/ (Z iar ' R; (0 ) <—ZT22+1CZ2Z‘_225Z‘7[ 5111(2[)6) :
T \izo =0 =1
1 ny M k+1 B 27 )
= — (D2 iaidoy_or't ZBM/COSZ(@) sin(#) sin(21)6
2m \ =0 k=0 =1
ny—1
2 K 2s + 1 R
= Z a2s+1d2k—2 Z 5k,10k,l7”2 TRk
=0 k=0 =1

Donc
N1<T) = b1 + d1 + €1.

L’intégrale Ny(r) est un polynéme de la variable r donnée par
NQ(T) = a9y + bg + Co + d2 + €9,

en utilisant le lemme(BT2) et lemme(32),lemme(33) on trouve

1 2 ["22*1]

Ay = %/ Z (2]{5+2)b2k+17’2k+1TQk+1(9) (—eraij(Q)) do
k=0 j=0

1 (P m

= [ SC(2k+ Dbopyrarrit / Torsr (0)J,(0)d6

2n \ 1= S

1 (% ]

ni
= - Z Z (2k + 2)bog 157 2k+]+1/ - COSZkJrl — cosP+3  ogh IR | coghtith) g

3

S

2 1

[

1

71
2

Qk 2 b a sr2k+28+1
z:: + 2)bok4102 11925

1
o (—Lokyos+2(27) + Logios14(27))

H o

fi MM\H

1 (- Tt s+1 Ty 542 )

Qk 2 b 5 2k+2s+1
st i s+ 1 T (4 5 1 2)

- (nx

[\3
>1

[ng 1

(5]
_ Z Z Dot —(k+ 1)agys 252041
~ M a1 (25 + 1)k 4 s+ 2)!

(] "% it

(b2) == g/ Z (2]6‘ + 2)b2k+17"2k+1T2k+1(0) Z T 2j+2 b2]+1 Z’)/JZSZR 2l -+ 1)9 d@
0 k=0 7=0 =0

[n22*1} [ 71] i -

= — X Z (2k + 2)bojy 1bgjur P TIN5 /COS%H(@) sin®(0) sin (21 + 1)0)d6
_ =0 =0 0
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27 ["271] n
1 2 LA =
(c2) = g/ ( Z (21{74—2)b2k+17”2k+1T2k+1(9)) <_Z7J+QCZ’JZ’(9)>
i=0

("% n 2m
1 2 3 . ~
= — Z(Qk + 2)b2k+10ﬂ’2k+1+3 /(T2k+l(€)r]l(6))d9>
1=0 0

1 2 -1 4s + 4

- (2k + 2)bgpy1cir?F T3 Dogqas42(2
on Z:: Z:: F Dbawacir G Banenn2(21) + (G ms
szk+2s+4(27T) - 2S+3]2k+25+6(2ﬂ))>

—(k 4+ 1)(4k 4+ 10s + 15) gt 511 252k

b
kg (25 + 1)(25 + 3)(k + 5+ 3)!

§=0 1=0

"%~ (4] it
( Z (Qk + 2)b2]€+17°2k+1T2k+1((9 ) ( Z 7"2]Jr dg i+1 Z’}/JZSZTL 21 + 1)(9)

4] (241 4127
— ( > (2k+2) b2k+1r2k+l) ( S oty Z%,l/cos%ﬂ(@) sin®(#) sin (21 + 1)9)

k=0 j=0 1=0 0

k=0 =0 =1

2 (721 -
—1 2 S g
(62) = —/ ( Z (2k+2)b2k+1r2k+1T2k+1(9)) (—27’22+1d2iQZBi,ZSZTL(Ql)e)
0

(%21 i1 2T
_ 1 D7D (2K + 2)bojradai 27“2]”2”2262 /COS%H(H) sin®(#) sin(21)0d0
2m k=0 i=0 0
= 0.

Nous avons que la somme des intégrales (az), (c2) est le polynéme Ny(r).
Pour trouve I'expression du polynoéme N3(r) = as + bs + ¢3 + d3 + e3,En utilisant les
résultats de lemme(BT) et lemme(BT3) . On a

2m
—1 N , a2l )
(ag) = g/ (Z(l + 2)Ci7"l+1si((9)> (— Zajrjjj(e)) do.
o \i=0 j=0
1 ns ni 1 27
- = 2 ; Z+J+1 0) sin(@) — i+j+1 0 [
o (;};} i+ 2)ajcr 55 0/(608( ) sin(f) — cos (0) sin(0)

— cos"Mt2(0) sin(0) + cos™ T (0) sin(@))) de
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alors

pour

le

n3 ni 1
(Z > (i 4 2)ajer™ T ——— 11 (Ji(27) = Jigj1(27) = Jigje2(2m) + Jz’+j+3(27r)))

2m \iZ = J
0.
[%2] ki1

/< > (i +2)er ’HS(@) d>oor? k+2 boks1 Y Feysin(2l +1)0
P2 k=0 1=0
1 [ (221 k+1 27
P D737 (i + 2)cibojpar T Z Vi /cos ) sin®(0) sin(21 + 1)0
T \i=0 k=0 0
4 (227 kil
3 (541 Ao [25+2k+3
s=0 k=0 =0

o 3 . 3 . ~
@ = [(Seraasm) (-Sorie
o \i=0 =0
ns ns 27 R
= =33 et 2)e /S(G)JJ((‘)) —0.
7=01:=0
1 X , (4] k2
7/ <Z(Z + 2)01'7“Z+1Si(9)> - Z T2k+4d2k+1 Z "N)/kJSZ‘TL(Ql + 1)(9
2 o \i=0 k=0 1=0
o ns n4 1 k+2 2r
o (Z(z + 2)¢;rt ) Z 2 o Z o /cos ) sin®(0)sin (21 + 1)0
T \i=o 0

(] [24] k1

Z Cosopy1(s + 1) Z A I g r2sT2RT5,
5=0 1=0

k=0
2 | k1
<Z(z + 2)er S, (0 ) ( Z 2 o o Z Brasin(21) )

i=0
[n32—1] w 9 3 k+1
s+ 2542k 43
Z Z Cos+1dok—2 ZBleslT
s=0 K=0 I=1

Ng(?") = b3 + d3 + €3.
calcul du polynéme Ny(r) En utilisant les résultats de lemme(BT) et
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lemme(BT2),lemme(BT3) nous avons
27

B [ n 4
(as) = 21 (Z(%+4)T2k+3d2k+1U2k+1(9)) <—Z:@jrjjj(9))

T k=0

(513 27
1 2 2
= 5 (Z > (2k +4) P2h2s43 k+1a25/U2k+1 H)JQS(Q)) do

(5[5
1 2 2 _1
= % ( Z 2/{5 + 4 2k+23+3d k+102s 96 +71 (I2k:+25+2(27'f) — 2]2k+25+4(27T) + 12k+25+6<27r))
k —
[5H] [24—] B
_ 3(k + 2)agis1 254+2k+3
= 25 ok41 55502 :
s=0 K=0 2045225 + 1)(k + 5 + 3)!
1 (= [*4] i+l
(bs) = 7/ (2k + ) r* oy Usor1 (0) | [ = D2 r¥bgju D Ajusin(2l + 1)0
k=0 k=0 1=0

0
1 (P ' i1
= 2— (2]{} + 4)’1“2k+2j+5b2]’+1d2k+1 Z’}/j 1 / U2k+1 )SIH(QZ + )9 do
T\ k=0 k=0 1=0
= 0.
-1 2m [%] ns 4 5
() = & / 2k + 1%y Uy (0) | | =3 cr™2,(0)
T8 \ k=0 j=0
(58] (247 _
B o d 3(k+2)(4k + 145 + 21) vy 541 (25H2K45
T L A T gkest3(25 4 1)(25 + 3)(k + 5 + 4)) '

2m (5] (242 ' j+1
(d4) = / Z 2k + 4 +3d2k—i—1U2k—|-1(0) - Z 7’2]+4d2j+1 Z ’%’JSiTL(Ql + 1)9 = 0.
0 k=0 k=0 =0
(5] (P4 j+1
_ Z (2k + 4243y Z Pty 3 A / Uspsr (8)sin(20 + 1)8 | = 0.
k=0 =0

2 [ ] i+1
—1
(64) = 27T / (Z(2k+4>T2k+3d2k+1U2k+1 ) < ZTzH_ld 22— QZ/BZZSZTL 2l ) = 0
0

k=0

Nous avons que la somme des intégrales (ay), (c4) est le polynéme Ny(r).
Enfin, pour le calcul du polynéme Ns(r),en utilisant les intégrales

44



de lemme(B1I2) et lemme(BT3)

21

-1 (< Ak 41 % + 2
(as) = 27r0/ (g)(?k + 1)r* dy (COS%_2 0 — o% i_ : cos? +2kzj—L1 cos?ht? 9))

X (— iajrjjj(ﬁ))

[P

& 3(2k + 1)t s11 25+2k+1
= 2 D aaendy- 2oktst2 " ’

5=0 k=0 (2k = 1)(k+ s +2)!
4k + 1 2k + 2
o 2% 2%—2 2% 2k12
(bs) = /( 21{?—1—1 dop— 2<COS 0 — 2kj_lcos +2k_1cos 6))

7=0 =0

(2] i+l
X ( Z r2i+2 b2]+12’y]lsm (20 + )9) do
1
2m

n271
P ]
(Z 2k, +1 2k+2]+2b2j+1d2k2>

k=0 j=0
o7 4k +1 2% + 2
X 2 i, lo/ (cos% 20 — 5% i_ . cos* +2k‘ t 1 cos?* T2 0) sin(2] + 1)9d9)

47 - 4k + 1 2%k + 2
_ 2 22k %2, 2% 2%+2 g
(cs) *2 / ( §_ k+1 h—2 (cos 0 ok 1 cos +72k: — cos

x (—Z r%(@))
1=0
(%372

S ZC p 152k + Dtk puonss
P 2s+102k— 22k+5+3(2k:—1)(k—|—s—|—3)! .

s=0

2

- 4k +1 2k + 2
_ % %—2p 2% 2%+2
(ds) = 0/ (Z(Zl{: + 1)r*dgy_o (cos 0 1% +2k — cos 0))

=0

K 4k + 1 2k + 2
(e5) = / (Z (2k 4+ 1)1 dy,_s (cos%_2 0 — k1 cos?* +k7+ cost? 9))
0

2 ] j+2
X Z rtdy; 0 > Asin(20+ 1)0 | = 0.
2

2k -1 2k -1

k=0
M Jj+2

X ZTQZ+ do;_ QZBlem 20)0 | = 0.
i=0 1=0
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le polynome est N5(r) = (a5) + (¢5). alors

Fy(r) = (b1) + (az) + (c2) + (bs) + (e1) + (a5) + (ds) + (aa) + (ca) + (c5)
Lemme 3.0.5. L’intégrale Fz(r) est un polynome de la variable r donnée par

(2] [221

[ 5 30,

2 () — 25+l Qs (2543
Fo(r) = — ;} mﬁhs ;) m sz;) ;;) a9sbok 11
n2—1
2s42k+1 Ostk+1 [Z] | i | Couboges 72523 30kt
25tk (s + k + 2)! — ST 25K +2(5 1+ k + 3)!

X r

[SL] (242 (23]

30t k41 -
. dos 25+2k+3 stk+ _ dos—
z:: ;) 2k2ar1? 25Tk +2(5 + k + 3)] > D azmpadass

k=0 s=0

[’IL3] [7L471]

25241 3(k + 1)045+k 15

Z Z Cgkd25+17“28+2k+3
2R(2s — 1)(s+ k+2)] 2 ootk

[282]

a8+k+1 254+2k+3 3(3k — 28 + 4)Oés+k
—_—— dog— )
X (s+k+4)!+ §202k+12 2T 251 (25 — 1)(s 1 k + 3)!

(3.20)

preuve
En utilisant (BIM) et,en remplagant en (813) nous obtenons

B(r,0) = — > pr'Ri(0) = > qir™T0) — > st 28(0) = > wir Ui (0)
i=0 i=0 i=0 i=0
(2271

n1 2 n3
— Z Clﬂ’iilRi(Q) + Z 7“2k+1b2k+1T2k+1 (9) + Z ciriHSi(H)
= k=0 i=

[n4 1

I
+ Z Ao 17 P Usi1 (0) + ) dopor™ (Top—2(0) — o 1T2k<‘9))
k=0

—1
n [(*%—]

X Z air’ COSZJrl (8) + Z 7’2k+2b2k+1 R2k+2 + Z C¢TZ+2E+1 (9)
=0 k=0 1=0

[n471

2k + 2
+ Z d2k+1T2k+4S2k+2 )+ Zd for?F Rz —1(0) —
k=0

mR%H(@))

on pose Fy(r,0) = Fy(r,0) + F3(r,0).

ou

Fy(r,0) szr Ri(0) = > qir™T(0) = > s 2S5i(0) = Y wir™UL(6),
i—0

=0 i=0
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[227]

FQQ(’I", 9) = — (Z aﬂ“i_lRi(Q) + Z 7"2k+1b2k+1T2k+1(9) + Z cir”lSi(@)

k=0 i=0
ey 2 % +2
+ Z d2k+17“2k+3U2k+1(9) + Z d2k727"2k(T2k72<9) ——T5,(0))
k=0 k=0 2k —1
noo [*2] ns
X Z a;r' COSZH(Q) + Z 7”2k+252k+132k+2 + Z Cﬂ“HZTiH(Q)
= k=0 1=0

=

2k +2
+ Z d2k+lr2k+452k+2 )+ Zd Y (Rok-1(0) — %1R2k+1(6))> :

1 Y8
Fh(r) = 5= [ Pa(r.0)d0
0
27 27
L 1 1 5
_ 27TO/FQ (r,0)d0 + 27TO/FQ (r,0)df

2m
1 25
- —/Fg(r, 0)do + 3" A,
2 J =

Pour une expression explicite du polynéme Fi(r) ,en utilisant les résultats de
lemme(BT) et lemme(8T2) nous obtenons

27 21 21 2m 21 2m
Ri(0) = [ S:0) = [ cosi0R,(0) = [ cos' 08,(0) = [ Ty(0)Ri(6) = | T;(0)S,(6) =

[0 [5O= [eoson = fesosion [romo - |
27 21
Jui)R(0) = [ U;0)5(6) = 0
0 0
2m 2m 2m
/RZ(H)R2k+2d0 = /COSH_1 (0)T2k+1d0 = /(COSZ‘%—Q'I{:—"_2 Z+2k+4) = Z+2]€+2(27T) — z+2k+4(27r)
0 0 0

0, si 1=2s5+41,

TOts+1 .
]2k+25+2(2ﬂ-) 2k+s+1 (l{ + 5+ 2) 51 1= 2'9’
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2

27 27 2T
/ Rop1(6)S:df = / Ri(0) Sapos0d = / Topr (0)Ty41d6 = / cos™1(8) Usp11d6
0 0 0

0
27

— /(cos2k+28+2 0 — 2 cos® 2T 1 cos?T25F6 ) dp

= Iopy2s12(27) — 2Io12544(27) + Dopy2s16(27)
0, si 1=2s+1,
= 3T t5 41

12k+2s+2(27T) T2+ 5 1 3]0 si i =2s,

27 2
[ Uska(0)Tid6 = [ Sarc1(0)5id0
0 0

15T Qg ts41
2k+s+3(k + s+ 4)]’

si 1= 2s,

0, si i=2s+1,
T Dokrosi2(27) — Dopyossa(27) =

27 27
1 -1 ny ) ng ) ng ) ng )
=5 | Blnow = o (Z P Ri(0) + 3 qir U T(0) + 3 s Si(0) + 3 ww”w(e))
0 0 \=0 i=0 i=0 i—0
_1 n ‘ 27 na . 27 n3 ‘ 27
o ZPiTZ/Rz‘(G) + ZQZ‘TZH/TZ(Q) + ZSWHQ/SZ'(@)
=0 5 i=0 5 =0 5

— i wi,r,i+3 7U2(9)>

_ 14 o
= o (Z gt L2m) + ) wir”?’fi(%r))
1=0
] +1 Qs R 25+3 30
Z 2 (s + 1)1 Z 2 2(s + 2)1 "

N [ )

J

ny ni

=0
2m
= 3 (ZZ@Z% A >( R;(6 cosj+1(Q)d0)
m

7=01=0 0

Il
o

Ay = 7(2617"’ 'Ri(6 )(kz]

1

(%=1 ny ‘ 27
-~ or ( Z szkﬂaﬂ"z +Z ) (O/(Ri(e)R%H(e))d@)

k=0 =0

7“2k+ ka+lR2k+2 (9))
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As

Ag

”1] [nz l}

Apts+1 25+2k+1
Qo r .
Z Z 2k+5+2 k+ +2) 2sV2k+1

17r/ <§:} airi_lRi(9)> (i;o cl-ri“TiH(G))

L (zz o) (fmomm)

7=01=0 0

e

2T 0 [n4_1]
1 L, 2
—W/ (Z airz_lRi(€)> ( > T2k+4d2k+152k+2(9))
i=0 k=0
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k=0

o [@] n
1 2 AP
Ag = %/( > T2k+1bzk+1T2k+1(9)) <Zci7"2+2Ti+1(9)>
/ i=0

["2 1 27
_ ( S 3 iy, ) ( / TQkH(@)TiH(G)d@)
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0
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1 3
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Nous avons concluons que Fyy a au plus max{[%2] ["7] + [
| +u + 1} racmes positives .

IPRE
L[BE] + [P + 3]+ L[+ (3] + 2, [
par conséquent le théoremeBI Zsuit
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3.1 Applications

On considere le systeme :
T = —-Y,
3.22
{y = o — (/@) + @@y + (@) + b)), (822

ou
N4
Za,x g1(x be hy(z Zcz , et ll(:p):Zdixi. (3.23)
i=1

(ny = 3,n9 = 2,n3 = 1,14 = 5) si nous choisissons :

1
Qg :Oaal:17a2:27a3:17b0:_27b1:37b2:_§700:1a

64
C1 :—1,d0:5,d1:1,d = —16, ds = 9, dy = 9 d5:_1

on a
filx) = z+222+ 2% gi(x) = 2432 — 132% hy(z) = 1 — =z,
64
L(z) = 54z — 162> +52° + 51'4 —2°.

Tout d’abord, nous allons étudier les cycles limites de 1’équation différentielle
(B22) en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre. De (BTd), nous
obtenons

o’y o 3y 30 B1a%) )
= (B0 D2 20 g2 PN g ey 202
T(20+82 g ot gt g dar
o 15«

= (e Gyt S et + 550,

ou
ap=3.5-- (Qk—l) OékJrl:(Zk—l—l)Oék,
Alors
Fuo(r) = —c(r® =6’ + 112 — 6)
r

= 6(7‘ —1)(r* = 2)(r* - 3),
Pour déterminer les cycles limites, on résout I'équation
r
Fio(r) = 6(7’ —1)(r* = 2)(r* = 3) =0,

qui a exactement trois racines positives.
alors le nombre maximum de cycles limites du systeme (8722) est de trois en utilisant
la théorie de moyennisation du premier ordre.
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3.2 Application

(n1 = 4,”2 = 3,72,3 == ].,714 = 5)
On considere le systeme :

{j - (3.24)

g =1x—e(fi(z) + gi(x)y + hi(z)y® + L(2)y®) — 2(fa(x) + g2(@)y + ha(x)y? + lo(2)y?),

filr) = x+22%4+32% — 22, gy (v) = 32 — 32 — 52° hy(z) =1 — m,

101 4 454
Lz) = 1—-3z+ 3096690:133 + 1689555, fo(z) = 2*, go(x) = 2 — 155 22+ 32% hy(v) = 2,
262 475448
- 9 e 4 .5
h(z) T T qoor T

en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre. De (B10), nous obtenons :

Fio(r) = —r i S S i __ 3% o122
2 (4 1) 224 2)1
Qp (03] 2 30[0 2 30&1 4 3062 6)
= = (b4 byr? + e + Syt 4+ 224
T<20+82T+80T+48 27’—|-38447"
— 3
- ()
ou
A = 3.5 (2/{3 - 1), Oy = (2]€ + l)ak,
Alors

Flo(r) = 0.

en utilisant la théorie de moyennisation du deuxiéme ordre. De (B7211), nous obtenons

r

Fao(r) = 550" = 150" +85r° — 225r" 4 2747 — 120)
- 1L2O(7’ —2)(r—1)(r+1)(r +2)(r* = 5)(r* = 3)(r* - 2).

qui a exactement cinq racines positives.
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