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Résumé

Dans ce mémoire, nous présenterons une étude sur I'existence de solutions positives d’'une classe de
problémes elliptiques semi-linéaires. Ceci est prouvé en le transformant en un probléme de point fixe et
en utilisant le principe du maximum pour obtenir la positivité des solutions. Nous allons considérer
d'abord le cas particulier de 'opérateur Laplacien soumis a conditions au bord de type Dirichlet,
l'unicité de la solution est obtenue ainsi qu'une condition nécessaire de I'existence. Ensuite, nous allons
examiner le cas plus général des opérateurs différentiels elliptiques linéaires de deuxieme ordre sous
conditions au bord de type Robin, I'existence de la solution est démontrée en s'appuyant sur la

méthode de sous et sur-solutions.

Mots clés: systeme elliptique semi-linéaire, solution positive, la méthode de sous et sur solutions,

opérateur Laplacien, principe du maximum.

Abstract

In this thesis, we will present a study on the existence of positive solutions to a class of semilinear
elliptic problems, by transforming it into a fixed point problem and using the principle of maximum to
obtain the positivity of the solutions. We first discussed it in a particular case of linear elliptic differential
operators, which is a Laplacian operator with Dirichlet boundary conditions, the uniqueness of the
solution is also obtained as well as a necessary condition to the existence. Then, we have examined
another study of a more general case of of second orde linear elliptic differential operators with Robin
boundary conditions, the existence of the solution has been demonstrated by relying on the method of

lower and upper solutions.

Keywords: semilinear elliptic system, positive solution, the method of lower and upper solutions,

Laplacian operator, maximum principle.
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INTRODUCTION

Dans ce mémoire, nous présentons deux études sur 'existence de solutions positives d’une
classe de problémes elliptique, la premiére étude est réalisée par Zhong Jinbiao et Chen Zuchi
“Existence and uniqueness of positive solutions to a class of semilinear elliptic systems”[17]
et la deuxiéme par Ruyun Ma, Ruipeng Chen et Yanqiong Lu “Method of lower and upper

solutions for elliptic systems with nonlinear boundary condition and its applications”[15].

Dans le premier chapitre, nous rappelons des notions et des résultats qui nous serons utiles
dans les chapitres ultérieurs tels que application compacte, I'opérateur différentiel elliptique
et I'opérateur Laplacien, la fonction de Green, des théorémes de l'existence et 'unicité des

solutions aux problémes elliptiques linéaires et le principe du maximum.

Dans le deuxiéme chapitre, nous examiné les résultats de Zhong Jinbiao et Chen Zuchi sur
I’existence et I'unicité de la solution du probléme elliptique semi-linéaire soumis a conditions

au bord de type Dirichlet :

—Au = g(z,v), dans )
—Av = f(z,u), dans (1)
u=v = 0, sur 0}
ou 2 C R*(n > 1) un ensemble ouvert borné¢ suffisamment réguliére, connexe et convexe.
f(z,u), g(x,u) sont des fonctions données sur Q) x R*.
Robert Dalmasso [8] a étudié le probléme , Zhong Jinbiao et Chen Zuchi ont maintenu les
hypothéses de monotonie et de positivité de f et g de [§], sauf que leur travail différent dans la
méthode utilisée et qui est presque identiques a la méthode FJSA Corréa [7].

L’idée pour démontrer I'existence de la solution consiste ici a transformer le probléme en



vii

un probléme de point fixe, en utilisant 'inverse de 'opérateur Laplacien dont nous allons parlé
dans le premier chapitre. En appliquant le principe du maximum on obtient la positivité de la
solution, quant & l'unicité de la solution on 'obtient en utilisant des hypothéses basées sur f, g

et la fonction de Green. On termine par une condition nécessaire pour 'existence de la solution.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons les résultats d’'Ruyun Ma, Ruipeng Chen et
Yangiong Lu dans [15] qui utilisent la méthode de sous et sur-solution pour démontrer I'existence

de la solution du probléme elliptique suivantes

Liu = T, Uy, |ulg), dans €,
R Jie@, e, i) k=1,2....m, 2)

ou

a_,jk + bk(‘r)uk = gk(xv uk)? sur aQJ
ou 2 un ensemble borné suffisamment réguliére, connexe et convexe dans R"(n > 2) et v est le
vecteur normale unitaire orienté vers l'extérieur.
U= (UL, ey Up), (U] = (Uty ooy U1y Uppg 1y ey Uy ), €6 Li(k = 1,2, ...,m) est un opérateur unifor-

mément elliptique de la forme

Li(x)u == af(x)d5u+ ) af(x)du+ a*(x)u,
] =1

,j=1

ol (afj)nxn est une matrice symétriques.

fr(, ug, [u]g) sont des fonctions données sur Q x R™, gi(x,u;) sont des fonctions données sur
00 x R™.

Dans ce travail nous considérons le cas particuliére ot gi(z,uy) = 0 pour tout

k=1,2,...,m. Le probléme devient

Liu = T, Uy, |ulg), dans €,
e Jel@, e, [ule) k=1,2,...m, (3)

aaiyk +bp(z)up = 0, sur 052,
On montre que le systéme (3)) est équivalent & un probléme de point fixe, en utilisant ce dernier
résultat et les hypothéses basées sur f; et en utilisant la méthode de sous et sur-solutions nous
obtenons 'existence de la solution.
Dans le cas particulier ot m = 1, le résultat de [15] généralise le théoréme 2.1 de Herbert

Amann [2]. Nous terminons par une application sur le modéle juvénile-adulte[I5].



NOTATION

Notation

q
C(Q) = C°(Q)
L(Q)

I ze@=I - e

Cr(€), C=(Q)

|- e @)
LP(2),1 <p< o0
[ paee)

W3 (Q)

H*(Q), Hy(€)

|- lwe@)k €N

()

(a)

<u>Cag

I Mlee @)

CrHo(Q)

2

Cr+e (@)

Définition

Exposant conjugue de p, % + é =1

Espace des fonctions continues sur €2

{u: Q@ — R\ u mesurable 3C' tel que | u(z) |< C presque

pour tous les points =z € Q}

Notée par || . || et égale a sup,.q, | u(z) |

L’espace des fonctions r fois continument différentiables et des

fonctions indéfiniment dérivable sur {2 respectivement

ZZ:O Z\s\:i | D*u ||C(Q)

{u:Q — R\ umesurable, [, | u[’< co}

(Jo | ulz) | da)»

Espace de Sobolev, a dérivées faibles jusqu’a l'ordre k dans LP(£2)

WE(Q), WF(Q) avec trace nulle respectivement

(Chieo | 0 170 0y)?

L’espace des fonctions a-Holderiennes c’est a dire

| u(z) — u(y) |
|z —yl®

inf{C>0:|u(z) —uly) |<C|x—yl|*zyecQ}

<u>5g + I ulle@

{u € C(Q);sup,, < oo, €]0,1[}

L’espace des fonctions u € C"(Q) tel que les dérivées d’ordre 7

appartiennent a C®(€2)

cr@ T 2psj=r < 0w >(c?()§z)

|



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous introduisions des définitions, des théorémes et des propositions qui

seront utilisées dans le reste de ce mémoire.

1.1 Opérateur elliptique linéaire

Notons L = L(x,0,) Popérateur différentiel elliptique linéaire de deuxiéme ordre sur l'en-
semble ouvert borné €2 de R",

n

Lz, 0 )u(x) = = Y _ ay(2)0;u(x) + Zbi(aj)@u(aﬂ) + ¢(x)u(z), (1.1)

ij=1
ou 0; et 0;; désignent les premiére et deuxiéme dérivées partielles par rapport a z; et z;, x;

respectivement.

1.1.1 Opérateur uniformément elliptique

Définition 1.1.1 [T1] On dit que l'opérateur différentiel L est uniformément elliptique, s’il
existe une constante p > 0 telle que

n

Z aij(2)GC > pl¢)?, VCER™, 2 €Q (1.2)

ij=1
et
Qij, b,‘, cE LOO(Q)
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1.2 Principes du maximum

Soit ) un ensemble ouvert borné et connexe de R".
Théoréme 1.2.1 [16/Soit u € C*(Q) satisfait inégalité

—Lu > 0 dans (2,

ot c(x) > 0 et borné sur Q. Siwu atteint un minimum non positif mg en un point xo de 2, alors

u = mq. De plus, si zg € OS2 est un point minimum de u, alors Qu/On < 0 a xy sauf si u = mq

sur €.

Théoréme 1.2.2 [16)] Soient ¢, By des fonctions positives bornées, qui ne sont pas identique-

ment nulles en méme temps. Siu € C*(Q) satisfait

—Lu 0, dans 2
ou/on + Bo(z)u > 0, sur 0L

v

alors u > 0 sur Q. De plus, v > 0 sur Q sauf si u = 0.

1.3 Probléme aux limites elliptique linéaire

Soit €2 un ensemble ouvert borné et connexe de R" de frontiére suffisamment réguliére, nous

considérerons le probléme de Dirichlet :
Lu(x) = f(x) dans €,
uw(x) = e(x) sur 0.
Et sous la condition de Robin :
Lu(x) = f(x) dans Q,
Bu=ag()2 + Bo(z)u = h(z) sur O

(1.4)

Théoréme 1.3.1 [12] Supposons que Q) est un ensemble ouvert borné et connexe avec OS) de

classe C*. Supposons également qu’un opérateur différentiel elliptique de second ordre L soit
donné par , ott les coefficients a;; € C(Q), b;, ¢ € L>(Q) tel que ¢ > 0 et ils satisfont la
condition . Si f e LP(Q) etye Wplfl/p((?Q) pour tout 0 < p < oo. Alors le probleme de

Dirichlet admet une solution unique dans WPQ(Q) et vérifie l’estimation suivante

I lwzey< CULF v + 1 lly-1p0))s

ot la constante C' est indépendante de f et p.
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Théoréme 1.3.2 [16] Pour tout f € L”(Q), h € W*(99Q) otup > 1 et ¢ >0, tel que c, B ne
sont pas tous deuz identiques nulle, le probleme admet une solution unique u dans WE(Q)

et il existe un constante C' indépendante de f,h telle que

I llwze< C U Nl + 1A llym-1re ),

ot m = 2 lorsque cg =0 et m =1 lorsque ag > 0.

Théoréme 1.3.3 [16/Soit f € C*(Q), h € C2(09Q) lorsque ag > 0 et h € C*T*(0Q) lorsque
ag = 0 et soit ¢ > 0 et non identiquement nulle lorsque By = 0. Il existe alors une solution

unique u € C***(Q) de probleme . De plus u satisfait [’estimation de Schauder

| ulle2ta@< C (Il £ llee@ + | A llcr+aan))

o C" est une constante indépendante de u, f et h.

1.4 Théorémes du Point fixe et théoréme de convergence
dominée

1.4.1 Application compacte

Soient E, F' deux espaces vectoriels normés sur R (ou C) et A une application linéaire de

FE dans F.

Définition 1.4.1 A est appelé application compacte s’il transforme toute partie bornée de E

en une partie relativement compacte de F'.
Définition 1.4.2 B est relativement compacte dans E si B est compacte.

Théoréme 1.4.1 Soit E un espace métrique, alors :

E compact < de tout suite de E on peut en extraire une sous-suite convergente dans F.

Définition 1.4.3 A est une application compacte si de toute (x,), de la boule unité B de E

on peut en extraire une sous suite (Tn, )ren telle que la suite (A(xy,))ken converge dans F.

Remarque 1 si A n’est pas linéaire, nous utilisons la définition pour démontrer que A

est compacte.
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1.4.2 Théorémes d’injections continues et compacte

Théoréme 1.4.2 [13] Soit Q un ensemble ouvert conneze de classe C%' dans R™. Alors,

1. si kp < n, lespace W;(Q) s’injecte continument dans LP" (), pour p* = np/(n — kp) et

sinjecte de maniere compacte dans L7 pour tout ¢ < p*;

2.0 <r<k-— S <r+l, l’espace W;(Q) s’injecte continument dans C™P(Q), pour

B=Fk— % — r et s’injecte de maniére compacte dans C"™ () pour tout a < .

Théoréme 1.4.3 [1] Soit Q un ensemble ouvert de R" et r > 0 et soit 0 < a < f < 1. Alors

on a les injections suivantes
(1) C™(Q) dans C"(Q),
(2) C™(Q) dans C"(Q),
(3) C"™P(Q) dans C™+(Q).
sont continu.

De plus si Q est borné, alors les injections (1) et (2) sont compactes. Si Q0 est convexe, nous

avons les injections continues de
(4) C™(Q) dans C"+(Q),
(5) C"TH(Q) dans CT(Q).

Et si Q) est conveze borné, alors l'injection (1) est compacte et (5) est compacte si o < 1.

Corollaire 1
- 8i Q est borné. Alors pour 0 < o < 1, C***(Q) s’injecte de fagon compacte dans C ().

- Si Q0 est conveze borné. Alors pour a < 1, C***(Q) s’injecte de facon compacte dans

().

Preuve

Soit © borné et 0 < a < 1, d’apres (2) on a C'"*(Q) s’injecte de fagon compacte dans C*(2)
et d’aprés (1) on a C1(£) s’injecte de fagon compacte dans C/(€).

Soit 2 convexe et borné, d’aprés (2) on a C?**%(Q) s’injecte de facon compact dans C?(Q) et
d’aprés (1) on a C?(Q) injecte de fagon compact dans C1(Q) et d’aprés (5) on a C1(Q) injecte
de fagon compact dans C%(Q) pour o < 1, d’ott C*t%(€) injecte de facon compacte dans C%(<2).

pour o < 1.
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1.4.3 Théorémes du point fixe

Théoréme 1.4.4 [T1/(Point fivze de Schauder) Soit X un espace de Banach. Supposons que

K C X soit compact et convexe, supposons également que
T:-K— K
est continu. Alors T admet un point fize dans K.

Théoréme 1.4.5 [10] Soit X un espace de Banach et K un sous-ensemble conveze fermé de
X. 8i T est une application compacte qui vérifie T(K) C K et s’l existe R > 0 telle que
U #tT(U) pour tout U € K avec | U ||[= R et 0 <t < 1, alors T admet un point fire U € K

avec || U ||< R.

1.4.4 Théoréme de convergence dominée

Théoréme 1.4.6 Soit (f,) une suite de fonction de LT () qui converge simplement sur Q) vert

une fonction f. Sl existe g € LP(QY) telle que pour tout n on a | f, |< g, alors
1. feLP(Q).

2. | fo— f ||LP(Q)—> 0 quand n — +o0.

1.5 Opérateur Laplacien

1.5.1 Définition et propriétés
Soit {2 un ensemble ouvert borné et connexe de R™ de frontiére suffisamment réguliére.

Définition 1.5.1 Dans le cas L = —A = """ | Oy.2., on Uappelle L Uopérateur Laplacien et

L™t = (=A)"! son inverse.
En prend maintenant le probléme (1.3 dans le cas particulier

L=-A:0(Q) — C(Q).

Remarque 2 D’aprés le théoreme Dopérateur Laplacien L est inversible d’inverse défini

sur LT (), donc on peut restreindre sur C().
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Proposition 1.5.1 L’inverse de l'opérateur Laplacien L est compact de C(Q) dans C(Q).

Preuve

d’apres la définition Iinverse de l'opérateur Laplacien (—A)~! : C(2) — C(Q) est

compact si pour tout suit (v, )neny C C(2), tel que || vy, ||< 1 il existe une sous suite (vp, )ken
tell que la suite ((—A)~!v,, Jren converge dans C().

Soit (v)nen C C(2), tel que || vy, [|0< 1. On pose —Au, = v, et en utilisant le théoréme [1.3.1]
alors

| (=A) vy, w2 < C || vn [|Lr (@),

puisque || v, [[oo< 1, (=A) 0y [w2i@)< C|Q7, ou |Q] la mesure de Q et comme WZ(Q)
s'injecte de facon compacte dans C'+(Q) pour tout o < 3 d’aprés le théoréme ou
r=1,k=2p0=1- % pour p > n, il existe une sous suite (v, )ren tell que la suite

((=A)"Lw,, Jken converge dans C1(Q) d’out la convergence dans C(€2).

1.5.2 Formules de Green

Théoréme 1.5.1 Soit Q C R" un ouvert borné de classe C'. Alors si u,¢p € H'(Q) on a la

formule suivante :

/ au¢dx:—/ua¢dm+/ upnds Vi =1,...,n
anl Q (%Ul 90

ot n = (n1,N2,...,0n)T est la normale extérieure a 2.

Cette formule est la généralisation de l’intégration par parties dans R™.

Corollaire 2 (Formule de Green pour l'opérateur Laplacien) Soit w € H?*(Q) et ¢ € H'(Q)

alors
ou
—/Augbdq::/VuV¢d:v— —¢ds
Q Q aq ON

avec g—;‘ = (Vu,n).

1.5.3 Formulation variationnelle et théoréme de Lax-Milgram

Dans cette section et les sections qui la suit, nous utiliserons les définitions et les théorémes

mentionnées par Lawrence C. Evans dans [11].
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Formulation variationnelle

On consideére le probleme sous condition aux bord de Dirichlet homogéne suivant :
—Au = f(z) dans €,
u = 0 sur O0NQ.

(1.5)

Nous choisissons 'espace H}(€2) pour la condition aux bord u = 0 sur 9f2.
Multipliant les deux cotés de la premiere équation de ((1.5) par v € Hj(f2) puis en l'intégrant

sur €) et en utilisant la formule de Green, on obtient

/QVquxdmz/Qf(x)vdx,

Définition 1.5.2

1. La forme bilinéaire B], | associée a l'opérateur Laplacien pour le probléeme est
Blu,v] = / VuVudx
Q
pour u,v € H} ().

2. Nous disons que u € H}(Q) est une solution faible du probleme , 81

Blu,v] = (f,v) 2 (1.6)
pour tout v € Hy() 0l (-, ) 2 le produit scalaire sur L*(<2).

L’identité (1.6]) est parfois appelée formulation variationnelle de (1.5]).

Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 1.5.2 Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni de norme associée notée

Soient :

1) B: H x H — R une forme bilinéaire (ou une forme sesquilinéaire si H est complexe)
qui est :
(a) continue sur H x H : Ja > 0 V(u,v) € H* |Blu,v]| < a || u ||| v |
(b) coercive sur H : 3 > 0Vu € H Blu,u] > 8 || u |

2) L(.) une forme linéaire continue sur H.

Sous ces hypotheéses, il existe un unique u € H tel que

Blu, v} = L(v) (1.7)

pour tout v € H.
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1.5.4 Probléme aux valeurs propres

Définition 1.5.3 On dit que \ est une valeur propre de l’opérateur Laplacien sous condition

au bord de Dirichlet homogene, si il existe une solution non triviale w qui vérifie

—Aw = M dans 1
w = 0 sur 09,

(1.8)

Définition 1.5.4 On appelle Ay > 0 la valeur propre principale, ou la premiére valeur propre

de Laplacien sous condition au bord de Dirichlet homogeéne.

Nous avons utilisé le théoréme suivante pour un cas particulier d’opérateurs elliptiques symé-

triques représentés par l'opérateur Laplacien.

Théoréme 1.5.3 (Principe variationnel pour la valeur propre principale)

(i) Nous avons

A1 = min{Blu, u]|u € Hy, || u ||2= 1}. (1.9)
(i) De plus, le minimum ci-dessus est atteint pour une fonction wy positive dans ), qui vérifie

—Aw; = Mw; dans €
w1 = 0 sur OS2,

(iii) Enfin, siu € H} () est une solution faible de

—Au = Mu dans
u = 0 sur 09,

alors u est un multiple de w;.

Remarque 3

1. L’expression est équivalente a la déclaration

B
A1 = min M
uweH () H U ||L2(Q)
u#0

Théoréme 1.5.4 [9] (Théoreme de Krein-Rutman) Soit T un opérateur compact dans LP(2)
tel que u > 0 implique que Tu > 0. Si r(T') est le rayon spectral de T supposons non nul, alors
r(T) est égal & une valeur propre de T. Cette valeur propre correspond & un vecteur propre
positive Uy () avec

TUT(T) = T(T)UT(T), Up(T) >0et Ur(T) # 0.
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1.5.5 Inégalité de Poincaré

Proposition 1.5.2 Soit Q borné de classe C'. Il existe une constante Cq > 0 telle que pour
tout u € H} (),

| w|lz2@)< Ca || Vu |20

Remarque 4 On a la forme bilinéaire Blu,u] =|| Vu ||%2(Q) avec le pmbléme et d’apres la

définition de Ny dans la remarqueH on obtient || u H2L2(Q)§ - | Vu H%Q(Q) pour tout u € H}(Q),
1

1
d’otu la solution de probleme vérifié linégalité de Poincaré avec Cqo = 4 /)\—.
1

1.5.6 Fonction de Green

Nous allons essayer de trouver une formule de représentation générale pour les solutions du
probléme de Dirichlet (1.3]).
On introduit une fonction de correction h(z,y) pour chaque = fixe de maniére a résoudre le

probléme suivant

-Ayh = 0 dans (),

(1.10)
h = ®x—y) sur 09,
telle que ® est la solution fondamentale de I’équation : —Au = 0 et
—Llog|x our n =2
() = wlog |zl p (1.11)

1 1
n(n—2)a(n) |z|"—2

pour n > 3,

ot a(n) est le volume de la boule unité sur R”.

Définition 1.5.5 La fonction de Green est

G(z,y) = P(xz —y) — h(z,y), (v,y € Az # y)

ol
%
Oov

est la dérivée normale extérieure de G par rapport a la variable y.

(z,y) = V,G(z,y).v(y),

Théoréme 1.5.5 (Formule de représentation utilisant la fonction de Green) Si u € C?(Q)

résout le probleme pour certaines fonctions continues f et ¢, alors

ua) = [ Gl = [ Saa)e)ds, Vo €0

o0N



CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITE DE SOLUTIONS POSITIVES POUR
UNE CLASSE DE SYSTEMES ELLIPTIQUES SEMI-LINEAIRES

Dans ce chapitre, nous travaillons sur article [I7], qui présente des résultats sur 'existence
et 'unicité de solutions positives pour des systémes elliptiques semi-linéaires.

On considére le systéme elliptique semi linéaire avec condition de Dirichlet homogéne

—Au = g(z,v), dans )
—Av = f(z,u), dans (2.1)
u=v = 0, sur 0}
ot 2 C R™(n > 1) un ensemble ouvert borné suffisamment réguliére, connexe et convexe.
f(z,u), g(x,u) sont des fonctions données sur 2 x R*.
On considéré sur f et g les hypothése suivantes qui ne sont pas nécessairement toutes vérifiées

en méme temps

H1 T, S x, s) des fonctions continues et positives sur Q x R et
( ) b g ) p

lim f(x,s) >0, lim g(z,s)>0,2€Q (2.2)

s—07F s—0t
et lim,_, ;o0 @, limg o0 @ sont continues.
(H2) (0,400) > s — @, (0,+00) 55— @ décroissent pour tout x € €;

(H3) (0,400) > s — f(x,s),(0,+00) > s — g(x,s) sont strictement croissantes pour tout

x €

(H4) (0,400) 3 s — f(z,s),(0,+0) 3 s — g(x,s) décroissent pour tout z € €.

Remarque 5 L’hypothése (H4) implique (H2).
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On pose
a(r) = lim f(x’s),b(x) = lim g(x,s)7
s—+o0 S s—+o0 S

par (H1) et (H2), nous savons que a(z) et b(z) sont des fonctions positives, continues et bornées

satisfaisant
flx,s) > a(z)s, g(x,s) > b(x)s, (2.3)
Nous définissons
Ia(z) [I=] a lloos || () 1= 0 o -
Soit M = max{|| @ ||ec, || b ||sc}, o0 a I'hypothése

(H5) M < Ay, ott Ay est la premiére valeur propre de 'opérateur Laplacien sous des conditions

au bord de Dirichlet homogene.

Lemme 2.1.1 Si (H1) vérifie, alors les solutions du probléme dowvent étre strictement

positives sur §2.

Preuve

Supposons (H1) et soit (u,v) la solution du probléme ({2.1), comme f > 0,9 > 0, on a

—Au > 0, dans £,

—Av > 0, dans (),

u=v = 0, sur 0.
En appliquant le principe du maximum, on obtient « > 0,v > 0 sur Q ou v = v = 0 sur €. Si
u=v=0sur {2, ona f(z,0) = g(x,0) = 0 et puisque f, g sont continues,
lim, o f(x,s) = lim,_,, g(z,s) = 0,Vz € Q contradiction avec ; d’ou le résultat c’est a dire
u>0,v >0 sur .

Considérons le systéme linéaire

—Au = b(z)v, dans £,

—Av = a(r)u, dans €, (2.4)
, sur 0,

IS
I
S
I

o

u 0 b(x) u
_A _
v a(z) 0 v
Définissant
u 0 b(x)
L=-AU= JA(z) = :
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alors le probléme ([2.4]) sous la forme

LU = A(x)U, dans £,
U = 0, sur 0.

(2.5)

Remarque 6 Selon la remarque |4, l'opérateur L est inversible de C(Q) dans C(Q) et son

mverse est compact d’aprés la proposition |1.5.1).

Lemme 2.1.2 Si M < Ay alors pourt €]0,1], la seule solution du probléeme

U = tL7'(A(x)U), dans Q

(2.6)
U = 0, sur OS2
est la solution triviale.
Preuve
Supposons M < A;. Le probléme ([2.6) équivalent a
—Au = tb(z)v, dans
—Av = ta(x)u, dans £, (2.7)

u=v = 0, sur  O0f2.

Multiplier la premiére équation de (2.7 par u et la deuxiéme équation par v, puis en I'intégrant

sur €2 et en utilisant la formule de Green et comme (u — v)? = u® + v? — 2uv > 0, on obtient

M
/|Vu\2d:c:t/b(x)uvdx < M/ luv|dr < —/(u2+v2)dx
0 Q 0 2 Jo
2 M 2 2
/|Vv| da::t/a(a:)uvd:v < M/ luv|dz < —/(u + v7)dx
0 0 0 2 Jo

/<|w2+|w M/ @ 4 02) (2.8)

de méme
Donc,

Par la remarque [

I 1172 o) || Vu [[Z2 ().

v l1Z2@) || Vv 2@

de (2.8)), on obtient
2 M 2 2
Jvuk £ 190y < 55 [ (9 + Vo)
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Comme M < A, Vu = Vv = 0 pour tout x € (; donc u,v sont des constantes, puisque
u = v = 0 sur 9d€2, nous obtenons u = v = 0.

Nous écrivons le probléme ((2.1)) comme suit :

LU = A(x)U+ F(z,U), dans €,

(2.9)
U = 0, sur OS2,
ou
oo € X. F(e.U) = g(x,v) —b(z)v
v flz,u) —a(x)u

puisque L admet un inverse .On peut écrire
U=L"A(x)U+ L 'F(x,U),

On définit :
TU : L' A(x)U + L7 F (2, U).
donc le systéme se raméne & un probléme de point fixe, dans la partie positive

K ={U|U € X,U >0 et Upa—o} de I'espace de Banach
X =C(Q) xC(Q),

muni de la norme

U [I= max{][ w [loo, || ¥ [loo}-

2.2 Existence et unicité de la solution

Dans le théoréme on démontre 'existence de solutions et ajouterons le théoréme

pour obtenir I'unicité.

Théoréme 2.2.1 Supposons (H1),(H2) et (H5), alors le probléme admet au moins une

solution positive et bornée.

Preuve

Supposons (H1) et (H2), (H5). Pour démontrer que le probléme admet au moins une
solution positive et bornée il suffit de démontrer que T" posséde un point fixe positif non nul.
Pour cela il suffit démontrer que T elle vérifie le théoréeme [1.4.5]

K est un ensemble fermé et convexe de X, en effet, la convexité est évidente ; K est fermé car
si (Up)nen € K tel que ,

— U

Nn—+oco
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comme U, € X = [C(Q2)]? converge uniformément vert U, on a U € X et comme
Up>0,Up90 =0, onalU >0,U;pq =0,

dou U € K.
T(K) C K, car pour U € K, par (H1) et (H2) et d’aprés nous savons que A(z)U et
F(z,U) sont positives en appliquant le principe du maximum on obtient 7'(U) > 0, comme
A(x)U € X C [LP(Q))? et F(x,U) € X C [LP(Q)]* d’apres le théoreme on a

L7 A(z)U + L' F(x,U) = T(U) € [W2(Q)]* donc on peut restreindre sur X, alors T'(U) € X,
par la définition de T" on a 7' nulle sur le frontiére.

T est compacte car si (U,)nen une suite bornée dans K, par la continuité de f et g et puisque
A(z) est borné on a A(z)U, et F(x,U,) sont bornées et par la compacité de L' il existe une
Jken tel que L' A(x)U,, + L' F(z,U,,) = T(U,

sous suite (U, ) est convergente, d’ott T" est

k k

compacte.

D’aprés le théoréme sl existe une constante R > 0 tel que U # tT(U) pour tout U € K
avec || U ||= R et t € [0,1] alors T admet un point fixe U € K avec || U ||< R.

On démontrer par I'absurde que I’hypothése du théoréme [1.4.5 est vérifiée, supposons qu’il

existe {Up }nen+ € K tel que || U, ||=n, et 3t, € [0,1] avec U, =t,T(U,); on a
|| Un ”TL—H-OO—> +00,,

et
Uy =t,T(U,) =t, L A(x)U, +t, L F(x,U,).

D’apres [17] ceci implique que || uy |lnstoo— +00 €t || U |[nst0o—> +00, ce qui est n’est pas
le cas nécessairement. Pour cette raison nous proposons de procéder comme suit :
Soient (t,, ), (vn, (7)), (un, (7)) des suites extraites de méme indice ng, on définit les suites de

fonctions par :

_ F@Ung () f(@vn, (2))=b(@)vn, (x)  g(x,un, (%)) —a(@)un, (z)
(Fk(x)aGk($)) - ”Un:H - < 8 T, . , k (2] k > (2 10)
w (./E) _ Unk(x) _ (unk(l‘) 'Unk(x)> ’
k o 1Un |l o NUn 17 1Unll )

Remarque on a

f(x,vnk(x)) — b(:c)vnk(:c) _ Unk(x) f('r7vnk(x)) — b(x
10, = T (e )

el el

et

10y (2)) — @) ) _ iy (2) (g, (@)
2 ‘||Unk||( (1) “)'

e
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I'objectif est de définir pour tout x € €, les sous suites (uy, (x)) et (vy, (x)) tel que
Fi(z) — 0 lorsque k — 400
Gr(x) — 0 lorsque k — +o0.

On a t,, € [0,1] alors on peut extraie une sous suite convergente t,,, —» ¢ € [0, 1].
Soit x € §2, on envisage les deux cas suivants :
1. (tn, (x))x borné, alors :
a) si (vn, (7))r est borné,
comme (uy,, ()), est borné, on a

Up,, (T)

I Uni |

9(z, up, ()

— 0 lorsque k — +o00 et — a(z) est borné,

c’est a dire limy_, 1o Gi(2) — 0, de méme limy_, o Fi(x) — 0;

b) si (v, (7)), n'est pas borné, alors il existe une sous suite soit encore notée (vy, ())
tel que limy_—, o0 Uy, () — +00. Comme (uy, (x))x borné (on a toujours t,, — t),

de méme que dans le cas 1.a)

lim Gi(z) — 0 car (uy,, (z))x est borné

k— 400

et
lim Fy(x) — 0 car @ 0n, (@) — b(x) lorsque k — +o0
k—r+oo Uny, (:C)
puisque
. U, (2)
< k
kiriloovnk(x) — oo et 0 < TU |

2. (up,(7))r n'est pas borné, alors il existe une sous suite soit encore notée (u,, (x)); tel que
limy oo Up, () — 00,

a) si (vp, (7)), est borné, de méme que dans 1.a)

lim Fi(x) — 0 car (v, (z)); est borné
k—+00

et

lim Gy(x) — 0 car 9(, tn, (7))

—a(x) — 0 lorsque k — 400
k—r+o00 Uy, ()

puisque limy_ . Uy, (2) — +oo et 0 < T;}(IH) <1
Nk

b) si (v, (x))r n'est pas borné, alors on peut extraire une sous suite encore notée
(Un, (2))k tel que limg_ 4 oo vy, () — 400, donc

f(, on ()

— b(xz) — 0 lorsque k — +o0 puisque lim v, () — +o0
Up, () k—+00
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et comme
0< Un, () <lona lim Fy(z) —0
| Un, | ko0

de méme on obtient limy_, ., Gi(z) — 0.

D’apreés ce qui précéde, pour tout = € 2 on a :
Uni () = to, L7 A(2) Uy, (2) + to, L7 F (2, Uy, ()

implique que
F(z, Uy ()

wi(x) = tnkalA(x)wk(a:) + tnk[f1 T,

(2.11)

et
F(z,Un, (2))

le théoreme de convergence dominée assure que

H — 0 simplement, lorsque k& — +o0,
k

F(z, Un, (1))

0. — 0 dans L”(Q) x L7(Q), lorsque k — +o00
n

S F(@Un, ()
dou L™H( =gk

et d’apres le théoreme et le corollaire 1] W2(Q) s’injecte de fagon compacte dans C/(€)

) — 0 lorsque k — +oo dans W7 (Q) x W7(Q) d’aprés le théoreme [1.3.1

pour tout p > n alors

Fa, Uy, (7))

L—l
| Un, |l

— 0 dans X, lorsque k — +oc.

Comme || wy [|[< 1 et L™ est compacte, A(z) borné il existe une sous suite soit encore notée
(wy)x tel que L™t A(x)wy(z) converge dans X, donc

wi(x) = tn, L A(x)wy(z) + tnkL_IW converge dans K vers une limite soit notée w(x).
"k

Par conséquent, w(z) = tL ' A(x)w(x) car

F(z, Un,(2))

tp L7t
* | Uny ||

— 0 et t,, L A(x)wy(z) — tL 7 A(z)w(z), lorsque k — +oo.

Le lemme assure que w(x) = 0, ce qui contredit le fait que || w(x) ||= 1.
D’apreés le théoréme [1.4.5, 7" admet un point fixe U € K avec || U ||< R, c’est a dire
LU = A(x)U + F(z,U).

Alors U est une solution positive et bornée du probléme .

Théoréme 2.2.2 Supposons (H1) — (H3), alors le probleme admet au plus une solution

positive et bornée.



Chapitre 2. Existence et unicité de solutions positives pour une classe de
systémes elliptiques semi-linéaires 18

Preuve

La démonstration est effectuée en trois étapes :

1 étape :

Supposons (H1)-(H3) et soit (uy,v;)? et (ug,v9)” deux solutions bornées et positives du pro-
bleme (2.1]), soit R = max{|| w1 |Joc, || U1 [locs | %2 [locs | V2 ||oo}-

Par (H1) f(z,u), g(x,v) sont continus et positifs sur Q x [0, R)].

Dénoter

m = inf r,v),M = su r,0).
QX[O,R}Q( ) QX[OI,)R}g( )

Nous avons m > 0, M > 0 car par (H3) on a (0, +00) > s — g(x, s) sont strictement croissantes

pour tout x € €2; donc

soit v > s = g(z,v) > g(z,s), Vo € Q,

= g(z,v) > lir%g@, s), v>0,VzeqQ,
s5—

et par (H1) on a
lim g(x,s) >0, Vae€Q,

50
donc

m = Qir[gR]g(:c,v) >0= M >0.
Comme,

_A(ul - %u2> = g(I7U1) - %g(x,z@),‘v’x € QJ
(u1 — %UQ)/(’)Q = O.
On a g(z,v;) — §79(x,v2) > 0 car

M 2 9(1'71}2)
= Mg(z,v1) = mg(z,vs),

g(a,v1) = m

m
= g(x,v) — Mg(x,vg) >0,

par le principe du maximum nous avons

m . m . m
Uy — Mug >0, c’est a dire, u; > MU/Q, de méme uy > Mul. (2.12)

20megtape :
Posons P = { 7 > 0| uy > 7Tus et ug > 7uy, x € Q}, puisque 7 = 17 € P, P n’est pas vide.
Comme

Uy = TUo et Uy 2> TUq,
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on a

(51 Z TU2 Z T(Tul) Z 7'2U1,

alors

72 < 1 donc 7 €]0, 1].

D’ou sup,.p 7 = A existe, donc
Uy > Mg, ug > Aug pour A €]0, 1] (2.13)

3tmegtape :
Nous affirmons que A = 1.

Par I’absurde, supposons 0 < A < 1. Par (H2) et comme 0 < A < 1 on a

/\Ui U;
Donc
flx, Auy) > Af(x,u;) de méme g(x,  \v;) > Ag(x,v;) i=1,2. (2.14)

Soit G(z,y) > 0 la fonction de Green de I'opérateur Laplacien —A avec la condition au bord

de Dirichlet homogéne, donc
0(o) = [ Gy, o) = [ Gl F sy
d’apres (H3) et on a
vi(e) > /Q Gla,y) Fy Az (y))dy,  va(a) > /Q G, ) (y, s (9))dy

et en tenant compte de (2.14)), on obtient

v () > A / G, y) £ (9, ual))dy = Noa(a),  va(z) > A / G, 9) f (s s (9))dy = Mo (@),

Donc

V1 2 )\UQ, (%) 2 )\’Ul. (215)

Puisque,
—A(uy — Aug) = g(x,v1) — A\g(x, v9), Vo € Q,
(u1 2) = g(z,v1) (z,v9) (2.16)
(’LL1 — )\Ug)/aQ =0

et d’apres (H3) et (2.15)), on a

g(‘T,Ul) - )‘g<x702) > g(l’, )‘U2> - /\g(LU,’UQ),
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d’aprés ([2.14]) et derniére inégalité
g(x,vl)_)\g<$,1)2>2)\Q(I,U2>—)\g<x,v2>:07 Vo € Q.

En appliquant le principe du maximum sur (2.16)), on obtient u; > Auy. De méme
ug > Aug et vy > Avg,vg > Avg (car 0 < A < 1).
En utilisant ces inégalités et ’hypothese (H3) et d’apres (2.14]) on a

g<I7U1) - Ag(l’7v2) > g(l’, )‘UQ) - )\g(‘ru UQ) (2 17)
> Ag(z,v9) — Ag(x,v9) =0, VzeQ,
pour x € 02, on a v; = v, = 0 donc
g(x,vl)—)\g(m,vg)z(l—)\)g(x,()), vxeaQa
en tenant compte de (H1), on obtient
g(x,v1) — Ag(z,v9) >0, Ve o, (2.18)
de (2.17) et (2.18) on a
g(x,v1) — Ag(w,v9) >0, Vo e,
donc, par (H1) et puisque 0 < vy, vy < R on obtient
igf[g(x,vl) — Ag(z,v)] =m > 0.
Comme m > 0,3¢ > 0 tq m > EM > £g(z,v) et comme A < 1,3 >0tq (A + &) < 1.
Prendre & = min{¢, ¢’} pour que
m>&g(x,v), (A+&) <L (2.19)
On a
—Afuy — (A +&)ug] = g(x,v1) — (A +&1)g(w, v2), Yz € Q,
(2.20)
[u1 — (A4 &1)ugl /o0 = 0
et

g(ZE,Ul) - ()‘ + 51)g<x’v2> = (g(ZE,Ul) - Ag('r?U?)) - glg(xﬂ)?)

> m—&g(x,vg) >0,

alors en appliquant le principe du maximum sur (2.20) pour obtenir

up > (N + & )us.
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De méme, il existe & > 0 tel que (A + &) < 1 et m > &gz, v1) et qui vérifie us > (A + &2)u;.
Si on prend ¢ = min{{;, &} alors (A+¢) < 1 et (A+¢) vérifie u; > (A+e)ug et ug > (A +¢&)uy.
D’oti, A 4+ ¢ € P une contradiction par rapport & la définition de .

Par conséquent A = 1, donc u; = us, v1 = vy par et respectivement ; ceci termine

la preuve.

2.3 Condition nécessaire d’existence de solutions

Théoréme 2.3.1 Supposons (H1), (H4) et que le probleme admet au moins une solution

positive et bornée, alors M < \;.

Corollaire 3 Supposons (H1) et (H4), alors (H5) est vérifie si et seulement si le probléme

admet au moins une solution positive et bornée.

Le théoréme [2.2.1] assurer I'implication directe et le théoréme [2.3.1] réalise I'implication réci-
proque.

Preuve du théoréme

Supposons (H1), (H4), soit (u,v)T une solution bornée et positive du probléme et w; >0
le vecteur propre correspondant a A;, d’aprés lemme 2.1.1fu > 0, v > 0.

Multipliant les deux cotés de la premiére équation de par w; puis en l'intégrant sur €2 et

en utilisant deux fois la formule de Green, on obtient

—/quldx:/g(x,v)wldx,
Q 0

alors,

/\l/uwldx:/g(x,v)wldx.
Q Q

Donc, on a

/g(x,v)wld:v:/\l/uwldx < supu)\l/wldx
Q Q z€Q Q

< | u |l Al/wldx
Q

< Ml oo+ 1l v 1) / wide,
Q

1T cas : Si a et b ne sont pas nuls

onav<|uls+|vlwet % > 1 donc v < (||"”°°+HZH°°)W’”°°, d’apres (H4) on a s — g(z, s)
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décroissent pour x € €2, alors

U lloo + | ¥ lloo) || & |leo
Al(llu||oo+||v||oo)/w1da:>/g(:v,(u I Hb o) 10l Jordz,
Q Q

d’apres (2.3]) on a g(z,s) > b(x)s, ce qui implique

U lloo + Il U lloo) || & |loo
Ml [l + [ v Hoo)/wldx>/b(” 1 Hb lloo) Il 0l wondz,
Q Q

donc
Ml o+ 10 1) [ wnde > bl (e 10 ) | e
Dot Ay >|| b ||oo, de méme nous pouvons que A; >|| a ||, donc M < ;.
2tmecas :Sia=b=0doa M =0 < \.
3mecas : Soit @ nulle et b non nulle, alors M =|| b ||.o< A; (d’aprés le 1¥cas), méme chose

pour b nulle et a non nulle on obtient M =|| a ||o< A;.



CHAPITRE 3

METHODE DES SOUS-SOLUTIONS ET SUR-SOLUTIONS
POUR LES SYSTEMES ELLIPTIQUES

Nous présentons dans ce chapitre I’étude de [15] sur les systémes elliptiques de la forme

Liu = T, Uk, U]k ), dCLTLSQ,
R Sz, g, [u]) k=1,2,...,m, (3.1)

%Lyk + bp(2)up = 0, sur €,

ou €2 un ensemble borné suffisamment réguliére, connexe et convexe dans R™"(n > 2), v est le
vecteur normale unitaire orienté vers l'extérieur, f; sont des fonctions données sur €2 x R™.
U= (Upy ey Up), (U] = (U1 oery Up—1, Uy 1,y -, U ) €6 Ly (K =1,2,...,m) est un opérateur unifor-

mément elliptique de la forme

Li(z)u = — Z al(x)0iu + Z af (z)0u + a*(z)u,
ij=1 i=1

avec (afj)nm matrice symétrique.
k 2+a () k 1+a/(O) k a ()
Nous supposons que a;; € C**%(€2), a7 € C'7*(Q) et a® € C*(£2) pour a €]0, 1],
On considéré les hypothése suivantes sur les fonctions f;, et a®, by, :
(H1) pour k = 1,2,....m, f : 2 x R™ — R est a-Hélder continu par rapport & la premiére

variable et localement Lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable.

(H2) Pour k = 1,2,...,m,a" > 0 sur Q et b, € C*T*(09Q) satisfaisant by > 0 sur OQ.

Une solution u = um) de (3.1) est une solution classique, si pour chaque k = 1,2,...,m,

(
w, € C2(Q) N CYQ)

Uy eeny
et

Ouy(z)

Lyug(z) = fe(z, ug(x), [ulx(z)), Ve € Q et + br(x)ug(z) = 0, Vo € 09.
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Pour v = (vq,...,v) et w = (wy,...,w,,) donnés, on dit v < w si v, < wy pour chaque
k=1,2,...m.

Nous définissons

[v,w] = {u € [C()]™ : vp(x) < up(z) < wp(z) Vo € Uk =1,2,...,m}.

Définition 3.1.1 Soit u,u € [C?(2) N CH(Q)]™. Alors (u,u) est dit couple ordonné de sous et
sur-solutions de (5.1), si uw < W et pour tout u € [u,u] et tout k =1,2,...,;m,

Lkuk S fk(xaﬂka [u]k)a dans Qv
% + bp(x)y, < 0, sur 052,
Lkﬂk > fk(xaﬂkv [u]k)v dans Q7
% + b (2)uy, > 0, sur 0f,

respectivement.

Remarque 7 Pour tout v = (v1,...,v,) € [C(Q)|™ C L¥(Q), il est bien connu d’apres le
théoréme que le systéme

Liu = v, dans §,
k=1,2,...m, (3.2)
%Lj +bp(x)uy = 0, sur 09,

a une solution unique u = (uy, ..., u,) = S(v) € [W2(Q)]™ et vérific les estimations suivant

H U HWI?(Q)S C/ || Vg HLP(Q), /{Z = 1,2, ., m. (33)

Puisque [C(Q)|™ s’injecte continument dans [LP(Q)]™ pour tout 1 < p < oo, il existe une

constante Cy tel que
[ uk lwzey < Collvk llo@), F=12m (3.4)

Cette estimations implique que S : [C(Q)]™ — [W2(Q)]™ est un opérateur linéaire borné.
Puisque [Wi(ﬂ)]m s’injecte de fagon compacte dans [CYH(Q)|™ d’apres le théoréme pour
tout < B,m <p ou B =1—n/p et dapres le corollaire 1] on a [C*F*(Q)]™ s’injecte de fagon
compacte dans [C(Q)]™ donc [W2Q)]™ s’injecte de fagon compacte dans [C(Q)]™, d’ot

S [O(Q)]™ — [C(Q)]™ est un opérateur linéaire borné compact.
Nous définissons 'application T" par
T(u) = S(F(u)) (3.5)

ou F(u) = (f1, ., fm)-
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Lemme 3.1.1 Supposons (H1) et (H2) vérifiées. Alors le systéme est équivalent au pro-

bleme du point fize u = T'(u) dans [C(Q)]™. L application T : [u,u] C [C(Q)]™ — [C(Q)]™ est

continue et compacte.

Preuve
Supposons (H1) et (H2) sont vérifiées.
Soit u solution classique de (3.1]) alors v € [C?(2) N CY(Q)]™ ce qui implique que

Liu, = fr € C(Q) et u C [C(Q)]™,

donc u, F(u) € [C(Q)]™ et on a u = S(F(u)), cest-a-dire u = T'(u) donc toute solution du
systéme est point fixe de T.

Inversement, supposons que u € [C'(£)]™ est un point fixe de 7.

Puisque

F(u) € [C(Q]™ C [L7 (@)™,

par (3.3), S est une application de [L”(Q)]™ dans [W;7(€2)]™, il s’ensuit que u € [W2(Q)]™.
I est bien connu que [W2(Q)]™ s'injecte de maniére compacte dans [C1T(Q)]™, d’apres théo-
réme (1.4.2[pour tout a < 3,n < pou f = 1—n/p; douu € [C*(Q)]™N[W2(2)]™. Cela implique

que z — F(u)(z) € [C*(Q)]™, en effet, soit z,y € Q telle que = # y on a

o) = Felyu@) | _ L ule)) = Sl ulw) + fie, ) = uly, u(v) |
r—y|* |z —y|*
o - Lol = filouto) | e uts) — gt
: ERTE ERTIE

puisque fi est a-Holder continu par rapport a la premiére variable, on a

| frlw,u(y)) — fely, u(y)) |

sup < 0
THY |x_y|a

et puisque fi localement Lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable, il existe o > 0

telle que
| fr(z,u(@)) = frlz,w(y)) < ok | u(@) — uly) |
donc
| fi(z,u(z)) — frly, uly)) | < 0k| u(z) — u(y) | 4 sup | fi(z,uly)) — fely, uly)) |
[z -y [z —y]° ”ﬁy [z —y |
comme u € C1(Q) et Co(Q) € CL(Q),
L) ) |

THY |$_y|a
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alors

s LI0(0) — fily)
zy |z -y
Finalement, F(u) € [C*(2)]™ implique d’aprés le théoréme que

< 0.

u € [C*He(Q))™.

Par conséquent, u € [C?(Q) N CH(Q)]™ et u est une solution classique du probléme (3.1)).

Soit (U )nen € [u, ], donc (uy,),en une suite bornée dans [C'(Q)]™ par la continuité de F on a
F(u,) bornée et par la compacité de S il existe une sous suite (up, )ren de (un)nen tel que la
suite S(F(uy,)) convergente donc T est compact et puisque F(u) € [C(Q)]™ et

S [C(Q)]™ — [C(Q)]™ est un opérateur linéaire borné alors T est continu, d’ott T' est compact

et continu de [u,u] dans [C(Q)]™.

3.2 Existence de solutions

Dans le théoréme suivant, on démontre I'existence de solutions par la méthode de sous et

sur-solutions.

Théoréme 3.2.1 Supposons que (H1) et (H2) sont satisfaits. Soit (w,w) un couple ordonné
de sous et sur-solutions de (3.1)). Alors admet au moins une solution u dans [u,u.

Preuve
Supposons (H1) et (H2) et que u,u soient les sous et sur-solutions de (3.1)); donc u < w et

pour tout u € [u, ] et tout k =1,2,...,m,

Lk@k < fk(x>ﬂk> [u]k‘)a dans Qa
B | (), < 0, sur ), 3.6
Lkﬂk > fk('r7ﬂ1€7 [U]k), dans Qa
om0 sur Q)

I'hypothése de régularité (H1) pour f; localement Lipschitz par rapport a la deuxiéme variable

implique 'existence de constante positive o (k = 1,2, ...,m) telle que
| frlw, 50, [r]i) = fulw, b [r)s) 1< o | (si = 1) [, Vs, 7, L€ [C2HQ)NCHQ)™ Ve €, (3.7)

pour tout ¢z = 1,2, ..., m.

Pouri=kets=u,r=0l=vona

fk(.l’,ﬂk, [U]k) — fk(x,vk, [U]k) > —O'k(ﬂk — vk),Vg <v <7, Vo € Q, (38)
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et pour s=r=wv,l=wuona
Jr(z, v, [0le) = ful, wy, [0]k) > —ow(ve — ), Vu < v < 7w,V € Q. (3.9)

On ajoute M} aux deux membres de chaque une des équations différentielles du systéme
tel que

My, := oy +max{]| a* [lc@), || br lowa)}-
Alors le systéme est équivalent au systéme

Ly, + Myw, = fr(x, ug, [ul) + Myug, dans Q, k=12 ..m. (3.10)
S 4 by (v)uy = 0, sur 052,
De plus, u et w sont également des sous et sur-solutions pour le systéme (3.10f). Par lemme m,
le systéme (3.10]) est équivalent & ’équation du point fixe u = T'(u) dans [C(Q)]™ et
T : [u,u] — [C(Q)]™ est une application continu et compact.
Montrons maintenant que

T:fu,u] — [u, 1.

Soit v € [u,u] et w = T(v). Alors u et v satisfont

Lyuy + Myu, = X, Uk, [V]k) + Myvg, dans 2,
sk My = ful, 06 [ole) + Mo k=1,2,..,m (3.11)
%LV’“ + bp(v)up = 0, sur OS2,
D’autre part, puisque v € [u, ], u < v <@, donc u, < [v]x < Uy alors avec (3.6) on a u vérifie

L., + Mw, > T, U, [V]k) + Myly, dans (2,
KUk Kug > fi(@,w, [v]k) KTk k=1,2,..,m. (3.12)
% + b (), > 0, sur 0f2,

Soit wy = U — ug, par (3.11)) et (3.12)) on a
Lywy, + Mywy, > fi(@, Uk, [V]k) — fr(@, vk, [V]k) + My (a, — vg), dans €,

(3.13)
4 by(z)wy > 0, sur 052,
pour k=1,2,....m.
De plus, on conclut de (3.8) et (3.13]) que
Liywy, + Mywy, > (Mg —og)(up —vx) >0, dans €,
wor My 2 (M = 00T —ve) 2 k=1,2,...m. (3.14)

% + bp(x)wp > 0, sur 0,
Par le principe du maximum, il s’ensuite que w; > 0; d’olt v < Ug. De mémes avec la troisiéme
et la quatrieme inégalité de et par (3.9), pour wy = uy — u;, nous obtenons u;, < ug. Par
conséquent, T application de [u, ] en lui-méme.
Il est clair que [u, ] est un sous-ensemble convexe fermé borné de [C(Q)]™ et comme T est
continue et compacte, 'existence d’un point fixe découle du théoréme du point fixe de Schauder,

d’ott le probléme (3.1)) admet au moins une solution u dans [u, u].
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3.3 Application

Dans cette section, on applique la méthode de sous et sur-solutions pour étudier ’existence

de solutions du systéeme elliptique suivant

.

—Au = a(z)v — c(z)u — e(x)u(u +v), dans Q,

—Av = b(z)u—d(z)v— f(x)v(u+v), dans Q, (3.15)
ot afz)u = 0, sur 052,
P+ Bz = 0, sur OS).

\

Nous supposons que « et [ satisfont (H2), les coefficients a,b,c,d,e et f sont des fonctions

strictement positives sur C*(€2).

On considére le systéme suivant

(

—Au = a(x)v —c(x)u, dans Q,
—Av = b(zx)u —d(z)v, dans (,
(3.16)
g—z +a(x)u = 0, sur 011,
\ P 4 Blz)y = 0, sur 0.
Lemme 3.3.1 Soit ug, vy € C2(Q) N CL(Q) tel que ug > 0,v9 > 0 sur Q et
(
—Auy > a(x)vy — c(x)ug, dans €,
—Auv, > b(x)ug — d(x)vg, dans €1,
S (3.17)
2+ a(z)uy > 0, sur 082,
%LVO + B(z)vg > 0, sur Of).

\
ot [’égalité n’est pas vérifice dans certaines des équations de . Alors satisfait le

principe du maximum fort.

Le probléme ([3.16)) satisfait le principe du maximum fort si u,v € C?(2) N C*(Q) tels que

/

—Au > a(z)v —c(x)u, dans €,

—Av > b(x)u —d(z)v, dans Q,
(3.18)

Pt a(z)u > 0, sur 02,

P4 Bz > 0, sur OS).

\
alors soit (i) u,v = 0 sur Q ou (i) v > 0,v > 0 sur Q.
Preuve

Supposons ug, vy € C2(2)NCL(Q) tel que ug > 0,vy > 0 sur Q et satisfaisant (3.17)) ot I'égalité
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n’est pas vérifiée. Par I’absurde, supposons qu’ il existe w1, v; non tous les deux identiquement

nulles satisfaisant (3.18]) mais qui ne satisfaisaient pas (ii). Pour ¢ € [0, 1], on définit

w = (1 —1t)ug+ tuy,
V¢ = (1—t)1}0+t1)1.

Puisque ug, vy > 0 sur Q, Jt, €]0, 1] tel que

ug, vy >0 sur Q, Vt € 0, to]

U, OU Uy, & un zéro dans €.

Nous supposons qu'il existe 7; € € telle que uy, (71) = 0. On multiplie la premiére équation de

(3.17)) et (3.18]) par (1 — ty) et to respectivement, puis on somme et on obtient
—Auy, > a(x)vy, — c(x)uy, Yr €,

donc,
—Aug, + c(x)uy, > a(x)vy, >0, Vo € Q.

De méme avec la troisiéme équation de (3.17) et (3.18]), en déduire que

Og;‘) + a(z)uy, >0, Vo € 09,

en utilisant le principe du maximum on obtient u;, = 0 ou uy, > 0 sur (2.

Puisque 3x; € Q tel que uy, (1) =0, on a

u, = 0sixy € €

(3.19)

(3.20)

(3.21)

si xy € 02, on a uy, = 0 ou uy, > 0 sur €2, supposons que uy, > 0 sur {2 on a 7 est un point

minimum de wu, alors par le théoréme |1.2.1| de principe du maximum on obtient

contradiction par (3.21]), donc dans le deux cas

ut() EO

par ([3.20]) nous obtenons

Vo = 0.

Puisque u; et vy ne sont pas tout les deux identiquement a nulles, t, < 1.

Ainsi, par (3.22)) et (3.23)) et comme

Uy = (1 — to)Uo + toul

Vg = (1 — to)’Uo + toUl,

1o}
g:/o (l’l) <0

(3.22)

(3.23)
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on a uy = Oug, v; = vy telle que 6 = (to — 1)/ty < 0; mais puisque ug, vy satisfont (3.17)),

(

—Auy = 0(—Auyg) < a(z)vy — c(x)uy, dans €,
—Av; = 0(—Avy) < b(x)uy —d(z)vy, dans €,
2 4 az)u; = 0(92 + a(z)uy) < 0, sur 09,
Q1+ B(x)vr = (%2 + B(z)vg) < 0, sur 0S).

Ceci est impossible puisque uq, vy satisfont (3.18)), d’ou (3.16]) satisfait le principe du maximum
fort.

Corollaire 4 Supposons que a(x) — c(x) < 0 et b(x) — d(z) < 0 pour tout x € Q, alors le
systeme vérifie le principe du mazimum fort.

Preuve

Soit M est n’importe quel nombre positif, en choisissant uy = vy = M alors

(

—Aug =0 > a(x)vg — c(x)ug = (a(x) — c(x))M, dans Q,
—Avy =0 > b(x)ug — d(x)vg = (b(x) — d(z))M, dans Q,
% +a(z)ug = a(z)M > 0, sur 050,
8o + B(x)ve = fla)M > 0 sur Of.

\

Donc d’aprés lemme (3.3.1)) le systéme (3.16)) vérifie le principe du maximum fort ceci termine

la preuve.
Soit
u _ _
X = € 02H(Q) x C2(Q) - 2 4 aleu=0,% + Blajo =0 p
v
Y = C%Q) x C%(0).
Le systeme (|3.16|) peut s’écrire sous la forme
LU — A(z)U = 0, dans Q,
g—z +a(z)u = 0, sur 09, (3.24)
g—z + p(x)v = 0, sur 09,
ou
u —c(z) a(x)
U= , A(z) = , L=—-A. (3.25)
v b(x) —d(z)

Lemme 3.3.2 [J] L’opérateur
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(i) L — A(x)+ M : X — Y est inversible.
(ii) (L — A(z) + M) ' :Y — Y est strictement positif et compact.

ou M est une constante strictement positif suffisamment grande.

Preuve

Soit F' = (f1, f2) € Y, telle que

(
Lu —a(z)v+c(lx)u+ Mu = fi dans Q,
Lv —b(x)u+d(x)v+ Mv = dans €2,
(@)u+ d(x) 2 -
%+ a(z)u = 0, sur 09,

)
| + B(z)v = 0, sur 09,

on multiplie la premiére équation de 1) par v € H'(Q) et la deuxiéme équation par

v € H' (), puis on somme et intégrant sur et en utilisant la formule de Green, on obtient

[o VuVu'dz + [, VoVv'dz + Joq (@) uu "ds + Joq Bz Jov'ds + M [, (uu’ +vv')dx

e (3.27)
+ [o(c(@)uu’ — a(z)vu’ — b(z)uww + d(z)ov)dr = [,,(fiu' + fov')dz.

On définit la forme bilinéaire

B , / :/VuVuldx—k/Vvau'der/ oz(x)uu'der 5(1’)7}“@5
Q Q 90 89

+M /Q(uu/ + o0 )dzx + /Q(c(x)uul — a(z)vu — b(z)ww + d(x)vv)dz

et la forme linéaire
/

u ’ ’
l = U ov )dx
) = [ )

v
On démontrer que B et [ satisfont le théoréme de Lax-Milgram.

1) a) la continuité de B,

B ) , §/ |VuVu/|dx+/ ’VUVU/|dI+/ | o(z)und | ds
Q Q a0
/ | B(x )UU |ds+M/ un |+|vv |dx
o0
+/(! c(:z:)uu | + | a(:z:)vu | + | b(m)uv | + | d(x)vv, |dx,
Q

les coefficients a, b, c,d € C*(€) donc sont des fonctions bornées sur €2, on pose

C) = max{maxq a, maxq b, maxq ¢, maxq d} et comme a(x), 3(z) € C1T(90Q) et alors a(x), 3(x)
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sont des fonctions bornées, on pose Cy = max{maxyq o, maxsq S}, par I'inégalité de Cauchy-

Schwarz on a

C2 U I R B | Y e T R R P g P
+Co([| u [l z2e) || v 200y + | v 200l v [l22(00))
+(C + M)l u 2@l v 2@ + 1o 2@l v l2w)
+C (v 2@l o' 2 + I u @l v lw),
donc
O Y O I 1 R Ty P Py PR R ey
+C (v L@l v ) + 1w ol v @)
<A+ Cr+ M+ )| ullm@ll v lme + v L@l v e
+ v @l v lae + ulla@ll v @),
comme,

(|| u HHI(Q)H u ”Hl(Q) + v HHl(Q)H v HHl(Q) + v ”Hl(Q)H u HHl(Q) + | u HHl(Q)H v HHl(Q))

1 ’ ’ 1
<2(|| u ||§{1(Q) + [ v ||1291(Q))2(|| u ||§{1(Q) + v ||%-11(Q))27

on obtient
u u/ U,
B : / < (14C+M+(Cy) ,
v v v v
H1(Q) H1(Q)
ou
u 1
= ([ u H%{l(n) + [l v ”125(1(9))2'
v H1(Q)
b) la coercitive de B :
B[ " ) = ve e Vo ||2 24 2
; = Vu[[f2@) + | VU l72) + | alz)[u"ds+ [ B(z)|v]" ds
v v o0 o0
+M (|| u H%2(Q) + || v H%Q(Q)) + /(c(av)u2 — a(x)vu — b(z)uv + d(x)v?)dx,
ensuite,
BIL Y ||| 21V e + 11 Vo By M1 u By + 10 [220)
: 2 12(Q) 12(Q) 12(Q) 12(Q)
v v

+min{min c(z), mind(z)} (| v |72 + | v [I720) — QCg/uvdx,
z€e) z€N Q
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par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

B([" N 21V e + 1T gy A+ O (1 [y + 1] 0 [22e)
; 2 || VU ||z2(q) CRIVEI) 3)UN U L2 () Uiz
v v

—205(|| u HL2(Q)H v HLQ(Q)):

ou C3 = min{min,cq ¢(z), min,cq d(x)}, comme

—205(| w 2@l 0 lz2@) = —Colll u 172y + | v 172(0))

on a
B(|" ) s v Vo |2 M+Cy—C : 2
; > || Vu |72 + | VU 720 +(M +Cs D) w20 + 1 v lI72(0))s
v v

donc

u u ‘ ) )

B , >min{l, M + Cs5 — Co} (|| w [l ) + [ v I710))-
v v

de sorte que M + C3 > C5 on a

2
u u
B , >min{l, M + C5 — Cy}
v v @)
2) la continuité de [ :
U/ ’ ’
%) =] [ fhas.
v Q
en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient
ul ’ !
L < | fillzzll w Iz + 1 f2 [zl v 22
v

1 ’ ’ 1
< (I f 2@ + I f2 llZa@) 2l 1o + 10 720)) 3,

donc
'LL, ’ 2 ) 1
o < N F ez (T gy + 110 1Fng)?
v
ou
I F 2= (I fi 22 + 1l fo [I2eiey)?
L2(Q) 1 L2(Q) 2 L2(Q)
d’oll
u/ /
U < N F 2o ,
v

HY(Q)
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Donc, B et [ satisfont les hypothéses du théoréeme de Lax-Milgram, alors il existe un unique
solution U € H'(Q2) x H' (), tel que

/ / /

u u u u
B , =1 Y c H'(Q) x H'(Q).

/ / /

(% v (% (%

Siu =0, on a la deuxiéme équation de , si v’ =0, on a la premiére équation de (3.26]),
donc U est une solution de (3.26)).

Puisque H'(Q) = W3 () s'injecte de fagon compacte dans C*(Q), pour o« < fou g =1— 2,
on a u,v € C*() et comme f1, f2,a,b,c,d, € C%(Q), par la premiére et la deuxiéme équation
de on au,v € C?*%(Q), d'ott U € X donc L — A(x) + M est inversible de X a Y, alors
(L — A(z) + M)~ définit de YV a X.

Comme  borné et convexe et o < 1, d’aprés la corollaire [I| on a X = C?t%(Q) x C?t%(Q)
s'injecté de fagon compacte dans Y = C%(Q) x C*(Q2). D’ou (L — A(z) + M)~ est compact de
Yay.

De plus, si M est choisi suffisamment grand tels que a(z) — c¢(z) < M et b(z) — d(z) < M pour
tout z € Q, d’apres le corollaire 4| (L — (A(x) — M))™' = (L — A(z) + M)~! est strictement

positif.

Lemme 3.3.3 L’opérateur L — A sous condition au bord de Robin homogéne admet une valeur
propre principale ; ¢’est-a-dire qu’il existe A\ (A) € R et ug, vy € C3(Q) N CY(Q) tels que

u0>0,v0>05urQ et

( —Aug + c(x)ug — a(z)vg = M(A)ug, dans Q,
—Avg — b(x)ug + d(x)vg = A (A)vg, dans €,
M + a(];)uo = R sur (99,

0
G 4 B(z)vy = 0, sur O0S).

(3.28)

Preuve

Il est bien connu d’aprés lemme que si M > 0 est suffisamment grand, on a

L—A(z)+ M : X — Y est inversible de telle sorte que (L — A(z) + M)~! soit strictement
positive et compact.

On peut maintenant appliquer le théoréme de Krein-Rutman sur (L — A(z) + M)~ donc

(L— A(x 1 a une valeur propre principale strictement positive, qui est notée u.

1l existe donc U = €Y XY avec @t > 0,9 > 0 sur Q, telle que (L— A(z)+M)'U = uU,
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implique que U = pu(L — A(z) + M)U.
Alors, (L — A(z))U = (1/u— M)U d’ont L — A(x) a une valeur propre principale égale dans ce
casa l/u— M.

Proposition 3.3.1 Supposons que Ay(z) = (a};(x))2x2 et As(x) = (af;(x))2x2 sont des ma-

trices avec entrées strictement positives dans les éléments hors diagonale. Si Ay(xz) > As(x),
c’est-a-dire azlj (x) > a?j(:v) pour tout x € Q et 1,5 = 1,2 mais Ai(x) différente de As(x), alors

A(Ar) < Ai(Ag).

Preuve
U
Par le lemme (3.3.3} il existe U; = "] de sorte que
U1
u; > 0,01 > 0sur Qet [L— Ai(z) — A\ (A)]U; = 0.
Alors

[L = Ag(z) = M(AD]UL = [L— Ai(x) — M(A)]Us + (As(x) — Ag())Us
= (Ai(x) — Az(2))Uy > 0,

(3.29)

(Ai(z) — Az (x))Uy # 0,

d’apreés lemme |3.3.1], nous savons que le systéme
[L — AQ(ZL’) — )\1(A1)]U == 0,

satisfait le principe du maximum fort.

De plus, si v > 0 désigne la valeur propre principale du systeme
L — Ay(x) — M (A,

En déduire que

)\1(./42) = )\1(./41) +v> )\1(14.1)

Ceci termine la preuve.
Pour toute fonction strictement positive £ € C*(€) on note £ et £ le maximum et le minimum

de ¢ dans ) respectivement. Soit

M = max {g, ;} (3.30)

Le théoréeme suivant assure l’existence de solutions sous une condition portant sur la valeur

propre principale.



Chapitre 3. Méthode des sous-solutions et sur-solutions pour les systémes
elliptiques 36

Théoréme 3.3.1 Si \(A) <0, alors le systéme admet au moins une solution positive.

Preuve

v
Supposons que A (A) < 0, d’aprés lemme [3.3.3] il existe ¥ = N
Uy

U, > 0,0y > 0 sur €, tels que

— AU, = a(x)Vy — c(x)V1 + A (A)Y, dans €,
_A\IJQ = b(IL‘)\Ijl — d(CL’)\IJQ + )\1 (A)\Ijg, dans Q, (3 31)
% +a(z)¥, = 0, sur 051, '
\ 8 4 B(z)¥y = 0, sur 0.
_ u* M Uy Uy
Soit U* = = et U, = =c , o M est donné comme dans
v* M Vs Uy

(3-30). Comme (H1) et (H2) sont satisfaits, pour démontrer 1'existence de solutions, il suffit de
démontrer que U* et U, constituent une paire de sous et sur-solutions du (3.15)).
Soit M comme défini ci-dessus et € > 0 est choisi suffisamment petit.

D’aprés (3.30), nous avons a(x) — e(z)M < 0 pour tout = € € et ainsi
c(x)M >0 > (a(x) — e(x)M)v — e(z)M?, VO < v < M.
Donc, nous obtenons
—Au* + c(z)u* > a(x)v — e(z)u*(u* +v), V0 < v < M.

De plus, on a
ou*
ov

De méme, on peut déduire de (b(x) — f(x)M <0, Vx € Q) que

+ a(x)u* =a(z)M >0, VO <ov < M.

—Av* +d(z)v* > b(x)u — f(z)v" (v +u), VO <u < M.

D’autre part, on a
ov*
ov

Soit & = min{a/eW,,b/fUs}.

+ Bl = B)M 20, Y0 < u < M.

Ensuite, pour tout € € (0,£), nous avons a(z) —ee(z)Wi(x) > 0 et b(z) — e f(z)Wa(x) > 0 pour

tout = € Q.
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Alors, lorsque € < € et eWUy < v < M et comme A\ (A) < 0, nous obtenons

—Au, — a(z)v + c(x)us + e(x)up(us +v) = —eAV¥; — a(x)v + ¢(x)eV,y
+e(x)eVy(eV; + v)
= (=AY, — a(z)Vy + c(x)Vy)
+a(z)(eVy —v) + e(x)eV(eVy + v)
= eAM(A)V] + ca(x) Py
—(a(z) — e(x)e¥y)v + e2e(x) V3
eM (A + ca(x)V,
—(a(z) — e(x)eWy)eV, + e2e(x)V?
= eM(A)T) + e%e(z)T (T + Ty) < 0,

IN

lorsque ¢ est suffisamment petit, d’olt
—Au, + c(x)us < a(x)v — e(x)us(ue + v), Vely < v < M.
De plus, nous avons que

Qe+ a(z)u, = 6(% +a(z)¥) =0<0, VeUy <v < M.

De méme, nous pouvons également prouver que

—Av, +d(z)ve < b(x)u— f(z)vi(vs +u), VeU; <u< M,
%—i—ﬁ(x)v* = 5(%+5(I)\1’2)=0§0, Vel <u < M,

d’ott (U,, U*) est un couple ordonné de sous et sur-solution du systéme (3.15)).

Par conséquent, d’aprés théoréme le systéme ((3.15)) admet au moins une solution positive

U dans [U,, U*].



CONCLUSION

Les théorémes de I'existence et 'unicité des solutions aux problémes elliptiques linéaires et
les théorémes d’injection compacts sont importants pour obtenir un point fixe prouvant 1’exis-
tence de solutions aux problémes elliptiques semi-linéaires que nous avons cherché & démontrer.
Quant a I'obtention de solutions positives, nous utilisons le principe du maximum ou la méthode

de sous et sur- solutions pour qu’il suffise de prendre les sous-solutions positives.
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