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Systemes linéaires multivariables

Avant propos

Au nom de Dieu, le Tout Miséricordieux, le Trés Miséricordieux.

Les récentes tendances industrielles dans la mise en ceuvre de systémes de contréle revendiquent une
perspective plus large dans la conception, pas seulement un ensemble de contréleurs a boucle unique,
mais un systeme complexe avec plusieurs variables interdépendantes a contréler et la possibilité de
manipuler plusieurs variables. La premiére étape dans cette direction consiste a envisager le controle de
systemes a plusieurs variables.

Ce cours intitulé "Systemes Linéaires Multivariables" s'adresse essentiellement aux étudiants de
premiére année Master en Automatique, il essayera de donner les concepts fondamentaux des systemes
multivariables. Il est structuré sur cing chapitres:

Le premier chapitre est un chapitre introductif qui met la base théorique de quelques notions
fondamentales telles que: la notion du systeme et ces différentes représentations, ainsi qu'un rappel
mathématique du calcul matriciel.

Le deuxieme chapitre présente les différents types de représentations des systemes linéaires, et la
résolution de I'équation d'état.

Les notions de commandabilité et d'observabilité des systéemes linéaires, ainsi que de la
décomposition de Kalman, font lI'objet du troisieme chapitre.

Le quatrieme chapitre est consacré a la représentation de systemes linéaires multivariables par les
matrices de transfert.

Le cinquiéme chapitre est dédié a la commande par retour d'état des systemes linéaires multivariables.

Enfin, afin de solidifier les informations acquises, un exemple d'application a été proposé a la fin du
polycopié. Cet exemple est I'étude d'un systéme multivariable qui est le double pendule inverse.

Pour bien comprendre les concepts donnés, des exemples avec ces solutions ont été insérés, ainsi
qu'une série d'exercices a la fin de chaque chapitre.
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Chapitre |

Introduction

Ce chapitre introductif est consacré a la révision de quelques notions fondamentales. Nous
commencons par un rappel mathématique du calcul matriciel, puis nous donnons quelques notions
fondamentales sur les systémes et leurs différentes représentations.

I.1. Rappel sur le calcul matriciel

On appelle matrice un tableau rectangulaire formé de mn nombres, formeé de m lignes et de n colonnes:

a1 adp A1p
dz1 Az vt dApp

A= : : : (I-l)
Ami1  Am2 Amn

Si m = n, la matrice est dite carrée.
1.1.1. Le déterminant d'une matrice
Le déterminant d'une matrice qui nous le noterons A(A) ou det(A) est donné par:

a1 Q12 Qqp
Qz1 Gz -+ Qan| _ it

det(A) =1 ; L T EIR (D™ gy det(My)) (1.2)
an1 QAn2 *° Gpn

Dont M;; est la matrice extraite de A en supprimant la i*™ ligne et la j*™ colonne.
(—1)™ det(M;;) est le cofacteur de a;;.

Notons qu'une matrice non carrée ne possede pas de déterminant.

1.1.2. La matrice transposée

La matrice transposée notée ATou A’ de la matrice A (mxn) est la matrice nxm en permutant les lignes et
les colonnes de A.

1.1.3. La matrice des cofacteurs (comatrice)

Le cofacteur d’indice i,j de A est :
(Com A)U - (—1)i+j det(A”) (|3)

A;; est la sous-matrice carrée de taille n — 1 deduite de A en supprimant la i*M€ ligne et la j°™ colonne. La
comatrice de A est la matrice de ses cofacteurs.

1.1.4. L'adjointe d'une matrice carrée

La matrice adjointe d'une matrice A est la matrice adj(A) obtenue en transposant la matrice des cofacteurs.
1.1.5. Inverse d'une matrice carrée

La matrice inverse d'une matrice carrée A est la matrice A telle que:

A1 = @) (1.4)
det(A)
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— Une matrice est dite réguliére si elle est inversible, autrement dit, si son déterminant est non nul.
Dans le cas contraire, elle est dite singuliére.

1.1.6. Rang d'une matrice

Définition: on appelle mineur d'une matrice A le déterminant formé des éléments restants de la matrice
quand on supprime quelques lignes et quelques colonnes.

Exemple I.1:

Soit donnée la matrice
A=10z1 Gz Gz3 Qg
31 A3z Azz G34
— On obtient les mineurs du troisieme ordre de cette matrice apres avoir supprimé une colonne et
calculé le déterminant de la matrice qui reste, il y en a quatre.

a1 Q12 Qg3 a14]

— On obtient les mineurs du deuxieme ordre en supprimant deux colonnes et une ligne, il y en a 18.
— De méme il y al2 mineurs du premier ordre.
Définition: on appelle rang d'une matrice A I'ordre maximal du mineur non nul de la matrice A.
Exemple 1.2:
Calculer le rang de la matrice suivante

1 -1 0
A=[2 0 1
1 1 1
Solution: 2.
Exemple 1.3:
Calculer le rang de la matrice suivante
_n 2 3
A= [3 6 9

Solution: 1.

& Remarque: Si A est une matrice carrée d'ordre n, le rang k de cette matrice vérifie la relation k <
n. si k =n, la matrice est dite réguliére, si k < n la matrice est dite singuliére.

1.1.7. Matrice carrée diagonale de dimension n

Une matrice carrée est dite diagonale si tous ses éléments a;; avec i # j sont nuls. Seule la diagonale
Ai1, Azz,..., Any CONtient des éléments non nuls.

1.1.8. Matrice identité de dimension n
La matrice identité I est la matrice diagonale dont les éléments de la diagonale sont tous égaux a 1.
1.1.9. Addition des matrices
On ne peut additionner que des matrices de mémes dimensions n x m.
C=A+B ou c¢j=a;+b; (1.5)
1.1.10. Multiplication des matrices

On ne peut multiplier une matrice A de dimension n X m que par une matrice B de dimension m x p, le
résultat donnant une matrice C de dimension n X p. la multiplication n'est pas commutative.

C=A.Bou Cjj = kazl Ak bk]' (|6)
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1.1.11. La matrice nilpotente

Une matrice A est dite nilpotente s'il existe un entier k tel que A¥ = 0 (matrice nulle). Toutes les
puissances de A supérieur a k sont nulles également.

Exemple 1.4:
_[0 1 2_[0 O
A‘[o o]etA ‘[0 o]
1.2. Rappel des notions de systeme et de I'approche d'état

Notion de systéeme

Un systéme, agrégation d'éléments interconnectés, est constitué naturellement ou artificiellement afin
d'accomplir une tache prédéfinie. Le systéme est généralement représenté schématiquement par un
schéma fonctionnel (Figure 1.1) consistant en un rectangle auquel les signaux d’entrée sont représentés
par des fleches entrantes et les signaux de sortie sont représentés par des fleches sortantes.

Grandeurs 1(6) y1(0) Grand
oy u, (t) ———> \ — (1) randeurs
d'entrée ou ] Systeme . de sortie ou
commandes : : observations
Uy () ——p — ()

Figure 1.1. Schéma fonctionnel d'un systeme

La variable t désigne le temps.

Un systéme est dit déterministe si, pour chaque entrée u(t) il n'existe qu'une seule sortie y(t). Au
contraire, pour un systéme indéterministe ou stochastique (ou encore aléatoire), il y a plusieurs sorties
possibles, chacune d'elles étant affectée d'une certaine probabilité.

Un systeme est dit continu si u(t) et y(t) sont des fonctions de variable continue, soit t. le systéme
est discret ou échantillonné si, le signal n'est transmis qu'a des instant discrets.

Un systeme est dit linéaire si, le principe de superposition s'applique, c'est-a-dire si:
S{kyuy (£) + kaua (D)3 = kyS(uq (6) ) +k2S(uz () (1.7)

Un systeme est dit stationnaire ou invariant si les relations entre l'entrée et la sortie sont
indépendantes du temps (les caractéristiques du systeme sont invariantes dans le temps).

Un systéme est causal si la valeur de y(t) a un instant t,, soit y(t,), ne dépend pas des valeurs de
u(t) pour t > t,; notons que tous les systémes physiques sont causaux.

Un systéeme dynamique est un systéeme classique qui évolue au cours du temps de facon a la
fois causale et deterministe.

1.3. Différents types de représentations des systémes
On distingue deux types de représentations:

1. Lareprésentation externe
2. Lareprésentation interne

1.3.1. La représentation externe (Fonction de Transfert)

Cette représentation utilise directement la relation entrée-sortie. Considérons un systéme linéaire
stationnaire monovariable décrit par I'équation différentielle linéaire a coefficients constants suivante:

d™y(t) d"Vy@)

noogen n-1"gin-1 '

dy(t)
dt

dmMy(t) dMm=Dy(t) du(t)
1

+ag Y(O)= b zem T bm-1 et e by — =+ by u(t) (1.8)

ta
1 dt
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ag,- ..,y €t by,...,b,y, €tant des constantes.

N.b.: L'égquation ne contient pas de terme constant, car il est possible d'éliminer ce terme par un changement de
variable.

Si I'on admet que le systéme est initialement au repos (conditions initiales nulles), I'application de la
transformée de Laplace donne:

@ P Y(p) + @y P"THY(P) +.t ay p Y(P) + G Y(P) = by p™ U(P) + by P U(P) +...+ by p U(R) + b U(p)  (1.9)
Ou Y(p) et U(p) sont les transformées de Laplace de y(t) et (u(t).
Alors, on obtient:

Y(®) _ by Pp™+bpm_1pP™ 1 ++b1p+bg
Ulp) app"+ay_1p™l+-+aip+ap

H(p) =

(1.10)

H(p) est appelée transmittance ou fonction de transfert.

Si I'on écrit la sortie sous la forme Y(p) = H(p) . U(p), et si I'on prend les originaux des deux membres, il
vient:

Y(t) = h(t) =u(t) (1.12)
Ou = est I'opérateur de convolution.

1.3.2. La représentation interne (représentation d'état)

La représentation interne d'un systeme repose sur la notion d'état. L'état a un instant donneé t,, d'un
systeme, est constitué par les n valeurs prises par un ensemble de grandeurs que I'on doit posséder sur le
systéme a cet instant t, pour pouvoir déterminer son évolution ultérieure (a t > t,), & partir de la seule
donnée des entrées ultérieures. Ces grandeurs sont appelées variables d'état, et sont rassemblées dans un
vecteur, appelé vecteur d'état.

L'état d'un systéme est décrit par un ensemble des équations différentielles de premier ordre en termes
de variables d'état (x4, x5, ..., x,,) et variables d'entrée (u,, U, ..., u,,) en forme générale:

dx

d_tl = aq11X1 + A12X2 + ...+ alnxn + b11u1 + ...+ blmum

dx,

? = alel + a22x2 + ...+ aann + b21u1 + ...+ meum (|12)
dxn

? = an1x1 + Ap2Xy + ...+ annxn + bnlul + ...+ bnmum

Cette équation peut étre écrite dans une forme matricielle comme suit:
x=AXx+Bu (1.13)

Cette equation est appelée I'équation d*état, d'ou:

X = [x1, X5,...,x,] " est le vecteur d’état de n dimensions,

u=[uy, uy,...,u,]" est le vecteur de commande de m dimensions,
A (nxn) est la matrice d'état,

B (nxm) est la matrice de commande, d’ou

a1 Q1 0 Qip b11 b12 b1m
A1 Qzp ** dzn b b - b

a =% G Al g | b 2m (1.14)
An1 QAn2 " QApp bnl bnz o bnm

La sortie d'un systeme linéaire peut étre reliée aux variables d'état et aux variables d'entrée comme suit:
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y=Cx+Du (1.15)
Cette equation est appelée I'équation de sortie.
Alors, dans le cas d'un systeme linéaire invariant (stationnaire) la représentation d'état se met sous la
forme:

{a'c = Ax + Bu (1.16)

y=Cx +Du

Un schéma fonctionnel de ce systeme est donné illustré dans la Figure 1.2.
2]

u(t) —

(a) (b)

Figure 1.2. Schéma fonctionnel d'un systeme linéaire: a) cas monovariable, b) cas multivariable

Exemple 1.5:
Considérons le systeme masse-ressort-amortisseur de la Figure 13.

Frottement visqueux (f)

M ------ --7 0: position de la masse M au repos

y

l F =e()
Figure 1.3. Systéme masse-ressort-amortisseur
Le systeme est régi par I'équation différentielle suivante:
e()=My+fy+ky
a) représentation externe:
Y(r) _ 1
E(p) Mp?+fp+k

Avec conditions initiales nulles.
b) représentation interne:

Posons:
| =[] =[)
Il vient: ) ‘ | . . .
[t - B1- [ 2+ [E] o
| y =1 o[}
Alors,
0 1 0
A:l_ﬁk —Vfl,B=%l,C:[1 OletD=0.
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Remarques:

1. Lareprésentation d'état est parfaitement adaptée a I'étude d'un systéme multivariable.

2. Elle permet d'accéder a la connaissance de variables internes, ce qui autorise, par exemple, la
prise en compte de contraintes internes.

3. Contrairement a la représentation externe, elle n'est pas unique, en obtient une autre, par exemple,
en permutant les définitions de variables d'état.

4. Le nombre de variables d'état minimal est I'ordre du systeme.

5. Contrairement a la représentation externe, elle ne suppose pas que les conditions initiales sont
nulles.

1.3.3 Passage d'une représentation interne a la représentation externe
Soit le systeme:

uy (t) —p — (1)
t) —p \ — t
Uy, (1) —p — yu(1)
m entrées (mx1) n sorties (nx1)

Figure 1.4. Systeme

Supposons que l'on connaisse, de ce systéme, la représentation d'état (interne) suivante:
{x = Ax + Bu

y=Cx+Du (L17)

La représentation externe sera constituée par la matrice de transfert T (p), telle que:
Y(p) =T(p) U(p) (1.18)

(nx1) =(nxm) (mx1)
L'élément T;; de la matrice T est la fonction de transfert entre la sortie i et I'entrée j. la matrice de
transfert est donc la généralisation, au cas multivariable, de la notion de fonction de transfert. Comme par
celle-ci, le systeme est supposé initialement au repos.

Prenons les transformées de Laplace des deux membres de I'équation d'état, en imposent les conditions
initiale nulles, il vient:

{pX(p) = AX(p) + BU(p)
Y(p) = CX(p) + DU(p)

{ X(p) = (pI —A)"'BU(p)
Y(p) =[C (pI—A)"'B+D]U(p)

D'ou

Alors,

T(p) =C(I—A)"1B+D

(1.19)
Les poles des éléments T;; de T(p) sont des solutions de I'équation det (pl — A) = 0, c.-a-d. des

valeurs propres de la matrice A. la réciproque n'est forcément vraie, puisque certains poles de (pI — A)~?!
peuvent étre simplifiés au moment ou I'on forme le produit € (pI — A)~! B.

1.3.4. Passage de la représentation externe a une représentation interne

Contrairement au précédent, ce passage n'est pas unique, puisqu'un systéme donné possede une infinité de
représentations internes. Notons que le nombre minimal de variables d'tat nécessaire pour représenter un
systéme est une caractéristique du systeme:

& Dans le cas monovariable, le nombre minimal de variables d’état est le nombre de poles de la
fonction de transfert, c'est-a-dire I'ordre du systeme.
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1.4. Systemes monovariables (SISO) et systemes multivariables (MIMO)

Un systéme possedant une seule entrée et une seule sortie est dit monovariable ou SISO (Single-
input single-output). Au contraire, les systemes qui possédent plusieurs entrées et plusieurs sorties sont
des systemes multivariables ou MIMO (multiple-input multiple-output). Les différences entre eux
sont montrées par les figures 1.5 et 1.6.

5 t
u(t) Systéme ¥
™ Monovariable ’
1entree 1 sortie
Modele externe Modeles internes
Unicité Non unicité
— — — Plusieurs - A ~
:> méthodes
Equation Transformation Fonction ——> Equations
différentielle de Laplace de transfert <— d'état
— _ -1
T(p) =C(pl-A)""B+D x = Mx*
n dDy() m dPu(t) Y bp,p™ +-+ byp+ b
Z a, 4 :Z a, . @) = ®) _ bmp 1P 0 ¥ = Ax + Bu
r=0 de p=0 dt Up) ayp"+--+ap+ a —C D
ms<n ms<n y=~Cx+Du
Figure 1.5. Systéme monovariable
] t
u(t) Systeme y®
——>| Multivariable |
m entree n sortie
Modeles externes Modéles internes
— — — — Non unicité
Non unicité Unicité Plusieurs - A ~
: méthodes
Systéme Transformation Matrice ——> Equations

differentiel de Laplace de transfert d'état

<

— _ -1
T(p) =C(pI-A)"'B+D x = Mx*
n dDy(t) m d®u(t)
Zr:Oar dt zzpzo " aw T(p)= D'(») N(p) {x =Ax + Bu
: y=Cx+ Du

Figure 1.6. Systéme multivariable
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1.5. Exercices:
Exercice 1:

Donner une représentation d'état des systéemes decrit par ses équations différentielles suivantes:

1. y+2y+3y=u
2. y+tay+ay+azy=byu
3. y+ay+ta,y+asy=byu+ byii + byt +bsu

Exercice 2:

Pour le circuit RLC de la Figure 1.7. .
1. Trouver I'équation différentielle qui relie entre v, (t) v.ml H\\ c Ivzﬂi

et v, (). “ T
2. Ecrire les équations d'état lorsque: J__
a. Les variables d'état sont v, (t) et v,(t). _ o
b. Les variables d'état sont v, (t) et i(t). Figure 1.7. Circuit RLC
Aﬁ'.l
Exercice 3: R,

AAAA, A -
- \ - b0
Soit le systeme de la Figure 1.8. o —— >
R2

1. Trouver sa fonction de transfert.
2. Donner une représentation d'état du systeme. E, cL L,

Exercice 4:

Trouver I'équation d'état et I'équation de sortie du o o
\ , . - + 1

systeme montré par la Figure 1.9, dont les variables . Kk mé+Cs >

d'état et les variables de commande sont: x; = c(t),
Xy =X, etu=r(t).

Figure 1.9. Systeme a boucle
fermée

Exercice 5:

Soit un systeme décrit par sa fonction de transfert:

Pasey k
6d(S) T (s+1)(s2+0.75+2)

- Trouver I'équation d'état et I'équation de sortie du systéme en posant x; = ¢, (t), x, = x;, x3 = X, etu
=84(0).
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Systemes linéaires multivariables Chapitre 11: Représentation d'état des systemes multivariables

Chapitre | |

Représentation d'état des systemes multivariables

11.1. Rappel
11.1.1. Les valeurs propres et les vecteurs propres
Les valeurs propres d'une matrice A (nxn) sont les racines de I'équation caractéristique:
AI—A|=0 (11.2)
Les valeurs propres sont aussi appelées les racines caractéristiques.

Exemple I1.1:
soit la matrice
0 1 0
A=10 0 1
-6 —-11 -6
L'équation caractéristique est:
A -1 0
AI—Al=[0 A —1[|=23+6A2+112+6=A+1) (A+2) (A+3)=0
6 11 A+6

Les valeurs propres sont les racines de I'équation caractéristique, c.-a-d., —1, —2 et —3.

Un vecteur propre v de composantes (vy,v5, ..., v,,) associé a la valeur propre  doit vérifier la relation:
Av=2ve (Al —A) (v,v5,...,1,) =0 (11.2)

Exemple 11.2:

Soit la matrice A = [2 :131] déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de cette matrice.

Solution:

— A—5 3 1_

IAL— Al =0 ‘:’[ —6 x+4]_0

SA-5A+4)+18=0

SN -A-2=0

oA+ A-2)=0

@}\1 =-1 et}\z =2
Les vecteurs propres v, et v, associés respectivement a A; et A, sont:
e Pouri; =-1

- -6 31[W1]_
(A1 — A) v,= 0 @[_6 3] WZ]_o

(—1 —6 wq + 3 Wy = 0

Choix d'un vecteur propre: vy = B]
e Pouri,=2
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- -3 31[51]_
()\ZI—A)1;2-0<:>[__6 6[SJ_0

(=4 _3 Sl + 3 82: 0

Choix d'un vecteur propre: v, = [ﬂ

11.1.2. Transformation similaire

Soit la matrice A (nxn), la matrice B (nxn) est dite similaire a la matrice A, s'il existe une matrice T
(nxn) telle que:

B=T"1AT (11.3)
Cette équation est appelée la transformation similaire. Notons que:
a. Si B est similaire a A, alors, A est similaire a B.
b. Les matrices similaires possédent les méme valeurs propres.

La transformation similaire est souvent a l'objectif de simplifier la matrice A. Cette simplification va
faciliter la résolution de certains problémes.

Si le but de la transformation similaire est la diagonalisation de la matrice A, alors la détermination de la
matrice T dépend directement des valeurs propres et vecteurs propres de A; dans ce cas, on distingue:

1. Les valeurs propres sont distinctes: alors les vecteurs propres sont linéairement indépendants. Dans
ce cas la matrice de transformation similaire T est dénotée par M et posséde la forme suivante: M = [v,,
vy, ..., Uy], cette matrice est appelée la matrice propre.

2. Les valeurs propres ne sont pas distinctes: c.-a-d., il y a des valeurs propres multiple, alors, la
matrice A ne peut pas étre transformée a la forme diagonale, mais elle peut étre transformée a une forme
pseudo-diagonale ou ce que I'on appelle la forme de Jordan, ou la matrice de Jordan J a la forme
suivante:

[/ 0 - 0]
)=| 0 J2 O| (11.4
o 2o g
ou
T
h=| 0 . =| (11.5)
[0 - _yy 1J
0 0 0 -4

est la sous-matrice de Jordan

Alors, pour trouver la matrice de transformation similaire T, on va introduire la notion des vecteurs
propres généralisés.

11.1.3. Vecteurs propres généralisés

Pour éclairer I'idée, on va commencer par I'exemple suivant:
Exemple 11.3:

Soit la matrice suivante:

A:Lg ﬂ
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L'équation caractéristique est:
A -1
Al —A| =
=ai=[g ]
La matrice A possede une valeur propre double, alors, on peut assigner un seul vecteur propre, et on peut

pas calculer la matrice de transformation similaire, car elle deviendra: T = [v, v,]. Et cette matrice est
une matrice singuliere, c.-a-d., son déterminant est nul.

=AA1-6)+9=22-61+9=(1-23)?

On sait que la matrice résultante de cette transformation est la matrice de Jordan:

=15
Et la matrice de transformation similaire vérifie la relation
J=T AT =AT=T] (11.6)
On écrit la matrice T sous la forme:
T=1[v1 V2] (1.7)

Et la relation (11.6) sera:

A[vi V2] =[v1 V] g ﬂ = [Av; Av,] = [lv; Av, + vq]

— (Avl = /1171
AUZ = /1172 + Ul
(A= A)v, =0
= (AI - A)vz = -1
_{ (Al — A)v, = 0
(AI - A)sz == _(AI - A)vl - 0

Le vecteur v, est un vecteur propre assigné a la valeur propre A. Le vecteur v, est appelé un vecteur
propre généralisé, d'ou la définition suivante:

Définition: un vecteur non nul v qui satisfait la relation: (AI — A)P v = 0 pour un scalaire p positif est appelé
un vecteur propre généralisé de la matrice A avec la valeur propre A.

Revenons a notre exemple,

- =0= [} )=

31711 - 1712 = 0
= {91711 - 31712 = O

Si on pose v,; = 1, alors, v;, = 3, etdonc:

[ ;
1

Gr=aw, == =[5 Tl ] = [5]

V22
31]21 - UZZ = —1
= {91721 —3vy, =3

Sion pose v,; = 1, alors, v,, = 4, et donc:

Université de GHARDAIA N. HACENE Page 13



Systemes linéaires multivariables Chapitre 11: Représentation d'état des systemes multivariables

e[l

Et la matrice de transformation similaire s'écrit donc:

o1
r= [3 4]
On peut vérifier les résultats,

roar=[0 1S 0 0= 1B A=

3 4 -9 6113 4 -3 1119
Exemple 11.4:
Soit la matrice
5 1 -4
A=14 3 -5
3 1 -2

- Transformer la matrice A a la forme diagonale ou de Jordan.

Solution:
L'équation caractéristique est:

A=5 -1 4
Al —Al = -4 A-3 5
-3 -1 A1+2

=(A=-5UA%*-21-1)+(—41+7) +4(31-5)
=3-6A2+42+5+(—41+7)+4(31-5)
=23-612+121-8

=(-2)°

Alors, la matrice A posseéde une valeur propre triple 2 = 2. On sait que la matrice résultante de cette
transformation est la matrice de Jordan:

A 1 0
J=10 A 1
0 0 A
Et la matrice de transformation similaire vérifie la relation
J=T AT =AT=T] (11.8)
On écrit la matrice T sous la forme:
T=[vVi Vz V3] (1.9)
Et la relation (11.8) devient:
A 1 0
Alvi v V3]l =[v1 V2 V3]|0 A 1| = [Avy Av, Avz] =[lv; Av, +v; Avs + v,
0 0 A
AU1 = Avl
= {AUZ = AUZ + U1
Avg = Avg + 7.72

- (AI - A)UZ = -
(AI - A)V3 = =V,
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={(U—-4)>2v,=0
A —A)3v;=0
Prenons la premiere équation:
-3 =1 4]1[V11
MU -Avi=0=|—-4 -1 5|[v12]=0
-3 =1 41lVi3

_31711 - 1712 + 4‘1713 = 0
= {_41711 — V12 + 51713 = 0
_31711 — V12 + 41713 = 0
{_31711 — V12 + 4‘1713 = O
_4U11 - le + 5U13 = 0
Posons v;; = 1, on obtient
{_Ulz + 4U13 = 3
—v12 + 51713 - 4‘

{V12 =1
1713 =1

Alors,

1

i

1
V21 1
vzz] = — [1]
V23 1

Résolvons la deuxieme équation:

-3 -1 4
AM-Av,=-v,=|-4 -1 5
-3 -1 4

_3U21 - 1722 + 41723 = _1

. {_4‘1721 — Uyy + 57723 =-1
_31721 - Uzz + 4‘7723 = —1
{_31)21 - 1722 + 4‘1723 = —1
_41721 - U22 + 5U23 = _1

Posons v,, = 1, on obtient
{_31721 + 4U23 = _1
—4‘1721 + 51723 =-1
— { v22 =1
V3 — V1 =0

Alors,

Resolvons la troisiéme équation:

-3 =1 4][V31 0
A -Av; =—v,= [—4 -1 5] [1732] = — [1‘
-3

—1 411Vs3 0
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—4-1731 - 1732 + 51733 == _1

_31731 — U3y + 4‘1733 = O
{_31731 — U3y + 41733 = 0

_41731 - U32 + 5U33 = _1

_31731 — U3y + 4‘1733 =0
ﬁ {

Posons vs, = 0, on obtient
{_31731 + 4'7.733 = 0
_41731 + 51733 ES _1

{U31 = 4‘
V33 = 3

Alors,

o

Et la matrice de transformation similaire s'écrit donc:

1 0 4
T=11 1 0
1 0 3

On peut vérifier les résultats,

1 0 4175 1 —-4111 0 4 2 1 0
T'AT=|1 1 o| [4 3 -=s5{[1 1 o|=|0 2 1

1 0 3 3 1 =2ll1 o 3 0 0 2
11.2. Définitions

L'état a un instant donné t,, d'un systéme, est constitué par les n valeurs prises par un ensemble de
grandeurs que l'on doit posséder sur le systeme a cet instant t, pour pouvoir déterminer son évolution
ultérieure (a t > t,), a partir de la seule donnée des entrées ultérieures. Ces grandeurs sont appelées
variables d'état, et sont rassemblées dans un vecteur, appelé vecteur d'état.

Dans le cas d'un systéeme linéaire invariant (stationnaire) (Figure I1.1) la représentation d'état se met
sous la forme:

x =Ax + Bu
{y =Cx+ Du (11.10)
uy(t) ——p — y1(D)
t —’ \ _> t
u,(t) 5 SySteme : ¥2(t)
Uy, (t) ——p — yu(t)
m entrées (mx1) n sorties (n.x1)

Figure 11.1. Systeme multivariable

La premiére équation est appelée I'équation d'état, et la deuxiéme I'équation de sortie.
Oou:

X = [x1, X5,...,x,] " est le vecteur d’état de n dimensions,

u=[uy, up,...,u,,]" est le vecteur de commande de m dimensions,

A (nxn) est la matrice d'état,

B (nxm) est la matrice de commande, dont
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a;; Qi vt Qin by by - binm
Az1 Q2 <+ dop b b - b

A=l T =P P2 2m (11.11)
An1 Qpz " Qun bnl bn2 bnm

11.3. Méthodes de mise en équations d'état d'un systéeme a partir de sa fonction de transfert

Considérons le cas d'un systéme continu, linéaire, stationnaire et déterministe. Dans ce cas, les
représentations d'état a établir sont de la forme:
x = Ax(t) + Bu(t)
{y = Cx(t) + Du(t)

Nous allons décrite différentes méthodes permettant d'obtenir une représentation d'état d'un systeme a
partir de sa fonction de transfert, dans le cas monovariable:

(11.12)

u(t) —| Systeme — ¥(©® FT:%
Commande Sortie b
Figure 11.2: Systtme monovariable

11.3.1. La méthode directe (la forme canonique de commande)

On considere le systeme décrit par son équation différentielle suivante:

a™y a™ Yy dy(t) _ a™Vu(e) a™Du(t) du(t)
an +a,_q a1 t..ta TR +agy(t) =b,_q a1t +b,_» BTN +...+ by at + b, u(t) (“13)

La FT du systeme est, alors, donnée par:

Y(P) _ bp_1 "1+ by, p" 2 ++ by p+ b

H(p) = U(P)  Pttanaptl++aip+ag (11.14)
On introduit X (p) de fagon que:
Y(p) _ X(p) Y(»)
H(p) = = 11.15
(p) ulp) U X (11.15)
Alors,
X(pP) _ 1
U(p) pn + dn-1 pn_l teeet a; p + o (II 16)
m — n-1 n-—2 '
= by1p + bh2p +:+ byp + by
X(p)
C'est-a-dire:
{ pX=—au PV X -y pX— agX +u (1117)
Y(p) = b'l’l—l pn_lx + b‘l’l—Z pn—Z X + + bl p X + b0X .
Si on applique la transformée de Laplace inverse, on obtient:
xMW=—q, ;x®D—..q % — apx + u (11.18)
y = bn—l x(n_l) + bn_zx(n_z) e bl x + box .
Posons:
X1 =X
xZ == 5(1 = x
X3 =Xy =X
STt (11.19)
Xp = Xp1 = x(=D)
X, = xM

Alors, on obtient:
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Xn=—0QyX1— Ay Xp — " — Apn_1 X+ U

{y =byxi+by Xy + -+ by Xp_q+by_1x, (11.20)
Il en résulte la représentation d'état:
( [ 0 1 0 0 1 [0]
R s L]
x=1 0 x+1:ilu
3 [ 0 0 0 1 J [OJ (11.21)
—_ aO J— al e J— an_z an-l 1
\y = [bo bl bn—Z bn—l] x + [0] u

La représentation obtenue est appelée la forme canonique de commande.

Le systeme peut étre représenté par un schéma de cablage (par exemple dans SIMULINK) comme suit:

U A ¥
fanil ian§2 a1 o
U ~ Y % [ 1 |%n %o 1 %01 X271 X2 | X[ 1| *
—®5 . e
b; b,/ b, b,
y
sH—— ® >
Figure 11.3: Schéma analogique correspond a la forme canonique de commande
11.3.2. Méthode de Honer (la forme canonique d'observation)
On reprend I'expression de la FT précédente.
Y b1 PV 1+ by p" % ++ by p+b
H(p) - (@) _bn1p n-2P 1P+ 0o (11.22)

U() pt+an—1 " +tap+ag
On devise par p™ le numérateur et le dénominateur, il vient:

Y®P) A+ ap1p™ 4+ +ap @V +agp™) =U®) (b1 P + by p2 + 0+
Alors,

Y(p) =p~! (bp-1UP) — an-1 Y(®@)) + 072 (bp—2UP) — an_ Y()) + - +p"

D'ou I'on tire:

byp~ ™V +byp™)  (11.23)

(boU(p) — ao Y(p)) (11.24)

Y(0) =0 {(bn1U®) = anoa Y(0)) + 071 [(bn—2U®) — a2 Y(P)) + -+ 0~ HboU®) — ao Y(P)1...1}  (11.25)

%
1 7

—
X1

Xn
Posons:
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( Xy = bou(t) — agy(t)
Xy = byu(t) — a; y(t) + x;
IE: : 11.26
Xp-1 = bpou(t) — a,_, y(t) + x,, (11.26)
Xn = bp_qu(t) — an_1y() + x4
\ y(®) = x,
Et on a donc:
( xl = bou(t) — Qg X,
Xy = blu(t) —arx, + x;
< xn—l = bn_zu(t) — Ap Xy + Xp_o (“27)
Xp = bpqu(t) — @y Xp + X1
\ y() = x,
D'ou la représentation d'état:
( [00 0o - —ag [bo]
EHEEY I LY
) 11.28
3 0 -« =~ 0 a,, J lbn_zJ (11.28)
0 0 - 1 —a,, b, .
\y=1[0 0 - 0 1] x + [0] u

La représentation obtenue est appelée la forme canonique d'observation. Le schéma analogique de cette
représentation est montré dans la Figure 11.4.

X2

© | =
=
=
=.
N
@ | =

Figure 11.4: Schéma analogique correspond a la forme canonique d'observation

11.3.3. La forme modale (modes propres)

On décompose la FT en éléments simples, de fagon & faire apparaitre les différents modes propres du
systéeme. Dans le cas ou les poles sont réels et simples, cela donne:

Y(p) ay a; an
FT = = + +oee 11.29
Up) p+i1 p+A; p+an (11.29)
On définit les variables d'état par:
_U®
Xi(p) = (11.30)

Alors:
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PXi(p) = -4 Xi(p) + U(p) (11.31)
Il en résulte:
{ xi(6) = — A x;(8) +u(t) (11.32)
y(@) = apx(0) + axx,(t) + -+ apxp(t) '
D'ou la représentation d'état:
( -1 0 0 0 1
[]
0 -1, 0 0 |1|
X = 0 : x+1lilu
X | 0 A 0 [1J (11.33)
lo o o -1l UL
\y = [@1 @z Un-1 ] x + [0] u
Cette représentation peut étre programmée de la fagon suivante:
- X % X —» | 01 :@ >
u(t) - 1 y()
4_
2, 117 > b +
<_

v

Xn | 1 | Xn b
S

<+

Figure 11.5: Schéma analogique correspond a la forme modale
11.3.4. Forme de Jordan

Si le dénominateur de la fonction de transfert possede des poles multiples, alors, dans ce cas la forme
modale doit étre modifiee a la forme de Jordan. Supposons par exemple que les pdles 4; sont distincts
sauf les trois premiers poles. Alors, la TF est écrite par:

bpp™ 1+ ..+ by p+ b

Y(p)
FT= = 11.34
Up)  pran)? (pide) (P4 As) — (04 ) (11.34)
Ou,
Yw) - @y @y %y @ 4 O (11.35)

UMD @+A)P (HAD? pHAL (pHAL) p+An
On définit les variables d'état par:
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U .
X,(p) = ﬁ i=4,5 .1 (11.36)
Alors:
PXi(p) = —4; Xi(p) + U(p) (11.37)
Il en résulte:
Pour x5(t), on pose:
U .
Xs(p) =22 =ks(0) = =i x3(0) +u(®) (11.39)
Pour x,(t), on pose:
__U® -1
X2(P) = oz = X P) = o o (11.40)
1
= X:(0) = 5. X ()
= X,(t) = — A x,(t) + x3(t) (1.41)
Et de la méme maniere, on obtient x, (t):
__U® __1 Uu®
Xl(p)_(p+).1)3 = Xl(p)_p+/11 (p+).1)2
1
= Xi(p) = leXz(P)
= x1(t) = — A1 x1(t) +x,(t) (1.42)
Et finalement, on a:
( X1(8) = — A1 x1(8) + x,(t)
X, (1) = — A1 x,(0) + x3(¢)
X3(t) = — A x3(t) +u(t) (11.43)
Xl(t) = — Ai xl(t) + U(t) i=4,..,n
y(t) = ayx,(t) + azxa(t) + -+ apx,(t)
D'ou la représentation d'état:
[ -A 1 0, 0 - 0 0
0o -A 1 L " 0 0
: : 0 —-Ayi 0 1
X=| -fcoo 121 bmmmmmmm e x + u
{ 0 0 | — A4 0 1 (11.44)
) L0 - A, 1
\ y=[a1 az - an1 ap] x + [0] u
Si on a plusieurs pbles multiples, la forme générale de la matrice de Jordan est donnée par:
Irjl 0o - O'I
o J, =~
I 2 I 11.45
0O - 0 ]n
ou
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[~ A1 0 - 0]
0 —/L' 1 0
Ji=1 : 0o - - : (11.46)
0 - 1
lo o 0 —A

est la sous-matrice de Jordan

La représentation obtenue est appelée la forme de Jordan. Le schéma analogique de cette représentation
est montré dans la Figure 11.6.

> | A3
> | X2 >+
1 1 1 a n
> > > —» | %1 >\/ >
S+)\1 X3 S+)x1 Xo S+A1 X1 i

u(t) y(0)

v

X
i h}» n

v

Xn | 1| *n
! >

<+—

Figure 11.6: Schéma analogique correspond a la forme de Jordan

11.3.5. Le cas ou le numérateur possede le méme degré que le dénominateur

La causalité des systemes dynamiques exige que le degré du numérateur soit inférieur ou égal au
degré du dénominateur. Jusqu'a présent, nous avons seulement considéré que le degré du numérateur était
inférieur au degré du dénominateur, mais on considére maintenant que le degré du numérateur est égal au
degré du dénominateur:

ET = Y(p) _ bp D™+ by PV 1+ .+ by p + by
Up) p+ap1p" tapp"2++aip+ag

(11.47)

L'expression précédente peut s'écrire comme suit:

T=r® _

NGO
bn(pn +an_1 PV Han o p" 2+ ta p+ ao)"‘(bn—l_bnan—l ) P +(bn_2—bnpan_ )p™ 2+ ..+(b1—bpay ) p + (bo—bnaoy )

P+ an 1 PV +an_ o p 2 4+t a p+ag

(11.48)
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Et donc

FT = Yr) _ b + (bn—1=bpan_1) P! +(bp_z—=bpan_ )p" " ?+ ..+ (by—=bpa, ) p + (bo—bnay)
up) " P+ an-1 P+ an P2 4t Ay P+ ag

(11.49)

Alors, on peut appliquer les différentes formes canoniques au deuxiéme terme du membre droit de
cette expression, ou le terme b,, forme la matrice D. Par exemple, on veut trouver la forme de commande,
alors, on trouve:

R
o S P
x=| : " x+lilu
X l 0 0 0 1 J [OJ (1.50)
—Qy —a —Qp—2 —04p—g 1
\y = [bO bnaO bl bnal bn—z bnan—z bn—l bnan—l] x + [bn] u
La forme observable sera:
( [O 0 O —ao | [ b, — b,a, 1
|1 0 0 - a1 I I b1 - bnal I
x=1: 1 -~ : X+ : u
v o lo o v 0 a, | b, —bua,,| (11.51)
lo o « 1 -a,,1 lb_,—bya,,]
\ y=1[0 0 -« 0 1] x + [b,] u
Pour la forme modale, la fonction de transfert peut s'écrire comme suit
Y (p) ay az an
FT=—==b,+ + + .-+ 11.52
Up) " p+tdi pHlp p+in (11:52)
Alors la forme modal reste la méme sauf la matrice D qui sera [b,,]:
([~ 0 o0 0 1
| 0 -4, 0 0 H
x=| : 0 - Polx+lilu
\ 0 w4 0 J " (11.53)
0 0 - 0 — A 1
\y = [@1 az = au-1 Qu] x + [b,] u
Et la méme chose est dite pour la forme de Jordan; on peut I'écrire comme suit:
(oA 1 0 0 0 7 0
0 — /11 1 : 0 0
, : 0o —-A; 0 : 1
X = x + u
X 0 0 —Ay 0 1 (11.54)
| 0 0 e = Ay L1
\ y=[a1 a - du1 An] x + [b,] u
11.3.6. Remarques
1. Décomposition de la fonction de transfert en fractions simples
Soit:
H(p) = ) (11.55)

(0= 1) (P= Pger) (0 Py)
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H(p) peut s'écrire comme suit:

aq a; aq Ag+1 an

L R e I TS R (11:56)
Dont,
di-1 . A -
e q;= (1—11)! o {(p = pg)" H®) Y= Pq pouri = 1,...,q (pbles multiples)
e a;=(p— p) HP) lp=p, pour i >q (poles simples)

2. Si nous disposons d'un systeme linéaire monovariable donné par sa représentation d'état et si nous
souhaitons obtenir sa forme modale, il nous faudra calculer sa fonction de transfert et la décomposer en
éléments simples. Si tous ces éléments simples sont de premiere espece (c'est-a-dire que la fonction de

a a a . . \
transfert a la forme (—= 2 -« + —— + d) il est possible de mettre le systéme sous forme
p+id1  pt+A; p+An

modale (attention, fréqguemment, cela n'est pas possible). La matrice de passage P peut étre obtenue
aisément en prenant comme colonnes les vecteurs propres de la matrice d'état A.

3. La transformation A' = AT; B' = C™; C' = BT et D' = D, nous fait passer de la forme canonique de
commande a celle d'observation et vice-versa. Elle ne change pas le systéme.

Pour cela, considérons le systeme S dont les matrices d'état sont (A,B,C,D) et le systeme S' dont les
matrices d'état sont (A' = AT, B'=C', C' =B", D' = D). La matrice de transfert associée a S est:

G(p) =C(pI—A)1B+D
Et celle associée a S' est:

G'(p) =C (pl—A)tB +D
=BT ((pI —A)™HT CT + DT
=(C (I -A"'B)T"+DT
= (pl-A")"1B+D)T
= G"(p)

Or G(p) est un scalaire et donc, GT (p) = G(p) .

Propriétés,
(AB)*=B"t4!
(AB)T = BT AT
(AT)—I - (A—l)T

(@ A)™t=1/a) At

4. Passage a la forme modale ou la forme de Jordan

Pour obtenir la forme modale si les pdles sont distincts ou la forme du Jordan s'il existe des pdles
multiples, on utilise le passage:

A=T AT
B=T"1B
C=CT
D'=D
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5. Résumé

0 1 0 0
o 0 1 .| [
x=] i - 0 x+|
0 - 0 0 1 |
l— g —ap -+ —0p2 - an—1J l
y=1[by by - bpy bps]x+ [0] u
@ @

[0 0 0 —a [ by ]
1 0 0 —a, b,
1 e : x+| ¢ |u
0 « ~ 0 ap, (b, ,|

lo 0 ~ 1 —a,,) lp_,]

=[0 o0 0 1] x + [0] u

B

2 1 1
s+l x5 s+ dy xg s+ dy

=

) 20
—E_ (I B
] 1 ] B :_a
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11.4. Résolution de I'équation d'état

Considérons I'équation différentielle du premier ordre:
d
d—’t‘ = ax(t) + b u(t) (11.57)
Dont, x(t) et u(t) sont des fonctions scalaires du temps. Prenons, la transformée de Laplace des deux
membres de I'équation précédente, on obtient:
pX(p)-x(0) = aX(p) + b U(p) (11.58)

Ou, x(0) est la condition initiale, d'ou:

x(0 b
Xp) =22 + = U(p) (11.59)
Appliquons, la transformée inverse de Laplace, on obtient:
x(t) = e% x(0) + [ e%¢= D b u(z) dr (11.60)
Régime libre Régime forcé
(U=0) (x(0)=0)

Considérons, maintenant I'équation d'état
x=Ax+Bu (1.61)

Ou, x(t), u(t), A et B sont des matrices, mais I'on convient que I'expression précédente reste valable. Cela
nous amene a considérer une fonction matricielle de type nouveau, e4t:
d(t) = e4t (1.62)

Qui s'appelle la matrice de transition.
Alors, le probléme de la résolution des équations d'état se raméne au probleme du calcul de la matrice de
transition.

11.4.1. Calcul de la matrice de transition par la transformée de Laplace
Ona:

{ x(t) = Ax(t) + Bu(t) (11.63)

x(t) = et x(o) + fot eAt=D pu(r) dr
Prenons, les transformée de Laplace de ces deux équations:
{pX(p) - x(0)=AX({p)+ BU(p)

X(p) = @(p)x(0) + () B U(p) (11.64)

Il vient:

{X(p) = (pl = A)'[x(0) + BU(p)] (11.65)

X(p) = @(p) [x(0) + BU(p)]
En identifiant les deux expressions, il vient:
®(p)=(pl -A)" (11.66)
Si I'on applique la transformée de La place inverse L™1, on a finalement:

@(t) =L (pl — A)7"]

(11.67)

Théoreme (Algorithme de Leverrier):
Le théoréme calcule la matrice:
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p" iR+ p"?F, 4+ 4+ pFy + K,
p*+ap™ 1+ +a,_p+a,

@(p) =

ouFi, F,,....E, eta,, a,,...,a, sont déterminés par:

F1 = I a1 = —tT‘(AFl)
F, = AF, + a;1 a, = —>tr(AF,)
F, =AF,_1 +a,_41 a, = —%tr(AFZ)

Aprés avoir @(p), on décompose le dénominateur en fractions élémentaires, puis la matrice de transition
sera:

o) = L[] (11.68)

11.4.2. Calcul de la matrice de transition par diagonalisation
Si A* est une matrice diagonale tellque:

A 0 0
A= Ao 0 (11.69)
0 0 -~ A
alors,
ett 0 0
QAT = 0 eitzt (()) (11.70)
0 0 .. oMt

D'ou l'idée de passer, par un changement de variable, de la représentation d'état initiale a une
représentation d'état dont la matrice d'état est diagonale.
Soit x* le nouveau vecteur d'état, M la matrice de changement de variable, dont:

Xx=M x* (11.72)
Alors,
{x = Ax(t) + Bu(t) {Mx'* = AMx*(t) + Bu(t)
y = Cx(t) + Du(t) y = CMx*(t) + D u(t)
:{x'* =M 1TAMx*(t) + M~ Bu(t)
y = CMx*(t) + D u(t)
x* = A*x*(t) +B*u(t)
:{y = C*x"(6) + D u(t) (11-72)
Oou,
A =MT1AM
B = MB (11.73)
C*=CM
D* =D

Supposons que la matrice d'état initiale A possede n valeurs propres distinctes A;, dans ce cas, on sait que
I'on obtiendra:

A 0 0
A= 0 A:Z 0
0 0 1,
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Si l'on choisit M = [M; M, -+ M,], M; étant n vecteurs propres indépendants respectivement associes
aux n valeurs propres —A4;.

Ona:
AA=MTAM=A=MA* M1
S edt=Medt Y1
eMt 0 0
E— eAt =M 0 e%zt (()) M_l
0 0 e/t
Alors,
et 0 0
eAt =M 0 e/lzt 0 M_1
: : 0
0 0 et
(11.74)
11.4.3. Calcul de la matrice de transition par développement en séries de Taylor
Considérons la partie homogene de I'équation d'état:
x = Ax(t) x(0) =0A" (1.75)
Alors, la matrice de transition @(t) est une matrice n x n qui vérifie I'équation homogeéne:
d(t) = Ad(b) (11.76)

Pour déterminer la solution de I'équation d'état on suppose que le vecteur d'état prend la forme de séries
de Taylor:

x(t) = ey te t+e,t?+estd+ - (11.77)
ol ey, €y, €g, €p,... sont des vecteurs constant inconnus de n dimensions. Pour déterminer ses vecteurs,
on dérive successivement I'équation précédente puis on évalue les dérivées a t = 0. Alors, la zéro dérivée
dux(t) at = 0 est x(0) = e,, et la premiére dérivée du x(t) at = 0 est x(0) = e,, et on a:

( x®(0) = e; = Ax(0)
x@(0) = 2e, = A x(0) = A% x(0)

: (1.78)
kx(’<>(0) = kle, = Ax®*D(0) = 4¥ x(0)
Alors, le vecteur x(t) peut s'écrire:
1 1
x(O) = [+ At+2 4262+ 2435 + | x(0) (11.79)
La série entre crochets définit la matrice de transition e4t, d'ou:
O(t) = el = [+ At+ A2+ A3 63 + - (11.80)

La serie ci-dessus converge pour toute matrice carrée A. alors, la solution de I'équation d'état s"ecrit
comme suit:

x(t) = e4t x(0) (11.81)
Si on dérive les deux membres de I'équation précédente, on peut voir facilement que:
x(t) = Aedt x(0) = A x(¢t) (11.82)
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11.4.4. Propriétés de la matrice de transition
Certaines propriétés de la matrice de transition sont données ci-dessous:

®(0) = I
o7 1(t) = (-t)
D(t, — t))P(t; —tg) = P(t; — to) , Vi ty, L2

[®(0)]* = @ (kt)
11.5. Exercices
Exercice 1:

Diagonaliser les matrices suivantes:

0
0 1 0
A N I
0 1 0 0
Exercice 2:

Considérons le systéeme décrit par les équations d'état suivantes:

4 —-1/2 -1/2 1
x =4 1 -1 | x+|2|u

4 =2 2 4

y=1[2 1 1] x + [0] u
- Trouver une représentation simple par deux maniéres différentes.
Exercice 3:

Soit la fonction de transfert:

Y(p)  p*+9p+20
Ulp) p3+6p2+1lp+6

- Trouver les différentes formes canoniques du systéme.
Exercice 4:

Trouver les différentes formes canoniques du systeme.

Y(p) p°+6p+8
Up) (@+1)2(p+3)

Exercice 5:
Soit la fonction de transfert:

Y(p) _ 3p3+ p?+9p+20
Ulp) p3+6p%2+11p+6

N OO

_ o = O

N = OO

(11.83)
(11.84)
(11.85)
(11.86)
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- Trouver les différentes formes canoniques du systeme.

Exercice 6: S AL
Soit le circuit RLC de la Figure ci-contre. ° 000

Les variables d'état sont v, et i. Les conditions

initiales sont: x(0) = [0 1]7. * _ +
1. Déterminer une représentation d'état du systeme. = vy=1V Ay R=3Q ve(0)
2. Déterminer la matrice de transition. 7 .
, . « 1 Z . N = C =_F
3. déterminer la solution de I'équation homogeéne. 2
4. Déterminer la solution générale. =z
ve(®)

_ Figure 11.7: Circuit RLC
Exercice 7:

Pour I'exemple du systeme masse-ressort-amortisseur de la Figure 1.3. La représentation d'état est
donnée par:

o S A
y=1[1 0] [z]

- Trouver la matrice de transition @ (p) et @ (t), puis déterminer la réponse des variables d'état pour
les conditions initiales (y(0) = 1, y = 0) en prenant: M = 1kg, f = 3Ns/m, k =2 N/m et e(t) = 0.
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Chapitre | | |

Commandabilité et Observabilité

111.1. Introduction

La commandabilité (controlabilité) et I'observabilité représentent deux grands concepts de la théorie
moderne de contrble des systemes. Ces concepts a l'origine théoriques, introduits par R. Kalman en 1960,
sont particulierement importants pour les mises en ceuvre pratiques. Ils peuvent étre définis
approximativement comme suit.

-Controlabilité: Afin de pouvoir faire ce que nous voulons avec la dynamique donné sous l'entrée de
commande, le systéme doit étre contrdlable.

-Observabilité: Afin de voir ce qui se passe dans le systeme sous observation, le systeme doit étre
observable.

Méme si les concepts de contrdlabilité et d'observabilité sont presque abstraits, nous comprenons
maintenant intuitivement leurs significations. Le reste du probléme est de produire des tests de controle
mathématique et de définir plus facilement la contrélabilité et I'observabilité.

Dans ce chapitre, nous montrons que les concepts de contrdlabilité et d'observabilité sont liés aux
systemes linéaires d'équations algébriques. Il est bien connu qu'un systeme soluble d'équations
algébriques linéaires a une solution si et seulement si le rang de la matrice du systeme est pleine. Les tests
de contrélabilité et d'observabilité seront liés aux tests du rang des certaines matrices, connues sous le
nom de matrices de contrdlabilité et d'observabilité.

111.2. Commandabilité

La commande disponible sur le systéme devra rendre possible le passage du vecteur d'état d'un point
initial a un point final de I'espace d'état en un temps fini, et ceci quels que soit les points choisis; le
systeme sera alors dit commandable.

Définition: un systeme linéaire, décrit par les équations d'état:

x = Ax(t) + Bu(t)
{y = Cx(t) + Du(t)

est dit commandable (gouvernable) a l'instant t, si, quel que soit x(t,), et quel que soit xg, il existe une
commande u(t),t > to, qui transfere I'état, de x(to) a xz, en un temps fini.

(In.1)

Condition nécessaire et suffisantes: dans le cas ou le systéme est invariant (matrices A et B
indépendantes du temps), si n désigne l'ordre du systeme, c.a.d. le rang de la matrice A, le systéeme est
commandable si seulement si la matrice:

Com=[B|AB|A2B |- | A" 1B] (11.2)
est de rang n.

- dans le cas ou la représentation d'état choisie est telle que la matrice d'état A est diagonale (espace d'état
modale), le systeme est commandable si et seulement si B ne posséde pas de lignes nulles.
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Exemple 111.1:

Soit le systeme décrit par les équations d'état suivantes:
0 1 =2]

x=|13 -4 5]|x+

-6 7 8 |

0 -1
2 —=3]u
_ - 4 -5

La matrice de commandabilité est:

0 -1 [—6 7
Com = "2 —3] | |12 -10
4 -5 46 =55
Rang(Com) = 3, alors le systeme est commandable.

111.3. Observabilité:

| AZB

La sortie du systéeme devra permettre une observation correcte du vecteur d'état, c.a.d. que la
connaissance, durant un temps fini, des valeurs prises par la sortie devra suffire pour déterminer I'état du
systeme; celui-ci sera alors dit observable.

Définition: un systéme linéaire, décrit par les équations d'état:

x = Ax(t) + Bu(t)
{y = Cx(t) + Du(t)

est dit observable a I'instant t, si, quel que soit x(t,), il existe un instant t_,, fini et inférieur a t,, tel que
la connaissance de y(t) pour tout t € [t_4,t,] soit suffisante pour déterminer x(t,).

(11.3)

Condition nécessaire et suffisantes: dans le cas ou le systéme est invariant, le systeme est observable
si seulement si la matrice:

Ob =[CT|ATCT | (AD)2CT | ... | (AT)™1CT] (111.4)
ou
C
| ca |
Ob =| CA? (111.5)
CA.n_l

est de rang n.
- dans le cas ou la représentation d'état choisie est telle que la matrice d'état A est diagonale, le systeme
est observable si et seulement si C ne possede pas de colonnes nulles.

111.4. Dualité entre la commandabilité et I’observabilité

On appelle duaux les systemes définis respectivement par les équations:

x = Ax(t) + Bu(t)
s{y ~ e (111.6)
. (z = AT z(t) + CT v(p)
S {S — BT 20 (111.7)

On peut montrer que si S est commandable a t,, alors S* est observable a t,, et inversement, c.a.d. si S
est observable a t,, alors S* est commandable a t,.

Il est donc possible de tester I'observabilité d'un systeme en vérifiant la commandabilité du systeme
dual.
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Exemple 111.2:
Soit le systeme décrit par sa fonction de transfert suivante:

Y(p) _ p+3 _ p+3
U(p) p3+6p2+1ip+6 (p+1)(p+2)(p+3)

- Examiner la commandabilité et I'observabilité du systéeme.

111.5. Etude de quelques formes canoniques
111.5.1. La forme canonique de commande

Cette forme de représentation est appelée aussi forme compagne commandable car la matrice de
commande du systeme contient, en une seule ligne, I'ensemble des coefficients du dénominateur de la
fonction de transfert. Elle est dite commandable car, bien que seule la variable x, soit directement

affectée par le signal d'entrée, toutes les variables d'état s'en trouvent influencées successives. Si un
systeme est completement commandable, alors on peut le mettre sous la forme compagne commandable.

D @
dn\1

[

an\2 a ap
1 Xn x"_l 1 Yoor) X2 1 X2 xlk 1 X1
S - S S - S
bry by by bo
y
»(+)r—--- \-I_-/ >+

Figure 111.1: La forme canonique de commande (forme compagne commandable)
111.5.2. La forme canonique d'observation

Cette forme de représentation est appelée aussi forme compagne observable car, outre la matrice de
commande du systeme contient, en une seule colonne, I'ensemble des coefficients du dénominateur de la
fonction de transfert. On remarque que la sortie du systeme est égale a x, qui, par intégrations
successives, est bien influencée par toutes les variables d'état. Si un systéme est complétement
observable, alors on peut le mettre sous forme compagne observable.

u

bo bl

Xq Xn_1

%y

®

Figure 111.2: La forme canonique d'observation (forme compagne observable)

2
=
iy
=.
N
© | -
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111.5.3. La forme diagonale

La matrice de commande est diagonale et les éléments de sa diagonale principale sont les valeurs
propres (les poles de la fonction de transfert).

111.6. Passage aux formes canoniques en utilisant les transformations similaires

On peut utiliser les transformations similaires pour obtenir les formes canoniques a partir des
représentations d'état quelconques. Supposons que on a une représentation quelconque (4, B, C, D), et on
veut la transformer a une autre forme usuelle (4%, B*,C*, D) en utilisant une transformation similaire
comme suit:

(4,B,C,D) » (4",B%,C",D")

X Z

111.6.1. Passage a la forme compagne commandable

On peut transformer une représentation d'état quelconque a la forme commandable si le systeme est
complétement commandables. Si la matrice de commandabilité Com (Eq. 111.8)

Com= [B|AB|A%B| - | A"1B] (11.8)

est de rang plein c.-a-d., le rang égal I'ordre du systeme n, il existe une matrice de transformation T qui
transforme la représentation donnée a la forme de commande. Cette matrice T peut étre calculé a partir de
sa matrice inverse:

q
qA
T-1=| qA? (111.9)

qA.n—l
Ol q est la derniére ligne de la matrice Com™1.

Démonstration:
Puisque x = T z, il sensuit que: z = T~ x. Onaaussi z; = g x et z; = q x.

Si on replace x = Ax + Bu, on obtient z; = q (Ax + Bu) = qAx + qBu. De la structure de la matrice
d'état A* dans la forme de commande, il s'ensuit que: z; = z,, Z, = Z3,..., Zn_1 = Zy. Alors:

Z1 = Z, = qAx + qBu

Puisque, selon la relation z = T~1 x, les éléments de z sont fonctions des éléments de x, alors, il en
résulte que gB = 0. Aussi, puisque: z, = z; = qAx = qA(Ax + Bu) = qA%x + qABu.
Il s'ensuit que: gAB = 0. Si on répete cette procédure, on arrive a I'équation finale:

Zpo1 = Zn = QA" 2% = qA"%2(Ax + Bu) = qA" 1x + qA" %Bu

et, par conséquence, gA™ 2B = 0. Les résultat ci-dessus peuvent étre résumés comme suit:

Université de GHARDAIA N. HACENE Page 35



Systemes linéaires multivariables Chapitre 111: Commandabilité et Observabilité

z=T71x, avec

i

ou g est pour le moment, un vecteur ligne arbitraire qui doit satisfaire la relations suivantes:
qB = qAB = qA*B = --- = qA""?B = 0,
ou
q[B |AB | A2B |- | A"2B] =0

Pour le vecteur B* = T~ B pour étre sous la forme commandable, il faut que:

gl
B*=T*B=| qA%*B =10
i) L

La relation ci-dessus est valable lorsque g A" 1B = 1, par conséquent, le vecteur g doit satisfaire
I'équation:

q[B|AB | A%B |-+ | A" 2B|A"Bl=qCom=[0 0 - 0 1]

D'ou
g=[0 0 -~ 0 1]Com™

Qui implique que q est la derniére ligne de la matrice Com™1.
Exemple 111.3:
Considérons le systeme:
A= [—11 _21] B= [ﬂ
Transformer le systeme a la forme commandable.
Solution

Com=[B AB]= [1 (1)

La matrice Com est inversible car sa déterminant |[Com| = 1 # 0 est non nul (le rang(Com)= I'ordre du
systéeme 2). Donc, le systéme peut étre ecrit sous la forme de commande.

Alors,
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1.1 0
Com " = [_1 1
La matrice

= [l =[5 3] des T=[25 ]

On obtient, donc:
e S | s | Iy B I | B B
pr=18= [0 ] =[]

111.6.2. Passage de la forme commandable a la forme diagonale (modale)

Supposons que le systéeme est déja sous la forme canonique de commande et que nous voulons
diagonaliser la matrice A du systeme. Une méthode générale pour diagonaliser toute matrice carrée est
donnée dans la Section 11.1.2. Pour le cas particulier ou la matrice A est déja sous la forme canonique de
commande, la diagonalisation est simple et peut étre réalisée comme suit:

Une matrice de transformation similaire T, qui diagonalise la matrice A, peut étre déterminée par:

A* =T AT ou AT =TA*

Donc,
oot 0l B o o]
: 0 [t:3‘ = [t:3‘ 0 0 ,1.3 . ()
0 0 0 1 || : l ; P J
—ay —a; v —Qp_p — an_qllty thlLO 0 O - Ay
Alors,
t, = A"
ts = t,A* = t;A**
ty = tzA" = t; A"
g =t, ,A* = t; A" 2
ty = ty,_1A* = ;A1
thA*=aT
ola=["G —a ' —0p2 —Qanp-1]
posons:t; =[1 1 - 1 1], alorslamatrice T prend la forme suivante:
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_ tl - [ 1 1 1 “ee 1
t, A Ay Az Ay
t ) P P PR
T=|7 (=17 : co. T (111.10)
tn_l /117’1—2 2‘271—2 1371—2 . /—lnn—Z
| tn i _/1171—1 Azn—l /13n—1 . Ann—l_

Cette forme particuliére de la matrice T est connue sous le nom de la matrice de Vandermonde, et elle
est toujours réguliére & condition que les valeurs propres soient distinctes.

Exemple 111.4:

Diagonaliser la matrice A donnée sous la forme de commande.

0 1 0
A=|0 0 1
6 11 6

Solution:
Le polynéme caractéristique p(p) est donné par:

p() =Ipi—Al=p’-6p*’-1lp-6=(p-DE-2)(p-3)
Par conséquent, les valeurs propres sont: 1; = 1,1, = 2 et A1; = 3.

La matrice de transformation sera:

1 1 1 1 1 1
T=|4 A A3 =[1 2 3]

L2 0 A% o409
Alors,
1 1 1770 1 o1 1 1 1 0 0
A*=T AT =1 2 3 0 0 1{{1 2 3|/=l0 2 o
1 4 9 l6 11 6ll1 4 9 0 0 3

111.7. L'invarience de la commandabilité et I'observabilité

Les propriétés de commandabilité et observabilités sont invariantes sous les transformations similaires
des vecteurs d'état. En effet, les matrices Com™ et Obs™ sont reliées au matrice Com et Obs comme suit:

Com* =[B*| A*B* | (A*)?B* | --- | (A")" 1B*]
=[T~B|TATT~'B|(T"*AT)2T~1B| - | (T"*AT)" 1 T~1B]
= [T~'B|T"'AB| T~14A2B| - | T-1A""1B]
=T YB|AB| A’B| -+ | A" 1B]

=T Com (11.112)
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c* CT CT C
|[ C*A* ]| |[ CTT AT ] Ir C AT ]I |r CA ]I
| c* (A )? | T(T—lAT)2 I=I C A’T I=I C A? IT=0bsT (111.12)
lc* (A - 1] lC T(T™ 1AT)" 1 lC AT:l-lTJ lC A:n—lj

Les équations (I11.11) and (I11.12) montrent que si le systeme original est commandable et/ou
observable, alors, le syteme résultant d'une transformation similaire est aussi commandable et/ou
observable.

111.8. Relation entre la controlabilité, I'observabilité et la fonction de transfert

Il est clair que la matrice de fonctions de transfert H(p) est une description entrée-sortie d’un
systeme, c'est-a-dire qu'elle relie le vecteur d'entrée U(p) au vecteur de sortie Y(p) du systéme sans
nécessiter le vecteur d'état X(p). A ce point, nous posons la question suivante: La matrice de transfert
H(p) est-elle affectée et comment par les propriétés de controlabilité et d'observabilité du systeme? La
réponse a cette question est d'une grande importance et constitue 1’une des raisons fondamentales de la
préférence donnée aux équations d’état sur les matrices de transfert pour décrire les systemes de contrdle.
Dans la suite, nous allons essayez de donner la réponse a cette question. Nous introduisons la définition
suivante:

Com; = [B|AB| A’B| - | A/7'B] (111.13)
Obsj = [CT |AT cT I (AT)ZCTI I (AT)j_lcT] (|||.l4)

Soit « et 8 les plus petits nombres entiers dont:

rang(Com,) = rang(Comg,,) et rang(0bsg) = rang(Obsp.+) (111.15)
Alors,
rang(Com;) = rang(Comy), Vi>a (111.16)
et
rang(Obs;) = rang(Obsﬁ), Vi>f (n.17)

Donc, l'indice a est appelé I'indice de commandabilité et I'indice B est appelé I'indice d'observabilité.

Il a été prouvé qu’il existe une forte relation entre les trois caractéristiques d'un systeme: a)
controlabilité et observabilité; (b) les matrices Com et Obs et (c) la réalisation minimale de I'espace
d'états (voir chapitre IV). Cette relation forte est indiquée dans le théoréme suivant:

Theoreme 111.1:
Pour un systeme donné par ces équations d'état, les trois propositions suivantes sont équivalentes:

a) Le systeme est observable et contrdlable - a savoir, le rang des deux matrices Com et Obs est n.
b) rang(ObsB.Coma) =n.
c) Ladimension n de la réalisation de I'espace d'états est minimale.
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Le théoreme suivant relie les théories de contrdle classique et moderne, puisqu'il relie la description
classique entrée-sortie H(p) a la description moderne d'un systéme dans 1’espace d'état. Cette relation a
été mise au jour a partir des concepts de controlabilité et observabilité.

Théoréeme 111.2:

Si la matrice de transfert d’un systéme implique des annulations de pble-zéro, alors, le systeme est soit
incontr6lable ou non observable, ou les deux. Si la matrice de transfert n'implique aucune annulation
pble-zéro, le systeme est a la fois controlable et observable.

Démonstration:

Considérons le systeme SISO suivant qui est déja sous la forme diagonale:

x = Ax(t) + Bu(t)
{y — Cx(D (111.18)
Pour ce systéme, on a:
% = — A x;(®) + b; u(t), i=12,..,n (111.19)
ou
1
X(®) == U®) (111.20)
ol b; est le i*™ élément de B, donc:
ibi
Y(®) = CX(p) = XLy ci Xi(p) = ZiLa 5 U) (1n.21)
ol c; est le i*™ élément de C. La fonction de transfert du systéme posséde la forme générale:
(p—2z1)(p—22)-(P—2pn)
H =k , m<n 11.22
®) =k A ot A (.22)
Si on décompose H (p) en fractions élémentaires, on obtient:
hi
Hp) = Xiz15-; U (1.23)
Comparons (111.21) et (111.23), il en résulte:
hi =C bi (|”24)

Par conséquent, si H(p) implique I’annulation du péle A;, il doit y avoir h; = 0. De I'équation
(111.24), il s'ensuit que pour que h; soit zéro, il doit alors y avoir soit b; = 0 ou ¢; = 0, ou méme b; =
c; = 0. Clairement, si b; = 0, le systeme est incontr6lable (car I'une des lignes de B vaut zéro) .Si ¢; = 0,
le systeme n'est pas observable (car une des colonnes de C vaut zéro). Enfin, si b; = ¢; = 0, le systéeme
est alors a la fois incontrdlable et inobservable.

Sih; #0, Vi, alors les b; et c; sont différents de zéro et donc le systéme est a la fois contrélable et
observable.

Le théoréme suivant est d'une grande importance pratique.
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Theoréme 111.3:
La matrice de transfert ne concerne que la partie controlable et observable d’un systeme.

L’importance pratique des théorémes précedents, et en particulier du théoreme 111.2 est démontré par
les exemples suivants.

Exemple 111.5:

Considérons le circuit de la Figure 111.3. Déterminer la fonction de transfert et étudier la cas d'annulation
de péle zéro.

Ulp) T Y(p)
v
Figure 111.3: Circuit RC
Solution:
En appliquant le diviseur de tension, la fonction de transfert du circuit est:
Hy < (@) ___ 5@
Ulp) Zi(p) +Z(p)
Avec:
1
Z,(p) o (Tp) i
R+ L RiGp+1
Cip
1
Z,(p) - (@) R
2P _R2+L R:Gop +1
Cp
Alors,
R,
Hp) = Y(p) _ R,Cop + 1 ~ Ry(R,Cip + 1)
PTUm T R Ry RiRyCop + 1) + Ry(RiCyp + 1)

RiCp+1TRGp+1
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H (p) peut étre réécrite comme suit:

1 1
Hp) = RiR,Cy (p + R1C1) 3 G (p T RlCl) _ ( ¢y )(p + “)
RiR,(C1 + C)p + Ry + R, (Cl+62)(p+ R, + R, ) C+C)\p+p
RiR,(C; + C3)
ou
R{+R,
a = et =
R1Cy '8 R1R,(C1+C3)

Si on choisit Ry, R,, C; et C, tels que R;C; = R,C,, alors, @ = B, et par conséquent:

1 — RZ
Cl + Cz R1 + RZ

H(p) = = constant

Les résultats ci-dessus indiquent que, en général, H(p) est une fonction de p. Toutefois, dans le cas
particulier ou R,;C; = R,C, la fonction de transfert H(p) se réduit a une constante. Dans ce cas, H(p)
fournit des informations trompeuses sur le circuit, car on peut arriver a la conclusion que le circuit RC est
un circuit purement résistif, ce qui n'est pas. De plus, lorsque R;C; = R,C,, le circuit n’est ni controlable
(les tensions des condensateurs C, et C, ne peuvent pas étre contrlées) ni observable (la valeur initiale
des tensions des condensateurs C; et C, ne peuvent pas étre estimées a partir des données d'entrée et de
sortie.

Exemple 111.6:
Considérons le systeme SISO suivant:
% = [(2) _11] x(t) + [(1’] u(t)
y =[-1 1]x@®)
Déterminer si le systeme est contrblable et observable et trouver sa fonction de transfert.
Solution:

Le systeme étant déja dans sa forme canonique de commande, il en résulte immédiatement qu'il est
controlable.

Pour déterminer si le systeme est observable, on construit la matrice d'observabilité.
_I[ci1_1-1 1
Obs = [CA] =| 2 —2]
|Obs| = (—1)(—2) — 2 = 0. Alors, rang(0bs) < 2. Par conséquent, le systeme n'est pas observable.
La fonction de transfert du systéme est:

Hip) =C(I—A)"*B+D
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=[-1 1] [—pz p_+11_ [(1)]

[p+1 1] 0
2
=[-1 112217
p?+p-2 L1
p—1
p2+p-2

p—1
(r—D(p+2)

1
(p+2)

De toute évidence, comme le systéme n’est pas observable, on s’attendait & ce qu’au moins une
annulation pdle-zéro. L'annulation du facteur (p — 1), résulte en une annulation de la valeur propre "1".
Cela peut avoir des résultats extrémement indésirables, en particulier dans des cas comme le présent
exemple, ou le p6le de sortie annulé est dans la partie droite du plan complexe. Dans ce cas, si le systeme
était excité, les états du systeme augmenteraient avec le temps et pourraient méme tomber en panne ou
brdler le systéme. En effet, pour simplifier, on prend u(t) = §(t)

Ona:
X
e =1 0x@ =1 1 ['D]=%m -6
On aussi
Y(p) p—-1 p—1
= =Y = — Up)=1
i)~ e L P) T Gy U@
Alors, on peut conclure que:
p—1
On a aussi:
X, (p) = pX1(p)
alors
p—1
Et on obtient:
X, (p) = ——
)
Et donc
B p
%0 =D+

Appliquons la transformée de Laplace inverse aux X, (p) et X,(p), on obtient:
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1
X1 () =5 (et =)

1
x,(t) = g(et + e72h)

Par conséquent, en raison du terme ef, les deux états x;(t) et x,(t) augmentent avec le temps.
Maintenant, si on considere la sortie ou
Y(p) = ——5
(@ +2)
Alors,

y() =e?

Clairement, le résultat donne des résultats tres trompeurs sur le comportement du systéme: en réalité, le
systéme peut tomber en panne ou s’épuiser et la sortie nous laisse croire qu’il n’ya "pas de probleme™ et
que le comportement du systeme est décrit par la fonction décroissante y(t) = e~2¢. Cela nous amene a
la conclusion que nous ne devrions pas "faire confiance" a H(p) a moins que le théoréme suivant soit
satisfait.

Théoréme 111.4:
Lorsqu'un systeme est contrblable et observable, aucune annulation de pdle zéro ne prend lieu et sa
matrice de transfert constitue une description complete du systeme.

111.9. Décomposition de Kalman

Kalman a montré qu’il est possible d’introduire certaines coordonnées en utilisant une matrice de
transformation T, de telle sorte qu’un systéme puisse étre décomposé comme suit:

( Ay Az O 0 B,
. |0 Ay O 0 0
!x "~ [As1 Asz Asz Az x(©) + Bj u® (111.25)
L 0 Ay 0 Ay 0
y=1[C G 0 0]x()

ou un A;;, B; et C; sont des blocs de matrices de dimensions appropriées. Le vecteur x(t) est par
conséquent décomposé en quatre sous-vecteurs, chacun d'eux correspond a I'un des quatre cas suivants:

e Etats qui sont a la fois commandables et observables

e Etats non commandables mais observables

e FEtats commandables mais non observables

e FEtats qui sont a la fois non commandables et non observables.

Le théoréme suivant, lié aux résultats ci-dessus, est appelé le théoréeme de décomposition de Kalman.
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Théoréme 111.4:
Un systeme peut étre décomposeé en quatre sous-systemes avec les propriétés suivantes:

e Sous-systéme Scq: Le sous-systeme commandable et observable (4,4, By, C1).

e Sous-systeme S¢q: Le sous-systeme non commandable mais observable (4,,, 0, C,).
e Sous-systeme Scg: Le sous-systeme commandable mais non observable (433, B3, 0).
e Sous-systeme Sgg: Le sous-systeme non commandable et non observable (4,44, 0,0).

La Figure 111.4 montre le schéma de principe de la décomposition de Kalman, impliquant les quatre
sous-systemes et la maniere dont ils sont liés. De plus, il montre que I'entrée est liée a la sortie
uniquement via le sous-systeme S¢g.

Commandable
— et
Non Observable

Commandable
> et
u Observable y

Non Commandable
et
Observable

Non Commandable
et
Non Observable

Figure 111.4. Schéma de principe de la décomposition de Kalman

La matrice de transfert d'un systéme est unique et peut étre déterminée a partir du sous systéeme qui
est & la fois contrdlable et observable. En réalité, des calculs simples montrent que la matrice de fonctions
de transfert du systéme est donnée par:

H®)=C, (pI — A1) " By (111.26)
La relation (111.26) ne contient que la partie contrdlable et la partie observable du systeme.

Exercice résolu:

Considérons les deux systemes SISO suivants:

p?+2p-3
3+6p2+11p+6

Hp) =55 = G@) =

2+3p+2
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Examiner la commandabilité et I'observabilité de deux systemes et comparer les résultats.
Solution:
On peut extraire la forme de commande directement.

_ {x — [_02 _13] x(t) + [2] u(t)
y =[-1 1]x()

H(p) =

2+3p+2
Com =[B AB] [0 ] |Com| =1 = le systéme est commandable.

Obs = [ ¢ ] = [_1 1 ] |Obs| = 6 = le systéme est observable.

CA -2 —4
) 0 1 0 0
p°+2p-3 x=10 0 1| x(t) + u(t)
G = -
(») p3+6p2+11p+6 —6 -11 -6 1
-3 2 1]x(t)
Com=[B AB A?B]= ] |Com| =1 = le systéme est commandable.
—6 25
C -3 2
Obs=|CA|=|-6 -14 —4,
C A? 24 38 10
_ |14 B —4 —6 —14| _ _ _
|0bs| = 3|38 0| 2|24 10|+1|24 38 36-72+108=0
= le systeme est non observable.
p®+2p—3 (p—D(+3) (p—1)

G(p) = = H(p)

p3+6p>+1lp+6 (p+1)(p+2)(p+3) p+DpP+2)

Parce que G (p) = h(p), alors, on peut dire que les deux réalisations précédentes sont deux réalisation
pour le méme systeme. Mais, la premiére réalisation est minimal c.-a-d. représentation car le systeme est
commandable et observable, tandis que la deuxieme réalisation n'est pas minimale car elle est non
observable, ce qui implique I'existence d'une annulation péle-zéro.

Remarque (indépendance linéaire):

Un ensemble de vecteurs est dit étre linéairement dépendant si l'un des vecteurs de I'ensemble peut
étre défini comme une combinaison linéaire des autres; Si aucun vecteur de I'ensemble ne peut étre écrit
de cette maniére, les vecteurs sont dits linéairement indépendants.

Les vecteurs d’un sous-ensemble S = {v,, ¥,, ..., U} d'un espace vectoriel V sont dits linéairement
dépendants, s'il existe des scalaires a4, a,,..., ay, pas tous nuls, tels que:
A,V + ayVy + - 4+ oV = 0

Autrement dit, chaque vecteur peut s'écrire comme une combinaison linéaire des autres vecteurs.
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-3 2 1
Dans I'exemple précédent, les trois vecteurs v, [—6], U, [—14] et U, ’—4] sont linéairement
4 38 10
dépendants car il existe trois scalaires a4, a, et a; tels que:

a11_7)1 + a21_7)2 + a31})k = 0
ola; =1,a, =—3eta; =9
51_31_7)2+96k20
c.-a-d., les trois vecteurs appartiennent au méme plan décrit par I'équation:

2x+3y+z=0

.................

v
0 L T i LT T L
)
F- H
’ -
’
v
v v
i
s -
L
I
HE
[

"

A5 4
y x

Figure I11.5. (a gauche) les trois vecteurs, (& droite) vue latérale du plan contenant les trois vecteurs.

111.10. Exercices
Exercice 1:
Soit le systeme décrit par sa fonction de transfert suivante:

Y(p) _ p+3 _ p+3
U(p) p3+6p%+1ip+6 (p+1)(p+2)(p+3)

- Examiner la commandabilité et I'observabilité du systeme.
Exercice 2:

Soit le systeme donné par sa fonction de transfert:

Y(p) _ p3+5p%+p+2
Ul) p3+5p2+p+2

H(p) =

- Déterminer sa forme canonique de commande.
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Exercice 3:

Considérons le systéeme décrit par les équations d'état suivantes:

2p2+7p+7
p?+3p+2

H(p) =

- Déterminer sa forme canonique de commande
- Etudier sa commandabilité et son observabilité

Exercice 4:

Soit un systeme monovariable, démontrer les deux propriétés suivantes:

1. Si on peut écrire une représentation d'état sous la forme de commande, alors, le systeme est
commandable.

2. Si on peut écrire une représentation d'état sous la forme d'observation, alors, le systeme est
observable.

Soutien: Calculer les matrices de commandabilité et d'observabilité et continuer avec la démarche ordinaire.
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Chapitre |V

Repreésentation des SM par matrice de transfert

1VV.1. Introduction

Apreés avoir appris a écrire un systeme monovariable sous forme d'équations d'état, nous étendrons nos
connaissances au systeme multivariable.
On considere le systeme monovariable décrit par:

G(p) = ﬁ avec degré (N(p)) < degré (D(p)) (IV.1)

L'objectif est de trouver une representatlon d'état:

x = Ax(t) + Bu(t)
b < ca (V-2
Pour le cas des systémes propres, on a:
NP _ R®
G = — + V.3
P)=5m = b T C (IV.3)
——
. . (AB,C) D
Ou, Q est le quotient et R(p) est le reste.
Exemple IV.1:
3p +9p+10
G(p) = p2+4 p+3
_ 3(p?+4p+3) + -3p+1
T p2+4p+3 p?+4 p+3
_ -3p+1
B p%+4p+3
Alors,
5c=[0 ]x+[0]u(t)
y = 3] x+3u

IV.2. Passage d’une représentation d’état a la représentation par matrice de transfert

Pour un systeme MIMO donnée par sa représentation d'état (A4, B, C, D)qui possede m entrées et n
sorties, sa matrice de transfert T(p) est de dimension nxm et peut se calculer par:

T(p) =C(I—A)"*B+D (1V.4)

IVV.3. Systemes multivariables:

Soit un systeme décrit par sa matrice de transfert G (p). On appelle:
Réalisation: un triplet (4, B, C)tel que G(p) = C (pI — A)~1 B, avec A de dimension non minimale.

Représentation: un triplet (4, B, C) tel que G(p) = C (pI — A)~! B, avec A de dimension minimale.
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On peut alors distinguer plusieurs approches pour obtenir une représentation d'état représentée par la
figure suivante :

G(p) { Réalisation

Méthode des
invariants

Méthode de Réduction

Gilbert

Représentation

Figure 1V.1. Obtention des représentations d'état
1V.4. Réalisation des systéemes multivariables

La réalisation est le probleme inverse de l'obtention de la matrice de transfert G(p) a partir des
matrices d'état A, B, C et D, c'est I'obtention d'une représentation d'état a partir de la matrice de transfert.

Réalisation

T

G(p) {A, B, C, D}
Matrice de transfert

Figure IV.2. Probleme de réalisation

Le quadruple (A, B, C, D) est appelé réalisation de G (p).

Théoréme IV.1:
Une matrice de transfert G(p) est réalisable si seulement si elle est rationnelle propre.

Notons qu'une fonction de transfert est propre si le degré de numérateur est inférieur ou égal au degré
du dénominateur. Une matrice de transfert est propre si tous ces éléments sont propres.

1V.4.1. Réalisation diagonale en bloc

Un systeme multivariable MIMO peut étre considéré comme la superposition de plusieurs SIMO
(Single-Input Multi-Output) systémes:

_P(p) _ [P1(® - Pn(®)]
G(p) = Do) 5 (IV.5)
_ @ 0 - o] P01 - 0],
D(p) D(p)
P[0 0 - 1]
D(p)
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On va obtenir une representation pour chague terme de la somme:

_ Pi(p) [0 N 0]
v =200 U(p)
Pi(p)ui(p)
= V.6
D(p) (1V-6)
Alors,
Y=6cUp)= Y + Yo+ -+
La représentation d'état du terme y; est:
X, = A x(t) + Byu(t)
V.7
{J’i = C;x;(t) (V-7)

On peut utiliser par exemple les représentations canoniques du cas monovariable. Et donc la
représentation d'état finale du systeme sera:

( A, 0 0 0
. ]o 4, 0 o0
X =
{ .0 - (IV.8)
l 0 0
y=1[C G C
Exemple 1V.2:

Considérons le systéeme suivant:
1 -1
p*+p-4 2p°- p—Sl

P(p) p2-4 2(p%-4)
G = =
(p) D(p) p (p+1)(p+2)

Alors,

1 -1
p*+p—4 2p%- p—Sl
P-4  2(p*-4)
p (p+1)(p+2)

Y(p) = U(p)

1

-1
p*+p—4 IZPZ— p—Sl
2 2
—4 2(p?-4
_Llp - (p°-4) u,
p3+3p%+2p p3+3p%+2p

En utilisant la forme de commande, la représentation d'état du systéme sera:
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( 0 1 0,0 0 O 0:0
0 0 1:0 0 0 0! 0
i=|0.=2. =3 0 0 _of . l1io]
0 0 00 1 0 0:0
1 0 0 0:0 0 1 0! 0
0 0 0:0 -2 -3 01
1 00:i-1 0 ©
y=|-4 1 1:-8 -1 2[ x + [0]
\ -4 0 1'-8 0 2

1V.4.2. Réalisation sous forme canonique en blocs

On peut obtenir une forme canonique en bloc en utilisant les méthodes du cas monovariable, par
exemple la forme de commande:

([ 10 1 M

I R
x=1|: K - 0 x+!l:ilu

l 0 0 0 1 J lOJ (IV.9)
L ap —a; -+ —QApz —0ap_q 1
y=1[by by -+ by bp1]x+ [0]u

Soit le systeme multivariable qui possede g entrées p sorties:
G(p) = 2p) (P(p) est la matrice polynomiale)

D(p)

— Bmp™+ By 1p™ ' +-+ Bip+ By
P+ an_1pv 14+ a p+ag

(IV.10)

Ou, les B; (i=1,...,m) sont des matrices qui possédent les mémes dimensions que P(p), m est le degré du
polyndme du degreé le plus élevé dans la matrice P(p).

Une réalisation analogue a la forme canonique de commande peut s'écrire comme suit:

( [ 0 I, 0 0 1 [ ]
[ 0 0 I, : | 10|
0 x+|ilu
< 0 0 Iq OJ (IvV.11)
_aol - q e an 21q an 11 Iq
By By - By Bpq] x +[0] u

Ou, I, est la matrice identité d'ordre g (le nombre d'entrées du systeme).

Exemple IV.3:
Soit I'exemple precédent:

1 -1
p?+p-4 2p*-p-8

- —Lp*4  20%-4)
G0) = 56 = e
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0 0 0 0 1 -1
{ 1 2|p%+ |1 -1|p+|-4 —8]}
-1 2 0 0 -4 -8
p3+3p%+2p
La réalisation sous la forme canonique de commande peut s'écrire comme suit:
( 0 I, 0 0
X = [ 0 0 12 x+|0fu

—-0I, —2I, -3I,] I,

1 -1 0 O 0 O]
—4 —8] [1 —1] [1 2] x + [0] u
-4 -8 0 0 1 21

-

ou
(| 1 1
| ° o o 0
=| 0 0 (1) g |x+ 0 u
| l— o oy g o
] [ ] [ ol + 101
\ 0 1 2
Finalement, on a:
( 0 0 1 0 0 0 1 r0 01
0 0 O 1 0 0 0 0
7= 0 0 O 0 1 0 X+ 0 0 u
0 0 O 0 0 1 0 0
] 0 0 -2 0 -3 0 1 0
o 0 0 -2 0 -3 L0 1
1 -1 0 0 0 O
y=1|-4 -8 1 -1 1 2| x + [0]u
\ -4 -8 0 0 1 2

1V.4.3. Réalisation diagonale

On peut utiliser la méthode des résidus pour obtenir une forme diagonale de la matrice d'état. Soit la
matrice de transfert donnée par:

P(p)
G(p) = ~ (’;) (IV.12)

ou, P(p) est la matrice polynomiale (pxm) et D(p) est le dénominateur commun.

On peut donc réécrire la matrice G (p) comme suit:
Ri

P(P) _ yn
G(P) =5y = Li=15- 1 (IV.13)

dont R; sont les matrices résidus, et A; sont les pbles ou les modes.

Exemple IV .4:
Soit le systeme multivariable, 2 entrées et 2 sorties:
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G(p) =

Alors,

On peut écrire:

Y(p) _ [

2(2p%+ 4p+1) p (p+2)

2p (3p+5) (p+2) (3p+1)

U(p)

p (p+1)(p+2)

[ 4p%+ 8p+2 p (p+2)

p (p+D(@P+2) p@E+D(P+2)

2p (3p+5) (p+2) B p+1)

lp (p+1)(p+2) p(P+D(p+2)

1 2 1 0 1 0
p p+1 p+2 p p+1 p+2
0 4 2 1 2 0
| D p+1 p+2 p p+1 p+2
[1 0 [2 1] 1 0]
=10 1 + 4 2 + 2 0
P p+1 p+2

1 0

Rlzcl) ﬂ’Rz:[i ;]’Rf[z 0

) [1 0] [2 1] [1 0]
nE]_(lo 14 la 2l 4 12 ol [Ui(P)
Y5 (p) 14 p+1 p+2 | LU,(p)
1 0] [Ul(p)] [2 1] [Ul(p) [1 0] Ul(p)]
Y1(P)-: 0 1l WUy + 4 21 WUy(p) + 2 0l W,
Y2(p)] p p+1 p+2
X1 X2 X3
U U U
p p+1 p+2
$
U U U
Y,(p) = 2(p) n 2(p) n 2(p)
L2 p p+1 p+2
La représentation d'état s'écrire:
( 0 O 0 0 O 0 T 'l 07
0O -1 0 0 o 0 2 1
. _ |10 0 -2 0 O 0 1 0
J* 7o 0o 0o 0o 0o of” lo 1[*®
0O O 0O 0 -1 o0 4 2
0 0 0O 0 0 -2 L2 O
11100 0 0 0
Ly_[o 00 1 1 1]x+[0 ol ¥
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Un autre choix pour les variables d'état:

X1 X2 X3
( U:(p) U:(p) U:(p)
Y, (p) = o [Uz(p) +[2 1 [Uz(p) +[1 0l [Uz(P)]
) 1P p p+1 p+2
Ui(p) Ui(p) Ui(p)
PR (1)) Bl U0)) IRl VA
\ p p+1 p+2
M 2%, 2%,
Etona:
( 0 0 0 0 10
. [0 =1 0 o 2 1
{x_00—20x+10”(t)
0 0 0 0 0 1
1110 0 0
Ly=[0 2 2 1]x+[0 o]”

1VV.5. Réalisations minimales

Afin d'analyser les systéemes, il est avantageux de disposer d'une description compacte du systéeme.
L'objectif de chercher un espace d’états minimal est de trouver un modéle de taille minimale du systéme
donné.

Comme la realisation minimale est a la fois contrélable et observable, c'est une bonne base pour la
conception d'un observateur qui estimer les états du systéme a partir de mesures de la sorties, et
également pour concevoir ultérieurement un contréleur de retour d'état (en utilisant, par exemple, le
placement des poles).

Théoréme 1V.2:
Une réalisation est minimale si elle est a la fois commandable et observable.

Théoréme IV.3:
Toutes les réalisations minimales d'une matrice de transfert donnée sont similaires.

Il existe plusieurs méthodes pour obtenir une réalisation minimale. Deux méthodes sont présentées ci-
dessous.

1VV.5.1. Méthode de Gilbert

On suppose que les racines du denominateur de G (p) sont réelles et distinctes (en multivariable ces
racines ne sont pas obligatoirement les pbles). On peut écrire:

P(p)
G(p) =—= V.14
(P) =50 (V14
Ou, P(p) est la matrice polynomiale (pxm) et D(p) est le dénominateur commun qui possede des

poles simples (distincts).
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On a, alors:

G(p) =

m—D Zl 1p /1 (Iv.15)

Oou
D = G(w) (IV.16)

Les pdles ou modes sont les A; et leur ordre de multiplicité est égal au rang(R;), dont R; sont les
matrices résidus de dimensions (pxm).

Sir; = rang(R;), alors, il y a r; colonnes linéairement indépendantes dans la matrice R;, on les dénote
par C;j, J= 1,..., r;. alors, chague colonne de R; peut étre exprimée comme une combinaison lingaire de
C;; et la matrice R; peut étre décomposée en produit de deux matrices comme suit:

Ou la matrice C; est de dimensions p X r; et la matrice B; est de dimensions r; X m.
Pour déterminer B;, on pré-multiplie I'équation précédente par C;”, donc:

CiTRi = CiTCi Bi (|V18)
Alors, on obtient:
Bi = (Cl'TCi)_lciTRi (IVlg)
Et la réalisation minimale sera:
( /1111 O A 0 Bl
. O /1212 BZ
= ) : ) . t
x : . . 0 x + : u(t) (|V.20)
0 0 A4 B,
y =[G C - Cglx+Du

Ou I; sont les matrices identité d'ordre r;. Alors, les pbles A; sont de multiplicité r;, et alors:

Ordre du systeme =n=3/_, r; (Iv.21)

Cette réalisation peut etre facilement vérifiée qu'elle est commandable et observable, autrement dit
minimale.

Remarques:
1. On peut utiliser la méthode de résidus pour calculer les matrice résidus R; .
2. La méthode de Gilbert est valable dans les deux cas ou les pdles sont distincts ou multiples.

Exemple 1V.4 (p6les distincts):
Soit la matrice de transfert suivante:

2p+3 3p+5
(p)= m — |p?+3p+2  p2+3p+2
U(p) -t 0
p+1

Donner une réalisation minimale en utilisant la méthode de Gilbert.

Solution:
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G(p) = R4 R,
p)= p+ 1 p+2
[2p+3  3p+5
1 2
Ri=(@+1) G(p)lp: -1 = | pt2 p+2] = [_1 0]
[ 2p+3  3p+5]
_ | pt1 p+1 | o1
L p+1 p=—2
Alors,
1 ol fo o
G(p) =
== T 2
rang(R,) = 2, car la matrice R, contient deux colonnes linéairement indépendantes, alors,

ro=cim=[1 qlly Jheoneci=[5 Gles=[ ]

rang(R,) = 1, car la matrice R, contient deux colonnes linéairement dépendantes, alors

C, = [é] et

- i 1 1 _
B,=(C"6) G R = (11 alfg]) 11 0lfy o=@ =11 1]
Donc, la réalisation minimale est donnée par:

R /11]1
= [ ol x5
y = [Cl Cz] x+Du

On a donc:
( -1 0 0 1 0
5c=[0 -1 O 0 1]u(t)
O

1
0
Ly 1 0 0] +[ o]”
Ordredusysttme=n =Y? rn=nrn+1n=2+1=3

Il est clair que la réalisation est commandable et observable, car la matrice B ne contient pas de lignes
nulles et la matrice C aussi ne contient aucune colonne nulle. Par conséquent, la réalisation est minimale.

On peut Vérifier ce résultat en calculant les matrices de commandabilité et d'observabilité.
1 0]J[—-1 o071 O

Com=[B|AB| A’B]={lo 1||0 -—1ffo 1

1 11t-2 -=-2114 4

Il est évident que la matrice Com est de rang plein (rang(Com) = 3), car les trois lignes sont
linéairement indépendantes, autrement dit, le systeme est commandable
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[ [ 1 2 1 ]
C I -1 0 O I
1 -2 =2
Obs = CAZ |[ 10 ol
l [ 1 2 4 J
1 0 O
Et aussi la matrice Obs est de rang plein (rang(0Obs) = 3), alors la réalisation est observable.

La matrice

__ Y(p) R R; R.1U(p) RzU(P)
G(p) = U(p) p+1+p+2_)Y()_ p+1 + p+2 1t Y2

Et la realisation précédente peut étre représentée par le schéma fonctionnel suivant:

Y1(p)

x() 1 X1(p)
s

o 1 P

U(p) Y(p)

u/ Y, (P)r

Figure 1VV.3. Schéma fonctionnel de la réalisation de I'exemple V1.4.

Exemple IV.5 (poles multiples):
Soit la matrice de transfert suivante:

1 2
(p)= Y) _ (p+1)2 p+2
U(p) = 4

p+1  (p+1)*(p+2)
Donner une réalisation minimale en utilisant la méthode de Gilbert.
Solution:
On peut réécrire G (p) sous la forme:
Y(p) _ R, " R, n R3
Up) (+1?* p+1 p+2

G(p) =
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[ ) 2(p+1)2]

_ 2 _ p+2 o
Ri= (+1 G(p>|p=_1—[ L j =15 4
P @+2) 1,
rang(R;) = 2, car la matrice R; contient deux colonnes linéairement indépendantes, alors,
_ 1 o1 o Lo 1 o
Rl_ClBl_[o 4] 0 1]'d°nccl_ 0 4] et Bl_[o 1
. 0 (4p+4)(p+2)—2(p+1)2]
1 d=~ (p +2)? 0 0
_ 2 - p -
= Diger @D (W= [1 —4 } 1l
(@ +2)? = —1
rang(R,) = 1, car la matrice R, contient deux colonnes linéairement dépendantes, alors
_ _[0 _ _
R, = C,B, = [1] 1 —4]-C, = [O], et B,=[1 —4]
(p+2) ]
(p+1)? ? 0 2
Re= @+26@-—2=|0" 5 4 | =l &

p+1 (p+1)2J10=_2
rang(R;) = 1, alors
R, = C;B; = [ﬂ [0 1] - Cs = [i] et By=1[0 1.
1 0 0 07 [0 2
NN

0 4
G —
(p) (p+ 1) p+1 p+2

Et la realization sera:

ML I, 0 0
J'C = [ O 1212 O x + 12 u(t)
0 0 A, B,
y :[R1 RZ C3]X+Du
On a donc:
( -1 0 1 0 0 0 0
[0 -1 0 1 0] [0 o]
x =10 0 -1 0 0|x + |1 O0]u(t)
4 0 0 0O -1 0 0 1
0 0 0 0o -2 0 1
1T 0 0 0 2 0 0
Ly‘[041—4 4]x+[0 ol

Ordredusysttme=n = Y2 m;r,=2r,+r,=2%X2+1x1=5

ou m; sont les multiplicités des modes 4;.
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1VV.5.2. Méthode des invariants (forme de Smith-McMillan)
On considere le systeme décrit par:

G(p) = % (IV.22)

P(p): Matrice polynomiale pxm (c.-a-d. le systeme posseéde m entrées et p sorties)
D (p): Dénominateur commun.

Théoréme: n'importe quelle matrice polynomiale P(p) est équivalente a une matrice diagonale S(p),
telles que:

P(p) = L(p) S(p) R(p) (1V.23)
1VV.5.2.1. Décomposition de Smith

Considérons plus particuliérement la matrice polynomiale P(p). On définit la notion de matrices
équivalentes. S(p) et P(p) sont équivalentes s’il existe deux matrices unimodulaires (de déterminant
constant indépendant de p) telles que:

P(p) = L(p) S(p) R(p)

e i o
pxp pxm mxm
= S(p) = L7(p) P(p) R"*(p) (1V.24)
S(p) est pseudo-diagonale:
v1(p)
S(p) = ¥ () . (1V.25)
04

Il s'agit de la forme de Smith et le rang(S(p)) = rang(P(p)) = r, les y;(p) sont les invariants (les
diviseurs invariants) de S(p).

Il existe deux méthodes pour trouver S(p):

— Algorithme de pseudo-diagonalisation qui permet de trouver simultanément L(p), S(p) et R(p).
— Méthode directe permettant de trouver S(p), mais pas L(p)et R(p).

1V.5.2.2. Algorithme de pseudo-diagonalisation

Utilise des opérations élémentaires sur la matrice polynomiale. Si on multiplie la matrice polynomiale
a gauche par une matrice élémentaire, on effectue une opération sur les lignes, si on multiplie a droite, on
effectue une opération sur les colonnes.

Remarques:

1. Toutes les matrices élémentaires sont réguliéres (non singulieres) det=+0,
2. Le déterminant d'une matrice élémentaire est une constante det = constante,
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3. Le produit de plusieurs matrices élémentaires donne une matrice polynomiale avec déterminant
constant non nul.
4. Une matrice polynomiale avec déterminant constant non nul est appelée matrice unimodulaire,

Lemme: Toutes les matrices unimodulaires peuvent étre écrites comme un produit de matrices
élémentaires.

1V.5.2.3. Opérations élémentaires

1VV.5.2.3.1. Réduction de la premiere colonne

1
ez1(p) 1 0
L'(p)=|es(p) 0 1 (1V.26)
le.p) 0 - o 1l
Avec:
_Pl
en(p) = 522 (IV.27)
1VV.5.2.3.2. Réduction de la deuxieme colonne
[t ]
|0 1 0 |
’(p) =10 en®@ 1 | (1v.28)
0 enx(p) 0 1J
Avec:
—-P;
ein(p) = 528 (IV.29)
1VV.5.2.3.3. Réduction de la premiere ligne
[1 e2(p) ew(p) - e1n(P)]
|0 1 0 I
R'(p) = [0 0 1 ‘ (IV.30)
0 0 0 1
Avec:
_P i
e(p) = 322 (IV.31)
1VV.5.2.3.4. Réduction de la deuxiéme ligne
1 0 0 0
0 1 ez - en (P)]
R*(p) = lo 1 (IV.32)
Avec:
ein(p) = 24D (IV.33)

Py2(p)

Université de GHARDAIA N. HACENE Page 62



Systemes linéaires multivariables Chapitre 1V: Représentation des SM par matrice de transfert

Exemple 1V.6:

. 11
Soit: P(p):[p - +1]

(i) on réduit la premiere colonne par une opération ligne:

ORTAOLIORS I | S Y

(ii) on réduit la premiere ligne par une opération colonne:

PO=PORO=] ,1q)ly 1= pedl
Alors,

P(p) =L(p) S(p) R(p)

1T ortnpp o 1p1 —-17t
=15 1] o paallo 7]
L(p) S(p) R(p)

Alors, y;(p) =lety,(p) =p +1.
1VV.5.2.4. Forme de Smith-Macmillan

Théoréme:
N'importe quelle matrice de transfert peut se simplifier a une forme diagonale:

P(p) _ L(p) S(p) R(p) _
D(p) D(p)

Ke)
D(p)

L(p) R(®) (IV.34)

G(p) =
S(p)

La matrice @) est une matrice de fractions rationnelles diagonale. Les éléments de la diagonale peuvent

donner lieu a des simplifications entre le numérateur et le dénominateur.

Notons:
L(p) = [L1(@) - Lp(P)] (1V.35)
R,(p)
Rp)=| ] (1V.36)
Rm(p)
_M -
D+1(p)
. €r(p)
%= ) (1V.37)
0
| . 0-

e ¢€;(p) et D;(p) sont des premiers (pas de racines communes),
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e ¢;(p) divise €;41(p) et D;(p) divise D1 (p).
e r=rang(G(p)),

La nouvelle forme de G(p) est appelée la forme de Smith-Macmillan.

On arrive a;

G(p) = L) 2 R(p)

D(p)
[€1(p)
D1(p)
) R1(p)
= [La@) - Ly@)] e [s
0 R, (p)
04
R1(p)
— ®) er(p) .
=[Le)EE - Le)s =]
1(P) r(p) R, (p)
—\r ) €@ p
- Zi=1 Ll(p) Di(p) Rl(p) (IV38)
e Les poles de G(p) sont les racines de D;(p),
e Les zéros de G(p) sont les racines de €;(p).
e L'ordre du systéme est:
n =i, deg(D;(p)) (1V.39)
On peut écrire:
Y(p) = G(p) U(p) = Ty Lip) 352 Ri(p) U(P) (1V.40)
= Xi=1Yi(p) (1v.41)
Donc,
Y= Lip) 355 Rip) U(P) (IV.42)

On obtient une représentation d'état pour chaque terme Y; de la somme:

X, = A;x;(t) + Byu(t)
V.43
{Yi = C; x;(6) ( )
Et donc la représentation d'état finale du systéme sera:
Ai 0 0 O B,
. o 4, 0o o B,
I Sl I S i (IV.44)
| 0o 0 - A, B,
ky = [C1 CZ CT] X + [O] u
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Exemple IV.7:
Soit le systéme décrit par:
1 -1
p*+p-4 2p*-p-8
_P _Ll p’-4  2(p*-4)
G(p) = =
() D(p) p (p+1)(p+2)
1 -1
P(p)=|p*+p—4 2p*-p-8
pP—4 20049

1 0 0 1
Pi(p)=L(p) P(p) = [-P*—p+4 1 Of|p? tp- 4 2p —p 8 0 3p —12
-p2+4 0 1|| p?-4 2(p?—4) 0 3(p?-4)
1 ~1
2(n) = pl 1(n) — 2 _ 1 1 _
P2p) =P ) RIP) =0 3p*-12|[0 |= 0 spto12
0 3(p2—4) 0 3p2-12

1 0 o011 0 1 0
P3(|0)=L2(p)P2(p):[0 1 0] 0 3p*-12 :[0 3p2—12]

0 -1 1o 3p2—12| lo o
Alors,
1 0 1 0 0 1 0 0
[0 3p2—12]:[0 1oof|=popta 1 Op(p)[ ]
0 0 0 -1 1| -p*+4 o0 1
1 0 0 L
[—pz—p+4 1 0|P@p) [0 1
p -1 1
Il vient:

1 0 0 1 -
P(p) =L(p) S(p) R(p)=<[ pz—p+4 1 OD [0 3p? —12] ]

0 0 1 -1
:p+p410[03p—12] B
MR o 7]

g | — )

L(p) S(p) R(p)

Alors, y1(p) = Lety,(p) = 3p* — 12.
La matrice de transfert est, donc:
1 0 o0 0 1 1
p?+p-4 1 0f|o 3p2—12][0 _1]
p’-4 1 1]lo 0
p (p+1)(p+2)

G(p) =
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1 0
1 0 0] lo 3p2—12]
=p+p-4 1 0| C—L0_L |1 —I
- 1
1 0 0]|p@+D®+2) ]
=lp“+p—4 1 0 0 3p—12 |[ 1
p’—4 1 1 p (p+1)(p+2)
H 0 J
_ 1 0
1 0 Of]lp(+1D)(p+2)
=|p*+p-4 1 0 0 s-2) | [ —11]
p?—4 1 1 p (p+1)
s 0 0
1 0
24
ptp—4| [1 1] 1]3(p—2) [0 1]
_L p?-4 + b
p (p+1) (p+2) p (p+1)
1 0
p*+p—4| [1 -1] 3p—6[[0 1]
p%—4 + [3p=6
p3+3p%+2p p*+p
Pour le premier terme, la représentation d'état est:
( [O 1 0 0 O]
x=|0 0 1|{x+[0 O0]u
0 -2 -3 1 -1
1 0 0
ky =[-4 1 1| x+[0]u
-4 0 1
Et pour le deuxieme terme, la représentation d'état est:
. 0 1 0 O
x=[0 _1]x+[0 1]u
0 O
y= [—6 3 x + [0] u
k -6 3
Finalement,
( 0 1 00 O 0 0O
|r0 0 1 i 0 O]| |[0 O]|
x=10__=2 =30 _0])x+|1 —1lu
< 10 0 0:'0 1 [0 0
0 O 0 i 0 -1 0 1
1 0 00 O
y=[—4 1 1:-6 3| x+[0]u
\ -4 0 1'—-6 3
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1VV.5.2.5. Méthode directe
La méthode directe est la suivante:

1. Posons A, = 1 et définissons A;(p) comme les plus grands communs diviseurs (PGCD) des
mineurs d'ordre i de S(p)

2. Ona () = 2B, o) = e i) T
On notera que y;(p) divise y;.1(p).
Exemple IV.8:
Soit la matrice polynomiale:
1 -1

M) = [p*+p—4 2p*-p-—38
pP—4  200°-4)

La structure de S(p)est a priori la suivante:

Y1(p) 0
S(p)= [ 0 Y2 (P)]
0 0

Appliguons l'algorithme:

— Ap=1
— Les mineurs d'ordre 1 sont les éléments de la matrice. Leur PGCD est égal a A; = 1.
— Les mineurs d'ordre 2 sont: 3p% — 12, 3p% — 12, 3p% — 12p
Le PGCD est A,(p) = 3p? — 12. On a donc:
A () _1_ 82 () _

- = =1 =2 =3p? —12=3(p? — 4
) =3y ST B @ =, T3 3(p°—4)

1 0
- Ham=k Mﬁ—@]
0 0

1VV.6. Exercices
Exercice 1:

Soit le systeme multivariable décrit par les équations différentielles suivantes:

{}71"‘5’2 Ty, = Uy
Yo+t V1i—Y1= U

1. Déterminer sa matrice de transfert.

2. Déterminer une réalisation du systéme.
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Exercice 2:

Soit le systeme décrit par:
1 -1

p3+9p2+23p+15 p3+9p2+2 3p+15
_ p?-p-1 14
G(p) = p3+9p2+23p+15 p3+9p2+2 3p+15
p%+3 2p
lp3+9p2+2 3p+15 p3+9p2+2 3p+15J

1. Combien d'entrees et de sorties le systeme a-t-il?
2. Déterminer une réalisation du systeme en utilisant la méthode de Gilbert.

Exercice 3:
Soit le systeme décrit par:
1 -1 p?-p-8
| p3+p2+2p+5 p3+p2+2p+5  p3+p2+2p+5 |
Gp) = | r : 2|
p3+p%+2p+5  p3+p?+2p+5  p3+p?+2p+5
p2+3 2p p+2

p3+p%2+2p+5  p3+p?+2p+5  p34p24+2p+5

— Déterminer une réalisation du systeme.

Exercice 4:
Soit le systéme décrit par:

[p+1 p—-1 p
_P® _ |p*+p-4 p-2 p?+2p+3
G = =

(p) D(p) p (p+1)(p+2)

— Déterminer une réalisation du systéme en utilisant la méthode des invariants.
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Chapitre V

Commande par retour d'état des systemes multivariables:
commande par retour d’état, observateur d'état et commande par
retour de sortie

V.1. Principe général de la commande par retour d'état

La commande par retour d'état est la commande des systémes modélisés par leur représentation d'état,
tandis que la commande en boucle fermée est la commande des systemes représentés par la fonction de
transfert. L'idée consiste toujours a piloter le systeme par un signal de consigne et a générer
automatiquement le signal de commande en confrontant en permanence la valeur de la consigne et le
comportement réel du systeme. L'écart entre consigne et comportement réel sert de base au signal de
commande du systéme. Dans la commande par retour d'état, nous n'allons pas mesurer le signal de sortie
pour le boucler sur l'entrée, mais nous allons nous servir du vecteur d'état complet pour prendre
connaissance du comportement du systeme. La figure V.1 présente une représentation schématique de ce
concept.

Signal de
e commande

Signal d

Controleur

Systeme

Signal de  Signal de Signal de Signal de
sortie consigne commande ( . i
— > () :L Systéme }—&mev

état du

Dispositif de systeme
retour

(@) (b)
Figure V.1. Principe de commande: (a) en boucle fermée (b) par retour d'état

V.2. Probléme de placement de péles par retour d’état

Le vecteur d'état étant supposé connu, le signal de commande du systeme (autrement dit I'écart) doit
étre construit en soustrayant au signal de consigne un signal qui dépend du vecteur d'état. Ce vecteur
d'état étant compose de n signaux x; (t), x,(t),..., x,(t), on le multiple par un vecteur ligne "K" appelé
vecteur de gain pour pouvoir faire cette soustraction. On a alors:

K=Tky ky - kyl (V.1)
et
X1
U =e®) -Kx=e) = [ky ky -~ kyl |7 (V.2)
Xn
soit:
ut) =e(t) — kix;— kyxo—...— kpxp, (V.3)
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e(t) u(t) Systéme y(®)

X(t)
) ]k

Figure V.2. Bouclage du systéeme par un vecteur de gain

V.2.1. Fonction de transfert en boucle fermée

On peut calculer la fonction de transfert en boucle fermée du systeme a partir de la représentation

d'état. Supposons que le systeme, en boucle ouverte, soit régi par les équations d'état suivantes:

x = Ax(t) + Bu(t)
{y = Cx(t)
On a, alors:

{9’( = Ax(t) + B{e(t)- K x(t)}
y = Cx(t)
Appliquons, la transformée de Laplace aux équations d'état:

{pX(p) = (A—-BK)X(p) + B E(p)

Y(p) = CX(p)
On tire:
{{pl —A+BK}X(p) =BE(p)
Y(p) = CX(p)
Soit:
{ X(p) ={pl — A+ BK}'BE(p)
Y(p)=C{pl —A+ BK}‘lB E(p)
d'ou:
H(p) = % = C {pl — A+ BK}™'B

(V.4)

(V.5)

(V.6)

(V.7)

(V.8)

(V.9)

On peut aussi utiliser le schéma analogique (Figure V.3) pour calculer la fonction de transfert en boucle

fermée.
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e(t)

. y(®)

Systeme
Figure V.3. Obtention de fonction de transfert en boucle fermeée
En effet:
_ _1 _ adj{pI-A+BK}
I —A+BK}™ = det{pI—A+BK} (V.10)
D'ou
dj{pl-

det{pl—A+BK}

Les pOles de la fonction de transfert en boucle fermée sont donc les racines de I'équation
caractéristique det{pl — A+ BK} = 0, c'est-a-dire les valeurs propres de la matrice (A — BK). La
possibilité de choisir le vecteur de gain K de maniere a positionner ces péles sur des valeurs voulues,
donc de conférer au systéeme en boucle fermée les performances que I'on souhaite lui assigner, s'appelle la
commandabilité en modes du systeme.

V.2.2. Commandabilité en modes (Wonham 1960)
Théoréme:
@ Un systéeme est commandable en modes en boucle fermée s'il est complétement commandable

en boucle ouverte.

Pour savoir s'il est possible d'assurer la commandabilité en modes du systeme en boucle fermée, il
suffira donc de calculer la matrice de commandabilité:

Com=[B|AB|A?B |- | A" 1B] (V.12)
et de Vvérifier si elle est de rang n.

V.2.3. Cas des systemes non commandables

Dans le cas ou le systeme n'est pas completement commandable, les équations d’état pouvaient se
mettre, grace a un changement de base approprié, sous la forme suivante:
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{x(t) = A%(t) + Bu(t) V.13)
y(t) = Cx(t)
ou
A=TAT™, B=T"1Betx(t) =Tx(t) (V.14)
On peut décomposer les matrices A et B comme suit:
A= Aqq élz etB = [Bl] (V.15)
0 A, 0
Le sous systéme défini par la paire A, et B, étant complétement commandable.
On g, alors en boucle fermee:
x(t) = A%(t) + B{e(t)- Kx(t)} (V.16)
Ou
o = [P Baz| g 4 [B ] {e(t)- Kx(t)) (V.17)

Scindons les vecteurs en deux sous vecteurs, on tire:

izl lAn 222“ o [ few- w0 R[] (v.18)

%11 _ A Biky A glﬁzl [’El] + [gl] e(t) (V.19)
X 0 X2 0

Cette expression apporte la preuve que le vecteur de gain ne peut agir que sur la partie complétement
commandable du systeme. En revanche, les modes non commandables du systéme ne seront pas affectés.
De cette propriété découle un résultat fondamental concernant la stabilité en boucle fermée des systémes

non complétement comandables:

Soit:

¥~ Un systéme non complétement commandable est stable en boucle fermée si et seulement si les
modes non commandables sont stables, autrement dit si les valeurs propres qui correspondent a
ces modes sont a parties réelles négatives (i.e. si les pdles correspondant sont a parties réelles
négatives).

V.3. Conception du régulateur par placement des poles

Le probléme de placement des pdles est de déterminer la valeur de K qui donne les pbles désirés en
boucle fermée. Il existe plusieurs méthodes pour le placement des poles:

V.3.1. La méthode de comparaison directe
Si les pOles désirés en boucle fermée sont: p4, p,,..., Pn, alors
det{p] —A+BK}=({p —pJ)(@ —p2) - (P — Pn)
=pt+ ap_ PV a ptag (V.20)

Pour trouver les éléments de la matrice K, il nous suffit de résoudre I'équation précédente.
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V.3.2. La méthode de forme canonique commandable
La valeur de K peut étre calculée directement en utilisant I'expression suivante:

K=[a—ay ay—a; =+ Qpq— 0y 1]T7 ! (V.21)
Ou, T est la matrice de transformation qui transforme I'équation d'état du systeme a la forme canonique
commandable:

T=ComW (V.22)
Ou, Com est la matrice de commandabilité:
Com=[B|AB|A?B |- | A" 1B] (V.23)
Et:
[ A Gpg 1]
| a; as -- 1 0}
w=]| : N (V.24)
|lan_1 1 - 0 OJ|
1 0o - 0 0

Notons, que T = I si le systeme est déja sous la forme commandable.
V.3.3. La méthode d'Ackermann

La méthode d'Ackermann (1972) est une méthode directe applicable seulement sur les systemes SISO, c.-
a-d. u(t) et y(t) sont des scalaires, la formule d'Ackermann est donnée par:

K=[0 0 - 0 1]Com™!¢(A) (V.25)
Ou:

GA) =A™ + a,_ AV 4+ A+ agl (V.26)
et A est la matrice d'état, a; sont les coefficient de I'équation caractéristique désirée en boucle fermée.
Exemple V.1:

Soit le systeme défini par sa fonction de transfert:
1
H =
(P) p(p+4)

1. Ecrire les équations d'état du systéme sous la forme commandable

2. Si on souhaite que les p6les du systéme en boucle fermée seront: p; = -2 et p, = -2, évaluer les
coefficients de la matrice du gain K en utilisant les trois méthodes.

Solution

La forme commandable est:

= o 2] xo + [ uw
y =[1 0]x(®)
L'équation caractéristique désirée en boucle fermée est:
(p+2)(p+2) =0
Ou
p?+4p+4=0
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c.-a-d.:
pP+a;p+ay=0
D'ou:
a;=4etay=4
(1) La méthode de comparaison directe

det{pl —A+ BK}=p*+4p+4

[ 210 Al =rranes

0 p
p -1 0 O7_ -
HO p+4]+[k1 k, =pirap+a
p -1 .2
ky p+4+k2|_p +ap+a

p>+ (@4 +ky)p+ki=p*+4p+4
Et on tire:

{ k1:4 ﬁ{k]_:Al'
4+k2:4 k2:O

(2) La méthode de forme canonique commandable
K=[@ —a a;—a]T™?

=[4—-0 4-4]T!

=[4 o]T!
On a:

T=ComW

Ou, Com est la matrice de commandabilité:

Com = [B | AB] = [‘1’ _14]
Et:

wel o=l
D'ou:
1 0]_
0 1
T =1, ce qui prouve que le systeme est déja sous la forme commandable. Alors, T~1 = | et:

K=[4 0]T'=[4 0]I=[4 0]

=} L[ [} -

(3) La méthode d'Ackermann

K=[0 1] Com™! ¢(A)

Université de GHARDAIA N. HACENE Page 75



Systemes linéaires multivariables Chapitre V: Commande par retour d'état des systemes multivariables

On a:

-1
i<} 4
ou:

d(A) = A% + a A + a,l

2
—14] +4[8 —14]+4[(1) 2
—4 +[0 4 ]+[4 0
16 0 -16 0 4

i

oh OO OO

Finalement, on a:

K=[0 1]Com™! ¢(A)
_ 4 1114 O
=lo 1] [1 0 [o 4

=0 1] [146 :)L
0]

V.4. Observateurs et estimateurs d'état

Dans la section précédente (section 2), on a étudié le probléme de placement de pbles, ou, on a utilisé
le retour d'état qui suppose que les variables d'état sont mesurables. En pratique, ce n'est pas le cas a
cause de plusieurs raisons: le codt, I'état ne peut pas étre mesurable physiquement, etc. sous ces
conditions, il devient nécessaire d'estimer ou d'observer les variables d'état.

Un observateur complet estime toutes les variables d'état du systeme. Si quelques variables d'état sont
mesurables, il peut étre seulement nécessaire d'estimer quelques variables, ce que l'on appelle un
observateur d'état réduit (Figure V.4).

Comme la dynamique de l'observateur ne peut étre jamais égale a la dynamique du systéeme,
I'arrangement de la boucle ouverte signifie que les vecteurs x et X graduellement divergent. Cependant, si
un vecteur de sortie J est estimé est soustrait du vecteur de sortie actuel, la différence peut étre utilisée
dans le sens de boucle fermée pour modifier la dynamique de I'observateur de maniére a minimiser
I'erreur de sortie y—y. Cet arrangement est parfois appelé I'observateur de Luenberger (1964), comme il
est indiqué par la Figure V.5.
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(0 ) Xt i
0 [ W [ }—H vt

________________________________________________

u(t)

>
X

Observateur

Figure V.4. Un observateur d'état simple.

Rappelons tout d'abord que le principe de base de I'observabilité d'un systéme consiste a proposer la
reconstruction du vecteur d'état a partir de la connaissance des signaux d'entrée et de sortie du systéeme
sur un intervalle de temps donné. Considérons le systéme quelconque présenté par la Figure V.4 et régi
par les équations d'états:

x = Ax(t) + Bu(t)
b - cxo V27
u(t) a x(t) ( L x(t)
— » C —> (1)
(0= | —
A |«

x(t)

y(@®

Figure V.5. L'observateur d'état complet de Luenberger.
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Apres multiplication du signal d'erreur par un vecteur colonne K, appelé matrice gain d'observateur,
on réinjecte cette erreur a l'entrée dans le calcul de x(t) (Figure V.4). D'aprés la Figure V.4, on obtient:

x(t) = Ax(@) + K, [y(t) -Cx(t)] + B u(t) (V.28)
Soit:
x(t) =[A—K,C]lz(t) + K, y(t) + Bu(t) (V.29)
or:
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
b cx© (V-30)
d'ou:
x(t) =[A—K, C]z(t) + K, Cx(t) + x(t) — A x(¢t) (V.31)
Alors,
x(t) — x(t) = [A— K, C] {&(t) — x(t)} (V.32)

Si on définit I’erreur d’estimation e par la différence entre I'état estimé et I'état réel du systéme, on
obtient:

e (t) = x(t) — x(t) (V.33)
On a donc:

e(t) =[A—K, C]e(t) (V.34)

L'équation (V.34) montre que le comportement dynamique du vecteur d'erreur est déterminé par les
valeurs propres de la matrice [A — K, C]. Si la matrice [A — K, C] est une matrice stable, le vecteur
d'erreur convergera vers zéro pour tout vecteur d'erreur initial e (0). C'est-a-dire X(t) convergera vers
x(t) quelles que soient les valeurs de x(0) et £(0). Si les valeurs propres de la matrice [A — K, C] sont
choisis de telle sorte que le comportement dynamique du vecteur d’erreur soit asymptotiquement stable et
suffisamment rapide, tout vecteur d'erreur aura tendance a tendre vers zéro (l'origine) avec une vitesse
adéquate.

Le probléme de la conception d'un observateur d'ordre complet devient celui de la détermination de la
matrice de gain de l'observateur K, telle que la dynamique d'erreur définie par I'équation (V.34) sont
asymptotiquement stables avec une vitesse de réponse suffisante. (la stabilité asymptotique et la vitesse
de réponse de la dynamique de I'erreur sont déterminées par les valeurs propres de la matrice [A — K, C])
Par conséquent, la conception de I'observateur d'ordre complet devient celle de déterminer une matrice
gain K, appropriée telle que [A — K, C] possede les valeurs propres souhaitées. Ainsi, le probléme ici
devient le méme que le probleme de placement des péles, et alors, des techniques similaires peuvent étre
utilisées.

V.4.1. La méthode de comparaison directe
Si les poles désirés (valeurs propres) en boucle fermee de I'observateur sont: p;, p,...., pn, alors
det{p] — A+ K.C}=(p—p){®—p2) ...(p — Pn)
=pt+a,  pV M.+ ap+a (V.35)
Pour trouver les éléments de la matrice K, il nous suffit de résoudre I'équation précédente.
V.4.2. La méthode de forme canonique observable

La forme d'observation des équations d'état du systeme est donnée par:
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( 0 0 0 - aO [ bO —|
[1 0 0 - a1 —| b1
x=1: 1 ~ -~ o lx+]| ¢ |u
. V.36
< [0 w0 Ay J b,,_, (V.36)
O 0 1 - an_l bn—l
\y=1[0 0 - 0 1] x
La valeur de la matrice gain d'observateur K, peut étre calculée par:
0o — Ao
a1 —a
Ke=Qf ;7 (V.37)

Up-1 — Ap-1
Q est la matrice de transformation qui transforme I'équation d'état du systeme a la forme canonique
observable:

Q=(W.0b)? (V.38)
Ou, W est la matrice définie précédemment, Ob est la matrice d'observabilité:
C
Ob=| A (V.39)
CA;L—l

Notons, que Q = I si le systéeme est déja sous la forme canonique observable.
V.4.3. La méthode d'Ackermann

Comme le probléme de placement des péles, cette méthode est applicable seulement dans le cas
monovariable. La matrice gain d'observateur peut étre calculée par:

K.,=¢(A) obt[0 0 - 0 1]T (V.40)
ou:

cC 1[0
Ke = ¢(A) CEA \ H (V.41)
can1] |1

Et d(A) est définie précédemment.
Exemple V.2:
Soit le systeme décrit par:

. [0 1 0

x = [_2 _3] x(t) + [1] u(t)

y =[1 0]x(®)
Concevoir un observateur d'état complet ou les pdles désirés en boucle fermée sont:
pp=—2+j5/3 et p,=—-2-]j5V3.

Solution

La matrice d'observabilité est:

Ob = [CCA]: [(1) g

On calcule le déterminant de la matrice Ob:
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det(Ob):|(1) (1’=1

d'ou, le systéme est complétement observable et le calcul de la matrice gain K, est réalisable.

Les poles du systéme en boucle ouverte:

_ar=|IP 2
[Pl AI_|0 ] - —3” +2 p+3 =P r3pt2

On a, donc:
ag=2 et a; =3
En boucle fermée:
(P+2-j5V3)(P+2+j5V3)=(p+2)* = (i5V3) =p*+4p + 79
et:
ap, =79 et a; =4
(1) La méthode de comparaison directe

det{pl —A+K,C}=p*+4p+79

B S-L5 Sl ol

0 p -2 =3 ko
—_ 2
(K p+3] [ 0”"’ tap+7d
p+k1 |_ 2
24k, p+3l TP TAPH

p2+ (B +k)p+3k+2+ k,=p? +4p+ 79
Et on tire:

(2) La méthode de forme canonique observable

Ke=Qlg — g =ely 25 ]= (Y]

Ona:
= (W.0b)?
ou:
w=[T o=l
et
ob=[p ]
Ainsi:

Q = (W.0b)™?
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=3 ollo b
=@ o7
:[(1) —13]

Comme Q # I, alors, A nest pas sous la forme canonique observable.
Ke:Q[717]

:[(1) —13] [717]

- [714]

(3) La méthode d'Ackermann

K, = d(A) Ob~? [(1’]

2 +aa+7o [0 [)
[ 2
o [ YA PR P [

- :[_62 _73] + [—08 —i2]+[709 709” [(1)]

:[Z 714 [(1)
:[714]

V.5. Effets de I'ajout de I'observateur sur un systéme en boucle fermée

Dans le processus de conception du placement des p6les, nous avons supposé que I'état réel x(t) était
disponible pour le retour d'état. Cependant, dans la pratique, I'état actuel x(t) peut ne pas étre mesurable,
Il est donc nécessaire de concevoir un observateur et d'utiliser I'état observé pour le retour, comme
illustré a la Figure V.6. Le processus de conception devient donc un processus en deux étapes, la
premiére étape étant la détermination de la matrice de gain de rétroaction K pour obtenir I'équation
caractéristique souhaitée et la deuxieme étape étant la détermination de la matrice de gain de I'observateur
K, pour obtenir I'équation caractéristique souhaitée de I'observateur.

Examinons maintenant les effets de I'utilisation de I'état observé x(t) plutbt que de I'état réel x(t) sur
I'équation caractéristique d'un systéeme de contr6le en boucle fermée.

Considérons le systeme completement contr6lable et complétement observable défini par les
équations:

{x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y() = Cx(0) (V42)
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Pour la commande par retour d'état basée sur I'observateur d'état x(t),

u = —K 2(t) (V.43)
el )
C — Y(1)
|
A

y®

K | m—

Figure V.6. Commande de rétroaction (boucle fermée) par observateur d'état complet.

Avec cette commande, I'équation d'état devient:

x=Ax—-BKX=(A-—BK)x+ BK(x—X) (V.44)

La différence entre I'état actuel x(t) et I'état observé x(t) a été définie comme l'erreur e(t):

e(t) = x(t) — x(t) (V.45)
Substituons (V.45) dans (V.44), on obtient:
% = (A— BK)x + BKe (V.46)
Notez que I'éguation d'erreur de l'observateur a été donnée par I'équation (V.34), répétée ici:
ée=[A-K,Cle (V.47)
Combinons les deux équations (V.46) et (V.47), on obtient:
x] [A—-BK  BK px
[é] - [ 0 A-K, C] [e] (V.48)

L'équation (V.48) décrit la dynamique du systeme de contrble en boucle fermée a état observé. L'équation
caractéristique du systeme est:

pl — A+ BK —BK |_

| 0 pl—A+K,c| =Y (V.49)
Ou

Ipl — A+ BK||pl —A+K,C|=0 (V.50)
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Notez que les pbles en boucle fermée du systeme de contrdle de rétroaction a observateur d'état sont
constitués des péles dus a la conception du placement des pdles uniquement et des péles dus a la
conception de I'observateur uniquement. Cela signifie que la conception du placement des pdles et la
conception de I'observateur sont indépendantes I'une de l'autre. Ils peuvent étre congus séparément et
combinés pour former le systeme de contrdle de rétroaction a observateur d'état. Notez que, si I'ordre du
systeme est n, alors, I'observateur est également d'ordre n (si I'observateur d'état d'ordre complet est
utilisé) et I'équation caractéristique résultante pour I'ensemble du systeme en boucle fermée devient
d'ordre 2n.

V.6. Fonction de transfert du controleur basé sur I'observateur
Considérons le systeme défini par:

{J'c(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

Supposons que le systeme est complétement observable. Supposons que nous utilisions le contréle de
rétroaction a observateur d'état. Ensuite, les équations de I'observateur sont données par:

(V.51)

x=(A-K,C—BK)X+K,y (V.52)
u=—Kx (V.53)
ou I’équation (V.52) s'obtient en substituant (V.53) dans I'équation (V.29).

En prenant la transformation de Laplace de 1’équation (V.52), en supposant une condition initiale
nulle, et en résolvant, nous obtenons:

X(p) = (pI —A+K.C +BK)™' K, Y(p) (V.54)
Substituons (V.54) dans (V.53), on obtient:
Ulp) = —K (pI —A+K,C+BK)™ 'K, Y(p) (V.55)
Alors, la fonction de transfert U(p)/Y (p) peut s'obtenir comme suit:
% = —K (pl — A+ K,C + BK)" K, (V.56)

La Figure V.7 illustre la représentation sous forme de diagramme pour le systeme. Notez que la fonction
de transfert K (A — K,C — BK)™! K, agit en tant que contréleur pour le systéme. Par conséquent, nous
appelons la fonction de transfert:

% =K (pl — A+ K,C + BK)"' K, (V.57)

la fonction de transfert de contrdleur basé sur l'observateur ou, simplement, la fonction de transfert
d'observateur-contréleur.

R(p) =0 Y U Y
®) :@ (p){ K (pl —-A+K.C+BK)" 'K, (p) ﬁ»

A

Figure V.7. Représentation schématique du systeme avec un contrdleur-observateur..
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V.7. Exercices

Exercice 1:
Consideérons la conception d'un systeme de régulation pour le systéme suivant:
.~ _ [0 1 0
{x(t) = [_1 o] x(t) + [1] u(t)
y() = [1 0]x(®)

& Concevoir un systéme de régulation par placement de pbles pour que le systéme en boucle fermée
possede les poles désirés suivants: p; = —1 et p, = —1.5.

Exercice 2:
Consideérons la conception d'un systeme de régulation pour le systéme suivant:
.~ _ [0 1 0
{x(t) . [20_6 o x® + [1] u(t)
y(@®) = [1 0]x(®)
1. Concevoir un systeme de régulation par placement de pdles pour que le systéme en boucle fermée
possede les poles désirés suivants: p, = —1.8 + i2.4etp, = —1.8 — i2.4.
2. Supposons que les états du systéme ne sont pas disponibles. Concevoir un observateur d'état du
systeme. Les pOles désirés sont: p, — 8 et p, = —8

Exercice 3:

Soit le systeme suivant:

A=

0 1 0 0
0 0 1}, B =10
1 0 0 1

@ Concevoir un systeme de régulation par placement de pdles pour que le systéme en boucle fermée
possede les poles désirés suivants: p; = —1, p, = —2 et p; = —2.

Exercice 4:

Considérons la conception d'un systeme de régulation pour le systéme suivant:

( 0 1 0 0 0

Jx(t) ~ [—2 3 o] x(t) + |1 3] u(t)
5 1 3 0 1

L yo=[ 3 7

& Trouver une matrice de rétroaction de sortie K telle que les p6les du systeme en boucle fermée
soient: p; = —3,p, = =3 etp; = —4.
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Exemple d'application: Etude d'un systeme
multivariable ""Double Pendule Inverse™

V.1. Exemple d'application: Etude d'un systéme multivariable ""Double Pendule Inversé"

L'exemple le plus répandu de pendule inversé stabilisé est sans doute un étre humain. Une personne
debout agit comme un pendule inversé avec ses pieds comme pivot et, sans de petits ajustements
musculaires constants, elle tomberait. Le modele & pendule inversé a été utilisé dans certains
transporteurs personnels récents, tels que les scooters a équilibrage automatique a deux roues (self
balancing scooter) et les monocycles électriques a une roue (Self-balancing unicycle) (voir Figure V.1.1).
Ces dispositifs sont cinématiquement instables et utilisent un systéme d'asservissement a rétroaction
électronique pour les maintenir en position verticale.

@ ®) © @
Figure VI.1. Exemples de pendule inversé: (a) et (b) self-balancing scooter (c) et (d) Self-balancing

unicycle

Soit un chariot de masse M porte deux pendules inversés de longueurs [, et [, et qui portent deux
masses aux leurs extrémités m, et m, comme indiqué a la Figure V.2.

m

Figure VI1.2. Modele d'un double pendule inversé

Questions:

1. Etablir les équations différentielles régissant le systéme.
2. Trouver la matrice de transfert du systéme.
3. Trouver une réalisation du systeme.
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4. Réaliser le systéme sur Simulink.

5. Est-il toujours possible de contrdler les deux pendules, c'est-a-dire de les maintenir tous les deux
a la verticale, en utilisant I'entrée u?

6. Est-ce que le systeme est observable?

7. Concevoir un régulateur d'état par le placement de pdles en Supposant que les pdles désirés sont:

p1=—2p;=—-3,p3=—4ps=—5
8. Concevoir un regulateur d'état par observateur d'état.
Solution:

1. Les equations différentielles

Les équations de mouvement du systeme de double pendule inversé peuvent étre dérivées a l'aide des
équations de Lagrange.
L=T-V
1 1 1
L= EMUZ + Emvlz + Emvzz —mgl, cos(8,) —mgl, cos(6,)

ou v est la vitesse du chariot, v, est la vitesse de la masse m portée par le pendule de longueur [, et v, est
la vitesse de la masse m portée par le pendule de longueur L,. v, v; et v, peuvent étre exprimées en
termes de X et 0 en écrivant la vélocité en tant que premiére dérivée de la position;

2 2
5 d ) d 5 . 9 .2
vt =l (x —l;sin(61)) | + a (l4cos(68,)) | =x°—2l;%x6;,cos(0,) +1,°604

2 2
d d . .
1722 = <E (x - lz Sln(ez))> + (E (lz COS(Gz))> = 562 — lex 92 COS(Qz) + 122022

Le Lagrangien est donnée par:
1 1 o PN S - g 2
L= EM(X )+ >m (x —20,x 6, cos(6,) + 1,70, ) + >m (x —20,x% 8, cos(6,) +1,°0, ) —mgl, cos(6,)
—mgl, cos(6;)
1 S o 1, o 1 L.
L= E(M +2m)x* —ml;x 6, cos(6,) + Eml1 6, —mgl, cos(6,) — ml,x 08, cos(6,) + Eml2 0, —mgl, cos(6,)
Les équations de mouvement sont:

rd (OL) oL
u

dt \ax) " ox
d (dL\ oL
l—(—=]-==0
dt \ag,) 06,

d (oL oL _.
\dt \ad,) 06,

d . .
I ((M + 2m)x — mly 6, cos(8,) —ml, 6, cos(@z)) —0=u

(M + 2m)¥ — ml, 6, cos(8,) + ml, 912 sin(0,) — ml, 6, cos(6,) + ml, 522 sin(6,) = u

d . .
I (—mlx cos(6,) +ml,%6,) — (mllic 0, sin(6,) + mgl, sin(@l)) =0

—x cos(6;) + 1,6, — g sin(6,) =0
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1,6, — g sin(8,) — % cos(6,) =0

Et de la méme maniére, on obtient;
1,6, — g sin(6,) — ¥ cos(6,) =0

Finalement, les équations de mouvement sont:
(M + 2m)¥ — ml, 6, cos(8,) + ml, 912 sin(0,) — ml, 6, cos(6,) + mi, 922 sin(0,) = u

1,6, — g sin(8;) — ¥ cos(8,) =0
1,6, — g sin(6,) — % cos(6,) =0

2. Matrice de transfert:

6;_(M+2m) 0+( ml, >9'+ 1
C\wmrm /I T N\ myy) T mn

9_<M+2m)9+( mly )9+ 1
2 =\ +mp) 2 " M mn) T rmn

{(M +m)ly p? 0, = (M +2m)g 0, + ml, p?> 0, + U
(M +m)l, p?0, = (M +2m)g 0, + ml; p> 0, +U

{(M +m)ly p? 0, — (M +2m)g 0, —ml, p? 0, =U
(M +m)l, p?0,— (M +2m)g0, —ml, p>0,=U

{ [(M +m)l; p* — (M +2m)g ] ©; —ml, p* 0, = U
—ml; p?2 0, + [(M + m)l, p? — (M + 2m)g] 0, =U

(M +m)l; p? — (M + 2m)g —ml, p? [01] _ [1] U
—ml, p? (M +m)l, p?> — (M +2m)g|10- 1
@1] _ [M +m)l p? — (M + 2m)g —ml, p? B [1] U
0, —ml, p? (M +m)l, p> — (M +2m)g| 11
[(M +m)l, p? — (M + 2m)g ml, p? ]
[91] _ ml; p? (M +m)l, p? — (M + 2m)g [1] U
021 {M +m)l; p? — (M + 2m)gH{(M + m)l, p?2 — (M + 2m) g} — {ml; p?}{ml, p?} 1
M +m)l, p? — (M + 2m)g ml, p? ]
01] _ ml, p? M +m)l, p?> — (M + 2m)g [1] U
0, M +m)2ll, p* — (M +m)(M + 2m)gl, p? — (M + m)(M + 2m)gl, p? + (M + 2m)?2g? — m?2l,1, p* 11
M +m)l, p? — (M + 2m)g ml, p? ]
01] _ ml, p? M +m)l, p?> — (M + 2m)g [1] U
0,1 (M2 +2Mm)l L, p* — (M + m)(M + 2m)g(l; + 1) p2 + (M + 2m)2g2 11

(M + 2m)l, p? — (M + 2m)g
01] _ M + 2m)l; p> — (M + 2m)g
0,

= U
M2+ 2Mm)L L, p* — (M + m)(M + 2m)g(ly, + ;) p? + (M + 2m)?% g2
[(M +2m)l, p?> — (M + 2m)g

01] _ M + 2m)l; p> — (M + 2m)g U
0,1~ (M 4+ 2m)ML L, p* — (M + m)g(l, + 1) p?2 + (M + 2m)g?}

[lz p*—g
6, _ Lp*—g
0,1 MLLp*—M+m)g(ly + 1) p% + (M + 2m)g?
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Den =MLl p*— M +m)g(ly + 1) p>* + (M +2m)g*> =0
Posons:

q = p?

MUl > =M +m)g(ly +1,) g+ (M +2m)g*} =0

A: (M + m)zgz(ll + lz)z - 4‘Mlllz(M + Zm)gz

=g? [(M +m)(ly + L) + 2 M (M + 2m)] [(M +m)( + L) — 2 Ml (M + 2m)]

B 2ML 1,

q1

M +m)?(ly + L)% — AML L, (M + 2m) = (M? + m? + 2Mm)(1,* + L,> + 2L 1,) — 4ML L, (M + 2m)

= (M? +m? + 2Mm)(L,* + L, + 2L 1,) — 4M21, 1, — 8Mmly 1,

h 2M1, 1,

2

M +m)g(ly + 1) = g/ (M +m)2(l, + 1,)2 — 4M1,1,(M + 2m)

M +m)2g*(ly + 1) = g/ (M +m)2(l, + 1,)2 — 4M1,L,(M + 2m)

MlLlLg?—M+m)g(ly +1,) g+ (M +2m)g? =0

SUppOSOﬂS que les paramétres du systéme sont:
M=08kgm=02kg,g=10,l; =1m,l, =1.25m

p* —225p%+120=0
Les pbles en boucle fermée sont:

p, = —3.7164,p, = —2.9476,p; = 3.7164,p, = 2.9476

3. Réalisation du systéme

Les équations de mouvement précédentes sont non linéaires, mais, puisque le but de contréle est de
stabiliser les pendules autour la verticale, alors, les équations peuvent étre linéarisées autour 6, =
Oetf, = 0, dou:
sin(6;) = 64 et cos(6,) = 1,
sin(6,) = 6, et cos(6,) = 1,

912 ~ OetG'Z2 =~ 0

Alors, les équations de mouvement deviendront:

(M +2m)i—ml; 6, —ml, 6, =u
1,6,—g6,—%=0
1,0, —g 0, —% =0

(M +2m)i—ml; 6, —ml, 6, =u
1,6,—g6,—%=0
1,0, —g 0, —% =0
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(¢,
’
%

Exemple d'application

(M+2m) 9+( ml, )9.._'_ 1
M+mi )9 T M+ my) 2T M mn

(M+2m) 0+( mly >9+ 1
M+mi) 92T\ M+ m) T M myL,

x1=91—>561=91=x2

._é_<M+2m) 9+< ml, >é’+ _<M+2m> +< ml, >,+ 1
2ERT M T W my) T MLt T\ )9 T\ mn) T My

x3:92_>5f3:92:x4

._é_<M+2m) 9+( ml; )9..+ 1 _(M+2m) +( ml; >,+ 1
=T M rmL) 9 T M mn) T M rmL, T\ WM mL) I T\ mL,) T M mL ¢

{("‘2 = ((Zi—:ﬁ)gxl * ((M,:_z;)l) +(M+—1m)11“
\

. (M+2m> ( mly ) . 1
X4 = |77 )gx3+|7——— ) x,+———u
T\ mn) 7 T M mn) T (M m,
_ M+2m _ m c= 1
T M+m) T M+m) T (M+m)
. a bl, . c
x2=—gx1+—X4+—u
L L L
. a bl . c
kx4 =—gx3+——x,+—u
lZ 12 2

{11).(2 = agXl + blz ).(4, + cu
125(4, = agX3 +b11 5(2 + cu
{ llJ'Cz—blzJ.C4=agx1+C‘u
_b ll 5(’2 + lzjf4 = ag x3 + cu
{bllg.CZ - b2 l2 .7.C4, = abg xl + bcu
_b ll .Q'CZ + l25f4 = ag X3 +cu
{(1 —b?) 1y, %, = abg x; + ag x3 + (1 + b)cu
_b ll .Q'CZ + l25f4 = ag X3 +cu

. abg ag (1+b)c
R 5 T A T O A G 5 Y
. l, . ag c
x2=b—l1x4—b—llx3—b—llu
( X4 = abg x + 49 x +—(1+b)c u
A=) T A=), 7 -2
{ . L, abg ag (1+b)c ag c
k’“Z:b_zl((l—bZ)zz RN DA x3+(1—b2>12”>_b_11"3‘b_11”
( ) abg ag (1+b)c
! R T ) A GO 5 AR R CR 5 Y A
. abg ag (1+b)c ag c
sz = <b La-b2) T hnLa-b) 2 h,a-p9 u>_b_l1x3_b_llu
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Exemple d'application

ab a c
P N R —,
1-b3)1, 1-b61)1L 1-b)1,
a a c a Cc
V’czz—gx1+ J x3 + u——gx3——u
L,(1—b?) bl (1—b?) bl,(1—b) bl bl
. abg ag c
{"4‘(1—172)12 RN x3+(1—b)12“
b - ag agb c "
\ 2= a—m T Ta-,m T a-n
Alors
fJ‘C]_ =x2
b - ag agb c "
2T a-p) l(1—b2) 11(1—b)
.')'C3:.X4
. abg ag c
T T, T a-ng
Donc, une réalisation est donnée par
0 1 0 0 1 0
ag 0 abg 0 c
. ll(l_bz) ll(l_bz) ll(l b) |
<x_ 0 0 0 1 | 0 |u
ab a c
ST O o |la=mgl
[1-b2)1, (1-b2)1, | ( )L,
_ 1 0 0 0 0
\ v=lo 0 1 o x+ gl ¥
Avec: q = M+2m _ m _ 1
T MAm) T M+m) T T (M+m)
M+ 2m
a _ (M +m) _ M+ 2m _ M+ 2m
(1-b2) m \2\ (_ m2 ) (M2+2Mm+m2—m2>
1_<W) M +m) (1= Gremyz) M +m) EET
M+ 2m M+m
M +2m M
((M+m))M
ab  M+m m _m
(1-b2) M M+m) M
1
c M+m) 1 _1
(1-b) _(1_ m ) T M+m-m) M
(M +m)
Finalement, la réalisation est donnée par:
( i 0 1 0 07 [ 0 1
(M +m)g 0 mg 0 1
| M M, +|M11
J*= 0 0 0 1| *7 o | ¥
mg o Mimyg | 1]
Mlz Mlz . lMlZJ
1 0 0 0 0
\ _[0010x+[0]u
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|

Les valeurs propres:
Les valeurs propres sont les solutions de I'équation caractéristiques

0 1 0 0 A -1 0 0
(M+m)g 0 mg 0] _ (M+m)g 2 _mg 0
Al—l Mll Mll | — Mll Mll :0
| 0 0 0 1| 0 0 A -1
|_ mg 0 (M+m)g OJ _mg _ M+m)g 1
ML, Ml, ML, Ml,
1 _mg 0 _(M+m)g _mg 0
Ml Ml Ml
A0 A -1+ 0 A —1|=0
0 — (M+m)g 2 _mg _ (M+m)g
Mlz Mlz Mlz
2 _ WM+m)g\ _ M+m)g (.2  M+m)g\ mgmg _
4.4 (’1 ML, ) Ml (’1 ML, ) Miy ML,
4 M+m)g (Li+D) 52 M+m)*g?\  m?g* _
A M ( 11, ))L + ( M2, ) M21,l,
4 M+m)g (Li+l) 52 MM+2m)g?\ _
A M ( A )’1 + ( M21,1, ) =0

4. réalisation du systeme sur Similink
Le systeme est implémenté sur Simulink comme il est indiqué dans la Figure V1.3.

Inverted Pendulum (State Space)

Figure V1.3. Le model de double pendules inverses.
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Le systeme a double pendule inversé est instable. Si on suppose initialement que les deux tiges sont
alignees verticalement et qu'aucune force u n'est appliquée, les deux tiges restent alors en position
verticale, comme illustré a la Figure V1.4.

1 e L e e L
N A thetat
0.8 --"-"?"-'"1: """" i """" i—"""i"“"i“"-"i """" i— """ E’ """ T 0.8 ""“-i“""i """" E """" :'"""E"""‘:"""'E """ theta? []
1) S N S SN S S S 1) SRS SRS SR S G U SRS AP S S
% SN SRS S U SN G NS N SO S S SO NS NSO NOUU SO OO SOUUS SO SO SO
A R R T g A
] A AR i e A Pt preet 4 8 02t SRR ELRRLRL SELEEE peneee poee N
' ' ' ' ' ' ' ' ' '.;'l ' ' ' ' ' ' ' ' ]
0 3 0
£
O . . L. T F— R R R 4 = O R . I . F—— N R O i
D2p----- i ] 1 h 1 ] ] ; : 3-0.2 ------- L ] ] : : ] ] h !
: : : : : : : : : 2 : : : : : : : : :
L R e T ] G Ras RUIE R SR
s o e e T L e e e
LY S SN S S SRS SO SN S S SO ] SRS S SO MO SO SRS ISR OO SO SO
A i i I I i I I I I A i | i i i i i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps(sec) Temps(sec)

Figure V1.4. Stabilité critique de deux tiges.

Cet état est appelé stabilité critique, car a la moindre force appliquée, le systeme se déstabilise. La
Figure V1.5 montre que les deux pendules tombent en dessous apreés I'application d'une impulsion.

1 T T T T T T T T T U T T T
: 1 H H : : H thetal
] it S S S S SRS A SO S ) IS S SN NN SO e N theta2 ||
L R S e e s e a z z
: : : . : . : : : 2 Ik Rt hh il sl e A N e T
L e : : =
' ' ' ! ' ! ' ' ' L I S A A R S A A [N .
] e S e A S T~ E 5 s
: : : : : : : : : ] : : :
& : : :
------ S e N - L T T ERh CECEERE SR S EEEER
05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ﬁ _4 : ! !
: : : : : : : : : - ' ; ;
[ el e St e S S e A N - SUSUORS SURSS IS SO S A S W
: : : . : . : : : g ' :
| R S S S s M | |
! ! ! : ! : ! ! ! ) S S LR
e i e e e A 5
R e T et I Et A S St S B S S
0 i i i i | i i i i 3 I i I I I | | I |
0 01 0.2 03 0.4 06 0.6 07 0.8 09 1 0 01 02 0.3 04 05 0.6 i 0.8 0.9 1
Temps(sec) Temps(sec)

Figure VL.5. Instabilité du systéme.

5. Verification

Pour Vérifier est-ce qu'on peut maintenir les deux pendule a la position vertical, il faut calculer la
matrice de commandabilité et montrer que le systéme soit contrdlable a partir de I'entrée de commande u.

Com = [B | AB | A’B | A3B]
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i 1 M+m mg
0 0 ( 2)g+ g
Ml1 M2l1 lellz
1 M+m m
1, )g , _™mg 0
Com = Ml M21,* M2l
om = 0 1 0 (M+m)g mg
Ml, M21,* M2l 1,
1 M+m m
1, )g , _™mg 0
| M1, M2[22 M2,

1 (M +m)g N mg
Ml M21,* M211,

0

1 M+m)g mg
|Com| = —W 0 0 M2l22 ML,
1 M+m)g mg
ML, mELE MELL
1 0 M +m)g mg

= +
Mll lelz lellZ
M+m)g mg 1
- 2; 2 2 0 0
M4l M4, Ml,
i 0 M +m)g mg
MlZ lezz lellz

|Com| =

1 (M+m)g mg 1 (M+m)g mg 1 ((M+m)g mg
Ml < M21,> M21112>[M11 < M21,> M21112> _M12< M2, M21112>]
M+m)g mg 1 1 /MM+myg mg \ (M+mg mg \ 1 1
( M?1,2 M2l112> [Mll Mlz< M21,? lellz) ( M?1,? M21112>M12Mlz]

\Com| = 1 ((M+m)g mg >[ 1 <(M+m)g mg >_ 1 <(M+m)g mg )]
Ml \ M21,° M2l 1, ) ML\ M21,2 M2l ) ML\ M21,2 M2,
1 /((M+m)g mg 1 (M+m)g mg \ ((M+m)g mg i
Mlz( M21,* lellz) [Mll( M21,° lell) ( M?1,* lellz)MIZ]
|Com|:[ 1 <(M+m)g mg )_ 1 ((M+m)g mg >]
Ml \ M21,2 M2Ll,) M\ M22 MZ21,1,

1 /(M+m)g mg 1 /((M+m)g mg
[1"”1 ( M21,° M21112>_M_lz( M21,2 lell)]

1 (M+m)g mg 1 ((M+m)g mg 2
ML, < M21,2 * M2l1l2> ML, ( M2[,> * M21112>]
Pour que le systéme soit commandable, il faut que:

|Com| =[

1 (M+m)g mg 1 (M+m)g mg 40
ML\ M21,2 M2lL1,) M\ M2,2 M21,1,
- 1 /(M+m)g mg 1/(M+m)g mg
L\ M21,° M2l 1, L\ Mm2,*? M2l 1,
- <(M +m)g mg > . ((M +m)g mg )
M21,%lL,  M2L%L, M21,%1,  M2LL,°
M+m)gl,  mgl, M +m)gl,  mgly
= 271 27 2 271 27 2 271 27 2 271 27 2
M21,°1 M21,°l, M21,°l, M21,°l,
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- <(M +m)gl, + mglz> L <(M +m)gl, + mgly
M21,%1,2 M21,%1,%

= (M + m)gl, + mgl, # (M + m)gl, + mgl;

= [(M +m)g —mglly # [(M +m)g —mgll,

=>ll:/:l2

Alors,

)

1. Si l, =4, la réalisation est non commandable, par conséquent, on ne peut pas maintenir les deux

pendules a la position verticale.

2. Si l, # 14, la réalisation est commandable, et on peut alors maintenir Si 8, = 8, = 0, par des choix

convenables de I'entrée.

6. L'observabilté:

Pour vérifier I'observabilité, on calcule la matrice d'observabilité:

1
0
0
0
(M +m)g
C - -
Obs = CAZ = E
cA3 M,
0

0 0 0
0 1 0
1 0 0
0 0 1
mg
0 ML, 0
(M +m)g
ML, 0
(M +m)g mg
M, ° Ml
mg (M +m)g
Ml, ML,

Prenons les premiéres quatre lignes, on trouve qu'un mineur d'ordre 4 est non nul,

1
4 0
1M 0
0

Ce qui implique que le rang du systeme est 4.

d'observabilité est de rang plein, |0Obs| # 0).

0
0
1
0

0
1
0
0

Alors, le systtme est observable (la matrice

7. Conception d'un régulateur d'état par le placement des poles

Les p6les désirés sont:

P = —2,p, = —3,p3 = —4,p, = —5, alors

On utilise la méthode de comparaison directe, alors:

det{p] —A+BK}=(p —p)@—0)®@ —p3)(® —ps) = p*+14p> + 71 p* + 154 p + 120
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0 1 0

[ 1197
M +m)g mg 1
S wm O |mr
pl — 01 0 01 k&l oll[kl ky ks ki|= p*+14p3+71p%+154p+120
m M+m [ 1|
mg )9, |
Ml, Ml, 1 LML
0 1 0 0 0
pl — 1%'5 g 2(')5 2 + 1'55 [ki ks ks kql|= p*+14p3+71p2 +154p + 120
[ 2 0 10 © 1
p -1 0 0 0 0 0 0
_102.5 g —;.5 _01 N 1.231(1 1.2(5)k2 1.2(5)k2 1.2(5)k2 C %+ 1457+ 7197 4 154p 4+ 120
_2 0 _10 p k1 kz k3 k4_
D -1 0 0
1.25 klo— 12.5 p+1(.)25 k, 1.25 k;—Z.S 1.2_51k2 bt 4 14p3 4 71p? 4 154p 4 120
k1—2 kz k3—10 p+k4
5k Sk 45
p4+(k4+Tz) p3+(Tl+k3—7) p? + (—10k, — 10k, )p — 10k; — 10k; = p* + 14 p3 + 71 p? + 154 p + 120
Donc,
S5k
ko +=2=14 ( Sky+4ky =56 ( 10k, + 8k, =112 ( ky=-133

sky L g, 45 _ Sky+4ks —90 =284 | —10k, — 10ks = 154 _ | 10k, — 10k, = 154
st T T o kg — 10k = 154 ~ | 5ky + 4y — 90 = 284~ |5k, + 4ks — 90 = 284
| ~10k, — 10k, = 154 2 ‘- ok _ 10k — N

k_lokl _ 10k3 - 120 —10k; — 10k3 =120 —10k; — 10k3 =120 —10k; — 10k3 =120
{ k, = 48.6 . {kz 1176
10k, + 8k3 = 748 k3 = —434

\—10k; — 10ks =120 ke = 422
Le systéeme sur simulink est illustré dans la Figure V1.6.

theta_1

To Workspaces

180/pi P DI

Y

rad2deg?2 Scope1
Scopel12 Scope3
| | | + 180/pi — I:II
Pulse rad2deg3 Scope2
Generator2
theta_2
To Workspace2
To Workspace4

Inverted Pendulum (State Space)

[422 117.6 -434 -133]"u

K
Figure VI1.6. Retour d'état.

Université de GHARDAIA N. HACENE Page 96



Systemes linéaires multivariables

Exemple d'application

Aprés l'insertion du contrdleur, les résultats sont donnés dans la Figure VI.7.

T — 1 T T L O O R e
' H . H = thetal
0.9 . P P R N O fomonnn dovoaos deend theta? H
08 . 1N 38 TSN SRR NN AN AU SRR SN S S
07 : ; ~ ! o
! ' g .................. :-------I-------?------J: ........................... -
06 : ' Q L
' L) (R | p— dececeadacanaan | I [ —— daceana I R ——— | I | R -
: ; 0N o |
0.4 | : b : i
: : -1 N S . NS SOOI N SO SO 1
03 : : 5 ' |
0.2 f : ' j
01 ; T A s S S S S . .
0 i i ] ] i i 1 i ] i I i I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 5 6 7 8 9 10
Temps(sec) Temps(sec)
(@) (b)

Figure VI1.7. Résultats avec le controleur: a) I'excitation, b) les réponses.

On excite le systeme par une impulsion, c.-a-d., on applique un petit écart de la position verticale.
D'aprés la Figure V1.7, on peut voir que le systéeme est stable et les deux pendules reviennent a la position

verticale apres le déséquilibre.

8. Conception d'un régulateur d’état par I'observateur d’état

Les pbles désirés sont: p, = —3,p, = —3,p; = —=3,p, = —3

On utilise la méthode de comparaison directe:

Alors,
-0 1
(M +m)g 0
| ML
p 0 0
mg
— 0
Ml,
0 1 0
;_|125 0 25
p 0 0 0
2 0 10
p -1 0
-125 p =25
0 0 D
-2 0 -10

det{p] —A+K.C}=(p—p)® —p2) ...(P — Pn)
=pt+a,  p" .t apta

=p*+12p>+54p?+108p + 81

0 07

mng 0 ki ks

0 1 ks k;1l0 0 1 0
M +m)g ol ks ke

Ml, |
0 ki 0 ks O
0 ky 0 kg Off 3 )
A ks 0 Kk, o||=P +12p° 4+ 54p* +108p + 81
0 ky 0 kg O
0 ki 0 ks O
0 ky 0 kg Off 3 )
1|t ks 0 Kk, o||=P +12p° 4+ 54p% +108p + 81
p ky, 0 kg O

=p*+12p® + 54 p* + 108 p + 81
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p+k1 -1 k5 0
k,—125 p ke¢—=25 0] _ 3 )
ks 0 p+ky _1| =P +12p° +54p° +108p + 81
ky—2 0 kg—10 p
k,—125 p ke¢—25|+p|k,—125 p  k¢—25[=p*+12p® +54p* +108p + 81

(» + k1)p(kg — 10) + (ky — 12.5) (kg — 10) — (ky — 2) (kg — 2.5) — ksp(ky — 2)
+p [ks(—ke + 2.5 — ksp) + ( + k7)(p? + kyp + ky — 12.5)]
=p*+12p3+54p* +108p + 81

p* + (ky + k)p3 + (ky — k3ks + kik; — 12.5 + kg — 10)p?

+(ksky — 12.5k; + —kske + k32.5 + kq (kg — 10) — ks(kq — 2))p

+(ky, —12.5)(kg — 10) — (kg — 2)(kg — 2.5) = p* + 12p® + 54 p* + 108 p + 81
p* + (ky + k;)p3 + (ky — k3ks + kik; + kg — 22.5)p?

+(ksky — 12.5k; + —kske + k32.5 + kq (kg — 10) — ks(kq — 2))p

+(ky, —12.5)(kg — 10) — (kg — 2)(kg — 2.5) = p* + 12p® + 54 p* + 108 p + 81

Donc,
kl + k7 = 12
ky — ksks + kik; + kg — 22.5 = 54 X
kok, — 12.5k; + —kskg + k32.5 + ky (kg — 10) — ks(ks — 2) = 108 o)

On a quatre équations et huit inconnus, donc, on choisit quatre paramétres arbitrairement et on résout le
systeme (*) pour les restes.

Pour la simplification, on choisit:

ky, =12
kg = 76.5
—kskg + k32.5 + ky (kg — 10) = 108
(=12.5) (kg — 10) — (=2) (ks — 2.5) = 81

(¥) =«

( kl = 12
) =19 &, = 1.5127
(ks = 458.625
ki ks
ky ke 458 625
= |k, 4 [1 5127 0
ky kg 76.5

Le systeme sur simulink est donné dans la Figure VI1.8.
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]
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Figure V1.8. Systeme de controle avec estimateur d'état.

Les résultats de cette simulation sont donnés dans la Figure VI1.9.

D'apres les résultats de simulation, on constate que le systéme avec I'estimateur d'état est stable. Mais,
les valeurs des angles prennent des valeurs tres grandes, qui est physiquement impossible. Mais on peut
bénéficier de ces résultats que le controle est possible.
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Figure V1.9. Résultats avec I'estimateur d'état: a) I'excitation, b) les réponses.

On peut prend un autre choix pour les valeurs des gains comme suit:

Posons:
k3:k4:k7:k8:0

En suivant la méme démarche précédente et en identifiant les deux membres de I'équation (*) terme a
terme, on trouve:

ky =12
k, = 76.5
ks = 114
ks = 363
Et finalement:

ky ks 12 114
k, kel |76.5 363

() =

ks ks 0 0
ky, kg 0 0
Les résultats de simulation sont illustrés dans la Figure V1.10.
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Figure VI1.10. Résultats avec I'estimateur d'état et avec autre choix de valeurs des gains: a) I'excitation, b)
les réponses.
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Maintenant, d'apres la Figure V1.10, le systéme est aussi stable et les angles prennent des valeurs plus
petites que le premier cas. Ainsi, nous pouvons faire d'autres choix pour les valeurs de gain, ou modifier
les pbles souhaités en leur donnant des valeurs situées dans la partie gauche du plan et loin de l'axe

imaginaire.
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