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Introduction

L’algebre (de I'arabe al-jabr) est une branche des mathématiques qui permet d’exprimer les
propriétés des opérations et le traitement des équations et aboutit a I’étude des structures algébriques.
Selon I’époque et le niveau d’études considérés, elle peut étre décrite comme :

- Une arithmétique généralisée, étendant a différents objets ou grandeurs les opérations
usuelles sur les nombres,

- La théorie des équations et des polynomes,

- Depuis le début du X X™€ sidcle, 'étude des structures algébriques (algebre générale ou
abstraite).

Historiquement, les structures algébriques sont apparues dans différents domaines des mathé-
matiques, et n’y ont pas été étudiées séparément. C’est pourquoi l'algébre générale pos-séde beaucoup
de connexions avec toutes les branches des mathématiques, un grand nombre de types de structures al-
gébriques vérifient différents axiomes (groupes, anneaux, corps, espaces vectoriels,...etc.). Pour ces dif-
férents types de structures, on définit une notion d’homomorphisme et des constructions de structures
qui sont analogues ou qui ont des propriétés analogues (sous-structures, quotients, produits,...etc.).
Ces homomorphismes et ces constructions ont un grand nombre de propriétés qui sont semblables
(Pintersection de sous-groupes, de sous-anneaux,...etc., en est un, I'image d’un sous-groupe, d’un sous-
anneau,...etc., par un homomorphisme en est un aussi). On a alors définit de maniére générale et
abstraite les structures algébriques pour pouvoir traiter de maniére uniforme ces constructions et leurs
propriétés, et on a pu, par la suite, se concentrer sur les propriétés propres & chacune de ces structures.

Vue & l'interet de ce domain vaste de mathématique, on s’interesse dans ce cours de math-
ématiques de premiére année essentielement, par les notions d’algébre générale, et se divise en cinq
chapitres, le premier débute par la logique et les ensembles, qui sont des fondamentaux en math-
ématiques, ensuite on présente les relations binaires définies sur un ensemble. Enfin il se termine
par I’étude, des structures algébriques ainsi que 'anneau de polyndémes, et pour motiver ces notions

d’algebre, le cours se comporte a la fin de chaque partie, des exercices avec des solutions.



Chapitre 1

Notions de Logique

1.1 Notions de Logique

Définition 1.1 On appelle "proposition logique" toute relation P qui est soit vraie soit fausse.
e Quand la proposition est vraie, on lui affecte la valeur 1

e Quand la proposition est fausse, on lui affecte la valeur 0.
Ces valeurs sont appelées “Valeurs de vérité de la proposition”.

Exemple 1.1 e« Il pleut. » est une proposition

o « Je suis plus grand que toi. », est une proposition
e « 24 2=4 » est une proposition

e « 2X3=T » est une proposition

e « Pour tout x € R, on a 2 > 0» est une proposition

e « Comment allez vous aujourd’hui ? » n’est pas une proposition.

Ainsi, pour définir une proposition logique, il suffit de donner ses valeurs de vérités. En

général, on met ces valeurs dans un tableu qu’on nommera “Table de vérités” ou “Tableau de vérités”

1.1.1 Opérations logiques
La négation: P

Etant donnée une proposition logique P, on appelle négation de P la proposition logique
P, qui est fausse quand P est vraie et qui est vraie quand P est fausse, donc on peut la représenter

comme suit:

P
1
0



La conjonction "A"

Soient P, () deux propositions logiques, on appelle "conjonction" de P et () la proposition
"PAQ", qui est vraie quand P et @) sont vraies a la fois et fausse dans les autres cas.

Sa table de vérité:

P Q PAQ

11
00 0
1 0 0
01 0

La disjonction "V"

Soient P, () deux propositions logiques, on appelle "disjonction" de P et () la proposition " PV
Q@", qui est vraie si I'une des propositions logiques P ou () est vraie. Sa table de vérité: P @ PV Q
1 1 1

0 0 0

1 0 1

0 1 1
L’implication "=—"

Considérons deux propositions logiques P et (), on note "P = Q" la proposition logique
qui est fausse si P est vraie et () est fausse.

La proposition P = @ se lit "P implique Q”.

P Q P=AQ
1 1

0 0 1

1 0 0

0 1 1

Etant données deux propositions logiques P et @, alors la table de vérités de PV Q est la
suivante :

PvQ

O = o=

P Q
11
0 0
10

1

_ o = o N

0
On voit que cette table est identique & celle de P = @, donc on dit que la proposition
P = (@ est equivalent & la proposition PV Q.



L’équivalence "<="

On dit que les deux propositions logiques P et () sont logiquement équivalentes, si elles sont
vraies simultanément ou fausse simultanément, et on note "P <= ", sa table de vérité est

P @Q P=Q

1 1 1
0 1
1 0 0
0 1 0

1.1.2 Reégles de Demorgan:

Soient P et () deux propositions logiques, alors :

1. PAQ+= PVQ.

2. PVQ <+ PAQ.

Preuve. On établit la preuve de ces régles en donnant les valeurs de vérités des propositions

logiques correspondantes

P Q P Q PvQ PVvQ PANQ PVvQ PVQ PAQ.

1 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 1 0 1 0
01 1 0 1 0 1 0 1 0
|

On voit que les propositions logiques PV @ et P A Q. ont les mémes valeurs de vérité, donc

elles sont équivalentes. De méme pour PAQ et PV Q.

Proposition 1.1 Soient P, Q, R trois propositions logiques alors,

~

. P+ P,

.PVQ< QVP, (Vestcommutatif)

.PANQ <= QAP (N est commutatif)

.(PVQ)VR<= PV (QVR) (V est associatif)

. (PANQ)NR<—= PA(QAR) (N est associatif)
.(PNQ)VR<= (PVR)AN(QV R) (V est distributive sur A)
. (PVQANR<= (PAR)V(QAR) (N est distributive sur V)
[(P=Q)N(Q = R)]= (P = R).

[(P= Q)N Q= P)]| = (P =«Q)

Lo o

S T N

Preuve. On se limitera a la preuve des trois derniéres propriétés



SO O R O R =R O N

o = o = N

P
1
0
1
1
0
1
0
0

Ce

-0 O = & O = O = O = O = &

o R O R O O R O

R
1
0
0
1
1
0
0

1

Q

\%
1
0
1
1
1
1
1
0

HHOHOHHHM

(PVQ)AR PAR QAR (PAR)V
1 1 1 1

0 0 0

0 0 0 0

1 1 0 1

1 0 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
Q=P (P=Q AN(Q=P) P
1 1 1
1 1 1
1 0 0
0 0 0
QQ Q— R (P=QNQ—R) P—
1 1 1

1 1 1

0 0 0

1 0 1

1 1 1

1 0 0

0 0 1

1 1 1

)

1.2 Les quantificateurs

1.2.1 Le quantificateur V, ou "pour tout"

(P=QANQ = R) = (P = R)

O g T U G S G

qui montre que la proposition [(P = Q) A (Q = R)] = (P == R) est toujours vraic. ®

Une proposition P peut dépendre d’un paramétre x, par exemple « 2 > 1 », lassertion

P(x) est vraie ou fausse selon la valeur de x.

de ’ensemble E. On lit « Pour tout x appartenant & E, P(x) »

La proposition

Vo e E, P(x)

est une proposition vraie lorsque les propositions P(z) sont vraies pour tous les éléments x



Exemple 1.2 o «Vx € [1,400[; 22 > 1» est une proposition vraie.
o Yz € R; 22 >1 » est une proposition fausse.

o «Vn €N, n(n+1) est divisible par 2 » est vraie.

1.2.2 Le quantificateur 3, ou "il existe"

La proposition
dr e E, P(x)

est une proposition vraie lorsque ’on peut trouver au moins un x de E pour lequel P(x) est

vraie. On lit « il existe x appartenant & F tel que P(x) soit vraie ».

Exemple 1.3 o «dz € R, x (z — 1) < 0» est vraie
e «In €N, n?2 —n = n» est vraie

e « dz €R, 2% = —4) » est fausse

1.2.3 La négation des quatificateurs

e La négation de « Vo € E, P (z) » est « Jx € E, P (z) » .

par exemple la négation de « ¥z € R; 22 > 1 » est I'assertion « 3z € R; 22 < 1».

e La négation de « 3z € E, P (z) » est « Yo € E, P (z) »

par exemple la négation de «In € N, n2 —n = n» est «¥n € N, n2 —n < n»

e la négation de phrases complexes: soit par exemple la proposition «Vz € E, Jy € E,
P (z,y)»

sa négation est «3x € E,Vy € E, P (x,y)»

Exemple 1.4 pour la proposition «Vr € R, Jy € R, x + y > 0», sa négation est «dx € R, Vy € R,
z+y<0»

Remarque 1.1 L’ordre des quantificateurs est trés important. Par exemple les deux phrases logiques
VreRdyeRx+y>=0» et «IyeRVreR,z+y > 0»

sont différentes. La premiére est vraie, la seconde est fausse. En effet la premiére phrase affirme que
« Pour tout réel x, il existe un réel y (qui peut donc dépendre de x) tel que x +y > 0.» (par exemple
pour un x donné on peut prendre y = —x + 1). C’est donc une phrase vraie. Par contre la deuziéme
se lit : « Il existe un réel y, tel que pour tout réel x, x+y > 0. » Cette phrase est fausse, cela ne peut

pas étre le méme y qui convient pour tous les x.



1.3 Types de raisonnements 7

1.3.1 Raisonnement direct:

On veut montrer que la proposition "P = Q" est vraie,

On suppose que P est vraie et on montre qu’alors () est vraie

Exemple 1.5 Montrer que Nz, y € RT, o <y =2 < mTﬂ/ <y
Preuve. r <y=—z+zx<z+y

=2z <z+y
rT+y

=z < G s (1)

y>r=z+y<y+y

:>x;yg ............. )
Tty

de(l)et(Q)ona:mngy

Alorst,y€R+,x§y:>x§J:ngyestvraie [

1.3.2 Cas par cas

Si on veut vérifier une proposition P (x) pour tout les  dans un ensemble F, on montre la

proposition P (x) pour les z € A C E, puis pour les = ¢ A.
Exemple 1.6 Montrer que ¥z € R, |z — 1| < 2% — 2 + 1.

Preuve. ¢ Siz >1:|z—1|=z—lLalossz’ —z+1—-|z—1|=2’-z+1—-z+1=
22 =22 +2=(z—1)°+1>0.
Ainsi 2?2 —z+1> |z —1].
esiz<l:lz—1l=-2+lLalors2? —z+1—|z—1|=2>-az+1+zx—-1=22>0.
Ainsi 22 — 2+ 1> |z —1].

Conclusion: dans tous les cas |z — 1| < 2% — 2 + 1. [

1.3.3 Contraposé
Le raisonnement par "contraposition" est basé sur ’équivalence suivante:
(P= Q)+ (@ = P)

Donc si 'on souhaite montrer 'assertion "P = Q" on montre en fait que si Q) est vraie

alors P est vraie.

Exemple 1.7 Montrer que : ¥n € N, n? est pair alors n est pair.
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Preuve. on veut montrer que si n? est impair=> n est impair.
n est impair, alors il existe k € N tel que n = 2k+1, alors n? = 4k?>4+4k+1 =2 (2k2 + Qk) +1=2a+1,

alors n? est impair. m

1.3.4 Absurde

Le raisonnement par "I’absurde" pour montrer que "P =—> )" est basé sur le principe suivant
"on suppose & la fois que P est vraie et que () est fausse, et on cherche une contradiction.

Ainsi si P est vraie alors () doit étre vraie et donc "P = Q" est vraie.

Exemple 1.8 Montrer que: Vx,y € RT,si ro_ Y alors x = y.
1+y 142

T

Preuve. on suppose que et x £ y.

14y 1 +x
Comme Ty =1tz alors x (1 +z) =y (1 +y) donc x + 22 = y +y? d’ott 22 — y?> = —z + y donc
(z—-y)(z+y)=—(z—y).
Comme x # y alors z—y # 0 et donc en divisant par £ —y on obtient z+y = —1 c’est une contradiction
(la somme de deux nombres positifs est positive)
. . X Y
Concl : Vx,y € RT = 1 =y. u
onclusion: Vz,y ’Sll+y T dorsz=y

1.3.5 Contre exemple
Par contre exemple pour montrer que "Vz € E, P ()" est fausse, il suffit de trouver z € F
tel que P () soit fausse.

Exemple 1.9 Montrer que "tout entier positif est somme de trois carrés”

Preuve. Considérons ’entier n = 7, les carrés inferieurs & 7 sont 0, 1, 4 mais 0+ 1+ 4 # 7.

1.3.6 Récurrence

Le principe de "récurrence" permet de montrer qu'une proposition P (n) dépend de n, est
vraie pour tout n € N.
La démonstration par récurrence se déroule en trois étapes :

1) "L’initialisation": on verifie que P(0) est vraie,

2) "L’hérédité": on suppose n > 0 donné avec P(n) vraie, et on démontre alors que la
proposition P(n + 1) au rang suivant est vraie.
3) La conclusion: on rappelle que par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout

n € N.



n 1) (2 1 9
Exemple 1.10 Montrer que VYn € N, Y k? = n(n+ )6( n+ )

k=0

Preuve. 1- l'initialisation : pour n = 0, on 02 = 0, alors P (0) est vraie
nn+1)(2n+1)

n
2- I’hérédité :pour n > 0, on suppose que Y. k% = est vraie, et on montre que

k=0 6

ntl 1 2)(2 3
ZkQ:(n+ J(n+2)@n+ )estvraie.
k=0 6

n 1) (2 1
P (n) est vraie alors Zk‘2:02—|—12—|—22+...+n2:n(n+ )6( nt ),

k=0
On a Zk:2:02+12+22+...+n2+(n+1)2:n(n+ )6(n+ )+(n+1)2

k=0

nn+1)2n+1)+6(n+1)(n+1)

6
(n+1)(n+2)(2n+3)
6
D’ou P (n + 1) est vraie
3- Conclusion: Vn € N, 3 k? = n(n+ 1)6(2n + 1)' .
k=0

1.4 Exercices

Exercice 1.1 Soient les quatre assertions suivantes :

a)dzr e R, Vy e R, x +y > 0,

b)Vx e R, Jye R, x +y = 0.

Ve e R, VyeR, z+y = 0,

d)3z € R, Vy € R, 32 = .

1) Les assertions a, b, ¢, d, sont-elles vraies ou fausses ¢ Donner leur négation.
2) Soient P, Q, et R trois assertions, vérifier en dressant la table de vérité :

a) PN\(QVR) <= (PAQ)V(PAR), b)(P= Q)+ PAQ.

Solution 1.1 a) est fausse puisque sa négation est Vo € R, Jy € R, x+y < 0, est vraie. Etant donné
x € R, il existe toujours y € R, tel que x +y < 0, par exemple on peut prendre y = — (x + 1) et alors
rt+y=cx—zxz—1=-1<0.

b) est vraie, pour un x donné on peut prendre par exemple y = —x + 1, et alors x +y =1 > 0. La
négation de b) est Ix e R, Yy e R, x +y < 0.

c) est fausse par exemple x = —1, y = 0. La négation est Ix € R, Iy e R, z +y < 0.

d) est vraie, on peut prendre x = —1, la négation est Vo € R, Jy € R, y? < .

Exercice 1.2 Soient f et g deux fonctions de R dans R. Traduire en termes de quantificateurs les
expressions suivantes

1) f est majorée ;  2) f est bornée ; 3) f est paire ; 4) f ne s’annule jamais ; 5) f est périodique
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7

6) [ est croissante ;  7) f n'est pas la fonction nulle ;  8) f atteint toutes les valeurs de N.

Solution 1.2 1) 3IM € R,Vz € R, f (z) < M.
2)IM e R,3m e R,Vx e Rym < f (x) < M.
3)Vr eR, f(z)=f(—x).
4)Vx € R, f(x) #0.

5)Ja e R*Vx eR, f(z+a)=f(x).

6)V (z,y) eR*x <y= f(z) < f(y).

7) 3z € R, f (z) # 0.
8)Vne N, Jz e R, f(x)=n.

Exercice 1.3 Soit f : R — R Quelle différence de sens ont les deux assertions proposées :
a)Vee R, yeR, y=f(x) et yeRVzeR, y=f(x).
b)Vye Rz eR, y=f(z) et IxeRVyeR, y=f(x).

c)Vr e R,2AM € R, f(x) <M et IM € R)Vx € R, f(z) < M.

Solution 1.3 a) La premiére assertion est verifiée par toute application, la seconde signifie que f est
constante.
b) La premiére assertion signifie que f prend toute valeur dans R, la seconde est absurde.

¢) La premiére assertion est toujours verifiée, la seconde signifie que f est majorée.

Exercice 1.4 Soit f : R — R une fonction continue.
On considére les assertions suivantes:

P:"VzeR, f(x)=0"

Q:"IxeR, f(x)=0"

R:”(Vz eR,f(z) =0) ou(Vzx eR, f(z)<0)”

Parmi les implications suivantes les quelles sont vraies?
a) P= Q, b) Q = P, c) Q=R

d) R= Q, e) Q= P, f) P=R.

Solution 1.4 seulement les assertions: a) d) e) sont vraies.car :

a) Ve eR, f(x)=0) = (Fz € R, f(z) =0).

d)[(Fxr eR, f(x)<0) et (xR, f(z)>0)] = [Fx€R,f(z)=0].
e) Ve eR,f(z) #0) = (Fxr € R, f (z) #0). (la contraposé de a))

Exercice 1.5 FEcrire les contraposées des implications suivantes et les démontrer.
VneN, Ve, y e R

1). n premier—>n = 2 ou n est impair,

rFy= (x+1)(y—1)# -1 (y+1)



Solution 1.5 1) n paire, n # 2 = n non premier 11

si n est paire, n # 2 alors 2 divise n et n n’est pas premier.
2(+)y-D=@-D)H+1)=2z=y
si(x+1)(y—1)=(x—1)(y+1) alors en dévellopant: —x +y = x —y, d’ot 2y = 2z, ainsi x = y.

Exercice 1.6 1) Soit n > 2 un entier. Montrer par l’absurde que, si n n’est pas premier, il admet un
diviseur premier p qui est inférieur ou égal & \/n.

2). A laide de ce critére, déterminer si les nombres 89, 167 sont premiers.

Solution 1.6 1) Soit n non premier, supposons que n n’a pas de diviseur premier p < \/n.

n non premier—> da,b > 2, n = ab, tout nombre x > 2 a un diviseur premier < x.

Sia < \/n oub < \/n, cela donne une contradiction, donc a = \/n et b = \/n, ce qui implique
n > n. (absurde)

2) 0\/89 ~ 9.4, le nombre 89 n’est pas divisible par 2,3,5 ou 7, donc 89 est premier.

o V167 ~ 12.9, le nombre 167 n’est pas divisible par 2,3,5,7 ou 11 donc 167 est premier.

2 soit 4 divise n® — 1.

Exercice 1.7 1) Soit n € N, Montrer que soit 4 divise n
2) Montrer que pour tout n € N, n® —n est divisible par 6.

3) Montrer par récurrence que ¥n € N —{0,1,2,3}, n? <27,

Solution 1.7 1) (raisonnement cas par cas)

Sin =2k (paire) alors, 4 divise n? = 4k2.

Sin=2k+1 (impaire) alors, 4 divise n* — 1 =4 (k* + k)

2) (raisonnement cas par cas)

Onan3—n:n(n2—1).

n paire => n® — n multiple de 2.

n impaire => n? — 1 paire et n3 — n multiple de 2.

n multiple de 3 => n® — n multiple de 3

n=3%k+1=n>-1=3 (3k2 + Qk) multiple de 3 => n3 — n multiple de 3
n=3k+2=n?-1 :3(3k2+4k+1) maultiple de 3 = n3 —n multiple de 3

Dans les 3 cas, n®

3

—n est multiple de 3.

n 3

—n est divisible par 2 et 3 qui sont premiers entre eux donc n°> — n est divisible par 6.
3) (Par réccurence) :

e pour n =4, 42 = 16 = 2*. (la propriété est vraie)

e on suppose que n> < 2" avec n > 4,

( pourn =2 on a2n <n?—1), dou:

(n+1)>=n2+2n+1<n?+n?<2x2" =2t

la propriété est vraie au rang n + 1
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Chapitre 2

Ensembles et applications

2.1 Ensemles

Définition 2.1 Un ensemble est un collection d’éléments, exemple {0, 1}, N,.....
e ['ensemble vide est un ensemble ne contenant aucun élément, noté ()

e On note x € E, si x est un élément de E, et x ¢ E dans le cas contraire

2.1.1 Opérations sue les ensembles
e Inclusion:

E C F, si tout élément de E est un élément de F
Autremendit: Vz € E, z € F. Et on dit alors que E est un sous ensemble de F, (E est une
partie de F)

o L’égalité

E=F<< EFECFetFCE

e Ensemble des parties de F :

On note P (E) I'ensemble des parties de £
Par exemple si E = {1,2,3}, alors P (E) = {{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},E,0}
Si card (E) = n alors, card (P (E)) = 2™.

e Différence et différence symetrique

Soient A et B deux sous-ensembles d'un ensemble E. On note
1 — la différence de A et B est 'ensemble : A\B = {zx € A | z ¢ B}.
2 — la différence symétrique de A et B est 'ensemble A A B = (AU B)\(AN B).
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si A C E, alors le complementaire de A dans E est noté par Cp A, définie par
CkA={xeE/x¢ A}

On le note aussi E\A ou A¢, ou A.

e Intersection et Union

1— On appelle intersection de A et B, I’ensemble, noté AN B, des éléments de A appartenant

aussi a B.
2- On appelle réunion de A et B, 'ensemble, noté AU B, des éléments de A et de ceux de B.

Formellement, on a :

ANB = {z/(z € A)A(z e B)}.
AUB = {z/(ze€ A)V(zeB)}

e Produit cartésien

Le produit cartésien des ensembles E et F' est l'ensemble des couples (x,y) ou = € FE et
yek,
ExF={(z,y)| r€ EetyecF}

Si card (E) = n, card (F) = m alors, card (E x F) = nm.

Proposition 2.1 Soient A, B, C des parties de E alors,

1. ANB=BNA, AUB=BUA,

2. AN(BNC)=(AnB)NnC , AUu(BUC)=(AUB)UC,
3. AN0=0,ANA=A, AUQD=A4A, AUA = A,

4. ANB=A<= AC B,

5 AUB=B<«<= ACB,

6. AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

7. AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQ),

8. L (CrA) = 4,

9. Cg(AnB)=CgAUlgB,

10. EE (AUB) = EEAQEEB,
11. AC B < [:EB C EEA.

Preuve. 8. Soit z € E, alors z € CpA (EEA) <z ¢lpA
—rclpgA
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—xcA
Donc [:EA ([:EA) = EEA

9. Soit x € E, alors z € CE(ANB) <=z ¢ (AN B)

< (¢ A)V (z ¢ B)

<= (x €CgA) Vv (z €CpB)

<=z ((gAulpB)

Donc Cp(ANB) =CgAUlEB

De méme on montre la propriété 10.

11. ACB<«<=Vz e E ((x € A) == (x € B))

<= Ve e FE ((x¢ B)== (z ¢ A)) Contrapposée de I'implication
< Vz € E ((x €CgB) == (z € [gA))

<= CgBclgA,donc ACB«<=(CgBClgA m

Remarquez que ’on repasse aux éléménts pour les preuves.

2.2 Les applications

Définition 2.2 Une application ou une fonction f : E — F, est une relation qui associe o chaque
élément x € E, un unique élément de F' noté f (x).

e f, g deux applications, f =g<=Vex € E, f(z)=g(x).

e Le graphe de l'application f : E — F' est l’ensemble noté Gy définie par

Gr={(z,f(z)) e ExXF |z € E}

e La Composition de deux applications [ et g telles que f: B — F et g : F — G est lapplication
go f: E — G définie par
go f(z)=yg(f(z))

1
Exemple 2.1 Soient f : ]0,+o00] — ]0,+00[ et g :]0,400] — R tels que f(z) = = g(z) =

r—1

r+1
Alors
go f:]0,+00] — R
T =g (f(z))
1 1
1 P 1—=x
s =o(;)=F =155 = v
x

Remarque 2.1 Le composé de deuzx applications n’est pas toujours définies, par exemple g o f est

défini si l'ensemble d’arrivée de f est 'ensemble de départ de g.
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Définition 2.3 e Soit A C E, et f : E — F une application, l'image directe de A par f est

l’ensemble

fA) ={f(x) Jec Ay CF

yef(A)<=JzecAy=f(v)

e Soit BC F, et f: E— F une application, l'image réciproque de B par f est ’ensemble

fB)={zeE/f(x)eB}CE

r€f1(B)«— f(z)eB

f:R —R

X l—>£L’2

Exemple 2.2 Soit

alors:

fA2H ={4}, f(=L3) ={f(2) /2 e[-1,3]} =[0,9]

f([-1,00U[1,3]) = [0,9]

P2 ={z eR/ f(2) € {2}} = {-V2, V2}
f7H0,3) ={zeR /2?€[0,3]} = [-V3,V3]
U3 = [fﬂ

FH(- ,H 3)) = {0} U [-v3, —1]U[L V3]
R = TR =0

Remarque 2.2 o f(A) est un sous ensemble de F, f~1(B) est un sous ensemble de E

e La notation f~1 (B) est un tout rien ne dit que f est bijective, I'image réciproque existe quelque soit
la fonction.

e L’image directe d’un singleton f ({z}) = {f (z)} est un singleton, par contre l'image réciproque d’un
singleton = ({y}) dépond de f, elle peut étre un singleton, un ensemble & plusieurs éléments, peut

étre I si f est une fonction constante.

Proposition 2.2 Soit f : E — F une application, A, A" des parties de E, B, B des partie de F

LACA — f(A )cf( )

2. BcB — f! (B)

3. f (AmA) ( )

1 (aoa) = s (),
fr

5. f—l(BmB’) IS () 1



6. ;7 (BUB) =t BUST(B), 16
7T.AC T (A),
8 f(f*(B) cB.

Preuve. 1. Soit y € f(A), alors 3z € A, y = f(z), comme A C A alors, z € A, alors
y € f(A’) , donc f (A) C f(A’).
2. Soit € f~*(B), alors f(z) € B, comme B C B, alors f (z) € B', alors z € f~! (B/), d’ou
FUB) C ! (B’).
3. Soit y Ef(AﬂA/),ilexistexeAﬂAl tel que y = f(x),orx € Adoncy = f(x) € f(A) et de
méme z € A' donc y € f (A’). Doty € f(A)N f <A/> donc f (AmA’) cfANF (A’) .
4. Soit y € f(AUA/), Jz € AUA tel que y = f(z),siz € Aalorsy € f(A), sinon z € A et
yef (A/) , dans les deux cas y € f (A) U f (A/)
inversement: soit y € f (A)Uf (Al> ,siy € f(A)alorsdz € Atelquey = f(x).orz € AC <A U Al>
donc y € f <A U Al> . de méme siy € f (A/) par double inclusion on a I’égalité.
5. Soit x € f1 <B ﬂB/), alors f (z) € (B DB/), donc f(z) € Bet f(x) € B', donc z € f~1(B) et
ref! (B/) ,doncz € f~H(B)n f1 (B/), alors f~! (B N B/> =f1B)nft <B/>
6. démontré comme -5-.
7. Soit x € A, Posons B = f(A), on a f(x) € Bdoncx € f~1(B) = f~1(f(4)), dou f(A) C

FHf Q).
8. Soit y € f(f_1 (B)), posons A = f71(B),onay € f(A) donc Iz € A, y = f(x), comme
reA=f"1(B),ona f(z)€B,doncye€ B,alors f (f'(B)) CB. m

Définition 2.4 Antécédent
Fizons y € F, tout élément x € E tel que f (x) =y est un antécédent de y

e En terme d’image réciproque, l’ensemble des antécédents de y est f~1 ({y}).

2.2.2 Injection, surjection, bijection

Définition 2.5 Soit f: E — F une application,
e [ est injective, si tout élément de I’ensemble d’arrivée a au plus un antécédent par f.
o [ est surjective, si tout élément de l’ensemble d’arrivée a au moins un antécédent par f.

o f est bijective, si tout élément de I’ensemble d’arrivée a un unique antécédent par f.
Cette définition peut se reformuler comme:

Définition 2.6 e f est injective, si pour tout y € F, I’équation f (x) =y a au plus une solution dans

E.
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e [ est surjective, si pour tout y € F, l’équation f (x) =y a au moins une solution dans E.

o [ est bijective, si pour tout y € F, l’équation f (x) =y a une unique solution dans E.
Autremendit f est bijective, si elle est injective et surjective.

Proposition 2.3 Soit f : E — F une application, les assertions suivantes sont équivalentes:
o. 1.f est injective— Vx1,29 € E; f(x1) = f (v2) = 11 = 22,

2. f est injective—> Va1, 29 € E; 1 # 90 = [ (x1) # [ (x2).

o 1.f est surjectives— Yy € F, 3x € F; y = f (x)

2.f est surjective— f (E)=F

e [ est bijective<— Yy € F, Az € E; y = f(x).

Le symbole ! exprime 1'unicité, c-a-d: il existe une solution unique pour ’équation f (x) = y.

Exemple 2.3 Soient les applications fi : N — R |,  fo:RT — R ., f3:R—RT, telles
que fi(x) = 1oz’ fa(z) =2%, f3(x) = 2>
Les applications f1, fa, f3 sont elles injectives, surjectives, bijectives?
1
Preuve. 1. fi :N—R, f; (f) =7 +31:

o Va1, 29 €N; f1 (1) = f1 (22)

:>$1:$27

e =
1+ZL‘1 1+5627

Donc f est injective.

o Vy € R, 52 =y=—=2x= %y’ par exemple pour y = 5, on obtient z = %4 ¢ N, alors f1 n’est
pas surjective.

par conséquence f1 n’est pas bijective.

2. fo:RY — R, fo(z) = 22

o Vx1,10 € RT; fo(21) = fo(w2) = 2% = 23

= x1 = *x9

=— 21 =29, (x1,x2 ont méme signe)

Alors f5 est injective.

eVycR 2 =y=—= 2z = +,/y, siy >0, alors pour y € R™, xP, d’ott fo n’est pas surjective.

par conséquence fs n’est pas bijective.

3. f3: R — RY, f3(z) = 22

o Vzi,29 € RY; fo (1) = fo (22) = af = a3
= 11 = 29,

alors, 92, —2 € R, 2 # —2 mais (2)2 = (—2)2, donc f3 n’est pas injective.
eVye R, 2?2 =y= a2 ==%/y,siy >0,

alors Vy € R, 3z € R; y = f3(z) . donc f3 est surjective

par conséquence f3 n’est pas bijective. m
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1. f injective et g injective=> g o f injective,

2. f surjective et g surjective=> g o f surjective,
3. go f injective=> f injective,

4. go f surjective=—> g surjective.

Preuve. 1. Soient z1,z9 € F, alors :x1 # ©9 = f(x1) # f(x2) car f injective
= g(f(#1)) # g(f(2)) car g injective
= go f(x1) # go f(z2) ce qui montre que g o f est injective.
2. Soit z € G, g étant surjective, il existe y € F tel que z = g(y), comme y € F et f est surjective alors
il existe z € E tel que y = f(x), donc z = g(f(z)) et on déduit que : Vz € G,3x € E;z = go f(x), ce
qui montre que g o f est surjective.
3. Vay, 29 € E; f(x1) = f(x2) = g (f (x1)) = g(f (z2)) (car g : une application)
— (9o f)(z1) = (go f)(z2)
—> x1 =x9 (car go f est injective), d’on f est injective.
4. Soit z € G, alors g o f surjective = Iz € E; go f(z) = 2
— Jdre E; g(f(x)) ==
— Jy=f(z) € F; g(y) = =,
donc Vz € G,3y € F; g(y) = z, ce qui montre que g est surjective. m

2.2.3 L’application réciproque

Proposition 2.5 Une application f : E — F est bijective si et seulement s’il existe une unique

application g : F' — FE telle que
fog=1I1dp et go f = Idg.

On dit que f est inversible et g, notée f~', est appelée “Vapplication réciproque” ou “lapplication

mverse” de f.

Preuve. 1.) Supposons qu’il existe une application g : F' — FE telle que fog = Idp et
go f=1Idg.
Montrons que f est bijective.
1. Soit y € F, comme fog = Idp alors fog(y) =y, par suite il existe x = g(y) € E tel que f(z) =y,
ce qui montre que f est surjective.
2. Soient z1,z9 € F, comme go f = Idg alors go f (x1) = x1 et go f (x2) = xo, par suite:
f(21) = f(@3) = g(f(w1)) = g(f (x2)) (car g application)
= go f(z1) =go f(z2)

= 1 = X2, ce qui montre que f est injective.
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I1.) Supposons que f est bijective. Construisons 'unique application g : F' — FE,

telle que fog= Idr et go f = Idg.

f étant bijective, alors : Vy € F, Jlx € E; y = f(z).

Ainsi, a tout élément y € F, on fait associer un unique élément x € E, qu’on notera g(z), tel que

f(z) =y. On définit ainsi une application

g:F—F
y—g(y) ==

Montrons que fog=Idr et go f = Idg..

1. Soit y € F, alors g(y) = x, avec f(x) =y, donc fog(y) = f(9(y)) = f(x) =y, ce qui montre que :
fog=1Idp .

2. Soit x € E, alors pour y = f(x) on a g(y) = =, par suite g o f(z) = g(f(z)) = g(y) = z, ce qui
montre que : go f = Idg.

3. Montrons I'unicité de g. Soit g1 : F' — FE vérifiant les deux propriétés précédentes,

alors pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(z), donc ¢1(y) = q1(f(x)) = g1 0 f(x) = Idg(z) =
go f(z) =g(f(x)) =g(y)

ce qui montre que gy =¢g. N

Exemple 2.4 f : R —]0,4o00[ définie par f(x) = exp(x) est bijective, sa bijection réciproque est
g :]0, +oo[— R définie par g(y) = In(y). Nous avons bien exp (In(y)) = y, pour tout y €]0, +o0[ et
In(exp(x)) = = pour tout x € R.

Proposition 2.6 Soient f: E — F et g : F — G des applications bijectives. L’application g o f

est bijective et sa bijection réciproque est
(gof)y ' =flog™

Preuve. D’aprés la proposition 2.5, il existe u : F' — FE tel que uo f = idg etf ou = idp .
Il existe aussi v : G — F tel que vo g =idp et gov = idg.
On a alors (go f)o(uov)=go(fou)ov=goidpov=gov=idpg.
Et (uov)o(gof)=wuo(vog)of=wuoidpof=uof=1idg.
Donc g o f est bijective et son inverse est u o v.
-1

Comme u est la bijection réciproque de f et v celle de g alors : uov = f~log [

2.2.4 Prolongement et restriction

Définition 2.7 Soit f: E — F une application, soit A C E, B C F, tel que f (A) C B.

On appelle restriction de f o A comme ensemble de départ et B comme ensemble d’arrivée et on note
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e Cette application a la méme régle de calcul que f, seuls changent les ensemble de départ et d’arrivée

Remarque 2.3 Quand on restreint uniquement l’ensemble de départ (B = F) on utilise la notation

fla-

Définition 2.8 Soient f, g des applications, on dit que f est un prolongement de g si g est un

restriction de f.

f:R —R g:RT — RT

’
X P—>$2 x P—>332

Exemple 2.5 1. Soient

c-a-d g est la restriction de f sur R, (g = fir+—r+), on remarque que g est croissante et bijective,

mais f ne [’est pas.

f:R
, g:R* — R sin x _
2. Soient sin , , stz #0
x — T x
x 1, six=0

L application f est prolongement de g. (g = fir-)
De plus on peut montrer que f est continue sur R, et on dit que f est le prolongement par continuité

de g.

2.3 Exercices

Exercice 2.1 Soient A, B,C € P(E), établir:
1) A\(BNC) = (A\B) U(4\0),
2)AC B<—= AUB =B,

3) AUB=ANC<«+<= BCACC,

Solution 2.1 1) A\(BNC)=AnNCg(BNC)=(ANCgB)U(ANCEC) = (A\B) U (A\C)

2) o (=) supposons A C B, on a toujours B C (AUB), pourx € AUB quex € A ouz € B on a
x € B, donc (AUB) C B. ainsi AUB = B.

o (<=) supposons que AU B = B. puisque A C (AUB), on a A C B.

3) @ (=) supposons que AUB = ANC,ona B C (AUB)=(ANC)CAC(AUB)=(ANnC)cCC.
e (<) supposons que BC ACC, AUB=A=AnC.

Exercice 2.2 Soient E, F deux ensembles, f : E — F une application, démontrer que:
INA/BeP(E), f(ANB)C f(A)Nnf(B),

2)VA,Be P(E), f(AUB)=f(A)U f(B),

3)VA€e P (F), [~ (F\A)=E\f1(4).



Solution 2.2 1) soity € f (AN DB), il existe x € ANDB tel quey = f(x), orz € A doncy:f(m)%
f(A) et de méme x € B doncy € f(B). Douy € f(A)Nf(B) donc f(ANDB) C f(A)N f(B)

2) Soity € f(AUB), 3z € AUB tel quey = f(z), six € A alorsy € f(A), sinon x € B et
y € f(B), dans les deuz casy € f (A)U f (B)

inversement: soity € f(A)U f(B), siy € f(A) alors 3x € A tel quey = f(x). orx € AC (AU B)
doncy € f(AUB). de méme siy € f(B) par double inclusion on a [’égalité.

3)z e fH(F\A) < f(z) € F\A.

= f(z)¢ A

—ad ()

<~z € E\f1(A).

Exercice 2.3 Décrire l'image directe de R par la fonction exponentielle.
Déterminer f ([0, 1[), f(R), f (=1, 2[), f~1({3}), par la fonction f : x> 22, définie sur R.

Solution 2.3 exp (R) =R*+, f([0, 1) =[0, 1[, f(R) =R+ , f]-1, 2[=10, 4] , f1({3}) =
{v3, -3}

Exercice 2.4 Soit f : [1, +oo[ — [0, + oo une application telle que f(x) = x% — 1, f est elle

bijective ¢

Solution 2.4 e f est injective car : soit x,y € [1, + oo,

f@)=f@y)=2>-1=y 1=z =12y, orz,y €[l, +oo] donc x,y sont de méme signe donc
x=y

o [ est surjective car : soity € [0, + oo[, on cherche un élément x € [1, + oo| tel que y = f (x) =
22— 1, le réel x = \/y + 1 convient

par conclusion f est bijective

Exercice 2.5 Soient E, F, G trois ensembles, f: E —- F,g: F -G eth:G— FE
Etablir que si hogo f est injective et que go foh et fohog sont surjectives alors, f, g et h sont

bijectives.

Solution 2.5 on a les imlications suivantes

1) go f injective=> f injective

2) go f surjective=> g surjective

Supposons que ho go f est injective et go f o h ainsi que f o ho g sont surjectives

Puisque (h o g) o f est injective, on a f injective et puisque f o (ho g) surjective, on a f surjective
par suite f est bijectiveet on peut introduire f~1.

par composition hog= (hogo f)o f~! est injective et par suite g est injective

D’autre part g o f o h est surjective et donc g aussi, finalement g est bijective

1

par composition h = (hog) o g~! est injective et h = f~1 o (fohog)og ! est surjective donc h est

bijective



Exercice 2.6 Soit f : R — C, telle que f (z) = €™, Changer les ensembles de départ et d’arrivée aﬁ%

que la restriction de f devienne bijective.

fi: 0, 2n] — U

Solution 2.6 Considérons la restriction suivante de f : .

t — e
on montre que f1 est bijective, (ici U est le cercle d’unité de C)
o f1 est surjective car tout nombre compleze de U s’écrit sous la forme exponentielle € et l'on peut
choisir § € [0, 2|
e f1 est injective car: fi(t) = fi (t,) — et = eitl —t=1t +2kr aweck € Z
—t=1t cart,t €[0, 2n[ et donc k = 0.

En conclus f1 est bijective.

Exercice 2.7 Soient E, F,G trois ensembles,
1) Soient f1, fa: E — F et g: F — G, on suppose go fi = go fa et g injective. Montrer que fi = fa.
2) Soient f : E — F et g1, g2 : F — G, on suppose g1o f = gao f et f surjective. Montrer que g1 = ga.

Solution 2.7 1) Vz € E, on a (go f1)(x) = (go f2)(z), t,e: g(f1(x)) = g(f2(x)) donc f1(z) =
fa (z) ( car g injective) ainsi fi = fo
2)Vy € F,3x € E tel quey = f (x) et alors g1 (y) = (g1 0 f) (z) = (920 f) (x) = g2 (y) donc g1 = ga.
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Chapitre 3

Relations binaire sur un ensemble

Définition 3.1 On appelle relation binaire, tout proposition entre deux objets, pouvant étre vérifiée

ou mon. On note xRy et on lit “r est en relation avec y”.

Exemple 3.1 e Linégalité < est une relation binaire sur N, Z ou R,

b

e Le parallélisme ” || 7 et l'orthogonalité 7 L 7 sont des relations binaires sur l’ensemble des droites
du plan ou de l’espace,
e L’inclusion C est une relation binaire sur P(E) ou sur E,

e La relation " plus grand que" sur l’ensemble des étudiants, est une relation binaire.

Définition 3.2 Etant donnée une relation binaire R entre les éléments d’un ensemble non vide E, on
dit que :

1. R est Reflexive <= Vx € E, zRzx,

2. R est Transitive <= Vz,y,z € E, (zRy) A (yRz) = (zR=z)

3. R est Symétrique <= Vx,y € E, (zRy) = (yRx)

4. R est Anti-Symétrique <= Vz,y € E, (zRy) A\ (yRz) = = =y.

3.1 Relation d’équivalence

Définition 3.3 On dit qu’une relation binaire R sur un ensemble E est une relation d’équivalence, si

elle est Réflexive, Symétrique et Transitive.
Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E.

Définition 3.4 1. On dit que deux éléments x et y € E sont équivalents si zRy.
2. On appelle classe d’équivalence d’un élément x € E, lensemble : x = {y € E; zRy}.
3. x est dit un représentant de la calsse d’équivalence x.

4. On appelle ensemble quotient de E par la relation d’équivalence R, I’ensemble des classes d’équivalence



de tous les éléments de E. Cet ensemble est noté E . 24

5. ¢ =1y <= xRy

Exemple 3.2 : Dans R on définit la relation R par :

Vr,y €R, Ry <= 22 -1 =92 — 1.

Montrer que R est une relation d’équivalence et donner l'ensemble quotient R .
1. R est une relation d’équivalence.

i) R est une relation Reflexive, car : Yo € R, 22 — 1 =22 — 1 = zRx

i) R est une relation Symétrique, car : Yo,y € R, Ry = 2> -1 =19% — 1

— 92 — 1 =22 — 1 car [’égalité est symétrique

— yRx

iii) R est une relation Transitive, car : Y, y, z € R, (zRy)A(yRz) = (22 —1 =y’ —~1)A(y?—1 = 22-1)
= (2% — 1 =22 — 1) car U'égalité est Transitive.

= xRz

De i) , ii) et iii) , on déduit que R est une relation déquivalence.

2. Déterminer l'ensemble quotient R /.

Soit x € R, alors : Vy € R, aRy <= 22 -1 =192 -1

=22 —9y? =0

= (z—y)lz+y)=0

= (y=2z)V(y=-2)

donc : x = {z, —x}, par suite R . = {{z, -2z}, v € R}

Exemple 3.3 Soient n € N* ; et p, ¢ € Z. On dit que p est congru a g modulo n, et on note p = q[n],
st n divise p — q, c’est-a-dire si : Ik € Z; p — q = kn.

Par exemple, 22 est congru a 1 modulo 7, ce que l’on note 22 = 1[7], car 22 — 1 = 21 est divisible par
7.

L’entier —6 est aussi congru a 1 modulo Tce que l’on note —6 = 1[7] car —6 — 1 = —7 est divisible par
7.

On vérifie facilement que "la relation de congruence modulo n" est une relation d’équivalence sur Z.

On note p la classe d’équivalence de p € 7,

Par exemple, on considére "la relation de congruence modulo 7" alors,

1={peZp=1[7},

={p € Z,p—1 est divisible par 7},

={1+4+k7, keZ},

={...,—20,-13,-6,1,8,15,22...}

En générale la classe d’équivalence de p modulo n est I’ensemble:

p={p+k7, keZ}.



D’ow l’ensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n, noté Z/nZ,est donné par 25

2/l = {o, Lo 1}
C’est un sous-ensemble fini, il contient n éléments.

Proposition 3.1 Soit ® une relation d’équivalence sur un ensemble E.
Alors, les classes d’équivalences forment une partition de E, c’est-a-dire que
e toute classe d’équivalence est non vide ,

o la réunion des classes d’équivalence est égale a E |

o deuzx classes d’équivalence sont soient disjointes soient confondues,

Ve,ye E, zNy=0 ouz =y

3.2 Relation d’ordre

Définition 3.5 On appelle relation d’ordre sur un ensemble E toute relation binaire réflexive, anti-

symétrique et transitive.

On dit alors que (E, R) est un ensemble ordonné (par R), Une relation d’ordre est souvent

notée < .

Exemple 3.4 La relations "C" est une relation d’ordre sur P(E).

1. "C " est Réflexive, car YA € P(E), on a A C A.

2. "C" est Transitive, car VA, B,C € P(E), (ACB)A(BC(C)= ACC

3. "C" est Anti-symétrique, car VA,B € P(E), (ACB)AN(BCA)= A=B
De 1), 2) et 8) on déduit que "C" est une relation d’ordre sur E.

Exemple 3.5 1. Les relations "<", ">" sont des relations d’ordre sur R.

2. La relation "/ " (divise) est une relation d’ordre sur N.

3.2.1 Ordre total ou partiel

Définition 3.6 Soit E un ensemble muni d’une relation d’ordre R.

e On dit que R est une relation d’ordre total si
Ve, y € E; xRy ou yRz.

e Dans le cas contraire, on dit que l’ordre est partiel, c’est & dire x, y € E; x n'est pas en relation

avec y, et y n'est pas en relation avec .
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2. La relation "/ " (divise) est une relation d’ordre partiel sur N.

3. La relations "C" est une relation d’ordre partiel sur P(E).

» par ezemple soit E = {1,2,3}, alors P (E) = {{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3} ,E,0}

alors 3A = {2} € P (E), et B={1,3} € P(E); mais A¢ B et B¢ A.

Plus petit élément, plus grand élément

Définition 3.7 Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E,

1. On dit que m € A est le plus petit élément de A (ou un minimum)si
Vee A, m<zx

2. On dit que M € A est le plus grand élément de A (ou un mazximum) si
Vee A,x < M

Proposition 3.2 Unicité du minimum et du mazrimum
Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E
1. Si A admet un minimum, il est unique : on le note min A.

2. Si A admet un mazimum, il est unique : on le note max A.
Exemple 3.7 On définie sur Z* , la relation d’ordre R suivante:
Vn,meZ*\nim <= ke N, m=kn

e e plus petit élement de Z* par R est 1

o 7* n‘admet pas un plus grand élément.

Soit A, B des parties de 7* tels que, A = {2,—6,—10,—14,—-18,—-20}, B = {7,6,2,3, —42}
Déterminer le plus petit élément (min), le plus grand élément (max) de A, B par la relation R s’ils
existent.

e minA =2

e max A =7

e min B =}

e max B = —42

Majorant, minorant

Définition 3.8 Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E

1. On dit que m € E est un minorant de A si

Ve A, m < x.
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On dit alors que A est minorée.

2. On dit que M € E est un majorant de A si
Vee A, x <M.

On dit alors que A est majorée.

8 On dit que A est bornée si elle est minorée et majorée.

Borne inférieure et borne supérieure

Définition 3.9 Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E

1 Si l’ensemble des minorants de A admet un plus grand élément, on ’appelle borne inférieure de A
et on le note inf A.

2 Si l'ensemble des majorants de A admet un plus petit élément, on ’appelle borne supérieure de A

et on le note sup A.
Proposition 3.3

Soit (F, <) un ensemble ordonné et A une partie de E
1 Si A admet un minimum, alors il admet une borne inférieure et min A = inf A.

2 Si A admet un maximum, alors il admet une borne supérieure et max A = sup A.

Remarque 3.1 e Le plus petit élément de A (min A), s’il existe est un minorant de A, par contre un
minorant de A peut ne pas étre le plus petit élément de A car il n’est pas nécéssairement dans A.

e Meéme pour le plus grand élément (max A) et le majorant.

Cette remarque exprime que I'implication réciproque dans la Proposition (3.2.2) n’est pas

toujours vraie.

Exemple 3.8 Soient E = {1,a,2,5,v}, considérons (P(E),C) est ordonné, et soit A une partie de
P(E),
A = {{(I, 2} ) {27 57 ’Y} ) {]-7 27 ’Y} ) {(Z, 2) 5}}

alors,

e Les minorants de A sont : () et {2}.

e inf A = {2}

3. A na pas de plus petit élément, car inf A ¢ A.
4. Le seul majorant de A est : E ={1,a,2,5,7}

5 supA=F.

6. A n'a pas de plus grand élément, car sup A ¢ A.
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Exercice 3.1 Soit P* l’ensemble des nombres premiers strictement supérieurs a 2. On considére la

relation R entre deux éléments de P* définie par :

p%q@%EP*

- La relation R est-elle réflexive, symétrique et transitive ¢

p+p

Solution 3.1 1) Vp € P*, —5 =P € P* — pRp, donc N est reflexive.
2) Vp,q € P*, pftq = Z% e P = % € P* = gRp = R symetrique.
p+q
pRq 72 c P*
3)Np,q,r € P*, — Fir
et qRr et —— € P

T . . i .
€ P*, mais ¢a n'est pas toujours verifié, voici un contre ex-

il faudrait pouvoir en déduire que a
emple sous forme d’un tableau,

(dans ce tableau: la premiere ligne: les valeurs de q, la premiere colonne: les valeurs de p, et les

valeurs internes sont les nombres: I%)
[ )N¢ 3 5 7 11 13 17

3 3 4 5 7 8 10

4 5 6 8 9 11
7T 5 6 7 9 10 12
1 7 8 9 11 12 14
13 8 9 10 12 13 15
17 10 11 12 14 15 17

dans ce tableau on a par exemple: 11R3 et 3RT mais 11 n’est pas en relation avec 7.
sur ce tableau l'exemple cité est le seul contre-exemple, pour en trouver d’autre il faudrait faire un
tableau plus grand.

donc R n’est pas transitive.
Exercice 3.2 Soit i une relation binaire réflexive et transitive. On définit une relation S par :
xSy < xRy et yRx.

- Montrer que S est une relation d’équivalence et que R permet de définir une relation d’ordre sur les

classes d’équivalences de S.

Solution 3.2 1)- on a xRz et xRx = xSz, donc S reflevive
si xSy = RNy et yRx.
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= ySz, donc S symetrique

xSy et ySz = (xRy et yRx) et (yRz et zRy)

= (2Ry et yRz) et (zRy et yRz)

— (2R2) et (2Rx) (car R est transitive)

= xSz, donc S est transitive, alors S est une relation d’équivalence.

2) On définit sur l’ensemble des classes d’équivalence de S la relation N\ par:
z Ay <= zRy.

La relation /\ est bien définie reflexive et transitive

- si xA\y et yAz alors xRy et yRx alors xSy donc v =1y

(d’aprés la propriétés: R relation d’équivalence alors, TRy <= x =)
donc A\ est antisymetrique

alors /\ est bien définie une relation d’ordre sur l’ensemble des classes d’équivalence de S.
Exercice 3.3 Soit R une relation définie sur Z x N* par :

(a,b) R (a,, b,) —ab =d'b
1) Montrer que R est une relation d’équivalence.

2) soit (p,q) € Z x N* | avec p A\ q =1, décrire la classe d’équivalence de (p,q) .

Solution 3.3 1)V (a,b) € Z x N*,ab = ab => (a,b) R (a,b) donc R reflexive

V(a,b),(a,,b/> € Z x N*,(a,b)%(a,,b,) — ab = db = db=al = (a,,b,) R (a,b) ,donc R
symetrique

Y (a,b), (a’,b’) (a",b") € Z x N*,

(a,b) R (a,,b,) et (a,,b,) R4 (a”, b”) =

{ ab =a'b :>{ aI:“Ti’l, car b #0

1an

ab =d'b

» o/

ab =d’b

donc %bﬁ =a'b, dovab =d’bi.e: (a,b) R (a” , b”), donc R transitive, et par consequence R est une
relation d’équivalence

2) si (a,b) € (p,q) < aq = pb donc q divise pb et p A q = 1 alors d’aprés le théoréme de Gauss q
divise b. D’ov Ad € Z,b = dq, d’ot aq = pdq, q # 0, donc a = dp

—

Alors (p,q) = {(dp,dq), d € Z} .

Exercice 3.4 Soit E [’ensemble des couples (I, f) formé d’un intervalle I et d’une fonction réelle f

définie sur I. On définit une relation T sur E par :
(L, N)T()g) = TCJetgli=]

- Montrer que T est une relation d’ordre sur E.



Solution 3.4 la fonction f: 1 — R, 30
-V, f)eE, ICI, fiy=f= (I,f)T{,f), donc T est reflezive,

-V, f),(J,g) € E, (I,)T(J,g9) et (Jyg) T, f) = (ICJetglr=1Ff) et (JCIetf,=g) =
I=J, f=g. donc T est antisymetrique

-Y(1, f),(J,9),(K,h) € E, (I,f)T(J,g9) et (J,g)T(K,h) = (I CJ etglr=7f) et (J C K hyy= g)
= I CJ h;= (h|J)|] =g|r = f. donc T est transitive

par consequence 1 est une relation d’ordre sur E.
Exercice 3.5 On définit une relation binaire S sur R par :
xSy < Ine N,y = z".

1) Montrer que S est une relation d’ordre. Cet ordre est-il total ?
On considére dans la suite de lexercice que l’ensemble est ordonné par la relation .

2) Soit A ={2,4,16}. Déterminer le plus grand élément et le plus petit élément de A.

Solution 3.5 1)- soit x € RY, on a x = 2" pour n =1 € N donc xSz, alors S reflexive

- sotent z,y € R% | si xSy et ySx, alors In,m € N, tel que y = 2" Ax = y™.

On a alors: © = z™ donc Inz =nmlnz d’ot Inz (1 —nm) = 0.

-six=1alorsy=z"=1=u=x.

~six #£ 1, alors Inx # 0, dounm =1, orn,m € N, doncn = m =1 donc x = y, alors S est
antisymetrique

- Soient x,y,z € RY, si xSy et ySz alors In,meN;y=a" et z=1y
On a z=2x"" avec n,m € N, donc xSz, donc S est transitive

et par conséquence S est une relation d’ordre.

2) Cet ordre n’est pas total car :

32,3 € RY, 2 n'est pas en relation avec 3 et 3 n’est pas en relation avec 2.

Cad: In € N,2 = 3" et 3 =27,

2) On considére dans la suite de l’exercice que l’ensemble est ordonné par la relation S.
Soit A =1{2,4,16} le plus petit élément de A est 2 car :

4 =22 cad In = 2 tel que 4 = 2" = 254,

et 16 = 2% cad: In =4 tel que 16 = 2" = 2516

et le plus grand élément de A est 16 car :

16 = 2 = 2516

et 16 = 4> = 4516.

Exercice 3.6 Soient A et B deux parties non vides et bornées de R telles que A C B.

Comparer inf A, sup A, inf B et sup B.



Solution 3.6 A et B sont des parties non vides et bornées de R, donc les bornes sup et inf considéeérs
existent

- pour tout a € A, on a a € B, donc a < sup B, sup B majore A donc sup A < sup B.

- pour tout a € A, on a a € B, donc inf B < a, inf B minore A donc inf B <inf A

Enfin puisque A # @, inf A < sup A.

Exercice 3.7 Soit A une partie non vide et minorée de R. On pose
m=inf A et B= AN — o0 , m+ 1]

Déterminer la borne inférieure de B.

Solution 3.7 Puisque m + 1 ne minore pas A, la partie B est non vide.

De plus B C A donc la borne inférieure de B existe et
infA<infB

Soitx € A, six <m-+1 alors x € B et donc x > inf B.

Six >m+1 alors & nouveau x > inf B.
Ainsi inf B minore A et donc
infA>infB

Finalement
infA=inf B
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Chapitre 4

Structures algébriques

4.1 Loi de composition interne

Définition 4.1 On appelle loi de composition interne (LCI) sur un ensemble E tout application * :
EFExFE—E.

Un sous ensemble I’ de E est dite "stable” par rapport a la loi * si
Ve,y € Fixxy € F.

Exemple 4.1 1. N et U sont des lois de compositions internes sur P (E) .
2. La somme "+ " et le produit "x " sont des LCI sur N, N*, Z. Q, R.
3. La difference "—" sur R, C.

4. La composition "o" des applications sur F¥' (applications définies de F' dans F).

Exemple 4.2 Soit E = {1,2,3}, et F' = {{1,2}, {2,3}, {1,3}} C P(E)
F n’est pas stable par rapport a lintersection N et la réunion U car :
3{1,2},{2,3} € F; {1,2} n{2,3} = {2} ¢ F,

3{1,2},{2,3} € F; {1,2} U{2,3} ={1,2,3} ¢ F.

Définition 4.2 Soient x et 7 deux lois de composition internes (LCI) sur un ensemble E, on dit que:
1. % est commutative si: Y,y € E; xxy =1y * x,
2. x est associative si: Vx,y,z € E; (x*xy)xz =1z (y*2z),

3. e € E est un élément neutre & gauche (respectivement & droite) de la loi * si
Ve € F; exx = x (respectivement x x e = x)

- Si e est un élément neutre o droite et o gauche de x on dit que e est un élément neutre de *.
4. Soit e € E est un élément neutre, on dit qu’un élément x € E est inversible, ou symetrisable, a

droite (respectivement a gauche ) de * si

’ ’ X ’
Jdr € E, zxx =e (respectivement x xx =e)



x est inversible (ou symetrisable) s’il est inversible & droite et o gauche de *. et x est dit un invery?
(ou un symétrique) & droite (respectivement & gauche ) de x.

5. x est distributive par rapport . N/ st : Vr,y,z € F,
2r(y )= (2ry) V(wez) el (yv2)sa=(ysa) v (z+a).
6. On dit qu’'un élément r € E est régulier a droite (respectivement o gauche) de Soit  si
Ve,y € E; sxr=yxr—ax =y
(respectivement Vx,y € E; rxx =r*y = x =1y)

Exemple 4.3 1. La somme et le produit sur N, Z, Q, R, C est associative et commutative, et admet-
tent pour neutres respectifs 0 et 1.

2. La différence n’est ni associative ni commutative sur R..

3. La loi "o" est associative, mais n'est pas commutative sur F¥, elle admet un neutre, qui est
Uapplication Idg.

4. Les lois N, U, A\ sur P(E) sont associatives et commutatives. Elles admettent pour neutres respectifs

E, 0,0

Remarque 4.1 1. Si x est une loi de composition interne associative sur E qui admet un élément
neutre, alors ce neutre est unique
2. L’élément neutre e est inversible (ou symétrisable) et son unique inverse (ou symétrique) est e.

3. Si élément symetrique & de x existe, il est unique. On le note généralement x .

4.2 Les groupes

Définition 4.3 Un groupe est un ensemble non vide G muni d’une loi de composition interne x, noté
(G, %) tels que :

1. xest associative ;

2. % admet un élément neutre e;

3. tout élément de G est symétrisable (admet un symétrique) pour *.

Si * est commutative, on dit que (G, ) est commutatif, ou encore abélien.

Exemple 4.4 1. Z, Q, R, C munis de la somme sont des groupes abéliens,
2. Q*, R*, C*, Un munis du produit sont des groupes abéliens,

3. P(E) muni de /A est un groupe abélien.

Exemple 4.5 (a démontrer)Les couples suivants ne sont pas des groupes :
1. (N,+), (R, x), (Z, x),
2. (P(E),N), (P(E),V).
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Définition 4.4 Un sous-groupe d’un groupe (G,*) est une partie non vide H de G telle que :
1. x induit sur H une loi de composition interne.

2. H muni cette loi est un groupe.

En pratique, pour montrer qu'une partie non vide H de G en constitue un sous-groupe, il

suffit de vérifier I'une des propositions suivantes:

Proposition 4.1 Soient (G, *) un groupe et H C G alors,
i. H#()
H est un sous groupe de G <= ii. Ve,y € H, xxy € H. (H est stable par rapport a * )
iii. Vo € H, 7' € H (2! le symytrique de = )

Proposition 4.2 Soient (G,*) un groupe et H C G alors,
i. H#

H est un sous groupe de G <
it.Ve,ye H, zxy~ ' € H.

Remarque 4.2 Si e est ['élément neutre d’un groupe (G,x*), alors tout sous groupe de G contient e

et on déduit la propriété suivante:

Proposition 4.3 Soient (G, *) un groupe, e ’élément neutre de x et H un sous ensemble de G alors,
t.e€ H

H est un sous groupe de G <
ii.Ve,ye H, zxy~ ' € H.

Exemple 4.6 1. Considérons le groupe (C*, x), et soit U = {z € C, |z| =1},
- Montrer que U est un sous groupe de C*.

» i) |1 =1 donc1leU, douU=#.
1
=1= 1, dot 21 x (22) ' e U.

21

22
Alors (U, x) est un sous groupe de C*.

i1) soient z1,z29 € C, ‘21 X (22)71) =

2. Soitn € N, nZ = {np, p € Z} est un sous groupe de (Z,+) .

» i) 0€nZ car 3p =0, n0 =0 € nZ donc nZ # 0,

1) Va,y € nZ, Ip1,p2 € Z, . = np1, y = npy alors,
x—y=mnp1—npz=n(p1—p2) =nh (h=p—p2€Z), Dotx—yenl
Alors (nZ,+) est un sous groupe de Z.

4.2.2 Homomorphisme de groupes

Définition 4.5 Soient (G, %) et (G',T) deux groupes. Une application f de G dans G est un “ho-

momorphisme de groupes” lorsque :

Vo,y € G; f(zxy) = f(2)Tf(y).
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e Si f est bijective, on parle d’isomorphisme.

e Si f est un endomorphisme bijectif, on parle d’automorphisme.

Exemple 4.7 1. z — 2% est un un isomorphisme de (R,+) dans (R%, x),
2. x> 2z est un automorphisme de (R, +),
3. x— 3lnx est un isomorphisme de (R%, x) dans (R,+),

4. z + |z| est un homomorphisme de (C*, X).dans (Rj, ><) )

Exemple 4.8 Montrer que la composition de deux homomorphismes de groupes est un homomor-

phisme de groupes.

Proposition 4.4 Soient e, ¢ les éléments neutres de G, G respectivement et soit
f:G — G un homomorphisme de groupes, alors

1. fle) =

2. ¥z e G, (fz") = (f(z))'. (x7! est le symtrique de x).

Proposition 4.5 Soit f: (G,*) — (G/,T) un homomorphisme de groupes, alors
1. L’image d’un sous groupe de G parf est un sous groupe de G .

2. L’image réciproque d’un sous groupe de G par f est un sous groupe de G.

Preuve. 1. Soit H un sous groupe de G et montrons que f(H) vérifie les deux conditions
de la caractérisation des sous groupes.
i) Comme H est un sous groupe de G, alors e € H donc f(e) € f(H), par suite f(H) # 0.
ii) Soient z',y € f(H), alors il existe =,y € H tels que ' = f(z) et y = f(y), donc d’aprés la
deuxiéme propriété on aura
LT (y) " = F@T (W) = f@ T = flaey™)
et comme H est un sous groupe de G alors (z *y~') € H, par suite 2’ T (y,>_1 = f(zxy~ 1) € f(H)
de 1) et ii) on déduit que f(H) est un sous groupe de G .
2. Soit H' un sous groupe de G, alors
i) D’apres la premiere propriété f(e) = ¢ et comme H' est un sous groupe de G alors ¢ € H' donc
ee fTHH).
ii) Soient x y e f7YH), alors f(z), f(y) € H et comme H est un sous groupe de G  alors
flx)T ( (y)) "' € H et de la deuxiéme propriété on déduit que
flaxy™) = f@)Tfly™) = f(@)T (f(y)) ™" € H', ce qui montre que (zxy~*) € f7H(H)).
De 1) et ii) on déduit que f~1(H') est un sous groupe de G. m

Le noyau et 'image d’un homomorphisme

Définition 4.6 Soit f un homomorphisme de G dans G, e, e les éléments neutres de G, G’ respec-

tivement
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e Le noyau de f, noté ker f est I’ensemble définie par:
ker f = {:E €GqG; f(x) :e/} =f! (e/> .
e L’image de f, noté Im f est ’ensemble définie par:

Im f={f(z), € G} =f(G)

Corollaire 4.1 Comme cas particuliers de la proposition (4.2.5) on a:
1. Im f est un sous groupe de (G',T),
2. ker f est un sous groupe de (G, ).

Le résultat suivant est bien plus intéressant, puisqu’il réduit énormément le travail, pour

montrer qu'un homomorphisme est bijectif.

Proposition 4.6 Soit f : (G,*) — (G',T) un homomorphisme de groupe, alors
1. f est injective si et seulement si ker f = {e}, (ou e est I’élément neutre de G)

2. f est surjective si et seulement si Im f = G .

4.3 Structure d’Anneau

Définition 4.7 On appelle anneau, tout ensemble A muni de deuz lois de composition internes + et
X telles que :

1. (A, +) est un groupe abélien (on notera 0 ou 04 l’élément neutre de +),

2. x est associative et distributive par rapport a +.

e Si de plus x est commutative, on dit que (A, 4+, x) est un anneau commutatif.

e Si de plus Si x posséde un élément neutre, on le note 1 ou 14 et on dit que 'anneau (A, +, X) est

unitaire.
Exemple 4.9 (Z,+, x), (Q,4+, xX), (R,+, x), (C,+, x) sont des anneaur commutatifs unitairs.

Exemple 4.10 Considérons l’ensemble quotient de 7 par la relation de congruence modulo n; (définie

dans 'exemple 3.3)

2 {o, 19 1}

On définit sur cet ensemble les deux lois de compositions internes " +" et "x " comme:

V¥p, €L/, p+q=p+q et pxq=pxq
ot + et x sont laddition et la multiplication définies sur Z respectivement.
On peut verifier facilementque pour tout n € N ; l’ensmble quotient Z/nZ muni des deux lois 4 et
N posséde une structure d’anneau commutatif unitair, ot 0 et 1 sont les éléments neutres de "+ "

et "x " respectivement.
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Définition 4.8 Soit (A,+, x) un anneau. Une partie non vide A de A est un sous-anneau de A
lorsque :

elyeA;

e [es lois + et X induisent des lois de composition internes sur A/, et muni de ces lois, (A/, +, X) est

un anneau.

Pratiquement pour montrer qu’une partie non vide A" de A est un sous anneau, il suffit de

vérifier la proposition suivante:

Proposition 4.7 Soit (A,+, X) un anneau. et A" c A alors,
i. A" £0,

A’ est un sous anneau de A <> 1. Vx,y € A,z — Yy € A
iii. Vo,ye A, axye A.

4.3.2 Homomorphismes d’Anneaux

Soient (A, +, %) et (B,®,®) deux anneaux et f : A — B,
Définition 4.9 On dit que f est un homomorphisme d’anneauz si :

Vo,y € A, f(x +y) = f(2) ® f(y)

et
flzxy)=f(z)® f(y)

- Si A= B on dit que f est un endomorphisme d’anneau de A.
— Si f est bijective, on dit que [ est un isomorphisme d’anneauz

- Si f est bijective et A = B, on dit que f est un automorphisme d’anneauz.
Exemple 4.11 1. z — Z est un automorphisme d’anneaux de C.

Exemple 4.12 Montrer que la composition de deux homomorphismes d’anneaux est un homomor-

phisme d’anneauz.

4.3.3 Diviseurs de zéro, les éléments inversibles

Définition 4.10 Soit (A, +, X) un anneau commutatif. S’ils existent dans l'anneau A deux éléments
a, b tels que:
(axb=0)A(a#0Ab#0)

alors, on dit que a et b sont des diviseurs de 0.



Définition 4.11 On appelle anneau intégre ou compléte, tout anneau ne contient pas un diviseur o

zéro autre que 0 lui-méme, c’est o dire
ab=0<=a=0o0ub=0.

Exemple 4.13 1. (Z,+, x), (R, +, %) (Q,+, x), (C,+, x) sont des anneaux intégres,
2. Uanneau des matrices M, (k) muni les deuz lois + (somme des matrices) et x (produit des matrices)

n’est pas intégre, car

0 -1 00 2 -3 00
314:(0 5)#(() 0>€M2(R):E|B=<O 0)75(0 0>€M2(R);
mais AB:<0 0).
00

Définition 4.12 Soit (A, +, X) un anneau commutatif.

e On dit que x € A est inversible s’il admet un symétrique pour la loi "x .

Exemple 4.14 1. Dans Z [’éléments inversibles sont 1 et —1,

2. dans les anneauxr Q, R, C tous les éléments non nuls sont inversibles.

Proposition 4.8 Dans un anneau commutatif (A,+, x) :

o 04 n’est jamais inversible.

e Si x est inversible, alors ce n’est pas un diviseur de 0.

o Sixi,x0,y € A intégre, avec y # 0 et x1y = xay, alors r1 = x2.

On dit qu’“ on peut simplifier” (ce qui ne veut pas dire diviser) par y # 0
> 11y = xoy — (x1 —x2)y =0

=21 —x2=0 ouy =0 car A est intégre,

= x1 = X9, car y # 0.

4.3.4 Idéaux

Soit (A, +, x) un anneau.

Définition 4.13 On appelle "idéal" & droite (respectivement o gauche) de 'anneau A, tout ensemble
I C A tel que

1. .1 est un sous groupe de (A,+),

2.Vx e A,Vy € I, x x y € I (respectivement y x x € I).

- Si [ est idéal a droite et & gauche de A, on dit que I est un "idéal bilatére" de A.
- Si 'anneau A est commutatif, tout idéal de A est bilatére, et dans ce cas on parle seulement

d’idéal sans préciser s’il I'est & droite, & gauche ou bilatére.



Exemple 4.15 1. Soit (A, 4+, x) un anneau, alors I = {04} est un idéal bilatére de A. 39

2. Dans Uanneau commutatif (Z,+, X), nZ est un idéal.

Définition 4.14 On appelle idéal principal d’un anneau commutatif (A, +, x), tout idéal I de A tel
que

Jre A; I =zA

L’anneau A est dit principal si tous ses idéaux sont principaur.

4.4 Corps

Définition 4.15 On dit qu’un anneau unitaire (k,+, X) est un corps si tout élément non nul de k est
1nversible.

Si de plus X est commutative, on dit que k est un corps commutatif.

Il est & remarquer que dans la pratique, tous les corps utilisés sont commutatifs.
Exemple 4.16 (Q,+, %), (R,+, x), (C,+, x), sont des corps.
Proposition 4.9 Tout corps est un anneau intégre.

Preuve. Fixons a € A et considérons ’homomorphisme d’anneaux A — A, x — ax. Alors
cet homomorphisme d’anneaux est injectif, car son noyau est réduit a {04} puisque A est intégre.
Puisque A est fini, cet homomorphisme est nécessairement bijectif, et donc il existe x € A tel que
ax = 14. Par commutativité de A, on a aussi xa = 14 et donc a admet un inverse, et par concequense

A est un corps.

4.4.1 Sous corps

Définition 4.16 On appelle sous corps, d’un corps (k, +, X), tout sous ensemble k' dek tel que, muni

des restrictions des lois + et X est un corps.

Proposition 4.10 k' C k est un sous corps de (k,+, X) si et seulement si
1.k #0
2. Vr,yek,a—bek etab ! ek’.

On a aussi la caractérisation suivante des corps.

Proposition 4.11 Soit (k,+, x) un anneau commutatif unitaire, alorsk est un corps si et seulement

st les seuls idéaux de k sont {Ox} et k lui méme.

Exemple 4.17 (Z,+, x) n’est pas un corps car les idéaux dans Z sont {0z} , nZ, et Z.



Exemple 4.18 Considérons l'anneau quotient <Z/nZ,—F, x) définie dans 'exemple .10, dans 046(%
anneau on va traiter les trois cas: n =2, 3, 4

On écrit par exemple les tables de la multiplication dans les trois ensembles quotients Z/27., 7./3Z,
7/4AZ,

1. Dans Z/27 = {O, .1} le tableau est:

X 0 1
000
101
2. Dans Z./37 = {O, '1, 2} le tableau est:
x 0 1 2
0000
101 2
2 0 21

3. Dans 7/AZ = {O, i, Q, 3} le tableau est:

x 01 2 3
00 000
10 12 3
20 2 0 2
303 21

D’aprés ces tableaux, on remaque que, tous les éléments non nuls dans 727 et Z./3Z sont inversibles

d’on (Z/2Z,4—, x) et <Z/3Z, —i—, ><> sont des corps commutatifs. Mais dans Z/AZ seulement les élé-
ments 1 et 3 sont inversible, et I’élément 2 n’est pas, d’ot <Z/4Z, —i—, ><> n’est pas un corps.

Plus généralement, on peut montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que l’anneau (Z/nZ, —i—, ><>
soit un corps est que l’entier naturel n soit un nombre premier.
4.5 Exercices

Exercice 4.1 On munit R de la loi de composition interne définie par :

Vo, y € RY vy = a2 + 2.

1) Montrer que x est commutative, associative, et admet un élément neutre.

2) Déterminer les éléments symetrisables..



Solution 4.1 1) il est claire que * est commutative et associative, et accepte un élément neutre e :%)1,
(x*0=+v22+02=|z|=x, carz > 0)

2) comme * admet un élément neutre alors on cherche les éléments symetrisables s’ils existent.

on suppose que y est le symetrique de x donc,

Ve € Rt zxy =0 = \/wTy2 =0 = 22 = —y? ce qui est impossilble, cad By € R tel que
xxy =0, et par conséquence tout les élément de R™ n’acceptent pas un élément symetrique, le seul
élément symetrisable par rapport a x est l’élément neutre e = 0 ( ’élément neutre est un élément

symétrique de lui méme).

Exercice 4.2 Montrer que (G,x*) est un groupe, et préciser s’il est abélien (commutatif) :

:B—l—y’ sur G =] —1,1]
Ty

TxyY =

Solution 4.2 1) zxy = Ty
14+ 2y

1) D’aprés la question il est pas annoncer que % est une loi de composition interne sur G

sur G =] —1,1];

alors on verifier d’abord que * est bien définie une loi de composition interne sur G ¢ a d,

siz,y € G, alorsxxy € G.

t
Ftudions la fonction définie sur ] —1,1] par f(t) = H—Lty
Y
Elle est dérivable sur [—1,1], et sa dérivée vérifie
: 1—y?
@)= (15)2 >0 sur ] —1,1[., f est donc strictement croissante sur [—1,1],
+ty

Comme f(—1)=(-1+y)/(1—y)=—1, et f(1)=1+y)/(1+y) =1, alors f(—1) <zxy= f(x) <
f(1), donc on obtient que x xy € G.
2) la loi est associative :
Y+ z
T+
T+ (y*z) l+yz  z+y+z+ayz
L+az(y*z) 1—|—my+z 14 ay+az+tyz
1+yz

pour tout x,y,z € G, x x (y *x z) = , et un calcul

similaire donne le méme résultat pour (x % y) * z.

3) e est un élément neutre pour la loi *, alors

VieG, oxe=z=z+e=x+r’e=e(l—-2?)=0=e=0

donc x admet un élément neutre e = 0.

4) Tout élément x € G est symetrisable, et [’élément symetrique est —x. En effet, on a

z*(—x) = (—z)*xz=0.
T+y
14+ zy

- De plus, la loi x est clairement abélienne.car, pour tout x,y € G, x xy = =Yk

D’ou (G, *) est un groupe abelien.

Exercice 4.3 Soit (G, X) un groupe. Démontrer que les parties suivantes sont des sous-groupes de G

1) C(G) ={x € G;Vy € G,zy = yx}, C(G) s’appelle le centre de G;
2) aHa' = {aha™';h € H} otia € G et H est un sous-groupe de G.



Solution 4.3 I) 42
1) Soit e I’¢lément neutre de G, On a : Yy € G, ey = ye =y donc e € C(G), alors C(G) # 0.

2) Soient x1,x9 € C(G). Alors,

Yy € G; (m122) y = z1(22y) = 21(y22) = (21Y) T2 = (Y71) T2 = Y (T122) -

Donc z1z9 € C(G).

3) Soit x € C(Q), alors Vy € G; zy = yx, on multiplie par =1 & droite on obtient:

:By:r_l = yajaj_l — :Ey:v_l

1

=y, aussi on multiplie par =1 & gauche on obtient:

V= 271ly ce qui implique que 27! € C(G),

eyt = 27y dow yx~
On conclut que C(G) est un sous groupe de G.
1)

1) Puisque H est un sous-groupe de G, e € H et donc aea™' € G. Mais aea™!

=cetdonce € aHa ',
2) Soient x = aha™! ety = ah'a™! deuz éléments de aHa ™' avec h,h' € H. On a

Ty = aha=tah'a™! = ahh'a™! € aHa 1, puisque nh' € H (H est un sous-groupe de G ). Enfin, on a
7l = (aha™ )"t =ahla"! € aHa™ .

puisque h™' € H. aHa™' est donc bien un sous-groupe de G.

Exercice 4.4 Montrer que H = {z +yV3; v € N, y € Z, 2% — 3y?> = 1} est un sous-groupe de
(RT*, x).

Solution 4.4 On montre d’abord que H C R™ ( cad: H est stable par rapport a X.)
>3y siy>=0
r>—/3y siy<0
mais comme © € N dans les deuz cas, on a © > —/3y alors x +yv/3 > 0

- On remarque ensuite que 1 =14+ 0v/3 € H , alors H # ()

- Soient a = x + y\/§ et b =u+ v\/3 deux éléments de H. Alors :

ab = (z + yv3) (u+vV3) = (zu+ 3yv) + V3(zv + yu).

On remarque ensuite que

(zu + 3yv)? — 3(zv + yu)? = 22u? + 9y?v? — 32202 — 3y%u?

= 22 (u2 — 31)2) + 3y? (31}2 — u2)

=22 -32=1

il est clair que zu + 3yv € Z et xv + yu € Z. Il reste de montrer que zu + 3yv € N

Pour z+yv/3 € H, on a x>—3y* = 0 alors, x > /3|y, cad{

on ax =3y et u = 3|, alors xu = 3|yv|, d’apres ci-dessus on a xu = —3yv (comme zu € N)
alors zu + 3yv > 0

Ainsi, abe H
1 1 :B—y\/§
-Ona—-= =

a T + y\/g 2 — 3y2 4
Ainsi, H est bien un sous-groupe de (RT*, x).

Exercice 4.5 Les applications suivantes sont elles des homomorphismes de groupes? si oui, calculer

le noyau et l'image, et déduire s’elles des isomorphismes de groupes, des Automorphismes de groupes.



R* x) — (R*, x), ¢:z+— 2" ne N~ 43
R,+) — (C*, x), ¢ :ts it

C*x)— (RY, %), ¢:zm]z].

R,+) = (R,+), ¢:xz+—2zx—3.

a) ¢ (
b) ¢ (
c)p:(
d) ¢ (

n

Solution 4.5 a) Va,y € R*, ¢ (z x y) = (zy)" = 2"y" = ¢ (x) X ¢ (y) donc ¢’est un homomorphisme

kerop = {xeR* 2" =1}
Imp = {2",ze€R*}

On caractérise deux cas:

- Sin est paire: kero = {1,—1}, Imp = R**

- Sin est impaire: ker p = {1}, Im ¢ = R*.

Alors ¢ est un isomorphisme de groupes si n est impaire (dans ce cas ¢ est bijective),

aussi comme ¢ : R* — R* alors ¢ est un endomorphisme bijective et alors est un Automorphisme de
groupes si . est impaire.

(Si n est paire: ¢ n'est pas injective et n’est pas surjective)

b)Vt,t' €R, @ (t+t’) _ ()

2mit

e2mite2mit — 5 (1) x (t/) donc c’est un homomorphisme.
Puisque e*™ =1 si et seulement si t € Z, alors ker p = Z, donc ¢ n’est pas injective,
Imp = {e*™, t e R} ={z € C, |z| =1}, donc ¢ n'est pas surjective,

D’ow ¢ nest pas un isomorphisme.

Exercice 4.6 Soit (G,+) un groupe commutatif. On note End(G) l’ensemble des endomorphismes
de G sur lequel on définit la loi + par f+g: G — G, x — f(z) + g(x),

Démontrer que (End(G),+,0) est un anneau.

Solution 4.6 On remarque d’abord que + et o sont bien des lois de composition interne sur End(G).
1. (End(G),+) est un groupe commutatif.

En effet, la loi 4+ est associative, application Og : G — G, g — 0 est un élément neutre pour la loi +,
et tout élément f € End(G) admet un inverse —f : G — G,x — —f(z),

2. La lot o est associative.

3. La loi o est distributive par rapport a la loi + : pour tous f,g,h € End(G) et tout x € G,

((f +9) 0 W)(@) = (f + 9)(h(@)) = f(h(x)) + g(h(x)) = (f o h + g o )(x).

Ainsi, (End(G),+,0) est un anneau.

Exercice 4.7 On note l’ensemble de réels suivant : A = {m +nv6, m,n € Z} .

1) Montrer que (A, +, x) (ensemble muni de l’addition et de la multiplication des réels), est un sous-
anneau de (R, 4+, X).

2) On considére l'application ¢, de A dans lui-méme, définie par ¢ (m + n\/é) =m — n6.



- Montrer que ¢ est un automorphisme de l'anneau (A, +, x) (c’est-a-dire une bijection, et un honibt
morphisme pour chacune des deuz lois).

3) Pour tout x € A, on pose N (z) = xp (x). Montrer que N est une application de A dans Z, qui est
un homomorphisme pour la multiplication.

4) montrer que x est un élément inversible de A si et seulement si N (z) = £1.

5) Veérifier que 5+ 2/6 est inversible dans A et calculer son inverse.

Solution 4.7 1) On 0+ 0v6 =0 € A alors A # 0.

Soient m,n,m’,n € Z, (m—{—n\/é) — (ml —{—n,\/é) = (m — m/) + (n — n/) V6 donc (m—{—n\/é) —
(m, +n \/é) € A.

(m + n\/é) (m, + n/\/é) = (mm, + 6nn/) + (mn/ + m/n> \/6 donce (m + n\/é) (m/ + n\/é) c A.
2) On aVa € A, ¢ (¢ (a)) = a donc ¢ est une bijection, puisque tout élément a de A a pour antécédent
¢ (a)

- On montre maintenant que @ est homomorphisme pour l'addition et la multiplication:

. <p<(m+n\/6) + (m' —i—n/\/é)) = ((m—i—m/) + <n+nl) \/6> = (m—i—m/) — (n—&-n') V6 =
(m — n\/é) + (m' - n'\@) = (m—i—n\@) + @ (m' +n'\@)

‘P <(m + n\/é) (m/ + n'\/6)> = <<mm/ + 6nn/> + (mn/ + m/n) \/6) = <mml + Gnn'>—<<mn/ + m'n> \/6) -
(m —nv6) (m' - n'\/é) = (m+nv6) e (m' + n/\/é) :

3) Soit a = m +n\6 € A,

N (a) = ap (a) = (m +nv6) (m —nv6) = m? — 6n. donc N est bien une application de A dans Z.
soient a,a’ € A, N <aa/> = ad (aa/) =ad ¢ (a)y (a/) =ap(a)d'y <a/> = N(a)N (a/>, donc N
est un homomorphisme.

4) (<=)Si N (z) = zp(x) = 1, alors ¢ (x) est un inverse de xz, et si N (z) = xz¢(z) = —1, alors
— (x) est un inverse de x.

(=) soit © unélément inversible de A : Iy, xy = 1. et comme N est homomorphisme pour la multi-
plication, alors N () N (y) = 1, or N (x) et N (y) sont des entiers, les seuls éléments de 7 inversibles

pour la multiplication sont —1, +1.

5) N (5+2\/6) =25 —24 =1, linverse de 54+ 26 est 5 — 26

Exercice 4.8 Soit p un nombre premier. On note Z, = {x = m; (m,n) € ZxN*"pAn=1}
n

1) Vérifier que Z, est un sous-anneau de (Q,+, x).

2) Soit k > 0. On note J,» = {%, (m,n) € ZxN*,pAn=1,p*m}.

Montrer que Jx est un idéal de Zy.

Solution 4.8 1) Claire,
2) D’abord, on peut remarquer que 0 € Jyi et donc Jx # 0.

, m m mn —mn / .
Soient v = —, y = — € Jyr alors,x —y = —————— avecpAnn =1, (car p est premier avec n et
n n nn



. ! . . /
premier avec n alors il est premier avec nn ) 45

i ! / . .
et pFlm, pFlm’ et donc pF|lmn' — m'n, ensuite si z = 7 € Zyp alors xz = 2
n

et tel que p*lam et
pAbn =1 donczz € J

Alors ka est bien un ideal de Zy.
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Chapitre 5
Anneaux des polynomes

Dans ce chapitre, on introduit la notion de polynéme sur un corps ou un anneau. Tout au

long du chapitre, k désigne un corps et A un anneau commutatif unitaire.

5.1 Construction de ’anneau des polynomes

Définition 5.1 On appelle polynéme a une indéterminée a coefficients dans A toute suite P = (ap)neN
d’éléments de A tous nul & partir d’un certain rang.

Les polyndomes sont munis des opérations usuelles d’addition et de produit de polyndomes.

Sotent P = (ap)nen, @ = (bp)nen deuz polynomes o une indéterminée & coefficients dans A. On a

alors :

P+@Q = (an+bn)n€Na
PQ = (Cn)n€N7 avec Cp = Z apbp_k.

0<k<n

On vérifie que le produit de deux polynomes est bien un polynome.
On pose X = (0,1,0,0,...,0), X" = (1,0,0,...,0) ,, on montre alors que X* = (0,0,...,0,1,0,...) ou le

1 est situé a la i°™ place et que

Ainsi tout polynéme P = (ap)nen @ une indéterminée o coefficients dans A s’écrit sous la forme
P=> a;X"= (ap,a1,...,an,0,...).

€N
Les polynomes constants sont ceuzx de la forme P = (a,0,0,...), dans ce cas, on note simplement
P=a.

Le degré de P, noté deg(P), est le plus grand entier n tel que a, # 0.

Par convention deg(0) = —co.



Définition 5.2 L’ensemble des polynomes a une indéterminée & coefficients dans A muni de Uadditidh
et de la multiplication définies ci-dessus est un anneau. On le note A[X], appellé l'anneau des

polyndémes.

Définition 5.3 Un polynéme P est dit unitaire si son coefficient dominant, c’est-a-dire le coefficient

du terme de plus haut degré, est égale a 1.

Proposition 5.1 Si A est intégre alors pour tout P, Q € A[X], on a
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

Preuve. Soit n = deg (P) et m = deg(Q). On pose P = Y a;X’et Q = Y. b;X; ot a;,b; € A.
Alors le coefficient du terme dominant de PQ est anb,,. Or a, # 0 et b, # 0 et donc, puisque A est
integre, apby, # 0. Ce qui implique deg(PQ) =n+m. ®

5.2 Arithmétique des polynémes

Pour simplifier les énoncés, nous travailleront dorénavant sur un corps k, o k désignera 'un
des corps Q, R ou C.
5.2.1 Division euclidienne

Définition 5.4 Soient A, B € k[X], on dit que B divise A s’il existe Q € k[X] tel que A = BQ. On
note alors B/ A.

On dit aussi que A est multiple de B ou que A est divisible par B.

ThlorEme 5.1 Division euclidienne des polynémes
Soient A, B € k[X], avec B # 0, alors il existe un unique polynome Q et il existe un unique polynéome

R tels que :

A=BQ+R et deg R < deg B

Q est appelé le quotient et R le reste et cette écriture est "la division euclidienne" de A par B.
Notez que la condition deg R < deg B signifie R = 0 ou bien 0 < deg R < deg B.
Enfin R = 0 si et seulement si B,/ A.

Exemple 5.1 Effectyer la division euclidienne de A par B tels que:

A=a234+222 -3 e B=a?—4,
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» On fait la division de polyndmes comme la division euclidienne de deux entiers

x3 + 222 -3 | 2% —4
222 4+ 4z — 3
—22% +8 |z +2
4x 4+ 5

alors le quotient Q = x + 2, et le reste R = 4x + 5.
Done: o + 222 —3 = (22 — 4) (z + 2) + (4= + 5) = BQ + R.

Le plus grand commun diviseur "pgcd"

Proposition 5.2 Soient A, B € k[X], avec A # 0 ou B # 0. Il existe un unique polynéme unitaire
de plus grand degré qui divise o la fois A et B. Cet unique polynéme est appelé le pged (plus grand
commun diviseur) de A et B que l’on note pged(A, B).

Algorithme d’Euclide. Soient A et B des polynémes, B # 0.

On calcule les divisions euclidiennes successives,

A = BQ1+ R deg R1 < deg B
B = RiQ2+ Ry deg Ry < deg Ry
R = RyQ3+ Rs deg R3 < deg Ry
Ry_o = Rp_1Qi+ Ry deg R < deg R4

Ri_1 = RpQr1

Le degré du reste diminue & chaque division. On arréte 'algorithme lorsque le reste est nul.

Le pged est le dernier reste non nul Ry
Exemple 5.2 Déterminer le pged (A, B), ou
A= 25432423 +2® 432 +1, B=2*+223+z+ 2,

> +3zt+a3 2?43 + 1 = (2' 422342 4+ 2) (2 + 1) + 2t +a3+r + 1
puis i +2234x + 2 = (—23—1) (—z — 2)
Alors le pged (A, B) = 23 + 1.

Définition 5.5 Soient A, B € k[X].
On dit que A et B sont premiers entre eux si pged(A, B) = 1.
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Proposition 5.3 Soient A, B € k[X]| des polynémes non nuls, alors il existe un unique polynéme
unitaire M de plus petit degré tel que A/ M et B,/ M.
Cet unique polynome est appelé le ppem. (plus petit commun multiple) de A et B qu’on note ppcm(A, B).

Exemple 5.3 Le ppem(z? (z + 1) (22 +2) , 2% (z — 2) (z + DY) =zt (z+1)? (z—2) (22 +2).

5.2.2 Racine d’un polynéme

Définition 5.6 Soit P € k[X] et a € k,. On dit que a est une racine (ou un zéro) de P si P (a) = 0.
Proposition 5.4 P (a) =0 <= (z — a) divise P.
Preuve. Il existe deux polynomes @, R € k[X] tels que
P=Q.(X—a)+R avec degR<1

Ainsi R est une constante. En évaluant I’expression ci-dessus en a, on trouve P(a) = R(a)
et on a :

a est une racine de P <== P(a) =0 <= R =0 <= (X — a) divise P.

|

Définition 5.7 Soit k € N*|. On dit que a est une racine de multiplicité k de P si (z — a)k divise P
alors que (z — a)*** ne divise pas P.
Lorsque k =1 on parle d’une "racine simple”,

Lorsque k = 2 on parle d’une "racine double” etc...

Proposition 5.5 Les assertions sutvantes sont équivalentes:
i) a est une racine de multiplicité k de P.
i) Il existe Q € k[X] tel que P = (z — a)* Q, avec Q (a) # 0.

Théoréme d’Alembert-Gauss

ThllorBme 5.2 Théoréme d’Alembert-Gauss
Tout polynome a coefficients complexes de degré n > 1 a au moins une racine dans C. Il admet

exactement n racines si on compte chaque racine avec multiplicité.

Exemple 5.4 Soit P = ax? + bz + ¢ un polynome de degré 2 & coefficients réels : a,b,c € R et a # 0.

~ 8i A =b?—4ac > 0 alors P admet 2 racines réelles distinctes x, = _bgg/z,.xg = %,
- 8it A <0, alors P admet 2 racines complexes distinctes x1 = 7b722*/z,.w2 = 4;452/57
- 81 A =0 alors P admet une racine réelle double x = 5—5..

En tenant compte des multiplicités on a donc toujours exactement 2 racines.
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Définition 5.8 Un polynome irréductible P est un polynome non constant dont les seuls diviseurs de
P sont les constantes ou P lui-méme.
Dans le cas contraire, on dit que P est réductible ; il existe alors des polynomes A, B € k[ X] tels que
P =AB, avec deg A > 1 et deg B > 1.

Exemple 5.5 1. Tous les polynémes de degré 1 sont irréductibles. Par conséquent il y a une infinité
de polyndémes irréductibles.

2. 22 —4 = (x —2) (x +2) est réductible.

3. 22 +2 = (z—iVv2) (z 4 iV?2) est réductible dans C[X] mais est irréductible dans R[X].

4. 2> = 6= (z—V6) (z + V6) est réductible dans R[X] mais est irréductible dans Q[X].

5.2.3 factorisation (Décomposition en facteurs irréductibles)

ThlorBme 5.3 Tout polynéme non constant A € k[X] s’écrit comme un produit de polynomes irré-
ductibles unitaires :
A= \Phpk  phr

ot , A€ k*, re N k, € N* et les Pi sont des polynémes irréductibles distincts.

De plus cette décomposition est unique a [’ordre prés des facteurs.

Preuve. On peut supposer sans perdre de généralité que P est unitaire. On cherche alors &
décomposer P sous la forme P = PlklPQkQ...Pfﬁ
1. Existence de la décomposition.
On raisonne par récurrence sur d = deg(P).
Sid=1, P est un polynéme de degré 1 donc irréductible. Le résultat est clair.
On suppose le résultat vrai pour tout polynome de degré < d. Soit P un polyndéme de degré d + 1.
Soit P est irréductible auquel cas le résultat est clair soit P est réductible et il existe deux polyndmes
unitaires () et R non constants tels que P = QR.
Comme @ et R sont de degrés > 1, on a 1 < deg(Q), deg(R) < d. L’hypothése de récurrence s’applique
donc & @ et & R. 1l existe alors des polynémes unitaires irréductibles Py, ..., P, et Pri1, ..., P, tels que
Q= P..P.et R=P.yq...P.. On a alors P = P;...P, et on obtient le résultat en regroupant les P;

qui sont égaux.

2. Unicité de la décomposition.

On suppose que P = PflPQkZ...PfT = Qle’gQ...Qf"‘ ou les Pi (respectivement les @);) sont des
polynomes distincts, unitaires et irréductibles dans k[X].Soit ¢ € {1,...,7}.

Puisque PZ\Qf 1Q§ 2...Qf * et P est irréductible, on voit d’aprés le lemme d’Euclideque P;|@; pour un

certain j € {1,...,s}. Comme P; et @); sont irréductibles et unitaires, on a alors P; = Q; Ceci permet
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De plus comme les (); sont distincts, cette application est injective. Par symétrie, on peut construire
une applicationinjective de {1, ..., s} dans {1,...,7}, ce qui montre que s = r et

{P, ... Bt ={Q,,....Qr}.

Quitte & réordonner les facteurs on supposera que P = PflPka...P,’?T = Plﬂ 1P25 2...PTB " . Pour tout
1# jona pgcd(Pik", Qfl) =1, ainsi PfﬂQ?l et ki < ;.

De maniére symétrique, on montre que Qf’|Pf’ et 3; < k;. Ainsi k; = 3, pour tout i. m

Factorisation dans C[X] et R[X]

ThllorBme 5.4 Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.
Donc pour P € C[X] de degré n > 1 la factorisation s’écrit P = X (z — ay)™ (z — a2) ... (z — a,)*,

Ou aq,as, ..., a, sont les racines distinctes de P et k1, ..., k, sont leurs multiplicités.

ThlorBMme 5.5 Les polynémes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 ainsi que les
polynomes de degré 2 ayant un discriminant A < 0.

Soit P € R[X] de degré n > 1. Alors la factorisation s’écrit P = X\ (z — a1)™ (z — ag)*? ... (z — a,)*r Qb
Ou les a; sont exactement les racines réelles distinctes de multiplicité k; et les QQ; sont des polyndomes

wrréductibles de degré 2.

Exemple 5.6 1. Décomposer en produits d’irréductibles dans R[X] les polynomes: x® — 1, zt+1

» On commence par chercher les racines complezes pour factoriser dans C[X], puis on regroupe les
racines complexes conjuguées afin d’obtenir la décomposition sur R[X]

1)zt +1= (22 —i) (2% +1)

= ($ - <§ + @z)) <$ + (72 + §z>> (x - (7 — §z>> (m + (72 - §1)>, (C’est la décomposi-

)

tion sur C,)

=[(o= (8 90) (o= (8 - 90)) | [(o+ (F +81)) o+ (£ = 4))
= (:U2 + 2z + 1) (;v2 — 2z + 1), (C’est la décomposition sur R,)

2)a® —1=(z*—1) (z* +1)

= (332—1) (:c2+1) (x2+\/§x—|—1) (xQ—\/ix—kl)

=(@—-1)(z+1) (2> +1) (2> + V22 +1) (2> = V2z +1).

N

5.3 Exercices

Exercice 5.1 Effectuer la division euclidienne de A par B :
1) A=2% -T2 — 22 — 92 +9 , B=2?—-5z+4.
2) A=x3 422 -2z +1 , B=2?42z+1.

Solution 5.1 1) 2° — 7z* — 2% — 924+ 9 = (2? — bz + 4) (23 — 222 — 14z — 63) — 268z + 261.
2)ad+a? -2z +1= (2> +2z+1)(z—1)—z+2.
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1) Plz) =a* =323 + 22 +4 et Q(x) = 2% — 322 + 3z — 2;
2) P(x) =a° —a* + 223 — 222 422 — 1 et Q(x) =2 —a* + 222 — 22 + 1;
3) Plx)=2"—-1 et Qx)=(x—1)",n>1.

Solution 5.2 1) On applique ’algorithme d’FEuclide. Le dernier reste non-nul donne un pged des
deux polynomes. On a successivement :

zt =323+ 2?2+ 4= (933—3x2—|—3x—2)x—|— (—2332+233+4),

=322+ 32— 2= (222 +22+4) (FFz+1) + 3z —6),

—22% + 2z +4=(3z—6) (32— 2).

Donc le pged (P, Q) = x — 2,

2) On répéte le méme procédé :

2 —at 4223 — 222+ 20— 1= (a:5—x4+2x2—2x+1)1+ (2x3—4x2+4x—2),

2 -zt 4222 -2+ 1= (21‘3—41‘2—1—41:—2) (%1‘24—%1‘) +a22—x+1,

203 —da? + 4z —2= (22 —2+1) (2z —2) +0

Donc le pged (P,Q) = 2% —z + 1

3) Les diviseurs non-constants de @ sont les polynomes du type c(x — 1)P, avec 1 < p < n. Parmi ces
diviseurs, seuls ceux de la forme c(x — 1) divisent aussi P (par exemple, car 1 est racine simple et non

double de P, ou bien parce qu’on sait comment décomposer P en produits d’irréductibles...). Ainsi, le
pged (P,Q) =z — 1.

Exercice 5.3 1) Décomposer en produits d’irréductibles dans R[X] le polynome (2? —x +1)2 + 1
2) Décomposer en produits d’irréductibles de C[X le polynome P (z) = 2% + 2% + 23 + 1..

Solution 5.3 1) On commence par factoriser le polynéme dans C[X] en remarquant qu’il s’agit alors
d’une différence de deux carrés :

(22 —z+1)2+1=a?—2+1)2 -2 =(@?—o+1—4) (22— +1+41),
=(@+i)(z—1—10)(x—1)(zr—1+14)

= (w2+1) (x2—2x—|-2).

On factorise alors chacun des polynémes de degré 2 dans C, par exemple en calculant leur discriminant

ou en remarquant que i (resp. —i) sont des racines évidentes. On trouve :
(2 —z+1)2°+1=(x+i)(z—1—3)(z—19) (z—1+1)
En regroupant les termes conjugués, on trouve finalement :
(22 —z+1)?+1= (2 +1) (z° — 22 +2)

C’est la décomposition dans R [X].

2) On va commencer par décomposer Q (x) = x> + 22 + x4+ 1, dont —1 est racine évidente. On en
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QX) =2+ 1)(z+1) = (x+1)(x—i)(z+1).
On a P(z) = Q(z?) et il s’agit maintenant de trouver les racines 3™ de 1, i et —i. On en déduit

que

P(z)=(z+1) (ac - 6”/3> (:c — e_i”/3) (x — e”/2> <a: — e_i5”/6) (x - e_i”/6> (ac - 6_”/2) <a: - ei5“/6> <a: —é'

Exercice 5.4 Soit le polynome P (z) = x* — 62% + 92% + 9.
1) Décomposer x* — 623 + 922 en produit de facteurs irréductibles dans R[X].
2) En déduire une décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans C[X], puis dans R[X]

Solution 5.4 1) On écrit simplement

zt — 623 + 922 = 22 (22 — 62 + 9) =22 (z —3)?,
2) zt — 623 4+ 922 + 9 = (x (z — 3))? — (3i)?

= (z(x —3) — 3i) (z (z — 3) + 37)

= (3:2 — 3z — 31’) (a:2 — 3z + 31’)

- On factorise x> — 3x — 3i

A=9412i = (V3(2+1i)°

d’ot les racines sont: x1 = % V3 —

\%

z', et Ty = 3+\f—|- Y3 done,

e () ()

- On factorise x> — 3z + 3i
A=9-12i = (V3(2—14))’
d’ot les racines sont: r1 = % +3 - @i, et x9 = % — 3+ @z donc,

e (e ) ()

Alors la décomposition de P en produit d’irréductibles de C[X] est donc,
pio = [s- (3vi- 4] - (Vi £9] - (3va- 49 - (1-va £9]
Pour obtenir la décomposition en produit d’irréductibles de R[X], on regroupe les racines complezxes

conjuguées,.on trouve
P(z) = [xz— (2\/§+3)x+3\/§+6} [x2+ (2\/—3)x—3\/§+6] .

Exercice 5.5 On considére les deux polyndémes suivants :
P(x) =23 — 922 + 262 — 24, Q(v) = 23 — T2? + Tz + 15.
Décomposer ces deux polyndémes en produits d’irréductibles de R[X]| sachant qu’ils ont une racine

commune.



Solution 5.5 Sia est une racine commune de P et Q, alors x —a divise le pged (P, Q). On comment
donc par chercher ce pged, par exemple en appliquant ’algorithme d’Euclide. Ici, on a

2® — 922 + 260 — 24 = 23 — T2 4 Tz + 15 + (—222 4 192 — 39)

23— T + T2 +15 = (72x2 + 192 — 39) (%lx — %) + (%x — %)

(—222 + 19z — 39) = (£ — 138) (FBz + 22)

Le pged (P, Q) est donc (Ajf’x — %), ou encore x — 3. On divise alors P et QQ par x — 3, et on trouve :
P(z)=(z—3)(z*—6x+8) et Q(z)=(z—3)(z?—4z-5).

On factorise encore chacun des polynémes de degré 2 pour trouver finalement :
Pz)=(x-3)(zx—2)(x—4) et Q(z)=(z+1)(x—3)(x—5).

N.B: On aurait aussi pu factoriser ces polynémes en cherchant des racines évidentes.
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