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Résumé 

Stabilisation du pendule inversé est définie comme un problème du contrôle classique. 

L’objectif de cette thèse est de donner un aperçu des commandes les plus utilisées du pendule 

inversé. Après avoir présenté et décrire le pendule inversé, deux types de commande ont été 

conçus, linéaire et non linéaire. Toutes les techniques commande conçus ont été implémenté 

sous MATLAB. 

Mots-clés : Pendule inversé, modèle non -linéaire, modèle linéaire, commande. 

 ملخص

الهدف من هذه الأطروحة هو إعطاء لمحة  ف ،لوب على أنه مشكلة تحكم كلاسيكيةيتم تعريف استقرار البندول المق

 عامة عن الأوامر الأكثر استخدامًا للبندول المقلوب. 

، قمنا ببناء النموذج غير الخطي ثم جعلناه خطيًا حول نقطة توازن النظام من  المقلوببعد تقديم ووصف البندول  

 أجل الحصول على النموذج الخطي.

 غير خطي.  ، وخطيالنقل. تم تصميم نوعين من التحكم حساب وظائف بناء نموذج الحالة و بعد

بين التقنيات    قوةراسة مقارنة للأداء وال راء دإج  و MATLABباستعمال  ة  نفيذ جميع تقنيات التحكم المصممتم ت

 .المختلفة

 التحكم   موذج غير الخطي ، النموذج الخطي،البندول المقلوب ، الن :مفتاحية الكلمات ال

Abstract 

Stabilization of the inverted pendulum is defined as a classical control problem.  

The objective of this thesis is to give an overview of the most used commands of the 

inverted pendulum. After presenting and describing the inverted pendulum, two types of 

control were designed, linear and nonlinear.  

All designed control techniques have been implemented under MATLAB. 

Keywords: Inverted pendulum, non-linear model, linear model, control. 
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Introduction générale 

Le développement de la technologie que nous avons vu dans notre vie, a toujours attiré 

et nous a rendu curieux et nous demandant comment les machines fonctionnent, comment 

elles ont rendu contrôlable et facile à travailler avec elle en utilisant un simple clic, en 

particulier le système d’équilibrage vertical et de contrôle d’attitude comme les missiles, les 

avions, l’aérospatiale, le vol par satellite sont un grand mystère comme comment ils peuvent 

être contrôlés et stabilisés dans les airs sans tomber. Tout cela libéré par des scientifiques qui 

proposent plusieurs méthodes de commande. En outre, les industries modernes doivent 

obtenir les meilleurs résultats pour le contrôle des systèmes afin de les faire fonctionner aux 

limites des contraintes. 

De nos jours, le champ automatique joue un rôle important en matière de contrôle des 

systèmes. L’utilisation de l’automatique est plus avancée et largement utilisée dans différents 

domaines (Robotique, Agronomique, Industries, Médical... etc.). Le système de contrôle est 

basé sur plusieurs méthodes (LQR, Logique flou, PID... etc.) pour rendre le système robuste 

et lui donner une bonne fonctionnalité. De la référence la plus populaire pour l’enseignement 

et la recherche en théorie du contrôle est le pendule inversé dans lequel ce système est une 

représentation de laboratoire simple et précieuse du système mécanique sous-actionné, en 

raison de ses propriétés qui est une dynamique non linéaire et instable et il a deux degrés de 

liberté et un couplage fort avec un ordre supérieur.  

Ces propriétés rendent sa conception de contrôle difficile, atteindre sa stabilité est plus 

difficile qu’il n’y paraît et sa nature permet de tester diverses méthodes de contrôle, en plus de 

nous faire comprendre les autres problèmes de contrôle connexes et de le résoudre facilement. 

Le pendule inversé avait attendu le début du XXe siècle pour avoir les premières 

découvertes autour de son système dynamique [1]. Le premier qui l’a démontré fut 

Stephenson en 1908 que le pendule inversé pouvait être stabilisé en appliquant des 

oscillations harmoniques rapides, verticales et à sa base [2], en plus c’est lui qui a mis les 

conditions de stabilité pour les pendules inversés doubles et triples en 1909 [3]. 

En 1932, Lowenstern développe les équations générales du mouvement pour les 

pendules inversés [4]. 
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Ce n’est que dans les années 1960 que la dynamique des pendules inversés a été bien 

comprise. Dans leur article, History of Inverted Pendulum[5], les auteurs présentent plusieurs 

des premiers traitements de la littérature entre 1960 et 1970 et de l’État que Roberge a 

démontré une première solution au système à pendule inversé unique à M.I.T. dans sa thèse 

de baccalauréat bien nommée, The Mechanical Seal [6], supervisée par Leonard Gould. Ils 

affirment également que Donald, Higdon et Cannon ont décrit, en 1963, des systèmes à 

pendule inversé indépendants à l’Université de Stanford [7] et que Schaefer et Cannon ont 

discuté, en 1966, des systèmes de pendule inversé articulés et flexibles [8]. C’est justement 

avec le décollage de la théorie du contrôle et de la robotique à la fin des années 1960 que le 

pendule inversé devient le système le plus populaire, entre autres, pour l’enseignement et la 

recherche [1]. 

Des solutions d’un grand intérêt sont alors proposées pour résoudre divers problèmes 

de contrôle. Dans un premier temps, le problème de stabilisation autour de la position 

verticale [9, 10] et le problème de basculement [11, 12] sont résolus indépendamment. À la 

dernière étape, la solution complète est alors proposée [13, 14]. 

Quelques solutions sont ensuite à suivre pour résoudre le problème de suivi [15, 16] et 

le problème du contrôleur basé sur l’observateur avec principe de séparation [17, 18].  

Il est important de noter que la structure simple du modèle à pendule inversé 

permettant d’effectuer des validations expérimentales est l’une des principales motivations de 

l’utilisation de ce repère dans l’éducation et dans la recherche [1]. 

L’objectif de notre étude est d’appliquer quelques techniques de commandes linéaires 

et non linéaires a un pendule inversé simple afin de le stabilisé. Ensuite une comparaison 

entre les techniques a été élaborée pour cela notre   mémoire sera subdivisé en trois grands 

chapitres : 

Dans le premier chapitre nous avons décrivez les caractéristiques générales du système 

pendule inversé et nous expliquons ses applications variées, par la suite nous élaborons son 

modèle mathématique en se basant sur le formalisme d’Euler-Lagrange. 

Dans le deuxième chapitre, nous allons concevoir des commandes linéaires pour 

contrôler le système de pendule inversé que nous avons étudié.  
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Et le troisième chapitre nous allons synthétiser des commandes non linéaires les plus 

utilisées. 

A la fin de ce mémoire, nous ferons une conclusion générale sur l’ensemble de ce 

travail et on suggérera des perspectives de continuité de travail. 



 

 

  
 

Chapitre I : 
Description et 

modélisation du 
système pendule 

inversé
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I.1. Introduction 

Nous avons déjà presque tous un jour essayé l’expérience de stabilisation d’un bâton 

sur notre index. Afin de maintenir ce bâton en équilibre, nous devons déplacer notre index de 

façon à contrecarre en permanence son basculement. C’est exactement le même défi que 

propose le système automatise du pendule inversé. Alors que cet exercice semble assez simple 

et instinctif pour l’homme, il sera nécessaire de définir des stratégies précises pour assurer le 

maintien automatisé du pendule inversé. Bien évidemment, les performances obtenues grâce à 

un système automatisé sont de loin supérieures à celles qui seraient obtenues par l’homme. 

Actuellement, le pendule inversé est au centre de nombreuses recherches dans divers 

domaines scientifiques. Il est devenu l’un des outils didactiques les plus importants de 

l’automatique, et pratiquement tous les services universitaires d’automatique sont dotés d’un 

système pendule inversé. Avec ces différentes formes (simple, double, rotatif..), le pendule 

inversé permet de modéliser plusieurs autres systèmes rencontrés dans l’industrie et même 

dans la vie de tous les jours. 

Dans ce chapitre, nous décrivons les caractéristiques générales du système pendule 

inversé et nous expliquons ses applications variées, par la suite nous élaborons son modèle 

mathématique en se basant sur le formalisme d’Euler-Lagrange. Enfin nous présentons ce 

système dans l’espace d’état ainsi que les résultats de simulation. 

I.2.Qu'est-ce qu'un pendule ? 

Pendule inversé est un système dynamique multi variable non linéaire instable , il est 

un outil très pédagogique et possède des fonctionnalités très appréciées des automaticiens 

comme bon exemple de systèmes instables et non linéaires, le pendule inversé a été largement 

utilisé pour tester les performances des techniques de contrôle (classiques et émergentes)[19]. 

Pendule inversé que nous considérons est composé de deux éléments (figure I.1) : 

• Un chariot libre en translation le long d’un rail de guidage ; 

• Un pendule pesant solidaire du chariot et libre en rotation. 
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Figure I.1: Pendule inversé en coordonnés généralisées x et θ 

I.3.Intérêt de l’étude d’un pendule inversé 

Les études de pendule inversé sont idéales pour les étudiants en électronique et en 

robotique comme nous travaillant dans des laboratoires de recherche, car elles impliquent de 

nombreux concepts intéressants : programmation, électronique, automatisation et mécanique 

[20]. 

On cite dans cette section quelques applications de ce concept dans le monde réel dans 

des domaines variées : 

I.3.1. Domaine de la médecine 

L'homme est vu comme un double pendule inversé en série, ses deux axes principaux 

sont les chevilles et les hanches. Quand nous sommes debout, nos articulations ont travaillé 

dur pour nous y maintenir. Spécialiste du travail Fabrication de prothèses (remplacement 

chirurgical d'organes, pièces ou dispositifs remplacement, dentiers) pour les fesses à guider à 

l'aide d'un modèle double. 

Le pendule inversé calcule toutes les contraintes par la prothèse, comme montré par la 

figure suivante : 

 

Figure I.2:  Corps de l’être humain vu comme un double pendule inversé. 
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Le premier pendule est articulé à la cheville et représente les membres inférieurs 

considérés comme groupés. Le second pendule est articulé à la hanche et représente la partie 

supérieure du corps. On accélère en se penchant en avant et ont ralenti en se penchant en 

arrière. Le système est le même que le pendule inversé 20]. 

I.3.2. Domaine de Robotique 

De même, le robot est considéré comme un pendule inversé, donc pour que le robot 

s'équilibre, il suffit de stabiliser le pendule inversé correspondant à sa position verticale haute 

pendant son mouvement et en présence d'autres perturbations. Parfois, nous citons des 

exemples de robots qui ont été étudiés et conçus sur la base de ce principe [20]. 

SEGWAY : Il est vu comme un pendule inversé simple (une seule tige) se déplaçant à 

l’aide de deux roues. 

 

Figure I.3: Segway 

I.3.3. Dans la recherche 

Vu sa complexité, le pendule inversé est considéré comme l’un des meilleurs systèmes 

pour tester des lois de commande moderne [20]. 
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I.4. Modélisation d’un pendule inversé 

Dans cette partie, nous allons établir les équations du mouvement du pendule inversé, 

en se basant sur le schéma de la figure I.4 

 

 

Figure I.4: Modèle d'un pendule inversé. 

Soit : 

m : masse du pendule b : frottement de déplacement du chariot 

M : masse du chariot. x(t) : position du chariot. 

l : demi longueur du pendule. θ(t) : l’angle du pendule. 

F(t) : force exercée sur le chariot. g : intensité de pesanteur. 

d : frottement du pendule. I: Inertie du pendule en son centre de masse. 

Dans ce travail on s’intéresse au formalisme d’Euler-Lagrange dans lequel le 

lagrangien (L) est défini comme une différence entre l’énergie cinétique (T) et l’énergie 

potentielle (V) du système :  

 

                                              L = T – V                                           (I.1) 
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I.4.1. Energie cinétique du système 

Le système en mouvement compose du chariot qui se déplace linéairement sur les rails 

et le pendule qui se balance sur son axe de rotation (les roues du chariot sont négligeables)  

L’énergie cinétique du chariot est donnée par :  

𝑇𝑀 =
1

2
𝑚�̇�2                                                (I.2) 

L’énergie cinétique du pendule : 

𝑇𝑚 =
1

2
𝑚𝑣𝑐

2 +
1

2
𝐼�̇�2                                   (I.3) 

Avec : 

𝑣𝑐 : Vitesse du centre de gravité du pendule. 

�̇�: Vitesse angulaire du pendule. 

I : Moment d’inertie du pendule. 

La position du centre de gravité du pendule, notée 𝑟 à partir de ces coordonnées est 

donnée par : 

𝑟𝑐⃗⃗⃗ = (𝑥 + 𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑖 + 𝑙 cos 𝜃 𝑗                          (I.4) 

𝑖 𝑒𝑡 𝑗 Sont respectivement les vecteurs unitaires du repère x et y 

D'où  

La vitesse du centre de gravité est exprimée par : 

𝑣𝑐 = 
𝑑𝑟𝑐

𝑑𝑡
= (�̇� + 𝑙�̇� cos 𝜃)𝑖 − (𝑙�̇� sin 𝜃)𝑗              (I.5) 

En substituant l’équation (I.5) dans l’équation (I.3), l’expression de l’énergie cinétique 

du pendule devient : 

𝑇𝑚 =
1

2
𝑚(𝑥2̇ + 2𝑥�̇��̇� cos 𝜃 + 𝑙2𝜃2̇𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑙2𝜃2̇𝑠𝑖𝑛2𝜃) +

1

2
𝐼𝜃2̇             (I.6) 

Après la simplification du terme (𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 1), l’expression de l’énergie 

cinétique s’écrit : 

𝑇𝑚 =
1

2
𝑚(𝑥2̇ + 2𝑥�̇��̇� cos 𝜃 + 𝑙2𝜃2̇) +

1

2
𝐼𝜃2̇             (I.7) 
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Finalement, l’énergie cinétique totale chariot-pendule est donc : 

𝑇 = 𝑇𝑀 + 𝑇𝑚 =
1

2
𝑀𝑥2̇ +

1

2
𝑚(𝑥2̇ + 2𝑥�̇��̇� cos 𝜃 + 𝑙2𝜃2̇) +

1

2
𝐼𝜃2̇   (I.8) 

I.4.2. Energie potentielle du système 

Le chariot étant en mouvement sur un rail horizontal, seul le pendule en mouvement 

possède une énergie potentielle, celle s’est donnée par : 

𝑉 = 𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃                                                (I.9) 

I.4.3. Equations d’Euler-Lagrange 

Quand on établit les expressions de l’énergie cinétique T de l’ensemble chariot-

pendule (équation (I.8)) et l’énergie potentielle du système V (équations (I.9)), on utilise 

l’équation générale d’Euler-Lagrange pour déterminer les équations du mouvement de 

l’ensemble chariot-pendule : 

𝐿 =
1

2
𝑀𝑥2̇ +

1

2
𝑚(𝑥2̇ + 2𝑥�̇��̇� cos 𝜃 + 𝑙2𝜃2̇) +

1

2
𝐼𝜃2̇ −  𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃    (I.10) 

L’équation générale d’Euler-Lagrange est donnée par : 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝜀�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜀𝑗
+

𝜕𝐷𝑓

𝜕𝜀�̇�
= 𝐹𝑗              (I.11) 

𝛆(𝐭): Désigne les degrés de liberté du pendule. 

𝑫𝒇 : Désigne l’énergie dissipée par frottement. 

𝑭𝒋 : La force généralisée. 

L : Représente le lagrangien (équation (I.1)). 

En considérant que le système ait deux degrés de liberté, x pour le déplacement 

horizontal du chariot et θ pour la rotation du pendule, la modélisation du système selon la loi 

générale l’Euler-Lagrange est donnée par : 

 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝜀�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜀𝑗
= 𝐹𝑗                                            (I.12) 
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Pour le degré de liberté  𝛆(𝐭) = 𝐱(𝐭): 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 𝐹𝑗 − 𝑏�̇�                              (I.13) 

où : F représente la force exercée sur le chariot  

La dérivée partielle de lagrangien suivant �̇� s’écrit : 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑀�̇� + 𝑚�̇� + 𝑚𝑙𝑐𝑜𝑠𝜃. �̇�) = 𝐹 − 𝑏�̇�         (I.14) 

La première équation de Lagrange s’écrit alors : 

(𝑀 + 𝑚)�̈� + 𝑚𝑙. �̈�𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑚𝑙�̇�2. 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝐹 − 𝑏�̇�       (I.15 ) 

Pour le degré de liberté  𝛆(𝐭) = 𝛉(𝐭): 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= −𝑑�̇�               (I.16 ) 

La dérivée partielle de lagrangien suivant �̇� s’écrit : 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑙�̇�𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑚𝑙2�̇� + 𝐼�̇�) − (−𝑚𝑙�̇�𝑠𝑖𝑛𝜃. �̇� + 𝑚𝑔𝑙. 𝑠𝑖𝑛𝜃) = −𝑑�̇�   (I.17) 

La deuxième équation de Lagrange est : 

(𝑚𝑙2 + 𝐼)�̈� + 𝑚𝑙�̈�. 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑚𝑙�̇�. �̇�. 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑙�̇�. �̇�. 𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑚𝑔𝑙. 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0       (I.18) 

Le modèle de connaissance du système chariot-pendule est donné par le système 

d’équation suivant : 

(𝑀 + 𝑚)�̈� + 𝑏�̇� + 𝑚𝑙. �̈�𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑚𝑙�̇�2. 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝐹 

(𝑚𝑙2 + 𝐼)�̈� + 𝑚𝑙�̈�. 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑚𝑔𝑙. 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑑�̇� = 0    (I.19) 

Le système d'équations (I.19) montre qu'il existe une corrélation entre l'accélération du 

chariot x et l'accélération angulaire du pendule �̈� Donc, lorsque F=0 (pas de force extérieure), 

si on déplace le pendule de son équilibre position, il ne sera affecté que par sa propre inertie, 

puis commencera à osciller, et puisque le pendule est fixé au chariot, le chariot commencera 

également à se déplacer. 
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Il s’agit du modèle non linéaire du pendule inversé. Maintenant, nous allons obtenir �̈� 

et �̈� : 

[
(𝒎𝒍𝟐 + 𝑰) 𝒎𝒍 𝒄𝒐𝒔𝜽
𝒎𝒍 𝒄𝒐𝒔𝜽 (𝒎 + 𝑴)

] [�̈�
�̈�
]=[

𝒎𝒈𝒍 𝒔𝒊𝒏𝜽 − 𝒅�̇�

𝒎𝒍�̇�𝟐 𝒔𝒊𝒏𝜽 − 𝒃𝒙 + 𝑭̇
] 

[�̈�
�̈�
]  =  [

(𝒎𝒍𝟐 + 𝑰) 𝒎𝒍 𝒄𝒐𝒔𝜽
𝒎𝒍 𝒄𝒐𝒔𝜽 (𝒎 + 𝑴)

]
−𝟏

[
𝒎𝒈𝒍 𝒔𝒊𝒏𝜽 − 𝒅�̇�

𝒎𝒍�̇�𝟐 𝒔𝒊𝒏𝜽 − 𝒃�̇� + 𝑭
](I.20) 

Le déterminant de matrice S est : 

∆= 𝑰(𝒎 + 𝑴) +  𝒎𝒍𝟐(𝒎(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽) + 𝑴)(I.21) 

∆= 𝑰(𝒎 + 𝑴) +  𝒎𝒍𝟐(𝑴 + 𝒎𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽)(I.22) 

Pour simplifier, on prends : 

∆𝟏= 𝒎𝒈𝒍 𝒔𝒊𝒏𝜽 − 𝒅�̇�(I.23) 

∆𝟐=  𝒎𝒍�̇�𝟐 𝒔𝒊𝒏𝜽 − 𝒃�̇� + 𝑭(I.24) 

Alors : 

[�̈�
�̈�
] =  

𝟏

∆
[

(𝒎 + 𝑴)∆𝟏 − 𝒎𝒍 𝒄𝒐𝒔𝜽∆𝟐

−𝒎𝒍 𝒄𝒐𝒔𝜽∆𝟏 + (𝒎𝒍𝟐 + 𝑰)∆𝟐
]           (I.25) 

Nous choisissons la variable d’état : 

𝒙𝟏 = 𝒙 

                    𝒙𝟐 = �̇�           (I.26) 

  𝒙𝟑 =  𝜽 

 𝒙𝟒 = �̇� 
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�̇�𝟏 = 𝒙𝟐 

�̇�𝟐 = 𝒇𝟏(𝒙) + 𝒈𝟏(𝒙). 𝒖 

�̇�𝟑 = 𝒙𝟒(I.27) 

�̇�𝟒 = 𝒇𝟐(𝒙) + 𝒈𝟐(𝒙). 𝒖 

Sachant que f(x) et g(x) sont :  

𝒇𝟏(𝒙) =
−𝒎𝒍𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟑∆𝟏+(𝑰+𝒎𝒍𝟐)(−𝒃𝒙𝟐+𝒎𝒍𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟑)𝒙𝟒

𝟐

∆
   (I.28) 

𝒈𝟏(𝒙) =
𝑰 + 𝒎𝒍𝟐

∆
 

 

 𝒇𝟐(𝒙) =
(𝒎+𝑴)∆𝟏−𝒎𝒍𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟑 (−𝒃𝒙𝟐+𝒎𝒍𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟑)𝒙𝟒

𝟐

∆
      (I.29) 

𝒈𝟐(𝒙) =
−𝒎𝒍𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟑

∆
 

 

I.4.4 Linéarisation : 

La linéarisation peut être utilisée pour donner des informations importantes sur la 

façon dont le système se comporte dans le voisinage des points d’équilibre. En règle générale, 

nous apprenons si le point est stable ou instable, ainsi que quelque chose sur la façon dont le 

système s’approche (ou s’éloigne) du point d’équilibre. 

L’idée de base est que (dans la plupart des cas) on peut approximer les équations 

différentielles non linéaires qui régissent le comportement du système par des équations 

différentielles linéaires [21]. 

Nous pouvons résoudre l’ensemble résultant d’ODE linéaires, alors que nous ne 

pouvons pas, en général, résoudre un ensemble d’équations différentielles non linéaires. 

Selon l’approximation de Taylor des fonctions non linéaires et le retour au point 

d’équilibre pour les écarts de petit angle θ = 0. 
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𝐬𝐢𝐧 𝜽 ≅ 𝜽                    (I.30) 

𝐜𝐨𝐬 𝜽 ≅ 𝟏                    (I.31) 

�̇�𝟐 = 𝟎                         (I.32) 

et on a :  

(𝑀 + 𝑚)�̈� + 𝑏�̇� + 𝑚𝑙. �̈�𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑚𝑙�̇�2. 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝐹 

(𝑚𝑙2 + 𝐼)�̈� + 𝑚𝑙�̈�. 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑚𝑔𝑙. 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑑�̇� = 0 

Pour obtenir l’état de l’espace, nous utilisons la matrice Jacobienne et le point 

d’équilibre de notre système est (0,0,0,0), ce qui signifie que nous l’étudierons et le 

contrôlerons si une perturbation se produit, le système revient à ce point. 

La matrice Jacobienne est donnée par : 

𝐽(𝑥0,u0)=  

[
 
 
 
 
𝜕𝑓1

𝜕𝑥1

𝜕𝑓1

𝜕𝑥2
  . . . . . .

𝜕𝑓1

𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑓2

𝜕𝑥1

𝜕𝑓2

𝜕𝑥2
. . . . . .

𝜕𝑓2

𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑓3

𝜕𝑥1

𝜕𝑓3

𝜕𝑥2
. . . . . .

𝜕𝑓3

𝜕𝑥𝑚]
 
 
 
 

         (I.33) 

Avec coefficient de matrice jacobienne, nous faisons de notre équation les équations 

algébriques différentielles pour la forme linéarisée où le système devient : 

𝑑

𝑑𝑡
𝛿𝑥 = 𝜕𝑥(𝑥0, u0)𝛿𝑥 + 𝜕𝑢(𝑥0, 𝑢0)𝛿𝑢       (I.34) 

Dans ces conditions, 

𝐱𝟎 = 𝟎  , 𝐲𝟎 = 𝟎 

Comme une fonction vectorielle non linéaire est compliquée à résoudre, déterminer 

terme à terme les composantes des matrices jacobéennes. 

𝐽(𝑥0,u0) = 

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1

𝜕𝑥1

𝜕𝑓1

𝜕𝑥2

𝜕𝑓2

𝜕𝑥1

𝜕𝑓2

𝜕𝑥2

𝜕𝑓1

𝜕𝑥3

𝜕𝑓1

𝜕𝑥4

𝜕𝑓2

𝜕𝑥3

𝜕𝑓2

𝜕𝑥4

𝜕𝑓3

𝜕𝑥1

𝜕𝑓3

𝜕𝑥2

𝜕𝑓4

𝜕𝑥1

𝜕𝑓4

𝜕𝑥2

𝜕𝑓3

𝜕𝑥3

𝜕𝑓3

𝜕𝑥4

𝜕𝑓4

𝜕𝑥3

𝜕𝑓4

𝜕𝑥4]
 
 
 
 
 
 

         (I.35) 
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Déterminer maintenant les éléments des matrices Jacobiennes  

    
𝝏𝒇𝟏

𝝏𝒙𝟏
|
(𝒙,𝒖)

= 𝟎 

    
𝝏𝒇𝟐

𝝏𝒙𝟏
|
(𝒙,𝒖)

= 𝟎 

   
𝝏𝒇𝟑

𝝏𝒙𝟏
|
(𝒙,𝒖)

= 
𝛛

𝛛𝐱𝟏
𝐱𝟒 = 𝟎                                                                 (I.36) 

   
𝝏𝒇𝟒

𝝏𝒙𝟏
|
(𝒙,𝒖)

= 𝟎 

    
𝝏𝒇𝟏

𝝏𝒙𝟐
|
(𝒙,𝒖)

= 𝟏 

    
𝝏𝒇𝟐

𝝏𝒙𝟐
|
(𝒙,𝒖)

=
−𝑏(𝑚𝑙2+𝐼)

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2
                                                               (I.37) 

   
𝝏𝒇𝟑

𝝏𝒙𝟐
|
(𝒙,𝒖)

= 𝟎 

   
𝝏𝒇𝟒

𝝏𝒙𝟐
|
(𝒙,𝒖)

=
𝑚𝑙𝑏

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2
 

    
𝝏𝒇𝟏

𝝏𝒙𝟑
|
(𝒙,𝒖)

= 𝟎 

    
𝝏𝒇𝟐

𝝏𝒙𝟑
|
(𝒙,𝒖)

=
−𝑚2𝑙2𝑔

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2
                                                                  (I.38) 

   
𝝏𝒇𝟑

𝝏𝒙𝟑
|
(𝒙,𝒖)

= 𝟎 

   
𝝏𝒇𝟒

𝝏𝒙𝟑
|
(𝒙,𝒖)

= 
𝑚𝑔𝑙(𝑚+𝑀)

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2
            

    
𝝏𝒇𝟏

𝝏𝒙𝟒
|
(𝒙,𝒖)

= 𝟎 

    
𝝏𝒇𝟐

𝝏𝒙𝟒
|
(𝒙,𝒖)

=
𝑏𝑚𝑙𝑑

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2
                                                                 (I.39) 

   
𝝏𝒇𝟑

𝝏𝒙𝟒
|
(𝒙,𝒖)

= 𝟏 

   
𝝏𝒇𝟒

𝝏𝒙𝟒
|
(𝒙,𝒖)

= 
−𝑑(𝑀+𝑚)

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2
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Maintenant dérivée des termes non linéaires par rapport à u : 

𝐽(𝑥0,u0) = 

[
 
 
 
 
 
 
𝛛𝐟𝟏

𝛛𝐮
𝛛𝐟𝟐

𝛛𝐮
𝛛𝐟𝟑

𝛛𝐮
𝛛𝐟𝟒

𝛛𝐮]
 
 
 
 
 
 

                               (I.40) 

Déterminer maintenant les éléments des matrices Jacobiennes u 

    
𝝏𝒇𝟏

𝝏𝒖
|
(𝒙,𝒖)

= 𝟎 

    
𝝏𝒇𝟐

𝝏𝒖
|
(𝒙,𝒖)

=
𝐼+𝑚𝑙2

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2
                                                     (I.41) 

   
𝝏𝒇𝟑

𝝏𝒖
|
(𝒙,𝒖)

= 0 

   
𝝏𝒇𝟒

𝝏𝒖
|
(𝒙,𝒖)

=
𝑚𝑙

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2
  

I.4.5 Modèle d’état de l’ensemble chariot-pendule 

La représentation d’état des systèmes linéaires est de la forme suivante : 

                                                     𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝐹 

                                                       𝑦 = 𝑐𝑥                       (I.42) 

Enfin nous pouvons écrire le modèle d'espace d'état après toutes ces manipulations : 

[

𝑥1̇

𝑥2̇

𝑥3̇

𝑥4̇

]=  

[
 
 
 
 
0 1

0
−𝑏(𝑚𝑙2+𝐼)

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2

0 0
−𝑚2𝑙2𝑔

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2
𝑏𝑚𝑙𝑑

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2

0 0

0
−𝑚𝑙𝑏

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2

0 1
𝑚𝑔𝑙(𝑚+𝑀)

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2
−𝑑(𝑀+𝑚)

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2]
 
 
 
 

  [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

]   +   

[
 
 
 
 

0
𝐼+𝑚𝑙2

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2

0
𝑚𝑙

𝐼(𝑀+𝑚)+𝑀𝑚𝑙2]
 
 
 
 

  u 

𝑦 = [
1 0 0 0
0 0 1 0

] [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

]    + [
0
0
] u 
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I.4.6. Fonction de transfert de l’ensemble chariot-pendule 

Pour 𝜽 = 𝟎 

Pour obtenir les fonctions de transfert des équations du système linéarisé, il faut 

d'abord prendre la transformée de Laplace des équations du système en supposant des 

conditions initiales nulles. Les transformées de Laplace résultantes sont présentées ci-dessous: 

                      (𝑀 + 𝑚)𝑠2𝑋(𝑠) + 𝑏𝑠𝑋(𝑠) + 𝑚𝑙𝑠2𝜃(𝑆) = 𝑈(𝑠)            (I.43) 

                      (𝑚𝑙2 + 𝐼)𝑠2𝜃(𝑆) − 𝑚𝑔𝑙. 𝜃(𝑆) + 𝑑𝑠𝜃(𝑆) = −𝑚𝑙𝑠2𝑋(𝑠)    (I.44)        

Rappelez-vous qu'une fonction de transfert représente la relation entre une seule entrée 

et une seule sortie à la fois. Pour trouver notre première fonction de transfert pour la sortie 

𝜃(s) et une entrée de U(s), nous devons éliminer X(s) des équations ci-dessus. Résolve la 

première équation pour X(s): 

                       𝑋(𝑆) = [
(𝑚𝑙2+𝐼)𝑠2+𝑑𝑠+𝑚𝑔𝑙

𝑚𝑙𝑠2
] 𝜃(𝑆)                            (I.45)                             

On remplace ensuite ce qui précède dans la première équation (𝑀 +

𝑚)𝑠2 [
(𝑚𝑙2+𝐼)𝑠2+𝑑𝑠+𝑚𝑔𝑙

𝑚𝑙𝑠2 ] 𝜃(𝑆) + 𝑏𝑠 [
(𝑚𝑙2+𝐼)𝑠2+𝑑𝑠+𝑚𝑔𝑙

𝑚𝑙𝑠2 ] 𝜃(𝑆) − 𝑚𝑙𝑠2𝜃(𝑆) = 𝑈(𝑠)      (I.46)  

En réarrangeant, la fonction de transfert de pendule est alors la suivante : 

                    
𝜃(𝑆)

𝑈(𝑠)
=

−𝑚𝑙𝑠

𝐻𝑠3+(𝑏𝑞+𝑁𝑑)𝑠2+(−𝑁𝑚𝑔𝑙+𝑏𝑑)𝑠−𝑏𝑚𝑔𝑙
               (I.47) 

Deuxièmement, la fonction de transfert avec la position du chariot X(s) comme sortie 

peut être dérivée d'une manière similaire pour arriver à ce qui suit : 

 

𝑋(𝑆)

𝑈(𝑠)
=

(𝑚𝑙2+𝐼)𝑠2+𝑑𝑠−𝑚𝑔𝑙

𝐻𝑠4+(𝑏𝑞+𝑁𝑑)𝑠3−(−𝑁𝑚𝑔𝑙+𝑏𝑑)𝑠2−𝑏𝑚𝑔𝑙𝑠
       (I.48) 

où 

𝑁 = 𝑚 + 𝑀 

𝑞 =  𝑚𝑙2 + 𝐼 

𝐻 = 𝑁(𝑚𝑙2 + 𝐼) − 𝑚2𝑙2 
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Pour 𝜽 = 𝝅 

(𝑚𝑙2 + 𝐼)𝑠2𝜃(𝑆) + 𝑚𝑔𝑙. 𝜃(𝑆) + 𝑑𝑠𝜃(𝑆) = 𝑚𝑙𝑠2𝑋(𝑠)            (I.49) 

(𝑀 + 𝑚)𝑠2𝑋(𝑠) + 𝑏𝑠𝑋(𝑠) + 𝑚𝑙𝑠2𝜃(𝑆) = 𝑈(𝑠)                   (I.50) 

                                  𝑋(𝑆) = [
(𝑚𝑙2+𝐼)𝑠2+𝑑𝑠+𝑚𝑔𝑙

𝑚𝑙𝑠2 ] 𝜃(𝑆)                         (I.51) 

La fonction de transfert de pendule est : 

𝜃(𝑆)

𝑈(𝑠)
=

𝑚𝑙𝑠

𝐻𝑠3+(𝑏𝑞+𝑁𝑑)𝑠2+(𝑁𝑚𝑔𝑙+𝑏𝑑)𝑠+𝑏𝑚𝑔𝑙
                               (I.52) 

La fonction de transfert du chariot : 

𝑋(𝑆)

𝑈(𝑠)
=

(𝑚𝑙2+𝐼)𝑠2+𝑑𝑠+𝑚𝑔𝑙

𝐻𝑠4+(𝑏𝑞+𝑁𝑑)𝑠3+(+𝑁𝑚𝑔𝑙+𝑏𝑑)𝑠2+𝑏𝑚𝑔𝑙𝑠
                      (I.53) 

 

Les paramètres du pendule inversé ont été prélevés en laboratoire : 

             Tableau I.1 : Paramètres de système. 

g: Gravité 9.81 𝑚/𝑠2 

l: Longueur du pendule. (Selon la 

configuration) 

0,36 à 0,4 m 

M : Masse du chariot. 2.4 𝑘𝑔 

m : Masse du pendule 0.23 𝑘𝑔 

I: Inertie du pendule (Dépend de la 

configuration) 

Environ 0,099 𝑘𝑔. 𝑚2 

 

b : Frottement de déplacement du chariot 0.05 𝑁𝑠/𝑚 

d : Frottement du pendule. bien que négligeable, nécessaire dans le modèle 

0.005 𝑁𝑚𝑠/𝑟𝑎𝑑 
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I.5. Elaboration du modèle avec SIMULINK: 

 

 

 Figure I.5: Bloc Simulink non linéaire. 

I.6. Résultat de simulation 

Nous remarquons (Fig.1.6) et (Fig.1.7) que le système linéaire et non linéaire se 

comportent comme de la même manière et la linéarité simultanément dans le temps, le 

résultat confirme l’instabilité : 
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Figure I.6: Réponse de système non linéaire. 

 

Figure I.7: Réponse de système linéaire. 
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Nature du pendule inversé, pour que le système soit stable, il a besoin d’exigences de 

conception. Nous tenterons de contrôler à la fois l’angle du pendule et la position du chariot. 

Pour rendre la conception plus difficile dans cette section, nous proposons les exigences de 

conception suivantes : 

• Temps de réponse pour x et θ de moins de 7 secondes. 

• Temps de montée pendant x de moins de 5 secondes. 

• Dépassement x inférieur à 7 %. 

• Erreur à l’état d’équilibre inférieure à 2 %. 

I.7. Conclusion 

Ce chapitre est consacré à la description et à la modélisation du pendule inversé, suivi 

de développement d’un modèle pendule-chariot sur Simulink. Étant donné l'instabilité du 

système, donc la commande est nécessaire pour le stabiliser autour du point θ = 0, ce qui 

signifie mettre le pendule dans la position vertical, le développement des commandes de 

stabilisation sera l’objectif des chapitres suivants. 
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II.1 Introduction 

Développer un contrôleur pour un pendule inversé est en fait difficile. Cependant, 

jusqu'à présent, il n'existe pas d'outils mathématiques très généraux pour modéliser ou 

contrôler des systèmes non linéaires [22]. 

Dans ce chapitre, nous allons synthétiser des commandes linéaires les plus utilisées 

PID, Retour d'état et LQR pour stabiliser le système de pendule inversé que nous avons étudié 

dans le chapitre précédent (Chapitre 1), ensuite nous montrerons les différents résultats de 

simulation obtenus avec une comparaison entre elles. 

II.2 Contrôleur PID 

Le régulateur PID est la forme de rétroaction la plus courante. C'était un élément 

essentiel des premiers régulateurs et il est devenu l'outil standard lorsque le contrôle de 

processus est apparu dans les années 1940. Dans le contrôle de processus aujourd'hui, plus de 

95 % des boucles de contrôle sont de type PID, la plupart des boucles sont en fait un contrôle 

PI. Les contrôleurs PID se trouvent aujourd'hui dans tous les domaines où le contrôle est 

utilisé.[23] 

 L'équation PID est donnée par : 

𝑢(𝑡) = 𝑘𝑝𝑒(𝑡) + 𝑘𝑖 ∫ 𝑒(
𝑡

0
𝜏)𝑑𝜏 + 𝑘𝑑

𝑑𝑒

𝑑𝑡
(II.1) 

Où u est le signal de commande et e est l'erreur entre le point de consigne ou la 

référence et la valeur d'entrée de commande. Après application du transformateur de Laplace, 

la fonction de transfert est donnée par :  

𝑐(𝑠) = 𝑘𝑝 +
𝑘𝑖

𝑠
+ 𝑘𝑑𝑠(II.2) 
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Figure II. 1: Structure du contrôleur PID. 

où 𝑘𝑝, 𝑘𝑖  𝑒𝑡 𝑘𝑑sont les gains du régulateur . Il est basé sur trois contrôles qui sont le 

contrôle proportionnel, intégral et dérivé. Chacun d'eux a un rôle et un effet. 

Proportionnel (𝑲𝒑) : L'action u est dosée proportionnellement au résultat à atteindre 

et donc à l'erreur e. Le signal de commande est : 

𝑢(𝑡) = 𝑘𝑝𝑒(𝑡)              (II.3) 

Si 𝑘𝑝 est grand, la correction est forte et rapide mais le risque de dépassement et 

d'oscillations dans la boucle augmente. Cependant, si 𝑘𝑝 est petit, la correction est douce et 

lente mais il y a moins de risque d'oscillations [24]. 

La fonction de transfert de l'action proportionnelle est : 

𝐺(𝑠) =
𝑈(𝑠)

𝐸(𝑠)
= 𝑘𝑝             (II.4) 

Intégrale (𝑲𝒊) : La fonction principale de l'action intégrale est de s'assurer que la 

sortie du processus correspond au point de départ en régime permanent. Avec le contrôle 

proportionnel, il y a normalement une erreur de contrôle en régime permanent. Avec une 

action intégrale, une petite erreur positive conduira toujours à un signal de contrôle croissant, 

et une erreur négative donnera un signal de contrôle décroissant, quelle que soit la taille de 

l'erreur [24]. 

Le signal de commande est :  

𝑢(𝑡) = 𝑘𝑖 ∫ 𝑒(
𝑡

0
𝜏)𝑑𝜏            (II.5) 



Chapitre II Commande linéaire d'un pendule inversé 

 

Commande linéaire et non linéaire appliquées à un pendule inversé 25 

 

Et fonction de transfert de l'action de contrôle intégral est : 

𝐺(𝑠) =
𝑈(𝑠)

𝐸(𝑠)
=

𝑘𝑖

𝑠
              (II.6) 

L'action dérivée (𝑲𝒅) :  Le but de l'action dérivée est d'améliorer la stabilité en 

boucle fermée. Le mécanisme d'instabilité peut être décrit intuitivement comme suit. En 

raison de la dynamique du processus, il faudra un certain temps avant qu'un changement de la 

variable de contrôle ne soit perceptible dans la sortie du processus. Ainsi, le système de 

contrôle sera en retard pour corriger une erreur [24]. 

Le signal de commande est : 

𝑢(𝑡) = 𝑘𝑑
𝑑𝑒

𝑑𝑡
                  (II.7) 

et le fonction de transfert de l'action dérivée est : 

𝐺(𝑠) =
𝑈(𝑠)

𝐸(𝑠)
= 𝑘𝑑𝑠            (II.8) 

II.3. Méthodes de réglage PID 

Pour déterminer le gain PID, les méthodes les plus utilisées sont : essai et erreur et 

Ziegler-Nichols, ce dernier est utilisé dans notre cas. La méthode de réglage Zeigler-Nichols 

propose deux méthodes différentes : 

II.3.1. Méthode de la réponse indicielle 

La première méthode de conception présentée par Zeigler et Nichols est basée sur un 

enregistrement de la réponse indicielle en boucle ouverte du système, qui est caractérisée par 

deux paramètres. 

Les paramètres sont déterminés à partir d'une réponse échelonnée unitaire du 

processus. Le point où la pente de la réponse indicielle atteint son maximum est d'abord 

déterminé, et les axes de tangente et de coordonnées donnent les paramètres α et L [24]. 
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Tableau II. 1:Méthode de réponse indicielle. 

Contrôleur 𝒌 𝑻𝒊 𝑻𝒅 

P 1/a   

PI 0,9/a 3L  

PID 1,2/a 2L L/2 

II.3.2. Méthode de réponse en fréquence 

Cette méthode est également basée sur une caractérisation simple de la dynamique du 

processus. La conception est basée sur la connaissance du point sur la courbe de Nyquist de la 

fonction de transfert de processus G(s) où la courbe de Nyquist coupe l'axe réel négatif. Pour 

des raisons historiques, ce point est caractérisé par les paramètres Ku et Tu, appelés gain 

ultime et période ultime. Ces paramètres peuvent être déterminés de la manière suivante. 

Connectez un contrôleur au processus, définissez les paramètres de sorte que l'action de 

contrôle soit proportionnelle, c'est-à-dire que Ti = ∞ et Tu = 0. Augmentez lentement le gain 

jusqu'à ce que le processus commence à osciller. Le gain lorsque cela se produit est Ku et la 

période d'oscillation est Tu [24]. 

Tableau II. 2 : Méthode de réponse en fréquence. 

Contrôleur 𝒌 𝑻𝒊 𝑻𝒅 

P 𝟎. 𝟓𝒌𝒖   

PI 𝟎. 𝟒𝒌𝒖 𝟎. 𝟖𝑻𝒖  

PID 𝟎. 𝟔𝒌𝒖 𝟎. 𝟓𝑻𝒖 𝟎. 𝟏𝟐𝟓𝑻𝒖 

La méthode que nous avons utilisée pour calculer les gains de PID est Ziegler-Nichols, 

la deuxième. 

La fonction de transfert du chariot : 

𝐺1(𝑠) =
0.3895𝑠2+0.01467𝑠−2.588

𝑠4+0.05719𝑠3+6.807𝑠2−0.1294𝑠
             (II.9) 
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La fonction de transfert du pendule : 

𝐺2(𝑠) =
−0.2638𝑠

𝑠3+0.05719𝑠2−6.807𝑠− 0.1294
             (II.10) 

La boucle fermée : 

𝐺𝐵𝐹 =
𝐺𝐵𝑂

1+𝐺𝐵𝑂
=

𝑘𝑢𝐺(𝑠)

1+𝑘𝑢𝐺(𝑠)
                          (II.11) 

 

 

Figure II. 2 : Régulateur proportionnel. 

Nous avons appliqué Routh pour connaître la stabilisation du système, puis remplacé 

𝑠2 = 𝑗𝑤  pour trouver 𝑤 

Nous avons obtenu comme suit : 

1. Pour le chariot : 0 < 𝑘𝑢 < 32.75 , pour 𝑘𝑢 = 0.5, 𝑤 = 0.4 𝑒𝑡 𝑇𝑢 =
2𝜋

𝑤
= 4.58 

𝑘𝑝 = 0.3 

                                                        𝑘𝑖 = 0.13                                            (II.12) 

𝑘𝑑 = 0.17 

2. Pour le pendule : 𝑘𝑢 > −17.22 , pour 𝑘𝑢 = 17, 𝑤 = 3.33 𝑒𝑡 𝑇𝑢 =
2𝜋

𝑤
= 0.59 

𝑘𝑝 = 10.19 

                                                      𝑘𝑖 = 34.04                                              (II.13) 

𝑘𝑑 = 0.76 
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II.4. Conception et simulation de contrôleur 

MATLAB Simulink a été utilisé pour la simulation des réponses de sortie du pendule 

inversé sur la base de l'équation et du schéma fonctionnel susmentionnés. le schéma 

fonctionnel du simulink est représenté ci-dessous : 

 

Figure II. 3: Bloc Simulink d’un pendule inversé sous le contrôleur PID. 

Après avoir calculé le gain PID du chariot et du pendule, nous avons appliqué une référence 

de 0,1 à la position du chariot et de 0 au pendule, PID de la position du chariot : 

𝑘𝑝 = 0.33𝑘𝑖 = 0.009𝑘𝑑 = 0.75 et PID du Pendule : 𝑘𝑝 = 40𝑘𝑖 = 5𝑘𝑑 = 9. 

II.4.1. Résultats et discussion 

Les résultats de simulations obtenues, en utilisant le contrôleur PID pour contrôler 

grandeurs du système pendule inversé sont donnés par la figure III.4 
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Figure II.4 : Réponse du pendule inversé sous le contrôleur PID. 

Nous voyons que le chariot prend 9,04 s pour se stabiliser à la référence souhaitée 

avec une erreur très petit. On constate alors que la réponse est très acceptable. Le pendule 

prend 9 s pour se stabiliser sur la référence donnée (Angle 0). 

On peut dire que  le contrôleur répond aux objectifs de conception.  
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Pour tester notre système s’il est robuste et suit la référence comme nous le 

souhaitons. Nous appliquons une perturbation de 20% à partir de notre référence (0,1) environ 

5 secondes (15-20 sec) après la simulation, nous obtenons ce résultat : 

 

Figure II.5: Réponse du pendule inversé avec perturbation sous contrôleur PID. 

 D’après La figure ci-dessus On voit que la position du chariot suit la nouvelle 

référence (0.12) pour 5s, puis revenez à la référence initiale comme nous l’avons donné au 

début avec un petit retard. 

II.5. Commande par retour d'état 

Par rapport au contrôle en boucle ouverte, si notre connaissance du processus n’est pas 

précise, par exemple en raison du vieillissement, de la friction, etc., le contrôle en boucle 

ouverte ne sera pas très bon, le cas échéant, ou pourrait ne pas fonctionner du tout. Ainsi, 

nous utilisons le contrôle par retour d'état. Bien sûr, ce manque de connaissances précises 

n’est pas la seule raison pour laquelle nous utilisons la commande par retour d'état Parfois 
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pour rendre le système stable (c’est-à-dire, en gros, pour le faire fonctionner du tout) en 

premier lieu, ou pour le faire fonctionner comme souhaité [21]. 

 La méthode du commande par retour d’état complet ou de placement de pôle est une 

méthode de conception de contrôleur dans laquelle vous déterminez le locus des pôles du 

système en boucle fermée sur le plan complexe en définissant un gain de contrôleur[25]. 

 

Figure II.6: Contrôleur de retour d'état. 

Considérons un système dynamique linéaire sous la forme d’espace d’état  

�̇� = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 

                                                         𝑦 = 𝐶𝑥                                            (II.14) 

 

Dans certains cas, on est capable d’atteindre l’objectif (par exemple, stabiliser le 

système ou améliorer sa réponse transitoire) en utilisant la commande par retour d’état 

complète, qui représente une combinaison linéaire des variables d’état, c’est-à-dire: 

                                                        𝑢 = −𝐾𝑥                         (II.15) 

De sorte que le système en boucle fermée, donné par : 

�̇� = (𝐴 − 𝐵𝐾)𝑥 

                                                        𝑦 = 𝐶𝑥                            (II.16) 
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 Les spécifications souhaitées. 

 Le rôle principal de la commande par retour d’état est de stabiliser un système donné 

afin que toutes les valeurs propres en boucle fermée soient placées dans la moitié gauche du 

plan complexe. Le théorème suivant donne une condition dans laquelle il est possible de 

placer des pôles du système aux emplacements souhaités. En supposant que la paire est 

contrôlable, il existe une matrice de rétroaction telle que les valeurs propres du système en 

boucle fermée peuvent être placées dans des emplacements arbitraires [25]. 

II.5.1. Retour d'état complet avec bouclage intégrale 

La commande par retour d’état augmente l’état intégral pour contrôler le système en 

modifier l’état de commande par retour d'état 

�̇� = [
𝑥�̇�

𝐸�̇�
] = [

�̇� − 𝑥�̇�

𝑥 − 𝑥𝑟
] = [

𝐴 0
𝐶 0

] [
𝑥𝑒

𝐸𝑒
] + [

𝐵
0
] 𝑢 = �̃�𝑥 + �̃�𝑢        (II.17) 

lorsque −𝑥𝑒 est l’état d’erreur 

𝐸𝑒 est ∫ 𝑒𝑑𝑡 

𝑥𝑟   est l’entrée de référence et le signal de commande de l’état de commande par 

retour d'état avec Intégrale est : 

               𝑢𝑒 = −𝑘𝑒𝑥 = −[𝑘 𝑘𝑖] [
𝑥𝑒

𝐸𝑒
]                              (II.18) 

Les pôles que nous avons choisis : 

𝑝𝑜𝑙𝑒𝑠 =  [−3    − 5 +  5𝑖    − 5 −  5𝑖    − 2 +  2𝑖    − 2 −  2𝑖 ] 

 

En utilisant la fonction Place enMatlab, 𝑘𝑒 est calculé 

Les valeurs du gain sont : 𝑘𝑒 =  [ −427.2  − 263.4  − 1175.1  − 451,2  386,4 ] 

II.5.2. Résultats et discussion 

Après avoir calculé le gain K du chariot et du pendule avec pôle de placement, nous 

avons appliqué une référence de 0,1 à la position du chariot et de 0 au pendule. 
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Figure II.7: Réponse du pendule inversé sous la commande par retour d'état. 

 

Nous voyons que le chariot prend 2.53 s pour se stabiliser à la référence souhaitée 

avec une erreur très petite. On constate alors que la réponse est très acceptable. Le pendule 

prend 3 s pour se stabiliser sur la référence donnée (Angle 0). 

 On peut dire que le contrôleur retour d’état répond aux objectifs de conception.  
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Pour tester notre système s’il est robuste et suit la référence comme nous lesouhaitons. 

Nous appliquons une perturbation de 20% à partir de notre référence (0,1) environ 5 secondes 

(15-20 sec) après la simulation, nous obtenons ce résultat: 

 

Figure II.8: Réponse du pendule inversé avec perturbation sous la commande par retour 

d'état. 

Nous voyons que la position du chariot suit la nouvelle référence (0,12) pendant 5 s, 

puis revenons à la référence initiale comme nous le donnons au début avec un petit retard. 
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II.6 Contrôleur LQR (Régulateur Linéaire Quadratique) 

Méthode du régulateur quadratique linéaire (LQR) généralement utilisée pour le 

contrôle des systèmes dynamiques linéaires. C'est l'une des techniques de contrôle optimales. 

L'algorithme LQR est essentiellement un moyen automatisé de trouver un contrôleur de retour 

d'état approprié et sa synthèse consiste à trouver un gain matriciel K tel que la commande par 

retour d'état 

                                                      𝑢 = −𝐾𝑥                           (II.19) 

Pour placer arbitrairement les valeurs propres du système en boucle fermée  

                                     �̇� = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 = �̇� = (𝐴 − 𝐵𝐾)𝑥                                  (II.20) 

 

 

Figure II.9: Schéma du régulateur quadratique linéaire (LQR). 

Choisir la meilleure matrice de gain K pour stabiliser le système sans dépenser trop 

d'effort de contrôle est un objectif important dans le contrôle optimal. Un équilibre doit être 

trouvé entre la stabilité du système en boucle fermée et l'agressivité du contrôle. Il est 

important de prendre en compte les dépenses de contrôle pour éviter que le contrôleur ne 

réagisse de manière excessive aux bruits et perturbations haute fréquence, afin que 

l'actionnement ne dépasse pas les amplitudes maximales autorisées et que le contrôle ne soit 

pas trop coûteux. En particulier, la fonction de coût : 

𝐽(𝑡) = ∫ (𝑋𝑇(𝑡)𝑄𝑋(𝑡) + 𝑈𝑇(𝑡)𝑅𝑈(𝑡))𝑑𝑡
𝑡

0
                               (II.21) 
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Equilibre le coût d'une réglementation efficace de l'État avec le coût du contrôle. Les 

matrices Q et R pondèrent respectivement le coût des écarts de l'état à zéro et le coût 

d'actionnement. La matrice Q est semi-définie positive et R est définie positive ; ces matrices 

sont souvent diagonales et les éléments diagonaux peuvent être réglés pour modifier 

l'importance relative des objectifs de contrôle. 

Car la fonction de coût est quadratique, il existe une solution analytique pour les gains 

optimaux du contrôleur K, donnée par : 

               𝐾 = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃                                       (II.22) 

Où P est la solution de l'équation algébrique de Riccati (ARE) : 

𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃 + 𝑄 = 0                   (II.23) 

La résolution de ARE pour P, et donc pour K, est numériquement robuste et déjà 

implémentée dans de nombreux langages de programmation [26]. 

II.6.1. LQR avec contrôleur d'action intégrale 

Le LQR avec intégrale (LQR+I) est une amélioration du contrôleur du LQR 

conventionnel. Le LQR + I augmente l'état intégral pour contrôler le système en modifiant 

l'état du LQR. 

�̇� = [
𝑥�̇�

𝐸�̇�
] = [

�̇� − 𝑥�̇�

𝑥 − 𝑥𝑟
] = [

𝐴 0
𝐶 0

] [
𝑥𝑒

𝐸𝑒
] + [

𝐵
0
] 𝑢 = �̃�𝑥 + �̃�𝑢         (II.24) 

Lorsque −𝑥𝑒 est l’état d’erreur 

𝐸𝑒 est ∫ 𝑒𝑑𝑡 

𝑥𝑟  , est l’entrée de référence et le signal de commande de LQR+I est : 

𝑢𝑒 = −𝑘𝑒𝑥 = −[𝑘𝑒 𝑘𝑖𝑒] [
𝑥𝑒

𝐸𝑒
] = −𝑘𝑒(𝑥 − 𝑥𝑟) − 𝑘𝑖𝑒𝐶 ∫(𝑥 − 𝑥𝑟)𝑑𝑡     (II.25) 

L'augmentation de l'état du terme intégral améliore l'erreur constante du système. Ce 

terme peut éliminer les erreurs et les dépassements du système causés par un modèle 

dynamique incomplet, la friction dans le système [27]. Cette technique peut produire de 

bonnes performances dynamiques et statiques. 
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Figure II.10: Schéma fonctionnel LQR+I. 

En utilisant la conception de la méthode d'essais d'erreurs, nous avons obtenu les 

matrices de pondération 

[
 
 
 
 
100 0 0
0 1 0

0 0
0 0

0 0 1
0 0 0
0 0 0

0 0
1 0
0 10000]

 
 
 
 

 𝑒𝑡 𝑅 = 1 

En utilisant la fonction Matlab lqr, le vecteur de gain de retour 𝑘𝑒 est calculé : 

𝑘𝑒 = [−138.42   − 95.35   − 448.1   − 186.18   100] 

II.6.2. Résultats et discussion 

Après avoir calculé les gains LQR du chariot et du pendule avec pôle de placement, 

nous avons appliqué une référence de 0,1 à la position du chariot et de 0 au pendule, les 

résultats sont présentés à la Fig( II.11) 
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Figure II.11: la réponse d'un pendule inversé sous contrôleur LQR. 

Nous voyons que le chariot prend  1,96 s pour se stabiliser à la référence souhaitée 

avec une erreur très petite. On constate alors que la réponse est très acceptable. Le pendule 

prend 3 s pour se stabiliser sur la référence donnée (Angle 0). 

 On peut dire que le contrôleur  LQR répond aux objectifs de conception.  
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Pour tester notre système s'il est robuste et suit la référence comme nous le souhaitons. 

Nous appliquons une perturbation de 20% à partir de notre référence (0,1) environ 5 secondes 

(15-20 sec) après la simulation, nous obtenons ce résultat illustré à la figure (II.12). 

 

Figure II.12: la réponse d'un pendule inversé avec perturbation sous contrôleur 

LQR. 

On voit que la position du chariot suit la nouvelle référence (0.12) pendant 5s, puis 

revient à la référence initiale comme nous l'avons donné au début avec un petit retard. 
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II.7. Comparaison 

La figure (II.13) montre les résultats des trois contrôleurs linéaires. Nous voyons 

clairement que toutes les réponses suivent la nouvelle référence avec des performances divers 

présenté dans le tableau suivant. 

 

Figure II.13: Réponse du pendule inversé sous les commandes linéaires. 

Tableau II. 3: Tableau de comparaison. 

Contrôleur Temps de 

montée (s) 

Temps 

d'établissement  

(s) 

Dépassement 

(%) 

Erreur (%) 

PID 1.51 6.07 6.16 1.06 

Retour d'état 0.62 2.53 5.33 1.09 

LQR 0.79 1.96 0.84 0.9 

 

D’après le tableau on peut bien conclure que la commande LQR est le plus performant 

(rapidité et précision). 
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Afin de tester la robustesse des différents contrôleurs on applique une perturbation 

externe sur le chariot. La figure suivante présente les réactions des différents contrôleurs. 

 

Figure II.14: Réponse du pendule inversé avec perturbation sous les commandes 

linéaires. 

À partir de la figure (II.14), nous constatons que le contrôleur retour d'état est le plus 

robuste. 

II.8. Conclusion 

Dans ce chapitre, on a présenté des méthodes et des techniques de commande linéaire 

d'un pendule inversé utilisant d'un contrôleur PID et retour d'état et contrôleur LQR et nous 

avons conclu que le contrôleur LQR est le plus performant et commande par retour d'état est 

le plus robuste. 
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III.1. Introduction 

C'est un fait bien connu que les systèmes réels sont tous de nature non linéaire, et bien 

que la plupart d'entre eux puissent être traités par la théorie de la commande linéaire. Les 

progrès technologiques ont produit une grande variété de problèmes et d'applications qui sont 

essentiellement non linéaires. 

Le pendule inversé est l'un des systèmes fortement non linéaires et la meilleure façon 

de le contrôler tout en préservant sa nature est l'utilisation d'un contrôle non linéaire ce qui 

sera l’objectif de ce chapitre. 

III.2. Logique floue 

Logique floue est la plus utilisée dans la commande de systèmes non linéaires 

complexes dans le but de traiter des problèmes de commande qui sont soit difficiles à 

automatiser avec une approche conventionnelle, soit dont les sources d'information sont 

considérées comme imprécises ou incertaines. 

La théorie de la logique floue « FL » a été développée par Lotfi Zadeh en 1960. C'est 

une méthodologie de calcul basée non pas sur des valeurs numériques mais sur des variables 

linguistiques prenant des valeurs linguistiques appartenant au langage humain. Le premier 

contrôleur à logique floue a été proposé par Mamdani en 1974, mais la véritable montée en 

puissance du contrôle à logique floue a commencé au Japon au début des années 1980. 

Par TakagiSugeno et Tongin Cet algorithme de commande est basé sur un ensemble 

de règles floues appelée base de règles. Toutes les règles de l'ordre sont liées par les notions 

d'implication, de composition FLOUE et de règles d'inférence floues [28]. 

III.2.1. Concepts de base de la logique floue 

III.2.1.1. Ensemble flou 

En logique floue, un sous-ensemble A de B est défini par une fonction d'appartenance 

𝑢𝐴(𝑥) pouvant prendre différentes valeurs entre 0 et 1 selon le degré d'appartenance de 

l'élément 𝑥 au sous-ensemble A 

𝑢𝐴(𝑥)  ∈  [ 0 1 ] 
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III.2.1.2. Univers du discours 

C'est l'ensemble des valeurs réelles (l'intervalle numérique) qui peut prendre la 

variable floue, en général l'univers du discours est noté par des majuscules (U, W, . . ). 

III.2.1.3. Variables et valeurs linguistiques 

Une variable linguistique représente un état dans le système à régler ou une variable de 

réglage dans un contrôleur flou Chaque valeur constitue un ensemble flou de l'univers du 

discours Figure (III.1). 

 

Figure III.1: Variables et valeurs linguistiques. 

1. Univers du discours : température de -10 à 14 c 

2. Variables linguistiques : température 

3. Valeurs linguistiques : « froid » « chaud »  

4. Fonction d'appartenance : Nous savons déjà que la logique floue n'est pas une 

logique qui est floue mais une logique qui sert à décrire le flou. Ce flou est mieux caractérisé 
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par sa fonction d'appartenance. En d'autres termes, nous pouvons dire que la fonction 

d'appartenance représente le degré de vérité en logique floue. Les fonctions d'appartenance 

sont représentées par des formes graphiques (fig. III.2.). 

Des études comparatives ont montré qu'avec les différentes formes des fonctions 

d'appartenance, les résultats sont pratiquement similaires en boucle fermée. La forme la plus 

fréquemment utilisée dans l'ordre flou est la fonction triangulaire et le nombre de fonction 

dépend de la précision souhaitée. 

 

Figure III.2: Différents types de fonction d'appartenance. 

III.2.2. Structure d’un contrôleur flou 

La commande floue est l’application la plus utilisée de la logique floue. La structure 

générale d’un contrôleur flou est montrée sur la figure suivante: 
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Figure III.3: Structure générale d’un contrôleur flou. 

Le contrôleur flou comporte essentiellement quatre parties; un bloc de fuzzification, 

une base des règles, un mécanisme d’inférence et un bloc de défuzzification. 

III.2.2.1. Bloc de fuzzification 

 Il sert à transformer les variables numériques non floues provenant des entrées en 

variables linguistiques floues. La fuzzification consiste à définir les fonctions d’appartenance 

pour les différentes variables d’entrées et de sortie. Dans le cas de réglage par la logique 

floue, on utilise en général des formes trapézoïdales et triangulaires pour les fonctions 

d’appartenances. 

III.2.2.2. Base de règles 

Ce bloc permet de déterminer le signal de sortie du contrôleur flou il est constitué d'un 

ensemble de règles données sous la forme « Si. . . Alors. . . ” consistant en toutes les 

informations et connaissances dans le domaine d'application et le résultat de contrôle visé On 

peut écrire les règles d'inférence sous la forme d'une matrice appelée Matrice d'inférence, qui 

est généralement antisymétrique. 

III.2.2.3. Système d'inférence floue 

L'inférence floue est le cœur du contrôleur flou qui a la capacité de simuler des 

décisions humaines l'utilisation floue de variables transformées par fuzzification et de règles 

d'inférence pour créer et déterminer des variables floues de sortie [29] 
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1. L'inférence de type Mamdani s'attend à ce que les fonctions d'appartenance de sortie 

soient des ensembles flous. Après le processus d'agrégation, il existe un ensemble flou pour 

chaque variable de sortie, qui nécessite une défuzzification. 

2. La méthode Sugeno d'inférence floue est similaire à la méthode Mamdani à bien des 

égards. Les deux premières parties du processus d'inférence floue, fuzzifier les entrées et 

appliquer l'opérateur flou, sont exactement les mêmes. 

La principale différence entre les inférences floues de type Mamdani et de type 

Sugeno est que les fonctions d'appartenance de sortie ne sont linéaires ou constantes que pour 

l'inférence floue de type Sugeno. 

III.2.2.4. Défuzzification 

La dernière étape pour avoir un système flou Il existe plusieurs méthodes de 

défuzzification, la plus utilisée est la méthode du centre de gravité. 

Nous avons utilisé la méthode Sugeno-Takagi pour concevoir le contrôleur de logique 

floue. Les valeurs d'entrée du contrôleur sont des variables linguistiques : l'angle, la vitesse 

angulaire, la position et la vitesse. 

Les fonctions d'appartenance pour les valeurs d'entrée sont illustrées dans les Fig.III.4, 

Fig.III.5, Fig.III.6 et Fig.III.7 

Les valeurs de toutes les variables linguistiques ont été définies comme les ensembles 

suivants : négatif (N), positif (P). 
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Figure III.4: Fonction d'appartenance de l'angle . 

 

Figure III.5: Fonction d'appartenance de la vitesse angulaire. 
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Figure III.6: Fonction d'appartenance de la position. 

 

Figure III.7: Fonction d'appartenance de la vitesse. 
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La sortie du contrôleur est la force F appliquée au chariot, les fonctions d'appartenance 

de sortie du pendule inversé illustrées à la Fig.III.8, Fig.III.9 

 

Figure III.8: Force du pendule. 

 

Figure III.9: Force de position du chariot. 
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Le dernier élément de conception du contrôleur flou est la connexion des ensembles 

flous d'entrée avec les ensembles de sortie au moyen de règles sous la forme d'instructions 

conditionnelles si-alors. La base de règles est représentée dans la Fig.III.10 et la surface dans 

III.11 

 

Figure III.10 : (a) : règles de chariot, (b) : règles de pendule. 

 

Figure III.11 : (1) : surface du chariot, (2) : surface du pendule. 
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Par tâtonnements nous avons choisi le gain de flou comme (FigIII.12) : 

1. La position du chariot 𝑘1  =  150, 𝑘2  =  255 

2. Pendule angulaire 𝑘1  =  200, 𝑘2 =  255 

 

Figure III.12 : Bloc Simulink sous le contrôleur Flou. 

III.2.3. Flou avec PI 

Afin de minimiser l'erreur en régime permanent, nous ajoutons PI (Fig.III.13) Avec 

des essais et des erreurs,  

Nous avons choisi le gain de PI comme : 

1. La position du chariot 𝑘𝑝 =  1,  𝑘𝑖  =  1 

2. Pendule angulaire 𝑘𝑝  =  1,  𝑘𝑖  =  0,05 

 

Figure III.13 : Bloc Simulink sous le contrôleur Flou avec PI. 
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II.2.4. Résultats et discussion 

• Logique floue 

Sur la base des règles du chariot et du pendule, nous avons appliqué une référence de 

0,1 à la position du chariot et de 0 au pendule, les résultats sont présentés sur la figure (III.14) 

 

Figure III.14 : Réponse d'un pendule inversé sous le contrôleur Flou. 



Chapitre III Commande non linéaire d'un pendule inversé 

 

Commande linéaire et non linéaire appliquées à un pendule inversé 54 

 

Nous voyons que le chariot prend 5,887 s pour se stabiliser à la référence souhaitée 

avec une erreur très petite. On constate alors que la réponse est très acceptable. Le pendule 

prend 5s pour se stabiliser sur la référence donnée (Angle 0). 

 On peut dire que le contrôleur Floue répond aux objectifs de conception 

Pour tester notre système s'il est robuste et suit la référence comme nous le souhaitons. 

En appliquant une perturbation de 20 % à partir de notre référence (0,1) environ 5 secondes 

(15-20 sec) après la simulation, nous obtenons ce résultat illustré à la Fig (III.15). 

 

Figure III.15 : Réponse d'un pendule inversé avec perturbation sous le contrôleur 

Flou. 
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On voit que la position du chariot suit la nouvelle référence (0.12) pendant 5s, puis 

revient à la référence initiale comme nous l'avons donné au début avec un petit retard. 

• Logique floue avec PI 

Après avoir mis les règles du chariot et du pendule, nous avons appliqué une référence 

de 0,1 à la position du chariot et de 0 au pendule, les résultats sont présentés sur la figure 

(III.16). 

 

Figure III.16 : Réponse d'un pendule inversé sous le contrôleur Flou avec PI. 

Nous voyons que le chariot prend 6,25 s pour se stabiliser à la référence souhaitée 

avec une erreur très petite. On constate alors que la réponse est très acceptable. Le pendule 

prend 8 s pour se stabiliser sur la référence donnée (Angle 0). 

 On peut dire que le contrôleur Floue avec PI répond aux objectifs de conception 
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Pour tester notre système s'il est robuste et suit la référence comme nous le souhaitons. 

En appliquant une perturbation de 20 % à partir de notre référence (0,1) environ 5 secondes 

(15-20 sec) après la simulation, nous obtenons ce résultat illustré à la Fig (III.17) 

 

Figure III.17 : Réponse d'un pendule inversé avec perturbation sous le contrôleur 

Flou avec PI. 

On voit que la position du chariot suit la nouvelle référence (0.12) pendant 5s, puis 

revient à la référence initiale comme nous l'avons donné au début avec un petit retard. 
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III.3. Commande par mode glissant 

La commande par mode glissant (SMC) est une technique de contrôle non linéaire 

présentant des propriétés remarquables de précision, de robustesse et de facilité de réglage et 

de mise en œuvre. Les systèmes SMC sont conçus pour conduire les états du système sur une 

surface particulière dans l'espace d'état, appelée surface de glissement (Fig.III.18). Il est basé 

sur deux étapes.  

 

Figure III.18 : Convergence du système glissant. 

III.3.1 Surface de glissement 

La surface de glissement est conçue pour avoir un ordre réduit du système et une 

dynamique souhaitée.  

La surface de commutation est linéaire invariante dans le temps et exponentiellement 

stable.  

La surface de commutation est définie en fonction de l'erreur entre les états du système 

et la valeur de référence des états si un contrôle de suivi est souhaité [30].  
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Le contrôle du suivi est souhaité. Soit 𝑒 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖𝑑  où 𝑥𝑖 = 𝑖é𝑚𝑒 variable d'état et   

 𝑥𝑖𝑑 = référence du  𝑖é𝑚𝑒 état et 𝑖 =  1, 2, . . . 𝑛,  où n est l'ordre du système d'origine. Ensuite, 

la surface de commutation peut être définie comme suit : 

𝑆(𝑒) = (
𝑑

𝑑𝑡
+ 𝜆)

𝑛−1

𝑒                          (III.1) 

où λ est un paramètre de réglage qui définit certaines propriétés souhaitées dans la 

dynamique de la surface comme la constante de temps de la surface et il est constant positif. 

e(t) : La différence entre la variable contrôlée et sa référence. 

n: Le degré relatif, il représente le nombre de fois où la surface doit être dérivée pour 

faire apparaître le contrôle. 

III.3.2. Conception de la commande par mode de glissement 

La deuxième étape concerne la sélection d'une loi de commande qui rendra la surface 

de commutation attractive pour l'état du système. 

𝑢 = 𝑢𝑒𝑞𝑢 + 𝑢𝑑 

𝒖𝒆𝒒𝒖:  est proposé par Fillipov et Ut-kin, il sert à maintenir la variable à contrôler sur 

la surface de glissement 𝑆(𝑥) = 0. Il est introduit en considérant que 𝑆(𝑥) = 0 ⇒ �̇�(𝑥) = 0 

𝒖𝒅: est introduit pour vérifier la condition de convergence 𝑆(𝑥). �̇�(𝑥) = 0 

�̇�(𝑆(𝑥)) = 𝑆(𝑥). �̇�(𝑥)               (III.2) 

Pour assurer �̇�  <  0, la loi de retour d'état ou doit être choisie telle que 

{ �̇� < 0       𝑠𝑖    𝑆 > 0 
�̇� > 0      𝑠𝑖     𝑆 < 0  

                       (III.3) 

 

La loi de commande u est choisie telle que  

𝑢 = {
𝑢+    𝑠𝑖     𝑆(𝑥) > 0
𝑢−  𝑠𝑖       𝑆(𝑥) < 0

                   (III.4) 
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III.3.2.1. Fonction de signe pour la commande du mode glissant 

{
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆(𝑥)) = +1 𝑠𝑖     𝑆(𝑥) > 0

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆(𝑥)) = −1 𝑠𝑖    𝑆(𝑥) < 0
         (III.5) 

             𝑢𝑑 = 𝑘 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆(𝑥))                    (III.6) 

 

 

Figure III.19 : Fonction de signe. 

III.3.2.2. Fonction Sat pour la commande du mode glissant. 

𝑠𝑎𝑡(𝑠) = {

𝑠

∅
                       𝑠𝑖  |

𝑠

∅
| ≤ 1

𝑠𝑖𝑔𝑛 (
𝑠

∅
 )           𝑠𝑖 |

𝑠

∅
| > 1

        (III.7) 

𝑢𝑑 = 𝑘 𝑠𝑎𝑡(𝑆(𝑥)) 
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Figure III.20 : Fonction de Sat. 

III.3.2.3. Fonction intégrale pour la commande en mode glissant 

𝑢𝑑 = 𝑘
𝑆(𝑥)

|𝑆(𝑥)|+𝑙
           (III.8) 

 

Figure III.21 : Fonction d’intégrale. 

Pour le système non linéaire, on suppose que l'erreur entre la position souhaitée et la 

position courante de 𝑒1 = 𝑥1 − 𝑥𝑟𝑒𝑓 , 𝑒2 = 𝑥3 et la surface de glissement choisie est : 

                 𝑠 = �̇� + 𝜆𝑒                      (III.9) 
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                 𝑠 = 𝜆1𝑥1 + 𝑥2 + 𝜆3𝑥3 + 𝑥4   (III.10)  

          

        Chariot      pendule  

                     �̇� = 𝜆1𝑥2 + �̇�2 + 𝜆3𝑥4 + �̇�4          (III.11) 

où 

                 {
�̇�2 = 𝑓1(𝑥) + 𝑔1(𝑥). 𝑢𝑒𝑞

�̇�4 = 𝑓2(𝑥) + 𝑔2(𝑥). 𝑢𝑒𝑞
                       (III.12) 

Afin de minimiser le broutage nous avons choisi la fonction sat, la loi de commande 

en mode glissant suivante est supposée : 

 𝑢 =
1

𝑔1(𝑥)+𝑔2(𝑥)
(𝜆1𝑥2 − 𝑓1(𝑥) + 𝜆3𝑥4 − 𝑓2(𝑥) + 𝑘𝑠𝑎𝑡(𝑠)) 

 

                                                           𝑢𝑒𝑞𝑢                                         𝑢𝑑 

Nous avons choisi : 

𝜆1  =  1,2  

𝜆3  =  9  

𝑘 =  10 

III.3.3. Résultats et discussion 

Après avoir calculé la loi de commande du chariot et du pendule, nous avons appliqué 

une référence de 0,1 à la position du chariot et de 0 au pendule, les résultats sont présentés sur 

la figure (III.22) 
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Figure III.22 : Réponse d'un pendule inversé sous le contrôleur par mode glissant. 

Nous voyons que le chariot prend 3,42 s pour se stabiliser à la référence souhaitée 

avec une erreur très petite. On constate alors que la réponse est très acceptable. Le pendule 

prend 4,8 s pour se stabiliser sur la référence donnée (Angle 0). 

On peut dire que le contrôleur mode glissant répond aux objectifs de conception. 

Pour tester notre système s'il est robuste et suit la référence comme nous le souhaitons. 

En appliquant une perturbation de 20 % à partir de notre référence (0,1) environ 5 secondes 

(15-20 sec) après la simulation, nous obtenons ce résultat illustré à la Fig (III.23) 
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Figure III.23 : Réponse d'un pendule inversé avec perturbation sous le contrôleur par 

mode glissant. 

On voit que la position du chariot suit la nouvelle référence (0.12) pendant 5s, puis 

revient à la référence initiale comme nous l'avons donnée au début avec un petit retard. 
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III.4. Linéarisation à rétroaction 

La linéarisation par rétroaction est une technique puissante pour l'analyse et la 

conception de systèmes non linéaires. L'idée centrale de cette approche est de transformer 

algébriquement la dynamique du système non linéaire en un système entièrement ou 

partiellement linéarisé afin que les techniques de contrôle par rétroaction puissent être 

appliquées [31]. 

Pour tout système non linéaire qui est linéaire en entrée et non linéaire dans les états 

de la forme  

𝑥 ̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢

 𝑦 = ℎ(𝑥)                  
 

III.4.1. Dérivée de lie 

Considérons une fonction scalaire ℎ ∶ 𝐷 ∁ 𝑅𝑛  → 𝑅 et définissons un champ vectoriel 

𝑓 ∶ 𝐷 ∁ 𝑅𝑛  → 𝑅. 

La dérivée de Lie de ℎ par rapport à f, notée 𝐿𝑓ℎ, est donnée par 

𝐿𝑓ℎ(𝑥) =
𝜕ℎ

𝜕𝑥
 𝑓(𝑥)                       (III.13) 

ℎ̇ =
𝜕ℎ

𝜕𝑥
�̇� = 𝐿𝑓ℎ + 𝐿𝑔ℎ𝑢             (III.14) 

La loi de commande linéarisant est : 

𝑢 =
1

𝐿𝑓𝐿𝑔ℎ 
(−𝐿𝑓

2ℎ + 𝑣)               (III.15) 

𝑣 est la nouvelle variable d'entrée de contrôle et peut être choisi si le degré relatif est 2 

comme : 

 

     𝑣 = [𝐾1 𝐾2] [
𝑥1

𝑥2
]                      (III.16) 
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La sortie est la position  

ℎ(𝑥) = 𝑥1 = [1 0 0 0] [

𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4

] 

Ensuite, nous pouvons maintenant prendre la dérivée de Lie de la fonction de sortie 

jusqu'à ce que l'entrée de contrôle apparaisse 

ℎ̇ =
𝜕ℎ

𝜕𝑥
�̇� = 𝐿𝑓ℎ + 𝐿𝑔ℎ𝑢 = [1 0 0 0] [𝑓1(𝑥)] + [1 0 0 0] [𝑔1(𝑥)]𝑢 = 𝑥2 

Prendre la 2éme dérivée 

ℎ̈ =
𝜕ℎ̇

𝜕𝑥
�̇� = 𝐿𝑓

2ℎ + 𝐿𝑓𝐿𝑔ℎ𝑢 = [0 1 0 0] [𝑓1(𝑥)] + [0 1 0 0] [𝑔1(𝑥)]𝑢 

ℎ̈ = �̈� 

La loi de commande linéarisant est choisie comme  

𝑢 =
1

𝐿𝑓𝐿𝑔ℎ 
(−𝐿𝑓

2ℎ + 𝑣) 

𝑢 =
∆

𝑚 𝐿2 + 𝐼
[
(𝑚𝐿 cos 𝜃)(𝑚𝑔𝐿 sin 𝜃 − 𝑑�̇�) − (𝑚𝐿𝜃2 sin 𝜃 − 𝑏�̇�2)(𝑚𝐿2 + 𝐼)

∆
+ 𝑣] 

est la nouvelle variable d'entrée de commande et peut être choisie comme 

𝑣 = [𝐾1 𝐾2] [
𝑥1

𝑥2
] 

𝐾1 = 𝐾2 = 20 

 

La sortie est angle 

 

ℎ(𝑥) = 𝑥3 = [0 0 1 0] [

𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4

] 
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Ensuite, nous pouvons maintenant prendre la dérivée de Lie de la fonction de sortie 

jusqu'à ce que l'entrée de contrôle apparaisse 

 

ℎ̇ =
𝜕ℎ

𝜕𝑥
�̇� = 𝐿𝑓ℎ + 𝐿𝑔ℎ𝑢 = [0 0 1 0] [𝑓2(𝑥)] + [0 0 1 0] [𝑔2(𝑥)]𝑢 = 𝑥4 

 

Prendre la 2éme dérivée 

ℎ̈ =
𝜕ℎ̇

𝜕𝑥
�̇� = 𝐿𝑓

2ℎ + 𝐿𝑓𝐿𝑔ℎ𝑢 = [0 0 0 1] [𝑓2(𝑥)] + [0 0 0 1] [𝑔2(𝑥)]𝑢 

ℎ̈ = �̈� 

 

La loi de commande linéarisant est choisie comme  

𝑢 =
1

𝐿𝑓𝐿𝑔ℎ 
(−𝐿𝑓

2ℎ + 𝑣) 

𝑢 =
−∆

𝑚𝐿 cos 𝜃
[
−(𝑚 + 𝑀)(𝑚𝑙𝑔 sin 𝜃 − 𝑑�̇�) + (𝑚𝐿 cos 𝜃)(𝑚𝐿�̇�2 sin 𝜃 − 𝑏�̇�)

∆
+ 𝑣] 

est la nouvelle variable d'entrée de commande et peut être choisie comme 

𝑣 = [𝐾3 𝐾4] [
𝑥3

𝑥4
] 

𝐾3 = 𝐾4 = 20 

 

III.4.2. Résultats et discussion 

Après avoir calculé le gain de contrôle K du chariot et du pendule, nous avons 

appliqué une référence de 0,1 à la position du chariot et de 0 au pendule, les résultats sont 

présentés sur la figure (III.24) 
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Figure III.24 : Réponse d'un pendule inversé sous contrôleur de linéarisation de 

rétroaction. 

Nous voyons que le chariot prend 3,75 s pour se stabiliser à la référence souhaitée 

avec une erreur très petite. On constate alors que la réponse est très acceptable. Le pendule 

prend 6s pour se stabiliser sur la référence donnée (Angle 0). 

 On peut dire que le contrôleur  LQR répond aux objectifs de conception. 

Pour tester notre système s'il est robuste et suit la référence comme nous le souhaitons. 

En appliquant une perturbation de 20 % à partir de notre référence (0,1) environ 5 secondes 

(15-20 sec) après la simulation, nous obtenons ce résultat illustré à la Fig (III.25) 
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Figure III.25 : Réponse d'un pendule inversé avec perturbation sous contrôleur de 

linéarisation de rétroaction. 

 

On voit que la position du chariot suit la nouvelle référence (0.12) pendant 5s, puis 

revient à la référence initiale comme nous l'avons donné au début avec un petit retard. 
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III.5 Comparaison 

La figure (III.26) montre les trois contrôleurs non linéaires, nous voyons que tous 

suivent la nouvelle référence et le plus rapide est la commande par mode glissant. 

 

Figure III.26 : Réponse du pendule inversé sous les commandes non linéaires. 

Tableau III. 1: Tableau de comparaison. 

Contrôleur Temps de 

montée (s) 

Temps 

d'établissement  (s) 

Dépassement (%) Erreur (%) 

Flou PI 3.38 6.25 0 0 

Mode glissant 0.88 3.42 6.21 1.04 

Linéarisation 

rétro 

2.08 3.75 3.75 1.2 

 

Nous effectuons des perturbations pour les trois contrôleurs linéaires en même temps 

pour voir quel contrôleur est robuste. 
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Figure III.27 : Réponse du pendule inversé avec perturbation sous les commandes non 

linéaires. 

Nous voyons que le contrôleur par mode glissant est le plus robuste. 

III.6. Conclusion 

Dans ce chapitre, on a présenté des méthodes et des techniques de commande non 

linéaire d'un pendule inversé, Qui sont Le contrôleur flou et par mode glissant et commande 

de linéarisation par rétroaction et nous avons conclu que le contrôleur par mode glissant est le 

plus rapide et le plus robuste. 
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Conclusion générale 

Dans ce travail, différentes techniques de commande non linéaires et linéaires ont été 

conçues et mises en œuvre avec succès sur le pendule inversé. 

 Premièrement, nous avons donné des généralités sur le pendule inversé, ses 

caractéristiques et son principe de fonctionnement. Afin d'analyser le système en boucle 

ouverte, nous avons simulé notre système sous MATLAB SIMULINK et la réponse trouvé 

nous a montré que le pendule inversé est un système dynamique instable. Nous avons ensuite 

développé le modèle non linéaire du système avec sa linéarisation autour du point d'équilibre. 

La représentation de l'espace d'état a été représentée et les fonctions de transfert ont été 

calculées.  

Pour le commander, nous avons tout d'abord conçu les trois contrôleurs linéaires, PID, 

commande par retour d'état et LQR, en plus des trois contrôleurs non linéaires, Logique floue, 

commande par mode glissant et Linéarisation a rétroaction.  

Ensuite un test de robustesse vis-à-vis la perturbation externe a été élaborée. Pour voir 

les performances et la robustesse des différentes contrôleurs, une étude comparative a été 

réalisée entre la technique de contrôle conçue et, comme le montrent les résultats, LQR avait 

un temps de stabilisation court avec un petit dépassement par rapport au PID et à commander 

par retour d'état, pour la robustesse, la commande par retour d'état l'assure.  

La commande par mode glissant a également eu un temps de stabilisation court en 

comparaison avec contrôleur Flou et linéarisation de rétroaction, et c'est toujours la 

commande par mode glissant le plus robuste entre eux. 
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