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Résumé

Stabilisation du pendule inversé est définie comme un probleme du contrdle classique.
L’objectif de cette thése est de donner un apercu des commandes les plus utilisées du pendule
inversé. Apres avoir présenté et décrire le pendule inversé, deux types de commande ont été
congus, linéaire et non linéaire. Toutes les techniques commande congus ont été implémenté
sous MATLAB.

Mots-clés : Pendule inversé, modéle non -linéaire, modele linéaire, commande.
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Abstract

Stabilization of the inverted pendulum is defined as a classical control problem.

The objective of this thesis is to give an overview of the most used commands of the
inverted pendulum. After presenting and describing the inverted pendulum, two types of

control were designed, linear and nonlinear.
All designed control techniques have been implemented under MATLAB.

Keywords: Inverted pendulum, non-linear model, linear model, control.
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Introduction générale

Le développement de la technologie que nous avons vu dans notre vie, a toujours attiré
et nous a rendu curieux et nous demandant comment les machines fonctionnent, comment
elles ont rendu contrdlable et facile a travailler avec elle en utilisant un simple clic, en
particulier le systéme d’équilibrage vertical et de controle d’attitude comme les missiles, les
avions, 1’aérospatiale, le vol par satellite sont un grand mystére comme comment ils peuvent
étre controlés et stabilisés dans les airs sans tomber. Tout cela libéré par des scientifiques qui
proposent plusieurs méthodes de commande. En outre, les industries modernes doivent
obtenir les meilleurs résultats pour le contr6le des systémes afin de les faire fonctionner aux

limites des contraintes.

De nos jours, le champ automatique joue un réle important en matiere de contrdle des
systémes. L utilisation de 1’automatique est plus avancée et largement utilisée dans différents
domaines (Robotique, Agronomique, Industries, Médical... etc.). Le systéme de contréle est
basé sur plusieurs méthodes (LQR, Logique flou, PID... etc.) pour rendre le systéme robuste
et lui donner une bonne fonctionnalité. De la référence la plus populaire pour I’enseignement
et la recherche en théorie du contréle est le pendule inversé dans lequel ce systéeme est une
représentation de laboratoire simple et précieuse du systeme mécanique sous-actionné, en
raison de ses propriétés qui est une dynamique non linéaire et instable et il a deux degrés de

liberté et un couplage fort avec un ordre supérieur.

Ces propriétés rendent sa conception de contrdle difficile, atteindre sa stabilité est plus
difficile qu’il n’y parait et sa nature permet de tester diverses méthodes de controle, en plus de

nous faire comprendre les autres problémes de contrdle connexes et de le résoudre facilement.

Le pendule inversé avait attendu le début du XXe siécle pour avoir les premiéres
découvertes autour de son systeme dynamique [1]. Le premier qui 1’a démontré fut
Stephenson en 1908 que le pendule inversé pouvait étre stabilisé en appliquant des
oscillations harmoniques rapides, verticales et a sa base [2], en plus c’est lui qui a mis les

conditions de stabilité pour les pendules inversés doubles et triples en 1909 [3].

En 1932, Lowenstern développe les équations génerales du mouvement pour les

pendules inversés [4].
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Ce n’est que dans les années 1960 que la dynamique des pendules inversés a été bien
comprise. Dans leur article, History of Inverted Pendulum[5], les auteurs présentent plusieurs
des premiers traitements de la littérature entre 1960 et 1970 et de I’Etat que Roberge a
démontré une premiére solution au systéeme a pendule inversé unique a M.I.T. dans sa thése
de baccalauréat bien nommée, The Mechanical Seal [6], supervisée par Leonard Gould. Ils
affirment eégalement que Donald, Higdon et Cannon ont décrit, en 1963, des systemes a
pendule inversé indépendants a I’Université de Stanford [7] et que Schaefer et Cannon ont
discuté, en 1966, des systémes de pendule inversé articulés et flexibles [8]. C’est justement
avec le décollage de la théorie du contrdle et de la robotique a la fin des années 1960 que le
pendule inversé devient le systeme le plus populaire, entre autres, pour 1’enseignement et la

recherche [1].

Des solutions d’un grand intérét sont alors proposées pour résoudre divers problemes
de contr6le. Dans un premier temps, le probleme de stabilisation autour de la position
verticale [9, 10] et le probléme de basculement [11, 12] sont résolus indépendamment. A la

derniere étape, la solution complete est alors proposee [13, 14].

Quelques solutions sont ensuite a suivre pour résoudre le probleme de suivi [15, 16] et

le probléme du contréleur basé sur I’observateur avec principe de séparation [17, 18].

Il est important de noter que la structure simple du modele a pendule inversé
permettant d’effectuer des validations expérimentales est I’'une des principales motivations de

I’utilisation de ce repére dans 1’éducation et dans la recherche [1].

L’objectif de notre étude est d’appliquer quelques techniques de commandes linéaires
et non linéaires a un pendule inversé simple afin de le stabilisé. Ensuite une comparaison
entre les techniques a été élaborée pour cela notre  mémoire sera subdivisé en trois grands

chapitres :

Dans le premier chapitre nous avons décrivez les caractéristiques générales du systéme
pendule inversé et nous expliquons ses applications variées, par la suite nous élaborons son

modele mathématique en se basant sur le formalisme d’Euler-Lagrange.

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons concevoir des commandes linéaires pour

contréler le systeme de pendule inversé que nous avons étudié.

Commande linéaire et non linéaire appliquées a un pendule inversé 2
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Et le troisieme chapitre nous allons synthétiser des commandes non linéaires les plus

utilisées.

A la fin de ce mémoire, nous ferons une conclusion générale sur I’ensemble de ce

travail et on suggérera des perspectives de continuité de travail.

Commande linéaire et non linéaire appliquées a un pendule inversé 3
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Chapitre | Description et modélisation du systeme pendule inversé

1.1. Introduction

Nous avons déja presque tous un jour essayé 1’expérience de stabilisation d’un baton
sur notre index. Afin de maintenir ce baton en equilibre, nous devons déplacer notre index de
facon a contrecarre en permanence son basculement. C’est exactement le méme défi que
propose le systéme automatise du pendule inversé. Alors que cet exercice semble assez simple
et instinctif pour I’homme, il sera nécessaire de définir des stratégies précises pour assurer le
maintien automatisé du pendule inversé. Bien évidemment, les performances obtenues grace a

un systeme automatisé sont de loin supérieures a celles qui seraient obtenues par I’homme.

Actuellement, le pendule inversé est au centre de nombreuses recherches dans divers
domaines scientifiques. Il est devenu I’'un des outils didactiques les plus importants de
I’automatique, et pratiquement tous les services universitaires d’automatique sont dotés d’un
systeme pendule inversé. Avec ces différentes formes (simple, double, rotatif..), le pendule
inversé permet de modéliser plusieurs autres systémes rencontrés dans 1’industrie et méme

dans la vie de tous les jours.

Dans ce chapitre, nous décrivons les caractéristiques générales du systeme pendule
inversé et nous expliquons ses applications variées, par la suite nous élaborons son modeéle
mathématique en se basant sur le formalisme d’Euler-Lagrange. Enfin nous présentons ce

systeme dans 1’espace d’état ainsi que les résultats de simulation.
1.2.Qu’est-ce qu'un pendule ?

Pendule inverse est un systéme dynamique multi variable non linéaire instable , il est
un outil trés pédagogique et possede des fonctionnalités treés appréciées des automaticiens
comme bon exemple de systéemes instables et non linéaires, le pendule inverse a été largement

utilisé pour tester les performances des techniques de contrdle (classiques et émergentes)[19].
Pendule inversé que nous considérons est composé de deux éléments (figure 1.1) :

e Un chariot libre en translation le long d’un rail de guidage ;

e Un pendule pesant solidaire du chariot et libre en rotation.

Commande linéaire et non linéaire appliquées a un pendule inversé 5
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E—

Figure 1.1: Pendule inversé en coordonnés généralisées x et 0

1.3.Intérét de I’étude d’un pendule inversé

Les études de pendule inversé sont ideales pour les étudiants en électronique et en
robotique comme nous travaillant dans des laboratoires de recherche, car elles impliquent de
nombreux concepts intéressants : programmation, électronique, automatisation et mécanique
[20].

On cite dans cette section quelques applications de ce concept dans le monde réel dans

des domaines variées :

1.3.1. Domaine de la médecine

L'homme est vu comme un double pendule inversé en série, ses deux axes principaux
sont les chevilles et les hanches. Quand nous sommes debout, nos articulations ont travaillé
dur pour nous y maintenir. Spécialiste du travail Fabrication de protheses (remplacement
chirurgical d'organes, pieces ou dispositifs remplacement, dentiers) pour les fesses a guider a

I'aide d'un modéle double.

Le pendule inversé calcule toutes les contraintes par la prothése, comme montré par la

figure suivante :

Figure 1.2: Corps de I’étre humain vu comme un double pendule inversé.
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Le premier pendule est articulé a la cheville et représente les membres inférieurs
considérés comme groupés. Le second pendule est articulé a la hanche et représente la partie
supérieure du corps. On accélére en se penchant en avant et ont ralenti en se penchant en

arriere. Le systéme est le méme que le pendule inverse 20].

1.3.2. Domaine de Robotique

De méme, le robot est considéré comme un pendule inversé, donc pour que le robot
s'équilibre, il suffit de stabiliser le pendule inversé correspondant a sa position verticale haute
pendant son mouvement et en présence d'autres perturbations. Parfois, nous citons des

exemples de robots qui ont été étudiés et congus sur la base de ce principe [20].

SEGWAY : Il est vu comme un pendule inversé simple (une seule tige) se déplacant a

I’aide de deux roues.

Figure 1.3: Segway

1.3.3. Dans la recherche

Vu sa complexité, le pendule inversé est considéré comme 1’un des meilleurs systémes

pour tester des lois de commande moderne [20].
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1.4. Modélisation d’un pendule inversé

Dans cette partie, nous allons établir les équations du mouvement du pendule inversé,

en se basant sur le schéma de la figure 1.4

m,d

)
.
/e—-

Figure 1.4: Modele d'un pendule inversé.

Soit :
m : masse du pendule b : frottement de déplacement du chariot
M : masse du chariot. X(t) : position du chariot.
I : demi longueur du pendule. 0(t) : I’angle du pendule.
F(t) : force exercée sur le chariot. g : intensité de pesanteur.
d : frottement du pendule. I: Inertie du pendule en son centre de masse.

Dans ce travail on s’intéresse au formalisme d’Euler-Lagrange dans lequel le
lagrangien (L) est défini comme une différence entre 1’énergie cinétique (T) et I’énergie

potentielle (V) du systeme :

L=T-V (1.1)

Commande linéaire et non linéaire appliquées a un pendule inversé 8



Chapitre | Description et modélisation du systeme pendule inversé

1.4.1. Energie cinétique du systeme

Le systéme en mouvement compose du chariot qui se déplace linéairement sur les rails

et le pendule qui se balance sur son axe de rotation (les roues du chariot sont négligeables)

L’¢énergie cinétique du chariot est donnée par :
1.5
Ty = Smx (1.2)
L’énergie cinétique du pendule :
1 2 1,50
Ty = smuc +510 (1.3)
Avec:
v, . Vitesse du centre de gravité du pendule.
6: Vitesse angulaire du pendule.

I : Moment d’inertie du pendule.

La position du centre de gravité du pendule, notée 7 a partir de ces coordonnées est

donnée par :
.= (x+1lsinf)T+ lcosO] (1.4)
T et J Sont respectivement les vecteurs unitaires du repére x et y
D'ou
La vitesse du centre de gravité est exprimée par :
v, = % = (% +10cos0)i— (l0sin@)] (1.5)

En substituant 1’équation (I.5) dans I’équation (I.3), I’expression de 1’énergie cinétique

du pendule devient :
T, = %m(x'2 + 2x16 cos @ + [262cos?0 + 1262sin?0) + %IH'Z (1.6)

Aprés la simplification du terme (cos26 + sin?6 = 1), I’expression de 1’énergie

cinétique s’écrit :

T, = %m(x'2 + 2x10 cos @ + 1262) + %IG'Z (1.7)
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Finalement, 1’énergie cinétique totale chariot-pendule est donc :

T=Ty+T,= %Mx'z + gm(x'2 + 2x10 cos @ + 1262) +§19’2 (1.8)

1.4.2. Energie potentielle du systéme

Le chariot étant en mouvement sur un rail horizontal, seul le pendule en mouvement

possede une énergie potentielle, celle s’est donnée par :

V =mglcos@ (1.9)

1.4.3. Equations d’Euler-Lagrange

Quand on établit les expressions de 1’énergie cinétique T de I’ensemble chariot-
pendule (équation (I.8)) et 1’énergie potentielle du systéeme V (équations (1.9)), on utilise
I’équation générale d’Euler-Lagrange pour déterminer les équations du mouvement de

I’ensemble chariot-pendule :
L = ~Mx? +~m(x? + 2x16 cos 6 + 1262) + 2162 — mglcosf (1.10)
L’équation générale d’Euler-Lagrange est donnée par :

d (0L oL oD
()2, o p
dt \degj oej G| J

(1.12)
€(t): Désigne les degrés de liberté du pendule.

Dg: Désigne ’énergie dissipée par frottement.

F;: Laforce généralisée.

L : Représente le lagrangien (équation (1.1)).

En considérant que le systeme ait deux degrés de liberté, x pour le déplacement
horizontal du chariot et 6 pour la rotation du pendule, la modélisation du systéme selon la loi

générale I’Euler-Lagrange est donnée par :
d (oL oL
«Gs) 5 =F (112)
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Pour le degré de liberté (t) = x(t):

d (L) oL _

() -5=F-bi (113)

ou : F représente la force exercée sur le chariot

La dérivée partielle de lagrangien suivant x s’écrit :
% (Mx + mx + mlcos6.0) = F — bx (1.14)

La premiere équation de Lagrange s’écrit alors :
(M + m)#% + ml.6cos® —mlB?.sind = F —bx  (1.15)
Pour le degré de liberté €(t) = 0(t):

d (0L oL .
E(%) ~ %8 —do (1.16)

La dérivée partielle de lagrangien suivant 6 s’écrit :
% (mlxcos® + ml?6 + 1) — (—mlxsinb. 6 + mgl.sind) = —d6 (1.17)
La deuxieme équation de Lagrange est :
(ml? + N6 + mlx.cos® — mlx.0.sinf + mlx.0.sinf —mgl.sinf =0  (1.18)
Le modele de connaissance du systéme chariot-pendule est donné par le systeme
d’équation suivant :

(M + m)i + bx + ml.6cos® — mlh?.sind = F
(ml? + )6 + mlx.cos® —mgl.sind +d6 =0 (1.19)

Le systeme d'équations (1.19) montre qu'il existe une corrélation entre I'accélération du
chariot x et I'accélération angulaire du pendule 6 Donc, lorsque F=0 (pas de force extérieure),
si on déplace le pendule de son équilibre position, il ne sera affecté que par sa propre inertie,
puis commencera a osciller, et puisque le pendule est fixe au chariot, le chariot commencera

également a se déplacer.
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I1 s’agit du mode¢le non linéaire du pendule inversé. Maintenant, nous allons obtenir X

et g :

[(ml2 +I) mlcosO [aH mgl sind — dé
mlcos@ (m+ M)ILxl Linio? sin@ — bx + F

[é] _ [ml> + 1) mlcos6 - [ mgl sin® — do ](I 20)
X mlcos® (m+M)] Lini? sing — bic + FI°

Le déterminant de matrice S est :
A= I(m+ M) + ml?(m(1 — cos?0) + M)(1.21)
A= I(m + M) + ml*(M + msin?6)(1.22)
Pour simplifier, on prends :
A = mgl sin@ — d6(1.23)

A,= mlO? sin6 — bx + F(1.24)
Alors :

[é] _1 (m+ M)A, —ml cosOA, (1.25)

¥l al-mlcos@r, + (ml? + DA,
Nous choisissons la variable d’état :

4 X1 =X

X, =X (1.26)
X3 = (]
X4 = 0
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e X1 = X3

X, = f1(x) + g1(x).u

563 = x4(|27)

¥5f4 =f2(x) + g2(x).u
Sachant que f(x) et g(x) sont :

—ml cos x3A1 +(I+mlz)(—bx2 +mlsin x3)x42

f1(0) = . (1.28)

I +ml?
g1(x) = —

_ _ : 2
fz (x) _ (m+M)Aq mlcosng( bxy+mlsinx3)xy (|.29)

—ml cos x3

g2(x) = A

1.4.4 Linéarisation :

La linéarisation peut étre utilisée pour donner des informations importantes sur la
facon dont le systeéme se comporte dans le voisinage des points d’équilibre. En reégle générale,
nous apprenons si le point est stable ou instable, ainsi que quelque chose sur la fagon dont le

systéme s’approche (ou s’¢loigne) du point d’équilibre.

L’idée de base est que (dans la plupart des cas) on peut approximer les équations
différentielles non linéaires qui régissent le comportement du systeme par des équations

différentielles linéaires [21].

Nous pouvons résoudre I’ensemble résultant d’ODE linéaires, alors que nous ne

pouvons pas, en général, résoudre un ensemble d’équations différentielles non linéaires.

Selon I’approximation de Taylor des fonctions non linéaires et le retour au point

d’équilibre pour les écarts de petit angle 6 = 0.
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sinf = 0 (1.30)
cosf =1 (1.31)
02=0 (1.32)

etona:
(M + m)% + bx + ml.6cos® — mlh?.sinf = F
(ml? +1)6 + mlx.cos® — mgl.sin® + df = 0

Pour obtenir I’état de I’espace, nous utilisons la matrice Jacobienne et le point
d’équilibre de notre systéme est (0,0,0,0), ce qui signifie que nous I’étudierons et le

contrélerons si une perturbation se produit, le systéme revient a ce point.

La matrice Jacobienne est donnée par :

9h A Oh
o x =
- |92 9% 0%
Jxoug)= x, onp o (1.33)
s  9fs 9fs |
% o =

Avec coefficient de matrice jacobienne, nous faisons de notre équation les équations

algébriques différentielles pour la forme linéarisée ou le systéeme devient :
= 8x = 0, (00, o)X + 0,y (%0, ug)Su  (1.34)
Dans ces conditions,
Xo=0,y0=0

Comme une fonction vectorielle non linéaire est compliquée a résoudre, déterminer

terme a terme les composantes des matrices jacobéennes.

0fh Oh Of1 Ofi
0xqy O0x, Ox3 Oxy
2 92 9 Of
| 9x1  0x; Ox3 Oxy
Jeos = lors or 0 o
0xq 0x, Ox3 0x4
Ofa 0fa Ofs Ofa
L0xq Oxy 0x3  0x4d

(1.35)
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Déterminer maintenant les éléments des matrices Jacobiennes

(ol o
ax1 (x‘u)
of2
= — 0
< 6x1 (x’u)
9fs -0 _
dxq (x,u) - 0x1 X4 - 0 (|.36)
Of4
—_ — 0
\ 9x1 (xu)
(on| _4
axz (x'u)
9f2 —b(ml?+I)
< axzl (yyy  I(M+m)+MmI? (1.37)
of3
== =0
axz (x,u)
Of4 _ mib
\ 0xzl ()~ 1M4m)+MmI
(] _
6x3 (x'u)
9f2 -m?l’g
< ax3l (yyy  I(M+m)+MmI? (1.38)
of3
—_ — O
BX3 (x’u)
Of4 mgl(m+M)
\ 9x3 (xu) T I(M+m)+MmiZ
[ 9f1 —0
aX4 (x‘u)
of2 bmld
< 0xal () T I(M+m)+Mmi? (1.39)
of3
—_ — 1
6x4 (x’u)
9f4 —d(M+m)
\ 0%l (x T I(M+m)+MmIZ
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Maintenant dérivée des termes non linéaires par rapportau :

-0f 4
du
of,

_ | ou
](xO'UQ) - % (|'40)
du
%
_au_

Déterminer maintenant les éléments des matrices Jacobiennes u

[ of1 ~ 0
u (x'u)
Aa|  ___DLimE

< oul(xu) "~ I(M+m)+Mmi2 (|41)
9f3
as =0
ou (x'u)
el  ____ m

\ ou l(xu) "~ I(M+m)+Mmi2

1.4.5 Modele d’état de I’ensemble chariot-pendule
La représentation d’état des systemes linéaires est de la forme suivante :
x = Ax + BF
Yy =cx (1.42)

Enfin nous pouvons écrire le modéle d'espace d'état apres toutes ces manipulations :

. 0 1 0 0 0
X1 0 —b(mIZ+1) -m2i%g bmld X1 [+ml?
X | IM+m)+Mmz  I(M+m)+Mmz 1M+ || X2 [ [ vz
.X:3 - 0 0 0 1 X3 0
x'4 0 —-mlb mgl(m+M) —-d(M+m) X4 ml
I(M+m)+Mmli2 [(M+m)+Mmi2 [(M+m)+Mml? I(M+m)+Mml?2

X1
ol 38 ] B
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1.4.6. Fonction de transfert de I’ensemble chariot-pendule
Pour 8 =0

Pour obtenir les fonctions de transfert des équations du systeme linéarisé, il faut
dabord prendre la transformée de Laplace des équations du systeme en supposant des

conditions initiales nulles. Les transformées de Laplace résultantes sont présentées ci-dessous:
(M + m)s2X(s) + bsX(s) + mls?6(S) = U(s) (1.43)
{ (ml? + 1)s?0(S) —mgl.0(S) + dsO(S) = —mls?X(s) (1.44)

Rappelez-vous qu'une fonction de transfert représente la relation entre une seule entrée
et une seule sortie a la fois. Pour trouver notre premiére fonction de transfert pour la sortie
0(s) et une entrée de U(s), nous devons éliminer X(s) des équations ci-dessus. Résolve la

premiére équation pour X(s):

X(S) =

12 d l
[(m +I)s + s+mg ] 9(5) (1.45)
On remplace ensuite ce qui précede dans la premiére équation (M +

(mi%+1)s*+ds+mgl
mls?

(mi?+1)s®+ds+mgl
mls?

m)s? [ ] 0(S) + bs [ ]9(5) —mls?0(S) = U(s) (1.46)

En réarrangeant, la fonction de transfert de pendule est alors la suivante :

0(S) _ -mls
U(s) Hs3+(bg+Nd)s2+(-Nmgl+bd)s—bmgl

(1.47)

Deuxiemement, la fonction de transfert avec la position du chariot X(s) comme sortie

peut étre dérivée d'une maniere similaire pour arriver a ce qui suit :

X(S) _ (ml?+1)s?+ds—-mgl (1.48)
U(s) Hs*+(bq+Nd)s3—(—Nmgl+bd)s?—bmgls
ou
N=m+M
q=ml>+1

H=N@ml?>+1) —m?l?
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Pour8 =m
(ml? + 1)s?0(S) + mgl.8(S) + ds6(S) = mls?X(s) (1.49)
(M + m)s?X(s) + bsX(s) + mls?6(S) = U(s) (1.50)
X(S) = [(m12+1);21:2ds+mgl] 6(S) (151)

La fonction de transfert de pendule est :

0(s) mls

U(s)  Hs3+(bq+Nd)s2+(Nmgl+bd)s+bmgl (1.52)
La fonction de transfert du chariot :
X)) _ (ml?+D)s?+ds+mgl (153

us) Hs*+(bq+Nd)s3+(+Nmgl+bd)s2+bmgls

Les parameétres du pendule inversé ont été prélevés en laboratoire :

Tableau 1.1 : Paramétres de systeme.

g: Gravité 9.81 m/s?

I: Longueur du pendule. (Selon la 0,36a0,4m

configuration)

M : Masse du chariot. 24 kg

m : Masse du pendule 0.23 kg

I: Inertie du pendule (Dépend de la Environ 0,099 kg.m?
configuration)

b : Frottement de déplacement du chariot 0.05 Ns/m

d : Frottement du pendule. bien que négligeable, nécessaire dans le modele
0.005 Nms/rad
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1.5. Elaboration du modeéle avec SIMULINK:

&

Position

—(2)

Angulsr

Figure 1.5: Bloc Simulink non linéaire.

1.6. Résultat de simulation

Nous remarquons (Fig.1.6) et (Fig.1.7) que le systéme linéaire et non linéaire se
comportent comme de la méme maniére et la linéarité simultanément dans le temps, le

résultat confirme I’instabilité :
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Figure 1.6: Réponse de systeme non linéaire.
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Figure 1.7: Réponse de systéme linéaire.
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Nature du pendule inversé, pour que le systéme soit stable, il a besoin d’exigences de
conception. Nous tenterons de contrdler a la fois 1’angle du pendule et la position du chariot.
Pour rendre la conception plus difficile dans cette section, nous proposons les exigences de

conception suivantes :

e Temps de réponse pour x et 8 de moins de 7 secondes.
e Temps de montée pendant x de moins de 5 secondes.
e Dépassement x inférieur a 7 %.

e Erreur a I’état d’équilibre inférieure a 2 %.

1.7. Conclusion

Ce chapitre est consacré a la description et a la modélisation du pendule inversé, suivi
de développement d’un modéle pendule-chariot sur Simulink. Etant donné l'instabilité du
systeme, donc la commande est nécessaire pour le stabiliser autour du point 8 = 0, ce qui
signifie mettre le pendule dans la position vertical, le développement des commandes de

stabilisation sera I’objectif des chapitres suivants.
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Chapitre 11 Commande linéaire d'un pendule inverse

1.1 Introduction

Développer un contrbleur pour un pendule inversé est en fait difficile. Cependant,
jusqu'a présent, il n'existe pas d'outils mathématiques trés généraux pour modéliser ou

contréler des systemes non linéaires [22].

Dans ce chapitre, nous allons synthétiser des commandes linéaires les plus utilisées
PID, Retour d'état et LQR pour stabiliser le systeme de pendule inversé que nous avons étudié
dans le chapitre précédent (Chapitre 1), ensuite nous montrerons les différents résultats de

simulation obtenus avec une comparaison entre elles.

11.2 Controleur PID

Le régulateur PID est la forme de rétroaction la plus courante. C'était un élément
essentiel des premiers régulateurs et il est devenu l'outil standard lorsque le contrble de
processus est apparu dans les années 1940. Dans le controle de processus aujourd'hui, plus de
95 % des boucles de contréle sont de type PID, la plupart des boucles sont en fait un contréle
Pl. Les contr6leurs PID se trouvent aujourd’hui dans tous les domaines ou le contréle est
utilisé.[23]

L'équation PID est donnée par :

u(t) = kye(t) + k; f, e(T)dr + kg (111)

Ou u est le signal de commande et e est I'erreur entre le point de consigne ou la
référence et la valeur d'entrée de commande. Apreés application du transformateur de Laplace,

la fonction de transfert est donnée par :

c(s) =k, + % + kys(11.2)
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v
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K e(t)
Sortie
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(données du récepteur) A

A 0

nC ATmega328p

de(t)
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A 4
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K d

Données angulaire du Gyro
(Angles réel du systeme)

Figure I1. 1: Structure du controleur PID.

ou k,, k; et kysont les gains du régulateur . 1 est base sur trois contrdles qui sont le

contréle proportionnel, intégral et dérivé. Chacun d'eux a un réle et un effet.

Proportionnel (K,,) : L'action u est dosée proportionnellement au résultat a atteindre

et donc a l'erreur e. Le signal de commande est :
u(t) = kye(t) (1.3)

Si kyest grand, la correction est forte et rapide mais le risque de dépassement et
d'oscillations dans la boucle augmente. Cependant, si k,, est petit, la correction est douce et

lente mais il y a moins de risque d'oscillations [24].

La fonction de transfert de I'action proportionnelle est :

G(s) =%=kp (11.4)

Intégrale (K;) : La fonction principale de l'action intégrale est de s'assurer que la
sortie du processus correspond au point de depart en régime permanent. Avec le contrble
proportionnel, il y a normalement une erreur de contrdle en régime permanent. Avec une
action intégrale, une petite erreur positive conduira toujours a un signal de contréle croissant,
et une erreur négative donnera un signal de contrdle décroissant, quelle que soit la taille de
I'erreur [24].

Le signal de commande est :

u(t) = k; f e(7)dr (I11.5)
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Et fonction de transfert de I'action de contrdle intégral est :

_ Ve _k
G(s) = 5o = s (11.6)

L'action dérivée (K,) : Le but de Il'action dérivée est d'améliorer la stabilité en
boucle fermée. Le mécanisme d'instabilité peut étre décrit intuitivement comme suit. En
raison de la dynamique du processus, il faudra un certain temps avant qu'un changement de la
variable de contréle ne soit perceptible dans la sortie du processus. Ainsi, le systeme de

controle sera en retard pour corriger une erreur [24].

Le signal de commande est :
de
u(t) = kdE (1.7)
et le fonction de transfert de l'action dérivée est :

G(s) = % = kys (11.8)

11.3. Méthodes de réglage PID

Pour déterminer le gain PID, les méthodes les plus utilisées sont : essai et erreur et
Ziegler-Nichols, ce dernier est utilisé dans notre cas. La méthode de réglage Zeigler-Nichols

propose deux méthodes différentes :

11.3.1. Méthode de la réponse indicielle

La premiere méthode de conception présentée par Zeigler et Nichols est basée sur un
enregistrement de la réponse indicielle en boucle ouverte du systeme, qui est caractérisée par

deux parameétres.

Les paramétres sont déterminés a partir d'une réponse echelonnée unitaire du
processus. Le point ou la pente de la réponse indicielle atteint son maximum est d'abord

déterminé, et les axes de tangente et de coordonnées donnent les paramétres o et L [24].
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Tableau Il. 1:Méthode de réponse indicielle.

Contréleur

11.3.2. Méthode de réponse en fréquence

Cette méthode est également basée sur une caractérisation simple de la dynamique du
processus. La conception est basée sur la connaissance du point sur la courbe de Nyquist de la
fonction de transfert de processus G(s) ou la courbe de Nyquist coupe I'axe réel négatif. Pour
des raisons historiques, ce point est caractérisé par les paramétres Ku et Tu, appelés gain
ultime et période ultime. Ces paramétres peuvent étre déterminés de la maniére suivante.
Connectez un contréleur au processus, définissez les paramétres de sorte que l'action de
contrdle soit proportionnelle, c'est-a-dire que Ti = o et Tu = 0. Augmentez lentement le gain
jusgu'a ce que le processus commence a osciller. Le gain lorsque cela se produit est Ku et la

période d'oscillation est Tu [24].

Tableau Il. 2 : Méthode de réponse en fréquence.

Controleur

La méthode que nous avons utilisée pour calculer les gains de PID est Ziegler-Nichols,

la deuxiéme.
La fonction de transfert du chariot :

0.389552+0.014675—2.588
5440.0571953+6.80752—0.12945s

G,(s) = (11.9)
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Chapitre 11 Commande linéaire d'un pendule inverse

La fonction de transfert du pendule :

—0.2638s

Go(s) = 53+0.0571952—6.807s— 0.1294 (11.10)
La boucle fermée :
_ Gpo __ kyG(s)
Gpr = 14+Ggo  1+kyG(s) (11.11)
E £ N ,
k G(s) )

Figure I1. 2 : Régulateur proportionnel.

Nous avons appliqué Routh pour connaitre la stabilisation du systeme, puis remplacé

s? = jw pour trouver w

Nous avons obtenu comme suit :

1. Pour le chariot: 0 < k,, < 32.75,pourk, = 05w =04etT, = 27" = 4.58
(

k, = 0.3
y{ Kk =013 (11.12)

\

2. Pour le pendule : k,, > —17.22 ,pour k,, = 17,w = 3.33 et T, = 27” = 0.59

k, = 10.19
k; = 34.04 (11.13)
kg =0.76
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Chapitre 11 Commande linéaire d'un pendule inverse

11.4. Conception et simulation de controleur

MATLAB Simulink a été utilisé pour la simulation des réponses de sortie du pendule
inversé sur la base de I'équation et du schéma fonctionnel susmentionnés. le schéma

fonctionnel du simulink est représenté ci-dessous :

Gotal

X —‘ position

. position
—
control P
o PID Conkoler ‘ | Jo
' angle
From2 angle P
Inverted pendulum stabilization Golo Goto?
Inverted pendulum Linear modeL ' Fom  CONIrOl

Scope

Figure 11. 3: Bloc Simulink d’un pendule inversé sous le contrdleur PID.

Aprés avoir calculé le gain PID du chariot et du pendule, nous avons appliqué une référence

de 0,1 a la position du chariot et de 0 au pendule, PID de la position du chariot :

k, = 0.33k; = 0.009k, = 0.75 et PID du Pendule : k, = 40k; = 5ky = 9.

11.4.1. Résultats et discussion

Les résultats de simulations obtenues, en utilisant le contrdleur PID pour contréler

grandeurs du systéme pendule inversé sont donnés par la figure 111.4
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Figure 11.4 : Réponse du pendule inversé sous le controleur PID.

Nous voyons que le chariot prend 9,04 s pour se stabiliser a la référence souhaitée

avec une erreur trés petit. On constate alors que la réponse est trés acceptable. Le pendule

prend 9 s pour se stabiliser sur la référence donnée (Angle 0).

On peut dire que le controleur répond aux objectifs de conception.
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Pour tester notre systéme s’il est robuste et suit la référence comme nous le
souhaitons. Nous appliquons une perturbation de 20% a partir de notre référence (0,1) environ

5 secondes (15-20 sec) aprés la simulation, nous obtenons ce résultat :

0.15 T T T T T
-
=~ ol _
L
=] = = = Refrence
g 0.05 — Position | =
g
o -
=t
D |:|:1 i i L i i
0 5 10 15 20 25 30
Temps (s)
0.02 T L] T L] T
-
EMJ 0.01 -
LI
% o l\f \/\
oop L 1 1 L 1 1
0 5 10 15 20 25 30
Temps (s)
2 T T T T T
Control
) -
~
g . A
L
E 1 T
[=]
=
::‘ 1 1 1 1 [l
Qo 5 10 15 20 25 30

Temps (s)

Figure 11.5: Réponse du pendule inversé avec perturbation sous contréleur PID.

D’aprés La figure ci-dessus On voit que la position du chariot suit la nouvelle
référence (0.12) pour 5s, puis revenez a la référence initiale comme nous I’avons donné au

début avec un petit retard.

11.5. Commande par retour d'état

Par rapport au controle en boucle ouverte, si notre connaissance du processus n’est pas
précise, par exemple en raison du vieillissement, de la friction, etc., le contrble en boucle
ouverte ne sera pas tres bon, le cas échéant, ou pourrait ne pas fonctionner du tout. Ainsi,
nous utilisons le contrble par retour d'état. Bien s(r, ce manque de connaissances precises

n’est pas la seule raison pour laquelle nous utilisons la commande par retour d'état Parfois
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pour rendre le systéme stable (c’est-a-dire, en gros, pour le faire fonctionner du tout) en

premier lieu, ou pour le faire fonctionner comme souhaité [21].

La méthode du commande par retour d’état complet ou de placement de pdle est une
méthode de conception de contréleur dans laquelle vous déterminez le locus des pdles du

systeme en boucle fermée sur le plan complexe en définissant un gain de contréleur[25].

Boucle ouverte

K

Figure 11.6: Controleur de retour d'état.
Considérons un systeme dynamique linéaire sous la forme d’espace d’état
x = Ax + Bu

y =Cx (1.14)

Dans certains cas, on est capable d’atteindre 1’objectif (par exemple, stabiliser le
systtme ou améliorer sa réponse transitoire) en utilisant la commande par retour d’état

compléte, qui représente une combinaison linéaire des variables d’état, c’est-a-dire:
u=—Kx (11.15)
De sorte que le systéme en boucle fermée, donné par :
x =(A—BK)x
y=Cx (11.16)
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Chapitre 11 Commande linéaire d'un pendule inverse

Les spécifications souhaitées.

Le réle principal de la commande par retour d’état est de stabiliser un systéme donné
afin que toutes les valeurs propres en boucle fermée soient placées dans la moitié gauche du
plan complexe. Le théoréme suivant donne une condition dans laquelle il est possible de
placer des poles du systeme aux emplacements souhaités. En supposant que la paire est
contrélable, il existe une matrice de rétroaction telle que les valeurs propres du systeme en

boucle fermée peuvent étre placées dans des emplacements arbitraires [25].

11.5.1. Retour d'état complet avec bouclage intégrale

La commande par retour d’état augmente 1’état intégral pour controler le systéme en

modifier I’état de commande par retour d'état

X — Xr 0 xe B o B
] [x—xr] o] [Ee] + [O]u—Ax+Bu (11.17)
lorsque —x, est I’état d’erreur
E, est [ edt

x, est ’entrée de référence et le signal de commande de I’état de commande par

retour d'état avec Intégrale est :
u, = —kox = —[k k] E] (11.18)

Les pbles que nous avons choisis :

poles = [-3 -5+ 5 —-5—-5i —-2+2i -2 - 2i]

En utilisant la fonction Place enMatlab, k, est calculé

Les valeurs du gainsont: k, = [ —427.2 —263.4 —1175.1 —451,2 386,4]

11.5.2. Résultats et discussion

Apreés avoir calculé le gain K du chariot et du pendule avec pdle de placement, nous
avons appliqué une référence de 0,1 a la position du chariot et de 0 au pendule.
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Figure 11.7: Réponse du pendule inversé sous la commande par retour d'état.

Nous voyons que le chariot prend 2.53 s pour se stabiliser a la référence souhaitée

avec une erreur trés petite. On constate alors que la réponse est trés acceptable. Le pendule

prend 3 s pour se stabiliser sur la référence donnée (Angle 0).

On peut dire que le contréleur retour d’état répond aux objectifs de conception.
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Pour tester notre systéme s’il est robuste et suit la référence comme nous lesouhaitons.
Nous appliquons une perturbation de 20% a partir de notre référence (0,1) environ 5 secondes

(15-20 sec) apres la simulation, nous obtenons ce résultat:

0.15 T T T T T
-
- _2
a 0.1
Hﬁf = = = Refrence
% 0.05 s Position | =]
2] 0 .
=¥
Dclil L i L i i
0 5 10 15 20 25 30
Temps (s)
0.02 T T T T T
-
% 0.0l N
g N/
ﬁﬂl | 1 L 1 [
0 5 10 15 20 25 30
Temps (s)
Z T T T T T
t =
o
g
¢ N—A~
¥
]
-4 .
5
I
5 | 1 L 1 1
0 5 10 15 20 25 30
Temps (s)

Figure 11.8: Réponse du pendule inversé avec perturbation sous la commande par retour
d'état.
Nous voyons que la position du chariot suit la nouvelle référence (0,12) pendant 5 s,

puis revenons a la référence initiale comme nous le donnons au début avec un petit retard.
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11.6 Controleur LQR (Régulateur Linéaire Quadratique)

Méthode du régulateur quadratique linéaire (LQR) généralement utilisée pour le
contréle des systemes dynamiques linéaires. C'est l'une des techniques de contr6le optimales.
L'algorithme LQR est essentiellement un moyen automatisé de trouver un contréleur de retour
d'état approprié et sa synthese consiste a trouver un gain matriciel K tel que la commande par
retour d'état

u=—-Kx (11.19)
Pour placer arbitrairement les valeurs propres du systéeme en boucle fermée

X =Ax+Bu=x=(A—BK)x (11.20)

R Y
Modele éspace )
- < d'état

kK K/

Figure 11.9: Schéma du régulateur quadratique linéaire (LQR).

Choisir la meilleure matrice de gain K pour stabiliser le systeme sans dépenser trop
d'effort de contréle est un objectif important dans le contrdle optimal. Un équilibre doit étre
trouvé entre la stabilité du systeme en boucle fermée et I'agressivité du controle. Il est
important de prendre en compte les dépenses de contréle pour éviter que le contrdleur ne
réagisse de maniere excessive aux bruits et perturbations haute fréquence, afin que
I'actionnement ne dépasse pas les amplitudes maximales autorisées et que le contrdle ne soit

pas trop colteux. En particulier, la fonction de codt :

J@® = [;(XT(®)QX () + UT(ORU(D))dt (1.21)
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Equilibre le codt d'une réglementation efficace de I'Etat avec le codt du controle. Les
matrices Q et R pondérent respectivement le colt des écarts de I'état a zéro et le codt
d'actionnement. La matrice Q est semi-définie positive et R est définie positive ; ces matrices
sont souvent diagonales et les éléments diagonaux peuvent étre réglés pour modifier

I'importance relative des objectifs de contréle.

Car la fonction de co(t est quadratique, il existe une solution analytique pour les gains

optimaux du contrdleur K, donnée par :
K =R71BTP (1.22)
Ou P est la solution de I'équation algébrique de Riccati (ARE) :
ATP+ PA—PBR™'BTP+(Q =0 (11.23)
La résolution de ARE pour P, et donc pour K, est numériquement robuste et deja
implémentée dans de nombreux langages de programmation [26].
11.6.1. LQR avec contréleur d'action intégrale

Le LQR avec intégrale (LQR+I) est une amélioration du contrdleur du LQR
conventionnel. Le LQR + | augmente I'état intégral pour contrdler le systéme en modifiant
I'état du LQR.

S R R [T AT

X — Xy
Lorsque —x, est I’état d’erreur
E, est [ edt

X, , est ’entrée de référence et le signal de commande de LQR+I est :
X
U, = —kox = —[ke ki EZ] = —ko(x —x,) —ki,C [ (x — x,)dt  (11.25)

L'augmentation de I'état du terme intégral améliore I'erreur constante du systeme. Ce
terme peut éliminer les erreurs et les dépassements du systeme causés par un modele
dynamique incomplet, la friction dans le systeme [27]. Cette technique peut produire de

bonnes performances dynamiques et statiques.
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X, , X b 4

Figure 11.10: Schéma fonctionnel LQR+I.

En utilisant la conception de la méthode d'essais d'erreurs, nous avons obtenu les

matrices de pondération

[
S O OO O
o O O
S O
O - O

En utilisant la fonction Matlab Igr, le vecteur de gain de retour k. est calculé :

k, = [-138.42 —9535 —448.1 -186.18 100]

11.6.2. Résultats et discussion

Aprés avoir calculé les gains LQR du chariot et du pendule avec péle de placement,
nous avons appliqué une référence de 0,1 a la position du chariot et de 0 au pendule, les
résultats sont présentés a la Fig( 11.11)
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Figure 11.11: la réponse d'un pendule inversé sous controleur LQR.

Nous voyons que le chariot prend 1,96 s pour se stabiliser a la référence souhaitée

avec une erreur trés petite. On constate alors que la réponse est trés acceptable. Le pendule

prend 3 s pour se stabiliser sur la référence donnée (Angle 0).

On peut dire que le contréleur LQR répond aux objectifs de conception.
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Pour tester notre systeme s'il est robuste et suit la référence comme nous le souhaitons.
Nous appliquons une perturbation de 20% a partir de notre référence (0,1) environ 5 secondes

(15-20 sec) apres la simulation, nous obtenons ce résultat illustré a la figure (11.12).
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Figure 11.12: la réponse d'un pendule inversé avec perturbation sous contrdleur
LOR.

On voit que la position du chariot suit la nouvelle référence (0.12) pendant 5s, puis

revient a la référence initiale comme nous lI'avons donné au début avec un petit retard.
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11.7. Comparaison

La figure (11.13) montre les résultats des trois controleurs linéaires. Nous voyons
clairement que toutes les réponses suivent la nouvelle référence avec des performances divers

présenté dans le tableau suivant.

Position(m)

1
en
=
—_
n
[:5)
(=]
i
&

Temps (s)
Figure 11.13: Réponse du pendule inversé sous les commandes linéaires.
Tableau Il. 3: Tableau de comparaison.
Controleur Temps de Temps Dépassement Erreur (%)

montée (s) d’établissement (%)

(s)

PID

Retour d'état

LQR

D’apres le tableau on peut bien conclure que la commande LQR est le plus performant

(rapidite et précision).
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Afin de tester la robustesse des différents contrdleurs on applique une perturbation

externe sur le chariot. La figure suivante présente les réactions des différents contréleurs.

—Retir détat
e i

— LOE

Position(m)

004 1 1 1 1 1
D 5 1D 13 20 Z5 3

Temps (s)

Figure 11.14: Réponse du pendule inversé avec perturbation sous les commandes

linéaires.

A partir de la figure (11.14), nous constatons que le contrdleur retour d'état est le plus

robuste.

11.8. Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté des méthodes et des techniques de commande linéaire
d'un pendule inversé utilisant d'un contréleur PID et retour d'état et contr6leur LQR et nous
avons conclu que le contréleur LQR est le plus performant et commande par retour d'état est
le plus robuste.

Commande linéaire et non linéaire appliquées a un pendule inversé 41



Chapitre I11 :
Commande non
linéaire d'un

pendule inversé



Chapitre 111 Commande non linéaire d'un pendule inversé

I11.1. Introduction

C'est un fait bien connu que les systémes réels sont tous de nature non linéaire, et bien
que la plupart d'entre eux puissent étre traités par la théorie de la commande linéaire. Les
progreés technologiques ont produit une grande variété de problemes et d'applications qui sont

essentiellement non linéaires.

Le pendule inversé est I'un des systemes fortement non linéaires et la meilleure fagon
de le contrdler tout en préservant sa nature est l'utilisation d'un contréle non linéaire ce qui

sera I’objectif de ce chapitre.

111.2. Logique floue

Logique floue est la plus utilisée dans la commande de systémes non linéaires
complexes dans le but de traiter des problemes de commande qui sont soit difficiles a
automatiser avec une approche conventionnelle, soit dont les sources d'information sont

considérées comme imprécises ou incertaines.

La théorie de la logique floue « FL » a été développée par Lotfi Zadeh en 1960. C'est
une méthodologie de calcul basée non pas sur des valeurs numériques mais sur des variables
linguistiques prenant des valeurs linguistiques appartenant au langage humain. Le premier
contréleur a logique floue a été proposé par Mamdani en 1974, mais la véritable montée en

puissance du contréle a logigue floue a commencé au Japon au début des années 1980.

Par TakagiSugeno et Tongin Cet algorithme de commande est basé sur un ensemble
de regles floues appelée base de regles. Toutes les régles de I'ordre sont liées par les notions

d'implication, de composition FLOUE et de regles d'inférence floues [28].
111.2.1. Concepts de base de la logique floue

111.2.1.1. Ensemble flou

En logique floue, un sous-ensemble A de B est défini par une fonction d'appartenance
uA(x) pouvant prendre différentes valeurs entre 0 et 1 selon le degré d'appartenance de

I'élément x au sous-ensemble A

uA(x) € [01]

Commande linéaire et non linéaire appliquées a un pendule inversé 43



Chapitre 111 Commande non linéaire d'un pendule inversé

111.2.1.2. Univers du discours

C'est I'ensemble des valeurs réelles (l'intervalle numeérique) qui peut prendre la

variable floue, en général I'univers du discours est noté par des majuscules (U, W, . .).

111.2.1.3. Variables et valeurs linguistiques

Une variable linguistique représente un état dans le systeme a regler ou une variable de

réglage dans un contréleur flou Chaque valeur constitue un ensemble flou de l'univers du

discours Figure (I11.1).

Foncti0111 é:l'appartenance

F =\ — = .‘ -
(]
[ it ’ " ! \
0.8 —:— -— ‘—|l— —’— S \ ’
I v | |\ /
! 1 | Il
Trés fl'-l]'lﬂ Froid ‘I tempéré : \f Chand
l'“ | J\
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4+ - - - - = - -
! ! ‘l Jn,' ‘I. !
i [
0.0 T I Lo l__ﬁ_\i.’:
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Température (°C)

Figure I11.1: Variables et valeurs linguistiques.

1. Univers du discours : température de -10a 14 ¢
2. Variables linguistiques : température

3. Valeurs linguistiques : « froid » « chaud »

4. Fonction d'appartenance : Nous savons déja que la logique floue n'est pas une

logique qui est floue mais une logique qui sert a décrire le flou. Ce flou est mieux caractérisé
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par sa fonction d'appartenance. En d'autres termes, nous pouvons dire que la fonction
d'appartenance représente le degré de vérité en logique floue. Les fonctions d'appartenance

sont représentées par des formes graphiques (fig. 111.2.).

Des études comparatives ont montré qu'avec les différentes formes des fonctions
d'appartenance, les résultats sont pratiguement similaires en boucle fermée. La forme la plus
fréguemment utilisée dans I'ordre flou est la fonction triangulaire et le nombre de fonction

dépend de la précision souhaitée.

Membership functions

Pending Linear Generalize Bell

0.8 1 1 1
0.4 1 1 1

0.0 1 1 1

T T T T T T T T T T T
-0 -5_.0 5 10 -0 -5 0 . 10 -0 -5 _0
Triangle irrapezmdafi Gauss

1.0+ 1 1

0.8 1 1 1

0.6 1 1 1

0.4 1 1 1

0.2 1 1 1

0.0 1 1 1
T T
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Figure 111.2: Différents types de fonction d'appartenance.

111.2.2. Structure d’un controleur flou

La commande floue est 1’application la plus utilisée de la logique floue. La structure

générale d’un contrdleur flou est montrée sur la figure suivante:
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Contréleur flou

| h
i Mécanisme |
i Fuzzification [ ginférence [ | Défuzzification | |

i
| G

u(t)

'(t
F—> Processus it

I
i I
! Base des |
I
I

Figure II1.3: Structure générale d’un contréleur flou.

Le contrdleur flou comporte essentiellement quatre parties; un bloc de fuzzification,

une base des régles, un mécanisme d’inférence et un bloc de défuzzification.

111.2.2.1. Bloc de fuzzification

Il sert a transformer les variables numériques non floues provenant des entrées en
variables linguistiques floues. La fuzzification consiste a définir les fonctions d’appartenance
pour les différentes variables d’entrées et de sortie. Dans le cas de réglage par la logique
floue, on utilise en général des formes trapézoidales et triangulaires pour les fonctions

d’appartenances.

111.2.2.2. Base de regles

Ce bloc permet de déterminer le signal de sortie du contrdleur flou il est constitué d'un
ensemble de régles données sous la forme « Si. . . Alors. . . ” consistant en toutes les
informations et connaissances dans le domaine d'application et le résultat de contrdle visé On
peut écrire les regles d'inférence sous la forme d'une matrice appelée Matrice d'inférence, qui

est généralement antisymétrique.

111.2.2.3. Systeme d'inférence floue

L'inférence floue est le coeur du controleur flou qui a la capacité de simuler des
décisions humaines I'utilisation floue de variables transformées par fuzzification et de régles

d'inférence pour créer et déterminer des variables floues de sortie [29]
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1. L'inférence de type Mamdani s'attend a ce que les fonctions d'appartenance de sortie
soient des ensembles flous. Aprés le processus d'agrégation, il existe un ensemble flou pour

chaque variable de sortie, qui nécessite une défuzzification.

2. La méthode Sugeno d'inférence floue est similaire a la méthode Mamdani a bien des
égards. Les deux premiéres parties du processus d'inférence floue, fuzzifier les entrées et

appliquer I'opérateur flou, sont exactement les mémes.

La principale différence entre les inférences floues de type Mamdani et de type
Sugeno est que les fonctions d'appartenance de sortie ne sont linéaires ou constantes que pour

I'inférence floue de type Sugeno.

111.2.2.4. Défuzzification

La derniére étape pour avoir un systéeme flou Il existe plusieurs méthodes de
défuzzification, la plus utilisée est la méthode du centre de graviteé.

Nous avons utilisé la méthode Sugeno-Takagi pour concevoir le contrdleur de logique
floue. Les valeurs d'entrée du contréleur sont des variables linguistiques : I'angle, la vitesse

angulaire, la position et la vitesse.

Les fonctions d'appartenance pour les valeurs d'entrée sont illustrées dans les Fig.I11.4,
Fig.I11.5, Fig.111.6 et Fig.111.7

Les valeurs de toutes les variables linguistiques ont été définies comme les ensembles

suivants : négatif (N), positif (P).
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Figure 111.4: Fonction d'appartenance de I'angle .
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Figure I11.5: Fonction d'appartenance de la vitesse angulaire.
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Figure 111.6: Fonction d'appartenance de la position.
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Figure 111.7: Fonction d'appartenance de la vitesse.

Commande linéaire et non linéaire appliquées a un pendule inversé -



; Commande non linéaire d'un pendule inversé

La sortie du contrbleur est la force F appliquée au chariot, les fonctions d'appartenance
de sortie du pendule inversé illustrées a la Fig.I11.8, Fig.I11.9
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Figure 111.8: Force du pendule.
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Figure 111.9: Force de position du chariot.
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Le dernier élément de conception du contrbleur flou est la connexion des ensembles
flous d'entrée avec les ensembles de sortie au moyen de régles sous la forme d'instructions
conditionnelles si-alors. La base de régles est représentée dans la Fig.I11.10 et la surface dans
.11

u 2 U :
N P N P
DE N NM NM DE N N P
P PM PM P N P
(a) (b)
Figure 111.10 : (a) : régles de chariot, (b) : regles de pendule.
e
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Figure 111.11 : (1) : surface du chariot, (2) : surface du pendule.
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Par tatonnements nous avons choisi le gain de flou comme (Figlll.12) :
1. La position du chariot k;, = 150, k, = 255

2. Pendule angulaire k;, = 200, k, = 255

Refrence Goto2

Fuzzy Logic — s
Controller of Cart b
S L—
b M 4
a \ I
Derivati e
P
-+ Saturation
B—‘_’ s o ¢ F
) > f >+ position / angle / control
> > > ) Non linear ModeL
>
From - Goto1

1Al

Figure 111.12 : Bloc Simulink sous le contréleur Flou.

111.2.3. Flou avec Pl

Afin de minimiser I'erreur en régime permanent, nous ajoutons Pl (Fig.I11.13) Avec

des essais et des erreurs,
Nous avons choisi le gain de Pl comme :
1. Laposition du chariotk,, = 1, k; = 1

2. Pendule angulaire k,, = 1, k; = 0,05

- =
Controlier of Cart
Cart set point ,@
ar
Derivative " l
m—: = ol > - Saturation
> pxa > >
< Non Linear Model position / angle /
LJ Goto3 control voltage1

. -
Pi(s) L
Al

Pi1 Controller

>

Figure 111.13 : Bloc Simulink sous le contréleur Flou avec PI.
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11.2.4. Résultats et discussion

e Logique floue

Commande non linéaire d'un pendule inversé

Sur la base des regles du chariot et du pendule, nous avons appliqué une référence de

0,1 a la position du chariot et de 0 au pendule, les résultats sont présentés sur la figure (111.14)
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Figure 111.14 : Réponse d'un pendule inversé sous le contréleur Flou.

Commande linéaire et non linéaire appliquées a un pendule inversé

53




Chapitre 111 Commande non linéaire d'un pendule inversé

Nous voyons que le chariot prend 5,887 s pour se stabiliser a la référence souhaitée
avec une erreur tres petite. On constate alors que la réponse est trés acceptable. Le pendule

prend 5s pour se stabiliser sur la référence donnée (Angle 0).
On peut dire que le contréleur Floue répond aux objectifs de conception

Pour tester notre systeme s'il est robuste et suit la référence comme nous le souhaitons.
En appliquant une perturbation de 20 % a partir de notre référence (0,1) environ 5 secondes

(15-20 sec) apres la simulation, nous obtenons ce résultat illustré a la Fig (111.15).
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Figure 111.15 : Réponse d'un pendule inversé avec perturbation sous le contréleur

Flou.
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On voit que la position du chariot suit la nouvelle référence (0.12) pendant 5s, puis

revient a la référence initiale comme nous lI'avons donné au début avec un petit retard.

e Logique floue avec Pl

Aprés avoir mis les régles du chariot et du pendule, nous avons appliqué une référence
de 0,1 a la position du chariot et de 0 au pendule, les résultats sont présentés sur la figure
(111.16).
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Figure 111.16 : Réponse d'un pendule inverse sous le contréleur Flou avec PI.

Nous voyons que le chariot prend 6,25 s pour se stabiliser a la référence souhaitée
avec une erreur trés petite. On constate alors que la réponse est trés acceptable. Le pendule

prend 8 s pour se stabiliser sur la référence donnée (Angle 0).

On peut dire que le contréleur Floue avec PI répond aux objectifs de conception
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Commande non linéaire d'un pendule inversé

Pour tester notre systeme s'il est robuste et suit la référence comme nous le souhaitons.

En appliquant une perturbation de 20 % a partir de notre référence (0,1) environ 5 secondes

(15-20 sec) apres la simulation, nous obtenons ce résultat illustré a la Fig (111.17)
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Figure 111.17 : Réponse d'un pendule inverse avec perturbation sous le contrdleur

Flou avec PI.

On voit que la position du chariot suit la nouvelle référence (0.12) pendant 5s, puis

revient a la référence initiale comme nous lI'avons donné au début avec un petit retard.
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111.3. Commande par mode glissant

La commande par mode glissant (SMC) est une technique de contr6le non linéaire
présentant des propriétés remarquables de précision, de robustesse et de facilité de réglage et
de mise en ceuvre. Les systemes SMC sont congus pour conduire les états du systéme sur une
surface particuliere dans I'espace d'état, appelée surface de glissement (Fig.I11.18). Il est basé

sur deux étapes.

A ~ Surface de glissement

Mode de convergence

Mode de glissement

Etat désiré

Figure 111.18 : Convergence du systéme glissant.

111.3.1 Surface de glissement
La surface de glissement est congcue pour avoir un ordre réduit du systéme et une
dynamique souhaitée.

La surface de commutation est linéaire invariante dans le temps et exponentiellement

stable.

La surface de commutation est définie en fonction de I'erreur entre les états du systéme

et la valeur de référence des états si un contréle de suivi est souhaité [30].
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Le controle du suivi est souhaité. Soit e = x; — x;4 00 x; = i¢™€ variable d'état et
x;q = référence du ™€ étateti = 1,2,...n, ol n est l'ordre du systéme d'origine. Ensuite,
la surface de commutation peut étre définie comme suit :

S(e) = (i+/1)n_1e (11.1)
dt

ou A est un paramétre de réglage qui définit certaines propriétés souhaitées dans la
dynamique de la surface comme la constante de temps de la surface et il est constant positif.

e(t) : La différence entre la variable controlée et sa référence.

n: Le degre relatif, il représente le nombre de fois ou la surface doit étre dérivée pour

faire apparaitre le controle.

111.3.2. Conception de la commande par mode de glissement

La deuxieme étape concerne la sélection d'une loi de commande qui rendra la surface

de commutation attractive pour I'état du systeme.
U= Uggy T Ug

Ueqy: €St propose par Fillipov et Ut-Kin, il sert a maintenir la variable a controler sur

la surface de glissement S(x) = 0. Il est introduit en considérant que S(x) = 0 = S(x) = 0
ug: est introduit pour vérifier la condition de convergence S(x).S(x) = 0
V(S(x)) = S(x).$(x) (111.2)
Pour assurer V < 0, la loi de retour d'état ou doit étre choisie telle que

{5<0 st §>0 (111.3)
S>>0 si S<O0
La loi de commande u est choisie telle que

={u+ si S(x)>0 (111.4)

u-si Sx)<o0
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111.3.2.1. Fonction de signe pour la commande du mode glissant

{sign(S(x)) =+1si Sx)>0 S
sign(S(x)) =—1si S(x) <0 (1115)
ug = k sign(S§(x)) (111.6)
+K
5(x)

Figure 111.19 : Fonction de signe.

111.3.2.2. Fonction Sat pour la commande du mode glissant.

> Si
(0]

sign (%) si

ug = k sat(S(x))

1

SEL
IA

sat(s) = (11.7)

>1

Slw
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sat(s /@)

ol J

Figure 111.20 : Fonction de Sat.

111.3.2.3. Fonction intégrale pour la commande en mode glissant

_ . S
TSl

» (111.8)

P

FE e e

/ -;;_(:-c)

Figure 111.21 : Fonction d’intégrale.

Pour le systeme non lineaire, on suppose que l'erreur entre la position souhaitée et la

position courante de e; = x; — x,.r, €, = x3 et la surface de glissement choisie est :

s=¢é+ e (11.9)
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S = Alxl + xz + A3x3 + x4 (I”lO)
Chariot  pendule
S = /11962 + 5(2 + A3x4 + 5(4_ (“Ill)

ou

(IN.12)

{xz = f1(0) + g1(%). ugq
Xy = f2(x) + g2(%). ugq

Afin de minimiser le broutage nous avons choisi la fonction sat, la loi de commande

en mode glissant suivante est supposée :

1
U= ot (/hxz — f1(0) + A3x4 — () + ksat(s))

Uequ Ug
Nous avons choisi :
A = 1.2
Az =9
k =10

111.3.3. Résultats et discussion

Aprés avoir calculé la loi de commande du chariot et du pendule, nous avons appliqué
une référence de 0,1 a la position du chariot et de 0 au pendule, les résultats sont présentés sur

la figure (111.22)
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Figure 111.22 : Réponse d'un pendule inversé sous le contréleur par mode glissant.

Nous voyons que le chariot prend 3,42 s pour se stabiliser a la référence souhaitée

avec une erreur tres petite. On constate alors que la réponse est tres acceptable. Le pendule

prend 4,8 s pour se stabiliser sur la référence donnée (Angle 0).

On peut dire que le contréleur mode glissant répond aux objectifs de conception.

Pour tester notre systeme s'il est robuste et suit la référence comme nous le souhaitons.

En appliquant une perturbation de 20 % a partir de notre référence (0,1) environ 5 secondes

(15-20 sec) apres la simulation, nous obtenons ce résultat illustré a la Fig (111.23)
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Figure 111.23 : Réponse d'un pendule inversé avec perturbation sous le contréleur par

mode glissant.

On voit que la position du chariot suit la nouvelle référence (0.12) pendant 5s, puis

revient a la référence initiale comme nous lI'avons donnée au début avec un petit retard.
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I11.4. Linéarisation a rétroaction

La linéarisation par rétroaction est une technique puissante pour l'analyse et la
conception de systéemes non linéaires. L'idée centrale de cette approche est de transformer
algébriqguement la dynamique du systéme non linéaire en un systéme entiérement ou
partiellement linéarisé afin que les techniques de contrdle par rétroaction puissent étre
appliquées [31].

Pour tout systeme non linéaire qui est linéaire en entrée et non linéaire dans les états
de la forme

X =f(x)+gu
y = h(x)

111.4.1. Dérivée de lie

Considérons une fonction scalaire h : D CR™ — R et définissons un champ vectoriel

f:DCR"™ - R.

La dérivée de Lie de h par rapport a f, notée Lsh, est donnée par

Leh(x) =22 f(x) (111.13)
:_oh.
h=224=Leh + Lohu (111.14)

La loi de commande linéarisant est :

u=——(-L2h+v) (111.15)

Lngh

v est la nouvelle variable d'entrée de contréle et peut étre choisi si le degreé relatif est 2

comme :

v=[K K, [xl] (111.16)
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La sortie est la position
h(X) = x1 = [1 0 0 0] x3

Ensuite, nous pouvons maintenant prendre la dérivée de Lie de la fonction de sortie

jusgu'a ce que I'entrée de contrble apparaisse

h=g—:5c=th+Lghu=[1 0 0 OI[AMI+[1 0 0 0] [gi(X)]u=x,

Prendre la 2éme dérivée

h= %x = lech +LeLghu=[0 1 0 OJ[A(x)]+[0 1 0 0][g:i(x)]u

h =%
La loi de commande linéarisant est choisie comme

1
LiLgh

u (—szch +v)

A [(mLcos6)(mgLsinf —df) — (mL6? sin 6 — bx,)(mL? + 1) N
Y mE A v

est la nouvelle variable d'entrée de commande et peut étre choisie comme
X1
v=[Ki K] [xz]

K, =K, = 20

La sortie est angle

h(x)=x3=[0 0 1 0]
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Ensuite, nous pouvons maintenant prendre la dérivée de Lie de la fonction de sortie

jusgu'a ce que I'entrée de contrble apparaisse

hzg—;lfchfh+Lghu=[0 0 1 0]l[a()]+[0 0 1 0][g(x)]u==x,

Prendre la 2éme dérivée

. 0h

h = ax =Lih+ LeLlghu=[0 0 0 1][Z0G)]+[0 0 0 1][g.()]u
h=26

La loi de commande linéarisant est choisie comme

—L3h +v)

LiLgh

—A  [-(m+ M)(mlgsing — d8) + (mL cos 8)(mL6? sin @ — bx)
+v
mLcos 6 A

est la nouvelle variable d'entrée de commande et peut étre choisie comme

=t [

111.4.2. Résultats et discussion

Aprés avoir calculé le gain de contrdle K du chariot et du pendule, nous avons

appliqué une référence de 0,1 a la position du chariot et de 0 au pendule, les résultats sont

présentes sur la figure (111.24)
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Figure 111.24 : Réponse d'un pendule inversé sous contrdleur de linéarisation de

rétroaction.

Nous voyons que le chariot prend 3,75 s pour se stabiliser a la référence souhaitée

avec une erreur treés petite. On constate alors que la réponse est trés acceptable. Le pendule

prend 6s pour se stabiliser sur la référence donnée (Angle 0).

On peut dire que le contréleur LQR répond aux objectifs de conception.

Pour tester notre systeme s'il est robuste et suit la référence comme nous le souhaitons.

En appliquant une perturbation de 20 % a partir de notre référence (0,1) environ 5 secondes

(15-20 sec) apres la simulation, nous obtenons ce résultat illustré a la Fig (111.25)
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Figure 111.25 : Réponse d'un pendule inverse avec perturbation sous contrdleur de

linéarisation de rétroaction.

On voit que la position du chariot suit la nouvelle référence (0.12) pendant 5s, puis

revient a la référence initiale comme nous I'avons donné au début avec un petit retard.
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I11.5 Comparaison

La figure (I11.26) montre les trois contréleurs non linéaires, nous voyons que tous

suivent la nouvelle référence et le plus rapide est la commande par mode glissant.

Beférence
Flou PI
Vode gkssant

il -

Position(m)

1 1 1 1 1
o =1 0 15 20 P 30

Temps (s)

Figure 111.26 : Réponse du pendule inversé sous les commandes non linéaires.

Tableau I11. 1: Tableau de comparaison.

Contréleur Temps de Temps Dépassement (%o) Erreur (%)

montée (s) d'établissement (s)

Flou PI 3.38 6.25

Mode glissant 0.88 342

Linéarisation 2.08 3.75
rétro

Nous effectuons des perturbations pour les trois contréleurs linéaires en méme temps

pour voir quel contrbleur est robuste.
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Figure 111.27 : Réponse du pendule inversé avec perturbation sous les commandes non
linéaires.

Nous voyons que le controleur par mode glissant est le plus robuste.

111.6. Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté des méthodes et des techniques de commande non
linéaire d'un pendule inversé, Qui sont Le contréleur flou et par mode glissant et commande
de linéarisation par rétroaction et nous avons conclu que le contréleur par mode glissant est le

plus rapide et le plus robuste.
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Conclusion générale

Dans ce travail, différentes techniques de commande non linéaires et linaires ont été

congues et mises en ceuvre avec succes sur le pendule inversé.

Premierement, nous avons donné des généralités sur le pendule inverse, ses
caractéristiques et son principe de fonctionnement. Afin d'analyser le systéme en boucle
ouverte, nous avons simulé notre systéeme sous MATLAB SIMULINK et la réponse trouvé
nous a montré que le pendule inversé est un systeme dynamique instable. Nous avons ensuite
développé le modele non linéaire du systeme avec sa linéarisation autour du point d'équilibre.
La représentation de l'espace d'état a été représentée et les fonctions de transfert ont été

calculées.

Pour le commander, nous avons tout d'abord congu les trois contrdleurs linéaires, PID,
commande par retour d'état et LQR, en plus des trois contréleurs non linéaires, Logique floue,

commande par mode glissant et Linéarisation a rétroaction.

Ensuite un test de robustesse vis-a-vis la perturbation externe a été élaborée. Pour voir
les performances et la robustesse des différentes contr6leurs, une étude comparative a été
réalisée entre la technique de contrdle congue et, comme le montrent les résultats, LQR avait
un temps de stabilisation court avec un petit dépassement par rapport au PID et a commander

par retour d'état, pour la robustesse, la commande par retour d'état lI'assure.

La commande par mode glissant a également eu un temps de stabilisation court en
comparaison avec contrbleur Flou et linéarisation de rétroaction, et c'est toujours la

commande par mode glissant le plus robuste entre eux.
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