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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous interessons a 1’étude de quelques espaces fonctionnels et leurs pro-
priétés.
Le 1°" chapitre contient un apercu historique suivit par des définitions de quelques notions élémen-
taires .
Le 2¢™¢ chapitre concerne quelque espaces fonctionnels essentiels pour I'étude des EDP , leur pro-
priété et quelques théoremes.
Le 3°"¢ chapitre contient les applications de ces théoremes dans le domaine de la mécanique.
Mots clés :Espace de Banach, Espace de Hilbert, Espace de sobolev, Formule de Green,Lax-milgram,

Formulation variationnelle,Produit scalaire, Norme.

Abstract

In this thesis, we are interested by the study of some functional spaces and their properties.
The 1% chapter contains a historical overview followed by definitions.
The 2" chapter concerns some essential functional space for the study of PDEs , their property and
some theorems.
The 3°"¢ chapter contains applications of these theorems in mechanics.
Key words :Banach space, Hilbert space, Sobolev space, Green formula, Lax-milgram,Variational

formulation, Scalar product,Norm
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INTRODUCTION

Les équations différentielles partielles sont la base de la modélisation de nombreux phénomenes
dans différents domaines : physique, mécaniques, biologique et méme économique.il n’est en géné-
ral pas question d’obtenir les solutions des EDP explicitement ! Ce que les mathématiques peuvent
faire par contre, c’est dire si une ou plusieurs solutions existent, et décrire parfois tres précisément
certaines propriétés de ces solutions. C’est a travers les résultats d’analyse fonctionnelle que nous
pouvons comprendre la nature et les propriétés des fonctions intervenant dans les équations différen-
tiel partielles.

Les EDP ont été probablement formulées pour la premiere fois lors de la naissance de la mécanique
rationnelle au cours du 17 éme siecle (Newton, Leibniz...). Ensuite le domaine des EDP s’est enrichi
au fur et a mesure du développement des sciences et en particulier de la physique.

Cependant I’étude systématique des EDP est bien plus récente, et c’est seulement au cours du 20éme
siecle que les mathématiciens ont commencé a développer ’arsenal nécessaire. Un pas de géant a été
accompli par L. Schwartz lorsqu’il a fait naitre la théorie des distributions (autour des années 1950).
Il est certainement bon d’avoir a 'esprit que I’étude des EDP reste un domaine de recherche tres
actif en ce début de 21 eme siecle. D’ailleurs ces recherches n’ont pas seulement un retentissement
dans les sciences appliquées, mais jouent aussi un role tres important dans le développement actuel
des mathématiques elles-mémes, a la fois en géométrie et en analyse. Dans ce mémoire, nous nous
intéressons a I’étude de quelques espaces fonctionnelles et leurs propriétés.

Le 1°" chapitre contient un apercu historique suivit des définitions des normes, produit scalaire, des
applications linéaires et bilinéaires continues.

Le 2°™¢ chapitre concerne les espaces de Banach, Hilbert et Sobolev et de nombreux théoremes essen-
tiels pour I’étude des EDPs. une grande partie de ce chapitre est réservée au théoreme de Lax-milgam.
Le 3°™¢ chapitre contient des applications a 1’étude de I'existence et I'unicité de solutions des EDPs,

en utilisant la méthode de formulation variationnelle.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1 Apercus Historique

[Boul6]

Selon G. Wanner, la premiere apparition des équations différentielles remonte a 'année 1638
quand Florimond Debeaune propose deux problémes géométriques sur la construction des courbes a
partir des propriétés de la tangente.

A I'époque, ni Fermat , ni Roberval , ni Debeaune lui-méme ne réussissent a les résoudre. C’est René

Descartes qui, grace a une méthode graphique, apporte une réponse a I'un des deux problemes.

Edward L. Ince , quant a lui, situe la naissance des équations différentielles au 11 novembre 1675,

1
dy = —y>.
/yy QZU

2 W

oequatio differentialis ” ou ” équations différentielles

lorsque Leibnitz introduit la notation

7 2

La terminologie a été utilisée en 1676 par

Leibnitz pour désigner une relation entre les différentielles dx et dy de deux quantités variables x et y.

A leur début, les équations différentielles sont étroitement associées A la résolution de problémes
géométriques, a la physique newtonienne (dynamique du point, mouvements des planetes) et a la
formalisation du calcul différentiel et intégral. Elles deviennent rapidement un instrument efficace
d’analyse des phénomenes de la nature et une source de questionnements au sujet des concepts
mathématiques comme celui de fonction. A la suite de Newton et de Leibnitz, les mathématiciens
C. Huyguens , les freres Bernoulli, Jacob et Johan et Guillaume de I’'Hospital résolvent plusieurs
problémes « modeles » comme celui de 1'oscillation d’'un pendule, du brachistrome... et diffusent les
premiers éléments du calcul différentiel et intégral tout en élaborant les premieres méthodes d’inté-
gration a l'aide des séries, de la « séparation des variables », ou encore, sur le plan graphique, de la

« ligne polygonale » introduite par Descartes.

Au XVIII siecle, un nom émerge 1’ensemble de tous les mathématiciens par sa production impor-
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tante et la diversité des themes qu'il a embrassés[Euldg][Eulll], Leonhard Euler devient la cheville
ouvriere de nombreuses innovations et le domaine des équations différentielles n’y fait pas exception
non seulement il synthétise les travaux antérieurs, mais il approfondit diverses questions théoriques
comme la superposition des solutions des équations différentielles linéaires. C’est lui qui, en 1743,
introduit 1’équation caractéristique pour intégrer les équations linéaires a coefficients constants. Il a
fondé aussi une méthode graphique et numérique de résolution, méthode qui porte son nom et qui

est encore enseignée aujourd’hui.

Dans le siecle d’Euler, d’autres mathématiciens étudient diffusent le calcul infinitésimal : D. Ber-
noulli ;, A. C. Clairaut , J. F. Riccati et son fils Vincenzo , J. L. R. D’Alembert et J. L. Lagrange
[Lag13][d’A68]. La plupart s’intéressent a la résolution des équations différentielles particulieres de
premier ordre, souvent issues de la classification des courbes, de problemes de physique ou simple-

ment, de cas d’espece.

Vers la fin du XVIII® siecle, Gauss introduit la variable complexe dans les équations différentielles|[GP05]
et quelques années plus tard, Cauchy, puis Fourier, Liouville , Bessel et bien d’autres étendent son
utilisation a d’autres questions d’analyse[FD*22]|[VRLJ22].

Les nouveaux procédés de classification et de réduction apparus dans la premiere moitié du XIX
siecle, sont basés sur des changements de variables ou de fonctions dépendant de ces variables. Elles
vont toutes dans le sens de la simplification des équations données et de I’adaptation a chaque classe,
de méthodes spécifiques d’intégration. Ainsi, pour Joseph Liouville, la question de ” résolution ” n’a

de sens que si 'on précise la classe de fonctions dans laquelle on cherche les solutions.

Dans sa démarche novatrice, Joseph Liouville a commencé par dégager une premiere « biblio-
theque » de fonctions qu’il qualifie d’élémentaires jintégrer (ou résoudre) une équation différentielle

par quadratures signifie et exprime ses solutions a 'aide des fonctions élémentaires voir par exemple
[Lio03].

En posant aussitot la question : cette premiere « bibliotheque » de fonctions élémentaires suffit-elle
a résoudre toutes les équations différentielles 7 La réponse est non, ainsi, pour intégrer les équations
différentielles, il est nécessaire d’élargir le corps des fonctions élémentaires a de nouvelles fonctions,
souvent solutions d’équations différentielles particulieres comme celles de Bessel, d’Airy, les équations

hypergéométriques, etc.

L’étude de ces processus d’extension des corps de fonctions trouve sa consécration dans la théorie
de Galois différentielle, elle apporte un formalisme moderne qui permet de mieux comprendre et éva-
luer les solutions des équations et systemes différentiels linéaires comme les « fonctions spéciales »,
bien appréciées des physiciens. Hélas, la mise en ccuvre des calculs induits par cette théorie devenant
extrémement complexe et décourageante 5 , il faut attendre ’avenement et le développement d’outils

informatiques et algorithmiques (années 1980) pour qu’elle retrouve l'intérét qui lui est porté a la fin
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du XIX et au début du XX siecle.

L’autre théorie qui connait pratiquement les mémes périodes de silence et d’éclat est celle des sy-
métries de Lie. Fondée par S. Lie dans le sillage de la théorie des groupes (en I'occurrence, continus),
elle se fixe comme objectif de traduire les propriétés d’intégrabilité d'une équation différentielle en
termes de symétries, c’est-a-dire, de transformations de la variable indépendante ou de la fonction
inconnue dépendant de la variable sus-citée et qui conserve la forme de I’équation initiale. Ce procédé
sert a unifier les méthodes d’intégration qui « étaient spéciales a chaque type d’équations et n’avaient

aucun lien commun ”.

Nous avons déja évoqué les questions théoriques qui commencent a poindre au début du XIX
siecle. L’existence et 1'unicité des solutions qui étaient jusque la subordonnées aux procédures de
calcul en sont parmi les plus importantes. Le premier a les avoir dégagées des modes de résolution
est Cauchy qui, en 1820 [Cau26], formule ce que nous appelons aujourd’hui, le probléme de Cauchy.
Désormais, a coté des questionnements déja éprouvés sur nombre de modalités d’explicitation des
solutions, d’autres, essentiellement théoriques, commencent a apparaitre. Ainsi, en ne tenant compte
que de la continuité ou de la différentiabilité du second membre, des conditions suffisantes (peu
restrictives) d’existence et d’unicité des solutions des systémes différentiels normalisés sont établies
dans des versions différentes par Cauchy, bien stir, Peano, Picard, Lipschitz, etc. Pour les équations
linéaires non normalisées, L. Fuchs [Fuc77] montre, pour chaque type de singularité (réguliere ou
irréguliere), I'existence de solutions développables en séries de Laurent (tronquées ou non a gauche
selon la régularité de la singularité), multipliées par des puissances (en général complexes) de la

variable complexe ou de son logarithme.

L’histoire des équations différentielles des années antérieures a 1900 ne se résume pas seulement a
des méthodes d’intégration sous différentes expressions, aussi fécondes soient-elles. Face aux questions
posées par les sciences expérimentales et aux besoins croissants des ingénieurs, leurs investigations
ont tres vite incorporé des techniques de résolution graphique et des algorithmes de calcul appro-
ché. D. Tournes a consacré aux méthodes d’intégration polygonale (méthode d’Euler), directionnelle
(Jean Bernoulli) et autres, un travail instructif et didactique, riche en correspondances et en réfé-
rences bibliographiques. Nous y apprenons en particulier le grand intérét qu’ont porté les fondateurs
du calcul infinitésimal et leurs continuateurs immédiats aux démarches constructives. Ainsi, dans
le livre publié par V. Riccati, 'auteur décrit la construction d’instruments tractionnels qui servent
a tracer des courbes intégrales d’'une équation différentielle, appelées dans la foulée, des tractrices.
Apres une longue période de stagnation, a la fin du XIX siecle, les procédures numérico-graphiques
ont repris de la vigueur. Entre 1894 et 1901 , une nouvelle méthode est élaborée, la méthode de
Runge-Kutta des noms des ingénieurs K. D. Runge et M. W. Kutta , en perfectionnement continu
jusqu’a nos jours. En 1879, survient un événement majeur, car fondateur d’une théorie nouvelle la
publication de la thése de doctorat d’Henri Poincaré , 'auteur présente une nouvelle approche : la
théorie qualitative des équations différentielles. En quoi consiste-t-elle 7 Essentiellement a décrire le

comportement qualitatif, local ou global, des courbes définies par les solutions d'un systeme diffé-
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rentiel donné, sans connaitre les expressions analytiques de ces dernieres.

La théorie qualitative est le premier jalon d’un long et riche processus qui a débordé le premier
champ de compréhension des équations différentielles pour fonder la théorie des systémes dynamiques.
Adoptant une démarche parfois exclusivement topologique, ses promoteurs (Birkhoff, Nemitskii, Ste-
panov, Sibirskii, etc.)[Bir27][Nem15][Sib] ont réussi a en faire une discipline qui étudie des objets aussi
bien déterministes que stochastiques (théorie des jeux, inclusions différentielles...), continus (systémes
différentiels, groupes continus, équations d’évolution...) ou discrets (itérations d’applications, théorie

des automates, équations aux différences...). Les champs d’application en sont nombreux et variés.
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Cette partie est inspiré du live [VOEOQ1], elle contient quelques notions générales et principales
pour I’étude des espaces fonctionnels, on commence par définir les normes, les suites de Cauchy , les

applications linéaires et bilinéaires continues et le produit scalaire .

1.2 Normes

Définition 1.2.1. |VOEO01] Soit E un espace vectoriel réel, on appelle N une norme sur E ; appli-

cation définie par les propriété suivantes :

N:E-—R,

x — N(x)
1.VxreE:Nz)=0=2=0
2.Vr e E ,VAeR: N(\z) = |\N(x)
8. V(xy,29) € E? : N(x1 + 13) < N(21) + N(22)
D’une maniére générale, si

N:E-—R,

x — N(x)
est une norme on note : N(z) = ||z||g

Exemple 1.2.1. Soit N une application définie par :

N : Rz — R+
X = (z;y) — N(z) = |z[+]y|

On vérifie que N est une norme sur R?

1. N(z) =0=|z|+|y|=0=|z|=0¢et +|y=0=2=y=0
2. VX € RL YA € RN(AX) = N(Az: hy) = N(AX) = x|+ Ayl= [A(|z]+y) = AN(X)
3. VX1 Xo € R2 X R%E Xy = (21551); Xo = (22, 92) : Xa + Xo = (@1 + 22,01 + 42)

= N(X; + X5) = |21 + @2|+|y1 + vo|

< (lzal+Hyal) + (Jz2]+[ya])
< N(X1) + N(Xo)

N est une norme sur R* On note : N(z) = || X|;
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Exemple 1.2.2. E = C°[0;1]) = {f : [0;1] — R continue sur [0;1]} soit
N :C°([0;1]) — R,

f s N(f) = / f(@)|dx

L N(f)=0= [{If(@)de =0 =|f(@) = 0= f(z) = ;2 € [0;1]

2.
vV e= C°([0; 1]);V>\GR:N(/\f):/01|()\f)(x)|da:
- [
—In / £ (@)lda
—IN(f
3.
i0) € (00 NS +9) = [ 17+ o) (o)
=/1\f(x)+g o
Vo € [01) 14(2) + 9(2)] <IF@)l+Hg(a)
S N(f+g) < /|f |+/|g
Remarques :

1. On note N(f) = Jy[f(x)ldz = | £
2. N(f) = |f]l1 est bien définie sur C°([0;1])

3. sur C°([0;1]) il existe d’autre normes; par exemple : || f||coqo.1))= || fllc= sup |f(z)|
z€[0:1]

Définition 1.2.2. Un espace vectoriel E muni d’une norme ||.||g est appelé un espace vectoriel normé
que l'on note (E; ||.||g)

Définition 1.2.3. |VOEO01] soit E un espace vectoriel muni des normes ||.||1 et ||.||2 on dit que ||.||1

et ||.|l2 sont équivalentes si :
a3 6) €RY < Ve € Bafla|i < o< Bl

Théoreme 1.2.1. [VOEO1] Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont

équivalentes.
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1.3 Suites de Cauchy

Définition 1.3.1. [VOE01] Une suite u = (uy,)

et seulement si elle vérifie la propriété :

nen @'un espace normé (I, ||.||) est dite de Cauchy si

Ve>0 3AN.eN VnmeN n>=N.etm>=N. = ||u, —upl <e
Propriété 1.3.1. |VOEO01]
1. Toutes suite de Cauchy est bornée.
2. Si (un)nen est une suite de Cauchy alors toutes sous suite (U )nen est une suite de Cauchy.
3. Toute suite de Cauchy admettant sous suite convergente est convergente.
4. Toute suite de Cauchy n’est pas convergente ; mais toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 1.3.2. Un espace vectoriel E est complet si toute suite de Cauchy de E converge dans E.

1.4 Applications linéaires continues

Définition 1.4.1. [VOE01] soient (E;||.|g) et (F;|.||7), f est une application linéaire de E dans F'
St

V(A A2) € R? :V(z1520) € B ¢ f(Mmy + Aawa) = M f(z1) + Aaf (22)

on note L(E; F) lespace vectoriel des applications linéaires de E dans F.

Proposition 1.4.1 (Caractérisation des applications linéaires continues). [VOE01] on a l’équivalence

entre les propriétés suivantes :
1. f est continue sur E
2. f est continue en xqg =0

3. f est bornée sur la boule B(0;1)
IM > 0Vy € B(0;1) : | f(y)||[r< M avec B(0;1) = {z € E/||z||p< 1}

4. f est lipschitzienne.
Définition 1.4.2. f: E — F est lipschitzienne si :
IM > 0¥(z5y) € E? ¢ || f(2) = f(y)|r< Mz - ylle

si de plus f est C® Nz € E: ||f(2)||r< M|z||g
Si k <1 on dit que f est contractante
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Démonstration. 1 = 2)
f est C° sur E donc f est C° en 25 =0

2=3)

Ve>03y > 0: ||z||g<n=|f(z)|r< e soit y € B(0;1) : |ly||p< 1
on pose y = 7 avec [[z|g< 7

on a |lyllg=I7llz= yllzllz< =1

= [flr= I = l5f @) lr= L1 f @)llr< £

si on pose M = £ alors : [ly|e< 1= | f(y)|r< M

= f est bornée sur B(0;1)

3=14)

vy € BODylle< 1= If()lr< M

on veut montrer que : Ja > Vz € E : || f(2)||r< of|z|| g

soitzx #0€ E:y= = |lyllg=

|z[e=1

6= Gzl

=
Tells EE

[ylle= tet| f(W)llr< M < | f(5—)llr< M

EP
& Hﬁmufas M

< [If(= )HF< M“ P

4=1)
IM > OVz € B||f(2)||r< M| z||p

on veut montrer :
Vog € E;Ve > 030> 0: ||z —xo||lg<n=|f(z) — f(zo)|r< €
Or
1f(z) = flzo)llr= [If(z — zo)|[r < M|z — 20|
Ve > 03n = — /v = zolls< n = 1 f(2) — F(wo)llr< e

autrement dit : f est continue a xg;Vry € E
= festC” sur E O

Théoreme 1.4.1. Soit £ un R espace vectoriel de dimension finie, alors E est complet pour toutes

normes définie sur E

Démonstration. soit n la dimension de E, n € N et (e;);=1, une base de E.
R
=>VeeFE:x=) 1'%,
on défini la norme [|z||oo= max|z’|
1<i<n

soit (z,)pen une suite de Cauc_hy pour cette norme appartenant a E :
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Ve >03dN(e):p>q>N(e): ||z, — 24/l €
en particulier :

Vi =1,n|z} — 2}|< max|z) —z)|< e
= Vi fixé dans {1;..; n}(x;)peN est une suite de Cauchy dans R
=3It eR: lim,,_, :L‘; =z
= Ve > 03IN(e;i) > 0:p > N(gi)|a, —2' < ¢
candidat & la limite de (2p)pen : © =Y 1, 2'€;

Or z =Y  a'e; est la limite de la suite (z,,)nen si :

Ve > 03N'(e) = max N(e;i) : p> N(eyi) : ||2]|oe< €

1<i<n
Donc : lim,ool|2p — Z||w=0; avec x = 31" z'e; € E
Remarque : ce résultat s’applique pour toutes les normes définie sur E qui sont équivalante a

I-1]o O

Proposition 1.4.2. |Rud91] soit f une application linéaire de (E;||.|g) dans (F;||.||r), si E est de
dimension finie alors f est continue pour toute norme ||.||get ||.|r

Démonstration. dimE =n € N

soit (€;)i1,, une base de E; Ve e E:ax ="  a'e; , (2' € R;Vi = 1;n)

on choisit la norme de E définie par : Vo € E : ||z]|g= ||z]1= D, |2’

or fest C'sur E & IM > 0Ve € E: || f(2)||r< M|z g

1f(@)||r=[If iy @'e) |l r< D2, |27l f () | e

on pose M = max(||f(e1)l|r;.; [|f(en)] F)

= |[f(@)|r< ML, 2= M|z

= f est C9 sur E. O

Remarque : Cette propriété est généralement fausse si dimFE = +oo

Exemple 1.4.1. E=C°([—1;1]) muni de ||.]|1et ||.||o
avec || flloo= Sup1]|f($)|

IG[—l;
0: F—1R
v — v(0)
e 0 est linéaire :

VA € RY(v1,v2) € E? : §(v1 + Avg) = (v1 + Ava)(0) = v1(0) + Ava(0) = d(v1) + Ad(v2)

e 0§ continue pour ||.||s et ||.|lg= ||
< 3IM > 0Vo € E: |6(v)|< M||v]| s

or [p()l=[p(O)[< sup_ fo(z)[=|v]o
re|—1;

on a donc AM = 1Vv € E : |6(v)|< M||v]| s

et donc & est C° de E muni de la norme ||.||o
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o 0 n’est pas continue pour la norme ||.||1 et ||.||g=|.|
avec : Vv € E|.||1= f_lllv(t)\dt

st 0 était continue pour ||.||1 n aurait :
de > 0Vo € E = [6(v)|< ¢|jv||
= Je>0Vv € E: |v(0)|< cf Jv(t)|dt soit vy, une suite de fonction de E tq :
l1+nt si=t<t<0

vn(t) =<1 —nt szOSxS%

0 atlleurs

S lva(®)]dt = L = lim,, o0 ]|va 1= 0
donc il n'existe pas un ¢ > 0 tqg Vn € Nu,(0) =1 <

3o

= 4 n’est pas C° pour |||y

Proposition 1.4.3. [VOE01] soit f une application linéaire continue de (Ey;||.||1) a valeurs dans
(F5 |I\lF)- La quantité |||.||| défini par :

f(@)[lr
2]l

est une norme dans L.(E; F) : Uespace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F.

A1l = sup[ = s =)

Remarque 1.4.1. si f est C° de E dans F; 3¢ > OVz € E : ||f(2)||r < ¢||z]|&
| (@)[lr

W @llr
on a su =
lelle meg[ 2[5 J=
Démonstration.

Vf e L(E;F) - l[f]II =0

A1l =0 = v # 0 s sup[ LI

e g0 @

||z[| 2
=Ve#£0:|[f(z)|lr=0
=Vr#£0: f(z) =0;(si x=0f(0) =0)
=Vre Ef(x)=

=0

d'ousi |||f|||=0= f=0
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« VAeRVS € L(E; F)[[AII = [AIIA?

Vo 7 0 |[f (@)l < |I[f11l]]e
AN @) = A @)]|e = (M@ < A2

Al f(x
o PIF@Ie g
1Ediz
En passant au sup pourz € E;x # O[N] < [IMIIFII]-oeoveneens (1)
soit € Eg € LB F) = |[|uglll < ullllglll
si on pose g = Af|[|p- AL < |pl[[[Af]]]
Posons ) .
p=y= ] < W|||)\f||| = AN < Ao (2)

alors de (1) et (2) : VA€ RVf € L(E; F) : |M[[fII] = [[|IAf]]]

o inégalité triangulaire :

Ve e Bz 7 0:|[(f +9)@)llr = [If(z)g()]]r
< [[f@)llr +lg(@)[|r
< IfIM=lle + gl
< (AU WglDll] 2
I(f +9)(@)llr

|||

|||f+9|||=51€11bz[ <A+ Mgl Ve € Bz # 0

1.5 Applications bilinéaire :

Soient (Ei;[[.][1) , (Ea; ||ll2) et (F5].]|r)
Soit

a:By x By — F
(z3y) = a(x;y)

On dira que a est une application bilinéaire si :

1. VA € R;V(zy1;10) € E? Yy € By : a(Azy + 123 y) = Xa(z1;y) + a(z2;y)
2. VA e R;Vx € By Y(yi;y2) € E2 : ax; Ayy + y2) = Ma(z; y1) + a(x; y0)

Propriété 1.5.1. [VOEO1] soit a une application bilinéaire de Ey X Es a valeur dans F. on a

[’équivalence entre les 4 caractérisation suivantes :

1. a est continue sur Ey x Ey muni de la topologie suivante : ||(x;y)| g, x 5= max(||z|| g |y] 2,)
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2. a est continue en (0g;0g) = (0;0)

3. a est borné sur B(0;1) ;avec B(0;1)= {||x; yl|g,xE, < 1}

4. e > 0¥(z;y) € By x By la(z;y)||r < cllz]l g |yl e,

1.6 Produit scalaire

Définition 1.6.1. soit

p:ExE—-R
(z3y) = o(z;9)

Ou FE est un espace vectoriel réel.

on dira que ¢ est un produit scalaire sur FE si :
1. ¢ est bilinéaire.
2. ¢ est symétrique : V(z;y) € E* : p(z;y) = ¢(y; x)

3. @ est définie-positive :
positive : Vx € E : p(x;z) >0
définie : p(x;2) =0=x =0

Notation 1.6.1. on note p(z;y) = (z;y) = ((;y)) =< z;y >
Exemple 1.6.1. 1.
e R"xR" =R

(z;y) = o(z;y) Z:cy

2. E=C%]0;1]) et ¢ définie par :

0 ExE—R

(f:9) = olf:g) = / f(@)g(x)d

« V(fi9) € B*:9(f;9) = ¢(g; f)
o V(f1; f2) € EVg € EV(Ai; X)) € R?: (M fi + Aafa; 9)

X

= Me(f159) + Aap(f2; 9)

e VfeFEo(f;f)= f0f2 dm>0deplus<p(ff)—0(:)fof2 x)dr =0= f(z) =

(car f € C[0;1]) ).
Notation 1.6.2. on note < f;g >= fol f(z)g(x)dx

Propriété 1.6.1. Inégalité de Cauchy Schwartz :

V(zyy) € E? : |p(z;y)] < Velw )V oy )
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Démonstration.

V(z;y) € E*YA € R :p(z + \y; oz + Ay) >0
Moy y) + Ap(y; ) + Ap(a;y) + p(x;2) > 0
N (y' y) + 22p(;y) + (a3 ) > 0
= (p(a;y))* = p(z;2)p(y;y) <0
= (p(x;9))? < @(z;2)e(y; )
= |s0( )| < Velw;x)vely; )

]

Propriété 1.6.2. soit F un espace vectoriel muni d’un produit scalaire ¢, alors E est normé via la

norme ||.||g définie par : ¥z € E : ||z||g = /¢(z; )
Démonstration. ||.||g est une norme sur E car :
1. Ve e E: ||z|]|lg = o(x;2) >0

2. llle = Velr;z) =0= p(r;2) =0=2=0

3. VAERVz € E: || \z]|p = Vo(Az; A\z) = /N20(x;2) = |\]| |||

4.

Y(z;y) € B |z +y|[h = ¢z + y; 2+ y)
=z +yl|E = o(z;2) + o(y;y) + 20(2;y)
=z +yl|% = ll2|[% + [yl + 20(;y)
=z + yllm < ll=ll% + lylls + 2(ve(; 2) vV ely; v))
=z +yl|E < |lellz + yllz + 2012l + [lylle)
=z +yllz < (lzlle + lyll2)?
=z +ylle < (lz|le + llyllz)




CHAPITRE 2

ESPACE DE BANACH ET ESPACE DE HILBERT

Dans ce chapitre, on introduit les espaces fonctionnels essentiels dans I’étude des équations dif-
férentielles partielles et leurs propriétés. on commence par les espaces de Banach et Hilbert, ensuite

les espace de Lebesgue et les espaces de Sobolev.

2.1 Espace de Banach

Définition 2.1.1. \DM0J] soit (E;||.||g) un espace vectoriel normé. on dira que E est un espace de

Banach s’il est complet.

Exemple 2.1.1. R est complet par construction

111 1
un—&—i_ﬁ—i_g—i_"'—i_ﬁ
(tn)nen est une suite de Cauchy dans Q

hmn—ﬂ)o Up = € ¢ @

o 500t (up)nen une suite de Cauchy appartenant a R
= (Un)nen est borné dans R
= d’apres le théoréeme Bolzano- Weierstrass I(up(m))nen qui converge dans R

= Une suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente est elle méme convergente.
Exemple 2.1.2. C°([—1;1]) = f : [-1;1] — R continue sur [—1;1]

e On muni C°([—1;1]) de la norme naturelle

I fllcoq-1a= SUP]|f($)|

z€[0;1

(CO([=1;1]); [|-[lco=1,17)) est complet.

15
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o Soit (fn)nen de (OO([_1§ 1])

1 st—1<z<0
fo(x) =< 1—nzx siOSxS%
0 sz%ﬁxﬁl

1 si—-1<x<0
f(z) =

0 s10<z<1

= Fla= ooy = [ 1fule) = Fo)lda

fn — [ dans C°([—1;1]) au sens de||.]|1
(fn)est une suite de Cauchy pour ||.||;

soit metn deN :

m<nw%-mm:/9mw—mqu
3Amw—mmm

séumwm+lummm
1 1
<

=20 ' 2m

1
VEAN(e) =~ in > m > NE) s o — fulh< 5 +

=&
S

DO | ™

1 1
car —<ecet —<z¢

n
et donc : la suite (fy)nen est de Cauchy pour la norme ||.||1 , cependant; pour la méme norme

elle converge vers f ¢ C°([—1;1] . Autrement dit (C°([—1;1];||.|1) n'est pas un espace de
Banach.
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Généralisation : on définit 'espace L7 ([a;b]) par :
L"([a;0]) = {f : [a;8] = R/f" € L'([a; }]); p € N'}

avec

b
L[ b)) = {f - [a:h] — Ry / (@)ldx < +00)

L?([a;b]) muni de la norme ||.||,= ||.||z» défini par : || f|,= [f:\f(a:)|pdx]% est un espace de Banach.

Proposition 2.1.1 (Caractérisation des fermés dans un espace de Banach). [DM0J] soit (E;||.||r)
un Banach et F C E.

F est fermé < F contient les limites de ses suites de Cauchy.

Démonstration. F est fermé dans E si toute suite (z,),en de F convergente admet sa limite dans F
=) on suppose que F est fermé. soit (z,,),en une suite de Cauchy de F'; donc de E.

(E;||-||g) est un Banach = 3z € E/z, — x

F est fermé = z € F

<) F contient les limites de ses suites de Cauchy . soit (x,),en de F qui converge vers © € E

(@n)nen est une suite de Cauchy car convergente et (z,)neny € F' = © € F = F est fermé. O
Proposition 2.1.2. [Li13] L’espace L.(E; F) est un Banach si F' lui-méme un Banach.

Démonstration. soit (fy,)nen une suite de Cauchy de L.(E; F) :
Ve > 03N, >0n>m > N.:|||fu — full| < €

= Ve e E:|||fa— fulll < ellzle

= la suite (f(2)n)nen est de Cauchy dans F

= Ve e E3f(z) € F :lim, fn(z) = f(2)

on a donc construit une application de E dans F
1. f est linéaire :
V(z;y) € EX(Ap) € R%n € N: fo(Az + py) = Mu(z) + pfnly)
par passage a la limite :
FOw + py) = ) + p1f (y)

= f est linéaire.

2. f est continue de E dans F = f est continue en 0.
Ve>03n>0|lzlle <n=|[f(x)llr <e?

f@)lr = [1f(2) = fulz) + ful@)l|lp < [|falz) = f(@)|F + (| fa(2)]]r
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(fr)new € Le(E; F) [ ()l < ([ falllllz]| 2

1f @)l < [[fal@) = F(@)]|e + (I Fallll|2]|e

Or : (fn)nen est une suite de Cauchy : IM > 0Vn € N|||f.||| < M
= |lf(@)llr < || fal2) = f2)]|r + M]|z||e

Ve > 03N > 0n > N||fu(x) — f(2)||lr < 5

= Ve > 03> 000 = 537) : lzlle <n=|[lf(2)]|lr <e

= fest CY en x=0 & f est C° sur E.

=0

3. fu— fausensde |||.||| © lim, o ||| fn — fl|| = 0 < sup | fu(z) — f(2)||F
2CE |2l|e

Ve > 034N (e) > 0n >> N(¢) :Vx € E;x #OW <eg
(@) = f(@)llr < ellz]|z

or (fn)nen est une suite de Cauchy :

Ve > 03N (e) > 0n > m > N(e)Vx € E||fu(z) — fn(2)||r < €l|z]|E
sim — 400 : f(x) = f(x)

Ve > 03N(g) > On = N(g)|[fu(z) — f(@)|[r < ellz|[p

= |[fa = fllr <= fulz) = f(z) dans L(E; F)

]

Théoreme 2.1.1 (Banach Picard). \DM05] Soit H un espace de Banach et T un application de H
dans H tel que :

Y(v;w) € H [T (v) = T(w)|| < Kl|lv —wl]; k €]0; 1]

alors :Alu € H tel que T'(u) = u .
on dit que u est le point fize de T

Démonstration. 1. Unicité de u :
soit u; et ug appartenant & H : T'(uy) = uy et T'(ug) = ug
= [|T(w1) = T(u2)|| = |Jur — wa|| < klJur — us|
= (1=k)||ug —us|| <0
= |Ju; — ug|| = 0; car k €]0; 1]

= U] = Uy

2. Existence de u :
H est un Banach.
T est contractante :V(v;w) € H? : ||T(v) — T'(w)|| < klJv — wl|; k €]0; 1]
soit (up)nen € H/tupi1 = T (uy); (up dans H)

soit m>mn;m=n+p:||u, — up|| = ||ty — un|
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soitr € N* ¢ [[uy+1 — || = [|T(u,) = T(u-1)|| < klluay — -l = RIIT(t—1) = Tt,o)]|

quand n — 400 :

S k2||ur—1 - ur—2||

< K |ur — ol

— Up|| = H(uner - unﬂkl) + (unerfl - unﬂ)f?) F oo (Ung1 — )|

< ||(un+p - un-i—p—l)H + H(un-i-p—l - un+p—2)|| +..+ H(un-i-l - un)“

<K |y — || 4 . A B ug — |

1—k"
< k" —
< Kl — woll(F )
< 7l = wll
£ =0

= Ve > 03N(e) : ||up — unl|| < €
autrement dit :(uy,),en définie par :u, 1 = T'(u,) est une suite de Cauchy , H étant un Banach :
duwe H: lim u, =u

n—-+o0o

. Montrer que : u = lim w,, vérifie u = T'(u).

n—-+00

ona U, =T (u,),vn € N hrf T(u,) =T( im w,)?
n—-+0oo

n—-+o0o

T est lipschitzienne donc continue :

Y(v;w) € H [T (v) = T(w)]| < Kllv — w]]

soit kg € H fixé on a :Vz € H : ||T(z) — T(x0)|| < k||z — x|
soit € >0;30 > 0: ||z — || <= ||T(x) —T(x0)|] <e?
or [T (x) — T(wo)|| < klle — ol| < & = ||z — o] < £ =6
Ve>030 = ||z — 20| <0 = ||[T(x) — T(zo)|| <

T est continue en zg; Vg € H

= lim T'(uy,)

n—-+00

= u="T(u)

b )
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2.2 Espace de Hilbert

2.2.1 Deffinitions et propriétés

Définition 2.2.1. [DMO0J] un espace vectoriel E est un Hilbert s’il est normé complet, dont la norme
est issue d’un produit scalaire @

C.a.d : soit ||.|| la norme de E :

Jp:ExFE—R

(z;y) = e(x;y)
tq ||z|| = \/o(z;x) avec ¢ : produit scalaire.

Proposition 2.2.1. |DM05] soit E un espace de Hilbert pour la norme ||.||
dp , produit scalaire , \/(x;x) = ||z||,Yx € E alors ||.|| vérifie lidentité du parallélogramme :

Y(zy) € B lo +yll* + llz — yl* = 2(|z|* + llyl*)

Démonstration.

Ve e B ||z|| = vz x)
|z +yl)* = o+ yiz+y) = ||z]]* + ||yl]* + 2¢(z; y)
|z —yl|* = oz —y;z —y) = ||=]]* + ||y||* — 2¢(z; )

= |z +yll* + llz = yl* = 2(||=[1* + lly]]*)

]

Proposition 2.2.2. Si (E;||.||) est un Banach vérifiant l’identité du parallélogramme alors E est un

espace de Hilbert muni du produit scalaire défini par :

1
V(ziy) € B o(wry) = Al +ull” = llz = ylIP} = ol 2) = [l
Démonstration. 1. Y(z;y) € E?: o(z;y) = p(y; )
2. o(z;z) = ||z]]? = p(z;2) > 0 et (p(z;2) =0 =2 =0)

3. linéarité par rapport au premier argument :
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o V(z;y;2) € B®:p(x+y;2) = p(a;2) + o(y; 2)? on a:
1

ple+yi2)+ ol —yi2) = Hlle+y 2P = llo +y = 2P + [l —y+ 2" = [le —y — 2"}
= ety + 2P+l =y + =)
—(le+y—z2[?+llz —y — 2"}
= 3{2(||90+Z||2 +yl®) = 211z = 211> + ||yl ")}
= Azt~ llz — 2IP)
= 20(s; 2)
V(z;y;2) € B3 : p(x +y;2) + o(x — y; 2) = 2p(x; 2) on pose 2u = = + y et 20 = 26y =

T=uU-+v

= ¢(2u; 2) + ¢(2v; 2) = 2p(u + v; 2)

= quand x=y : (22;2) + ¢(0;2) = 2p(; 2) or Y(z;y) € E? : p(x1y) = i{Hw +yl* -
|z = ylI’} = ¢(0;y) =0

on obtient :p(2x; 2) = 2p(x; 2)

= 2p(u; 2) + 2¢(v; 2) = 2p(u + v; 2)

= p(u; 2) + (5 2) = p(u+v; 2)

o VA eRV(z;y) € E*: p(A\x;y) = o(x;9)?

(i). A € N\ =nV(z;y) € E? : p(nz;y) = np(x;y)?
pour n=0 on a ¢(0;y) =0 = 0p(z;y)
hypothese : on suppose que p(nz;y) = np(z;y)vn € N

o((n+ 1)z;y) = p(nz + z37y)
= p(nz;y) + o(z;y)
= ny(x; y)hyp de récurance
= (n+ Dyp(z;y)
donc Vn € Np(nx;y) = no(x;y)
(ii). A€ ZA=mninZ in=—n';n’ € NV(z;y) € B : p(—n'z;y) = —p(n'z;y)?

or :
Yizsy) € B p(—ry) = (Il — w49l |~ 2~ yl]")
= 1llle = olP ~ llz + 9}
= —p(;y)

= p(nr;y) = p(—n'z;y) = —p(n'z;y) = —n'p(z;y) = np(r;y)

VA € ZV(z;y) € E* : p(Ax;y) = Ap(z;y)
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(iii). soitA = %5 (m;n) € (Z x Z*)p(Srasy) = Tro(w;y)?
si on pose u = % = 1 = nu
e(z;y) = p(nu;y) = np(u;y) = np(;y)
= o(%y) = ro(z;y)
= o(aiy) = Doz y)

(iv). soit A € R: Q est dense dans R
EI()\n)nEN S Q : hmn—)oo /\n =A

on a :¥n € NY(x;y) € E? : o(\2;9) = Aio(z;9)

e(A7;y) — (M y) + (A5 y) — Ap(;
e(Az;y) + (=M y) + (A — Np(23 )
O((A = X)wsy) + (A — Nl y)

= p(Az;y) — Ap(;y)

de l'identité du parallélogramme que :

Y(wiy) € B f|o +yl* + llz — ylI* = 2(]|=|* + [|y]*)

1
= V(z;y) € E?: p(z;y) = 1l +yl]?
— |z —y|*}

1
= Z{lle+yll* = 2ll2|* = 21ly[1* + [l= + y|[*}

1
= S {lle+ull” = ll2ll” = llyll*}

= [p(x;y)] < %{(chll +[ly[)? = (=] * + [|yl[*) } (inégalité triangulaire)
= [p(@;9)] < [[2[l[|yl]

d’ou :

(A = Az )| < A = Azl [yl = [A = Aalll2]l[]y]]

= [p(Az;y) — Ap(@;y)| < A = Aalllz][[|yl] + [A = Anllo(z; y)]

= [p(Az;y) — Ap(x;y)| < 2[A = Aol [2]]]]y]

quand n — 400 on obtient :

YA € RY(x;9) € E? : o(Az;y) = Ap(z;y)

1
= o(w;y) = 7llz + Il = llz - yl*}
défini un produit scalaire sur E avec o(x;x) = ||z||* cela confere & E la structure d’espace de

Hilbert. 0
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Exemple 2.2.1 (Espace de Hilbert). L’espace L*([0;1]) défini par {f : [0;1] — R/ fol fA(z)dx <
+o0o}
soit ||.|| 2]y défini par :

1
¥f € P01 oy = | | S(o)de
0
on définit Uapplication : ¢L*([0;1]) x L*([0;1]) — Rpar :

V(fig) € (L2(0: 1)) : o(fg) = / f(@)g(x)da

on a o(f; f) = |||l 2o

2.2.2 Projection sur un convexe fermé
Définition 2.2.2. |DM0J] soit H un espace de Hilbert; K C H ;K est convexe si :
vt € [0;1],V(z;y) € K*: (tv + (1 —t)y) € K

Exemple 2.2.2. B(0;1) est conveze.
B0:1)=x € H;|Ja]| < 1
soit (z1;22) € (B(0;1)) soit t € [0;1] :

[ltx1 + (1 — t)za|] < tlzy|| + (1 —t)||ae|| <t+1—-t=1
= (tl’l + (1 — t)l‘g) GB(O,])
Exemple 2.2.3. S(0;1) n’est pas conveze.
8(0:1) =z € Hilz|][ =1
st x € S(0;1) alors —x € S(0;1)
|zl = || —zf| =1

X T
3t= 5112 - 21 =0¢ S0 1)

1
2
Proposition 2.2.3. [DM05] Soit H un Hilbert, K C H ; un convexe non vide et fermé dans H :
Ve € HIlc € K : ||z — z|| = inf ||z — y||
yeK

Remarque 2.2.1. [DM05]

e Ve HVye K :|lz —y|| > 0 & in}f{||x —y|| ewiste.

ye
o x. est appelé le projeté de x sur K

Proposition 2.2.4. [DM03] Soit H un Hilbert, K C H ; un convexe non vide et fermé dans H. soit
x € H et v, = Pk(x) (projection de z sur K); alors

Vye K :<zx—x5y—x.><0
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Démonstration. ¥Vt €]0;1,Vz € K :y=tz+ (1 —t)z. € K

on sait que :

Vy € Kl —z|| < [lz —yll = |l — z|| < [lz =z + (1 —t)z)]]
= |z = z|]” < |lv = (tz + (1 = t)zo) |
=0 < [z —z) + t(ze — 2)[]* = [Jo — 2[]”
=0 < ||z — 2P+ || — 2||P + 2t < ¥ — 2530 — 2> —||T — 2|)?
= 0<#||(v.— 2P+ 2 <1 —200, — 2>
=0<t|(ze—2|P+2<v—2000 — 2>

quand t — 0 :

=>0<2< -2, — 2>

=02>22<z—2:2— T >

[
Proposition 2.2.5. [Boyl4/ Soit H un Hilbert, K C H ; un convexe non vide et fermé dans H.
Vre Hdx, e KNye K :<x —z.y —x. ><0
alors : x. = Pg(x) i.e : ||lx — z.|| = inf ||z — 9|
yeK
Démonstration. soit x € Hy € K : ||z — y||* = ||z — xc + z. — y||?
= [z —yll? = llz — |’ + [lzc —ylP +2 <2 — 22 —y >
on sait que << x —x;x. —y >>0
= |l = ylI* > [lz — z|* + ||lze — ylf?
= [l =yl > llo — | O

Proposition 2.2.6 (Projection sur un s.e.v fermé). [Boyl4/ Soit H un Hilbert et K un sous espace

vectoriel fermé de H. alors :
Ve e Hlz, = Px(x) e KNy e K :<x—z,5y=0
on dira que x. est le projeté orthogonal de x sur K

Démonstration. K est un s.e.v fermé, c’est donc un convexe fermé non vide V(\; u) € R¥V(z;y) €
K?: \x + py € K en particulier : V¢t € [0;1] : to + (1 —t)y € K

e € K/l =zl = inf lle = pll; e = Prc(a)

onaaussi:Vye K <zx—z5y—z.><0;Ve e H

e y=2r€ K=<z—x,52.><0

e y=0e K=<zrx—z,;—2.><0=><z—2:52.>>0
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=>VereH :<x—uz.,—x.>=0
<T—Toy—x.><0Vye K;Vre H
S><T—THY>—<T—T52.><0
=><r—x5y><0;Vye K
siye Kalors —ye K <z —ux.,—y><0
=>Vye K:<x—z5y>>0
=>Vye K:<x—x5y>=0
]

Proposition 2.2.7 (Caractérisation du projeté orthogonal sur un s.e.v). Soit H un Hilbert et K un
sous espace vectoriel fermé de H.

soitx € H etx. € K tq:<x—x,5y>=0;Vy e K alors v, = Pk(x) i.e ||z — z.|| = inlf;||x—y||
=

Démonstration. ||z —y||> = ||[(x — z.) + (e —Y|? = ||z — ze|)* + ||ze — Y|P +2 < 2 — 2000 — Y >
2<zx—ua52.—y >=0(car(z. —y) € K)

= |lz =yl = llz — z|* + ||z — yII”

= |lz =yl = ||z — ||

= [z —yll = [lz — x|

2.2.3 Opérateur de projection
Proposition 2.2.8. |Boy14] Soit H un Hilbert et K un sous espace vectoriel fermé de H. l’opérateur
de projection Py défini par :

P.:H—> K

r — Pg(x)
Sl — P, = inf ||z —
tel que : ||z — Px()|| = Inf [lz —y|

1. Py est linéaire.
2. Pg est lipschitzienne de rapport 1.

3. Pk est continue.

Démonstration. 1. Py est linéaire?
soient (x;2') € H* (M N) € R? : Pr(Aw + Na') = APk () + N Pg(2)?
AN(Pg(x) + Px(2') € KWy € K :<x— Pg(z);y >=0et <z’ — Pg(2');y >=0
=<\ — APg(x);y >=0et < Na' — NPg(2);y >=0
=<\ + N/ — (APg(z) + N Pg(2'));y >=0
on pose A\x + Na' = zx

soit z € Hdzx e K < z— zx;y >=10
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= 2% = Pg(z) = Pg(Ax + Na') = AP (z) + X Pg(2)

= Py est linéaire.

2. V(x;2') € H?||Pg(x) — Px(2)|| < ||z — 2'||?

|l — /|| = |lo — Px(x) + Px(z) — Px(2') + Px(2) — o/||*
= |(Px(z) — Px(2)) + (z — Px(2)) + (Px(2) — 2)||*
= ||Px(x) = Px(a)I]* + [[(z = Px(2)) + (Px () — 2')|]* + 2 < Px(x) — Px(a');2 — Px(x) >

Or <z — Pg(z);y — Px(z) ><0;Vy e K

on pose y = Pk (2') € K =< o — Pg(x);y — Px(z) ><0

=< Pg(z) — Pg(2);x — Pg(x) >> 0

de méme : < 2’ — Pg(2');y — Pg(2') ><0;Vy € K

on pose y = Pk(x) € K =<1’ — Pg(2);y — Px(z) ><0

=< Pg(2') — Px(z); Px(2') — 2’ >>0

= |l — /|| > [|Px () — Px(@)|* = |lo — 2'|| > || Px(x) — Pr(a')|

3. Py est linéaire et lipschitzienne donc continue.
O

Remarque 2.2.2. Dans le cadre d’une projection sur un convexe fermé Py est lipschitzienne de

rapport égal a 1 .
Définition 2.2.3. Soit H un Hilbert et K un sous espace vectoriel fermé de H.on définit K+ par :
Kt=zeH;<zy>=0Vye K
Proposition 2.2.9. |Boy14/|DM05]
1. K+ est un s.e.v fermé de H.
2. Vx € Hlrg € K3zpr € KH /o = 2x + 150

Démonstration. 1. o Kt estuns.evdeH?
soient (2;2') € (KL)%, (MN) EREVy € K i< Az + N2y >= A< z;y > +N < 25y >=0
= K1 est un s.e.v de H.

e Kt=z2cH;<zy>=0;Vyc K
s0it (2, )nen suite de Cauchy de K+ : z, — 2z € K17
or K+ C H qui est complet = 3z € H/lim, o ||z, — 2|| =0

e 2E€ K7
Vye KVn e N:< z;y>=<z—z, + 2,y > =< 2,y >=< 2 — 2,y > + < 23y >
< zpiy >=0car 2, € K+
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S< 2y >=<z— 2p Yy >
= | <zy>[=|<z—ziy>|
= [ <zy>[<lz=zllllyll (C5)
quand n — 400 : ||z — z,|| = 0
=< z;y >=10

= K est fermé.

2. e soitz € H=3Pg(x) e K :|lx— Pg(x)| :Z}?;f(”x_yH
r = Pg(x) + 2 — Pg(x)
or: <z — Pg(z);y>=0;Vye K
= (v — Pg(z)) € K+

o soit v € H(zx;ax1) € (K X KY) i o= ax + 21
supposons qu’on ait ::L“zx}(er}(L ::10§<+:1€§<L
= Ty — Tk = X5, — Tpes
= (v —a%) € Ket (2%, —x}.) e K+
= (g —ay =%, —al. ) e KK+

KL
soit € KNKt=z2€Ketze Kt :<z;y>=0¥e K
en particulier, si y=z on a :< z;2 >=||z|| =0
=2z=0
= KNK'=0

1

1 _ .2 2 _
= Tx = Ty ety = Ty

2.2.4 Théoreme de Riesz

Théoreme 2.2.1 (Représentation d’une forme linéaire). |Boy14] Soit H un Hilbert et L une forme

linéaire continue définie sur H. alors
due H: Llu)=<wujv>YveH

Démonstration. L : H — R
KerL=ve H;L(v)=0C H

o FExistence de u

1. KerL=H
KerL=H&YveH:Lv)=0e<uv>=0=u=0
2. KerLC H
= Jve (H\ KerL): L(v) #0

si Kerl est un s.e.v fermé de H alors : si on note K=KerL :
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I Pg(v) € K :vy = Pg(v) —v e K+
avec K+ s.e.v fermé =: v, = \w; A € Ryw € K+

avec < vy w >=< \w;w >= \|w||?

et < vpyw >=< Pg(v) —v;w >=< Pg(v);w > — < v;w >= — < v;w > car (Pg(v) €
K;we K+)
= Mw|]? = - <vw >
= >\ — —<v;w>
[lwl]?

L(v) = L(Pk(v) = v1) = L(Px(v)) = L(w) = —L(v)
L(v) = L(SU0%w = SE2) L (w)

sive (H\ KerL) alors L(v) =< v; _wﬁqi—qﬁ? >

on pose u = wﬁgﬁ? € K+ = (KerL)*

=3Jue H:Lv)=<u;v>

e Unicité de u
soit (u1;us) € H*Vv € H : L(v) =< uy;v >=< ug;v >
=><u —uyv>=0;Vye H
on choisit : v =u; —uy € H

=< U — Ui Uy — U >= |Jug — us|]P =0 = uy = uy
O]

Propriété 2.2.1. Soit H un Hilbert et L une forme linéaire continue sur H. alors KerL est un s.e.v
fermé de H.

Démonstration. 1. KerL est un s.e.vde H?
soit (v;v') € (KerL)*(\; N) € R?:
L(Av+ Nv') = AL(v) + NL(v') =0

2. KerL est fermé dans H?
soit (vn)nen une suite de Cauchy de KerL.
on montre qu’elle converge dans KerL.
orKerL C H;H est un Hilbert ; Banach
= Jv e H/lim, v, =v L(v) = Lv — v, +v,) = L(v —v,) + L(v, = L(v —v,))
= |L(v)| = [L(v — vn)
Or Lest CY :3¢ > OVw € H : || L(w)]| < ¢||w]|
En particulier si w =v —v,, € H
alors ||[L(v)|| < c||v —v,||; Vn € N
quand n — 0 alors c¢||v — v,|| = 0

= |L(v)| =0
= L(v) =0
= v e KerlL




29 Chapitre 2. Espace de Banach et espace de Hilbert

2.2.5 Théoreme de Stampacchia

Théoreme 2.2.2. [BB11][LS98] Soit H un Hilbert muni d’un produit scalaire < .;>p et la norme
associée ||.||g. soit a une forme bilinéaire symétrique, continue et H-elliptique Ha > OVv € H :
a(v;v) > a|v|)*.

soit L une forme linéaire et continue sur H et soit K C H un convexe fermé de H.
1
dlu e K/1(u) < I(v);Yv € K avec : I(v) = §a(v;v) — L(v);Yv e K

Démonstration. 1. a est bilinéaire, symétrique, continue et H-elliptique :

o fest CV:dM > 0V(u;v) € H? : |a(u;v)| < M|ullg||v]|#
en particulier : si u = v : |a(v;v)| < M|[v||%
o f est H-elliptique :3a > O0Vv € H : a(v;v) > al|v]|%
= a(v;v) >0
=VYv e H:0<allv|} <alv;v) < M|vl|%4
=si(a(v;v) =0= v =0)
= a définit un produit scalaire : < .;. >1:< u;v >1= a(u;v)
Yo € H: ||| =< v;v >1= a(v;v)
= Vo € H : af|ol[f < [Jo]lf < Mol
= ||.|[1et]].|| g sont équivalentes.
= (H;||.|]1) est aussi un Hilbert.

2. L est C° sur H, d’aprés le théoréme de Riesz :3lvy, € H : L(v) =<< vp;v >1;0 >3V € H
= L(v) =< wvp;v >1= a(vg;v)

1
= 5@(1};?}) —a(vg;v)

1 1
= §a(v — Vv — ) — ia(v,;; vr)

1
= 5(llv - vr|[F = [lvcll?)
3. si K C H est un convexe fermé alors :
H!PK(UL) < v — PK(UL);y — PK(UL) >1<0

si on pose u = Pg(vr) :<wvp —u);y —u>< 0;Vy € K

I(v) = 3(|lv=vr|[f=lvel[), v € K Or [lv—vr |} = [[(v—u)(u—vp)|[} = [[o—u|[+|[u—vr][}+2 <
UV —U; U — v >1

2<v—uu—uvp >1>0

= [lv—ull} 2 |lu—vrllt
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= 1(v) = 5(llu — vl = [Jclff) = 1(u)
avecu = Pg(vr)
=YveK:I(v)>I(u);u= Pg(vg)

(a) v, est unique par le théoreme de Riesz.

(b) Pr(vr) est unique par le théoreme de projection. = w réalise le minimum de :/(u) =

vlél}f;’ I(v) avec I(v) = 3a(v;v) — L(v)

Corollaire 2.2.1. Sous les hypothéses du théoreme de Stompacchia on a [’équivalence suivante :

due K:I(u) <I(v);VveK (2.2.1)

< dlue K :alu;v—u) > Lv—u);Vv e K (2.2.2)

avec I(v) = 1a(v;v) — L(v)

Démonstration. (l22lj) = (|222|) u= Pg(vy); L(v) =< vp;v >;Yv € K

K est un convexe fermé dans H.

=><vp—uwv—u>1<0
= a(vp;v —u) < alu;v — u)
= L(v—u) < a(u;v —u) (car (v-u)€ K)

(l222b = (I22]l) on sait que Yv € K : a(u;v —u) > L(v — u)

I(v) —I(u) = %a(v; v) — L(v) — %a(u; u) — L(u)
= Ea(v —u;v —u) —a(u;u) + a(u;v) — L(v — u)
=—a(v —wv—u)+a(u;v —u) — L(v —u)

:%a(v—u;v—u)—i—a(u;v—u)—L(v—u)

Y
~
—~
e
N~—
|
~

(u) > sa(v —u;v —u) > 0 (H-elliptique)

N

]

Proposition 2.2.10. sous les hypothéses du théoréeme de Stampacchia avec K C H s.e.v fermé de

H. alors on a :
1. Fue K/I(u) <I(v)¥YveK

2. € K/a(u;v) = L(v) Vv € K
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3. Jue K/a(u;v—u) = L(v—u) Vv e K

Démonstration. un s.e.v fermé est un convexe fermé donc d’apres le théoreme de stampcchia :I(u) <
I(v);Yv e K

1) =2)

soit u e K tq: I(u) < I(v);Yv e K

or K est un s.e.v fermé donc :

<wvp—u;v>1=0;Yv e K

= a(vy —w;v) =0;Yo € K

= a(vp;v) —a(u;v) =0; Vo € K

= a(u;v) = a(vp;v) =< vp;v >1= L(v);Vv € K

=Y € K : a(u;v) = L(v)

Or:ueKiwveK=(wv—u)eK

= L(v—u) = a(u;v —u)

= Lv—u) <a(u;v —u)

u est solution de Vv € K : I(u) < I(v) O

Proposition 2.2.11 (Généralisation du théoreme de Riesz). |LS98] Soit H un Hilbert et a une forme

bilinéaire et continue sur H x H alors : A'A : H — H linéaire et continue tel que :
Y(u;v) € H? : a(u;v) =< A(u);v >

Démonstration. Soit u fixé dans H ; on considere I'application L définie par :

L:H—R
v — a(u;v)
Yv € H : L(v) = a(u;v)
o L est linéaire ( a est bilinéaire)
o L est continue : |L(v)| = |a(u;v)| < (M]|ul|)||v]| = c||v]| (car a est continue)

= 3dlA, € H/L(v) = a(u;v) =< Ay;v >;Yo € H

soit :

A:H—R
u— A(u) = A,

avec A, satisfaisant :a(u;v) =< A,;v >;V(u;v) € H?
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1. A est lindaire : soit (uy;us) € H*; X € R: A(uy + Mug) = Ay, au, avec :

< Aug + Aug);v > =< Ay prug; U >
= a(uy + Aug; v)
= a(u1;v) + Aa(ug; v)
=< Ay > A< Ay >
=< Ay, + A0 >
=< A(uy) + MA(ug);v >

= Vo € H :< A(ug + Mug) — A(ur) + ANA(uz);v >=0

2. A est continue : 3¢ > OVu € H : ||A(u)|| < c||u]|?

A est linéaire

V(u;v) € H? : a(u;v) =< A(u);v >
la(u; v)] = | < A(u);v > | < MJull||v]]

siv=A(u): | <A(u); A(u) > [ < M|[ul[||A(u)|]
= || < A(u)|* < M[Jul[||A(w)]]

= || < A(u)[| < MJul| (siA(u) # 0)

si Alu) =0:0<0

= A est continue de H dans H.

3. Unicité de A :
soit Ay et Ay définie de H dans H tel que :

Y(u;v) € H? : a(u;v) =< Aj(u);v >=< Ay(u);v >

= V(u;v) € H? :< Aj(u) — Ay(u);v >=0
siv=A(u) — Ax(u) : ||A1(u) — Ay(u)|]* =0
= A1(U) = AQ(U)

S A=Ay

2.2.6 Théoreme de Lax-miligram

Théoreme 2.2.3. [Boyl14][LS98] soit H un espace de Hilbert et a une forme bilinéaire continue et
H-elliptique sur H x H

soit L une forme linéaire et continue sur H.

alors :Alu € H solution de :a(u;v) = L(v) ; Yv € H

Démonstration. 1. aest bilinéaire et continue :3'A : H — H linéaire et continu tel que :a(u;v) =<
A(u);v > V(u;v) € H?
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2. L est linéaire et continue sur H :Jluy € H : L(v) =<up;v >VYv € H
= on cherche u tel que :< A(u);v >=< up;v>VYv € H
=< Au) —up;v>=0;Yvo € H
on choisit : v = A(u) —uz, on a :< A(u) —up; Au) —ug, >= ||A(u) —ur||> =0
= u est solution de A(u) = ur,
= Au) —ur=0=u—(A(u) —ur) =u
soitve H:T(v)=v—ANAWw) —ug); (A>0)
alors : sidlu € H/T(u) =u < A(u) = uy avecT : H - H
T est contractante ?
soit T': H — H défini par :

YVoe H:Tw)=v—NA@w) —ug);A >0

ou A est a déterminer afin que T soit contractante.
soit (v;w) € H? :

|T(v) = T(w)|| = |[v — AA(v) + Aup, —w + ANA(w) — Ay,
= [|(v = w) = AA(v — w))

= ||T(v) — T(w)||* = |jv — w|* + N||A(v — w)|]* = 2\ < v — w; A(v — w) >

(a) Aest C°:3IM > 0Vx € H||A(z)|| < M||z]| = ||A(v — w)||* < M?||v — w||?
(b) <v—w;A(v —w) >=a(v —w;v — w) et a est H-elliptique :

Ja > 0Vz € H : o||z|]* < a(z; z)

=< v—w;Alv —w) >> allv — wl|[?

on a donc :

|T'(v) = T(w)]* < [Jo — w][P(1 4+ A2M?) = 2Xa||v — w||?

= |[T(v) = T(w)|* < |lv — w|*(A*M? = 2Xa + 1)

on choisit :A > Otel que : A>M? — 2 a+1< 1
= AMAM? —2a) <0
= A\M? —2a <0

= T est contractante

=3dlue H:u=T(u)
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2.2.7 Formulation variationnelle

Soit € une membrane élastique de R2. Sous I'action d’une force a ce plan d’intensité f tq f =
f(z;9)Z, Q se déforme et son déplacement est noté @ = u(x.y)z. On suppose que 92 le bord de Q
est suffisamment regulier et on considére que les deplacements sur le bord sont nuls c.a.d u = 0 sur

082. On note (PC)le probléme qui consiste a trouver u tq :

—Au(z;y) = f(z;y) (13y) € Q (PC)
u=0 sur 0f)

» (PC)s’appele le probleme continue. (formulation forte)

e Les conditions limites peuvent étre différentes dans ce cas on a une C.L de Dirichlet.

Rappel :
Au = — (2.2.3)

Pour résoudre le probleme (PC) on doit étudier :
1. L’existence et I'unicité de la solution u
2. La dépendance de u par rapport a f
3. La régularité de la solution u en fonction de celle de la donné f (Estimation a priori)
4. L’approximation des solutions du probleme.

Jacques Hadamard a défini ce que 'on appel ” un probléme bien posé ” quand (1) et (2) sont vérifié.
En dimension N=1, Q = [0; 1] (PC) devient :

{ —u"(z;y) = f(o;y) (z;39) € [0;1] (PC)
u(0) = u(1) = 0

on remplace I'équation par une formulation équivalente, dite variationnelle, obtenue en intégrant

I’équation multipliée par une fonction quelconque.

- /0 L @)o(a)dr = /0 ' e)o(e)ds

La partie historique provient d’une vision mécanique de la problématique de le formulation (PC)
qui correspond a une formulation d’efforts qu’on traduit en terme d’energie ou de travaux. alors les
travaux associé a f dans un champ de deplacement v c’est bien fol f(x)v(x)dx

Pour faire apparaitre les conditions au bord on peux procéder a une intégration par partie :
1 1 1 1
- / o (@)o(x)de = / F@)o(z)de < / o ()0 (2)dz — [ (2)o(2)]} = / F@)o()de
0 0 0 0
1 1
& / o (z)v(x)dz — ' (1)v(1) + ' (0)v(0) = / f(x)v(z)de.
0 0
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Pour que l'intégrale existe sur le lieu de recherche V' on met :
V ={v:]0;1] — R;” suffisament reguliére”; v(0) = v(1) = 0}
Donc le probléme variationnel (PV) est :

{ Trouver u € V solution de : (PV)

fol u'(z)v'(z)dr = fol f@)v(x)de YveV

(PV) s’appel une formulation variationnelle ou faible. (faible car on a amoindri 'ordre des dérivées
qu’intervienne dans la formulation).
Formellement on a (PC) = (PV)

Généralisation si on pose :

a:V xVi—R
1
a(u;v) :/ o' ()0 (x)dx
0
L:V+—R

L(v) = /0 F@)o(z)da

le probleme abstrait s’écrit :

Trouver u € V solution de : (PV)
a(u;v) = L(v) YoeV
2.2.8 Formulation variationnelle et minimisation
[ALI05][PAR8E] On consideére le probléme continu suivant :
trouver u : [0;1] — R
—u"(z;y) +u(z) = flz;y) 0<a<1 (PC)
uw(0)=u(l)=0
donc la formulation variationnelle de ce probleme serait de :
trouver u : [0;1] — R
1,0\ 1 1 (PV)
Jo @ (@) (z)dz + [ w(z)v(x)de = [, f(x)v(z)de VveV
avec
V = {v:[0;1] — R; "suffisamant reguliére”; v(0) = v(1) = 0}
Le probleme variationnel est équivalant a un probleme dit de minimisation qui est le suivant :
trouver u € Vsolution de :
(PM)

J(u) = {}Iél‘I/l J(v) avec J(v) = %[fol(v'Q(x) + v?(x))dx] — fol f(z)v(z)dz
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Démonstration.
(PV) = (PM)

on démontre que si u est une solution de (PV) donc Vo € V' : J(u) < J(v) si V est un espace vectoriel
ona:u=u—v+v=v+(u—v)VoeVv

YoeV:iu=v+hheV

de méme v =u+ h;Yvo € V;Vh e V

dou:VveV

J(v) = J(u+h)

.Y / ((u+ hY2(2) + (u+ )2 ()] — / F(@)(u + h)(x)da

2
=51 e v = [ s 51 [ 60 -
J(w) >0
4 /0 (o ()] (&) + w(@)h(z) )dz — /0 F@)h(z)dz
et comme u est solution du (PV) :
VheV: /0 (u'(z)h (x) + u(z)h(z))ds = — i f(z)h(x)dx
donc )
Ju+ H)=J(u)+ %[/0 (R (x) + h*(z))dz] > J(u)
d’ou
(PV) = (PM)
Réciproque :
(PV) < (PM)

Soit u solution de (PM).

Si V' est un espace vectoriel :

YoeV;ANeR,dh eV tq:w=u+ \h

J(v) = J(u+ Ah)

=l /0 (w+ ARY2(2) + (u+ AR)2(2))da] — /O F(@)(u + M) (2)da

= J(u) + %[/o (R (x) + h?(z))dz] + )\[/0 (u'(z)h (z) + w(x)h(x))dx — /0 f(x)h(x)dzx]
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Or J(u+ Ah) — J(u) >0

:f%aﬂ>+wmmmmﬂixm«> e~ [ s
A= /1( (@) () + u dx—/ F@)h(z)dz < 0

:>/ dx—/ f(z
= /0 (v (2) (2) + u(z)h(z))de = /0 f(x)h(z)dz

d’ou :
(PV) < (PM)
ce qui donne
(PV) < (PM)
O
Corollaire 2.2.2. Sous les hypothéses de Laz-Milgram on a :
La solution du probléme (PV) défini par :
Trouver uw € H solution de : (PV)
a(u;v) = L(v) Yve H

vérifie AM > 0/||u|| < |||L]]|
Démonstration. soit u solution de a(u;v) = L(v); Yv € H.

1.
3k > 0Y(u;v) € H? : |a(u;v)| < K|Jul]||v]|( car a estC?)
en particulier : si u est la solution on a :|a(u;v)| < k||ul|?

2. Jda > 0Vv € H : o|v||* < a(v;v) ;(a est H-elliptique)

pour la solution :a|u||?* < a(u;u) < k||ul[?

3. dc>0Vv € H : |L(v)| < ¢||v]| (L est C°)
si u est solution de (PV) on a :a(u;v) = L(v); Vo € V en particulier : si v=u alorsa(u; u) = L(u)
= allull® < au;u) = L(u) < c|ful] (u#0)

(a) [Jul]] £ £ =M = u est borné |[.||(si u existe alors u est borné)
(b) allull® < L(w) = allull < X2 (u £ 0)
L L
ol =g ful] a
AM >0 - [ul] < M[[| L[|

si u=0= a(u;v) = a(0;v) = 0;Yv € H
car a(0;v) = a(zr — x;v) = a(x;v) —a(zx;v) = 0Vr € H
=YweH:Lv)=0=|||L|]|]|=0
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Remarque 2.2.3.
{ soit uw € H solution de :

a(u;v) = L(v) Yve H
Lorsque L est fizé alors u est solution de (PV)

o: L(E;F)— H

L — (L) =uyg avec a(ur;v) = L(v);Yv € H

o est linéaire : soit Ly et Ly € (L(E;F)))3 N €ER:
O(Ly + ALo) = up,4an, avec :a(up,ar,;v) = (L1 + AL2)(v)

a(ur,+aL2;v) = L1(v) + AL2(v)

= a(ur,;v) + Aa(ur,;v)

=a(up, + Aug,;v)>Vo € H

= a(up,+ar, — (ug, + Aug,);v) =0Vv € H

= ST V% = Up, AL, — (UL, + AuL,) = a(vk;vx) =0
a est coercive = définit positive = vx = ()

= ULy ALy, = UL, + AU,

= (L1 + ALa) = o(L1) + Ap(L2)

= @ est linéaire.

o |lp(D)|] = l|lurl] < MI||L||| = ¢ est continue de L.(E; F) dans H.

Remarque 2.2.4.

Trouver w € H solution de :
a(u;v) = L(v) Yve H

Trouver uw € H solution de :

{ Au=ur, Yve H
ou A: H— H linéaire et continue 3'u € H
or on a Ja > 0: Vv € Hal|lv||* < a(v;v) ;(H-elliptique)
et on a V(u;v) € H? : a(u;v) =< Au;v >
= af[v]|? < a(v;v) =< Av;v >< || Av|||Jv]|
= siv#£0:aflv|| < |]Av||
= siv=0:¢all0|]] <||A0)|| =0
= Y €: a|v|| < ||Av||

1. A injectif : or A est linéaire :
A injectif & Ker(A) =0
soitve Ker(A)=Av=0=qa||v|]|<0=v=0

(PV)
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2. A est surjectif < Im(A) = H

or Im(A) est un s.e.v de H.

$01t (W )neny € IM(A) une suite de Cauchy w, — w € Im(A)?

or Im(A) C H = (wy)nen est une suite de Cauchy de H (complet) : Jw € H : w, — w
(W )nen € IM(A) = I(vp)neny € H 1 Avy,) = w,

et on a :A(v,) =w, »>w e H

or Mv € H : al|v|| < ||Av||

en particulier : soit m >mn on a :

|V, — vu|| < |[A(V — )| = [|Avy — Avy|| = [ — wy || — 0

= (vy,) est de Cauchy dans H.
= Jv € H : v, = v par la continuité de A Ic > O0Vv € H : ||Av|| < ¢||v]]

en particulier : ||A(v, —v)|| = ||Av, — Av|| < ¢||v, —v|| = 0
donc : {Av, — Av
Av, = w}

par unicité de la limite :w = Av

= w € Im(A)

=Im(A) est fermé dans H

on a de plus :H = Im(A) & Im(A)*+

soit v € Im(A)t = Vw € Im(A) :< v;w >=0
or «af|v]* < a(v;v) =< Avyv >;Vv € H
sive Im(A)*L:

alv]]* < a(v;v) =< Av;v >= 0( car Av € Im(A))

= |[v[* =0
=v=0

= Im(A)+ =0
=Im(A)=H

= A est surjective

Remarque 2.2.5. On supose que Hy est de dimension finie N. dimHy=N
Le probléme (PC)

{ Trouer uw € Hy solution de : (PC)

a(u;v) = L(v) Vv € Hy

s’éerit : Au=wurp; A: Hy — Hy c’est un systéme linéaire composé de N équations a N inconnues.

on a :a||[v]]? < a(v;v) =< Av;v > avecv € Hy
sitAv=0=v=0
= A injectives A bijective (car dimHy < 00).

on a Nv € Hyal|v||* << Av;v >=A est définie-positive.
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Remarque 2.2.6 (Tentative d’application).

Trouer u € C*(Q) solution de :
—Autu=f dans €

U0 =0

Trouer u € V' solution de :
Jo(Vu Vv +uw)dQ = [, fodQ Vo eV

ou Ov 0u ov
avec eu ?v— 9 a_ya_y

V =CHQ) N {v/ven = 0}

aVxV =R

(u;v) = a(u;v) = /?u?v—l—uv

LV >R

v — L(v /fde

Trouer uw € V solution de :
a(u;v) = L(v) YoeV

o L est linéaire ( par la linéarité de l'intégral)

o L est continue ?

(PC)

(PV)

équiper 'V par une extension de la norme de convergence uniforme ne marche pas car cette

norme n’est pas Hilbertienne (ne satisfait pa lidentité du parallelograme.)

du ov Ju Ov
on a : a(u;v) an8x+8_y8_y+uv)d9

fQ Oz _) )dQ
=>a(v;v) 152 HL2+H oll7e + [oll7:
avee A|¢|[7. = [, p*dQ
et < ;1) >p2= fQ odS)
siv € CHQ) N {v/v/en = 0}
on pose :|[vl[}; = [[v]|7a]] + 52172 + 521172
< u;v >y=a(u;v) = a(v;v) = ||v]|%
=< v >v=[]olff

o)l =1 Jo fol < Jof1lo] <cs (1 f1]z2]]v]] 2

= 3Jc>0c=||f||p2; Vo € V i |[L(v)| < c|v||e < d|v|ly = L est C° pour ||.||v

e @ est continue :
a(u;v) < fo (1521152 + 154152l + [ullv])dQ

< 1Glez 152 e + 1G5 221152 2 + lullz2]v]| e
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or vl = 1521172 + 11521122 + [[v]|7
= (vl < [[vllv ef| 52 HLz < [[ollv
= la(u; v)| < 3[[ullv[lv]lv

= a est continue.

e a est V-elliptique ?
a(v;v) = [} = allo[[§, = a =1
= Ja > 0:a(v;v) > o||v||?, =a est V-elliptique

Or CY(Q) N {v/v/aq = 0} muni de ||.||yn'est pas un Banach.

2.3 Espaces de Lebesgue

2.3.1 Intégrale de Lebesgue

Si l'intégrale de Riemann est fondé sur la discrétisation de I'axe (O;x); 'intégrale de Lebesgue

réside dans la discrétisation de axe (O;y)

Proposition 2.3.1. soit f : R — R tel que :

1 (@)ldz = O = f(x) =0 p.p dans [a;1]

avec [ désigne lintégrale de Lebesgue.

f(z) =0 p.p dans [a;b] < f est nulle sauf dans un sous-ensemble de[a;b] de mesure nulle.

de la méme maniére : si f = g p.p sur Q C R?

Cela veut dire que f peut étre différente de g sur un sous-ensemble de mesure nulle inclus dans Q.
=f=gpp=Jof=[o0

si [o|fl=0= f=0 p.p dans Q

c’est une classe de fonctions nulles (p.p) dans §2

2.3.2 L’espace L*(Q)

L2(Q) ={f:Q—=R; [,|f(z)]Pde < 400}

r = (11;22) € R;Q est un ouvert deR?

L Y(f:9) € (L*()* < f;9 >120)= Jo f(x)g(@)dz et || f]]r2@) = [[o |f () ]2dm] Ve L)
alors :< f; f >12(0)= ||f‘|L2(Q)
L?*(€) est une espace de Hilbert pour||.||r2(q)

2. Y(f19) € (LX) | 5, fol < (Jo D2 (f 977

si  est un ouvert borné de R? :
1 1
Jo lul.1 < (Jq 12 )2 (o 1ul?) (Q)2( [ [ul?)2
1
= [y lul < Q)2 ([, |uf?)?
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de point de vue fonctionnelle : siQ2 est borné alorsL?(Q2) C L'(£2)
soit
i:L*(Q) — L'(Q)

u—i(u) =u

i 'injection canonique de L?(Q) dans L*(Q)

e i est injective (par construction)

e i est linéaire V|[i(u)|| 1) < ()7 |ul| 20

= ¢ est continue.

i est le prototype des injections de Sobolev.
L?(2) est inclus dans L'(€) par injection continue :L?(2) < L'(£2)

3. soit D(2) = C§°(2) défini par : 'espaces des fonctions C*° sur €2 ; dont le support est compact
dans €.
soit v € D(Q) : suppv ={z € Q: f(x) # 0}

Théoreme 2.3.1. [LS98] D(Q) est dense dans L*(Q)

Yo € LX(Q)3(0n)nen € D(Q) . lim [Jon — v]|r2) = 0

n—-+0o0o

Remarque 2.3.1. si (v,)nen € D(Q) = v, € L*(Q)
car : o |val* = [iuppe, V0l < 00 5(vn € C®(Q))

Corollaire 2.3.1. [BB11] soit v € L*(Q) si [,vp = 0;Vp € D(Q) alors :v =0 p.p dans Q

Démonstration. soit 1 dans L*(Q); 3(Yn)nen € D(Q) : 1y, LA, Y

fQ vy =07

on sait que :¥n € N [, vi),, = 0; car ¢, € D(Q)

or :fouip = [ouip+ Jouibn — [ovibn = [ (W — )

= 02| fyotl = | oo — o)l < Ilollzall — dalle 0

= | [ou¥| =0

= fQ v = 0; YV € LA(Q)

on choisit ¢ =v = [,v* = 0= v = 0p.p dans Q O

2.3.3 Dérivée faible

soit © un ouvert de R? de frontiere 99, v et ¢ € C'(Q)
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Définition 2.3.1. [AlI0F] soit v € L*(Q) on appelle la dérivée partielle faiblew; la fonction apparte-

nant aL?*(Q) tel que :
Oy /
v =— [ wip;Vo € DN
/Q O Q @)

o
ox;

Notation 2.3.1. on note w; =
Proposition 2.3.2. [All0]] soitv € L*(Q) :

1. la dérivée faiblew; est unique

2. siv e L2(Q)NCYQ) la dérivée faible coincide avec la dérivée forte.

Démonstration. 1. soitv € L*(Q) et(w;;w!) € (L?(Q2))? tel que :

/Uago :—/wigpz—/wl’-gp;VgpeD(Q)
o Ox; Q Q

= [olwip — wip) = 0;(wi;wj) € (L*(Q))?)
= w; = w,

(p.p) dans Q

2. soit v € L2(Q) N CY(Q)
La formule de Green donne :
Qvaa_i = — Jo 9o + Jaqveniii =1,2;¥p € D(Q)
= fQUaa_xi = _fgwg_é = — Jquwiv; Ve € D(Q)
= fg(g—; —wip = 0;Vp € D(Q)
= 86_;; = w;p

2.4 Les espace de Sobolev

2.4.1 L’espace H!(Q)
Définition 2.4.1. [All05] Soit Q un ouvert de RN . L’espace de Sobolev H'(Q) est défini par

HY(Q) = {v € L*(Q) tel que Vi € {1,...,]\7}5% € Lz(Q)}
L

ot % est la dérivée partielle faible de v .

Exemple 2.4.1. Q =] — 1;1[; f(x) = |z|; f € L*(Q)

f admet une dérivée faible dans L? ?




Chapitre 2. Espace de Banach et espace de Hilbert

44

soit ¢ € D(Q)

1 0 1
fgo'd:v:/ —xgp’d:v—l—/ ' dx
0

-1 -1

0 1
= / Lpdr — [z¢]°, —/ Lpdr — [xp];
0

-1

0 1
:/ 1.90(13:—/ l.pdx
-1 0
0 1
:—[—/ 1.g0d:c—|—/ 1.pdz]
-1 0

ST on pose
-1 s1—-1<zx2<0
H(x) =
1 si0<zx<1
alors fjl fo'de = — fjl Hy'dx; Vo € D(Q)
= on pose H = f € L*(Q)

Exemple 2.4.2.

-1 s1-1<zx2<0
H(z) = .
1 s1i0<x<1

si H admet une dérivée faible dans L*(Q) avec) =] — 1; 1] il existerait z € L*(Q) tel que :

f_ll Hy = — f_ll zodz; Yo € D(N)
= fi)l —¢' + fol ¢ = f—ll =P
= [—¢]% + [els = [, 2
1
= —2pp = f_l zQ

o si suppyp CJ0;1]
Jhze= [l 20=20=0
= Vo € D(]0;1]) : fol 2p =0
= 2=0 (p.p) sur]0;1[ car z € L*(Q) = z € L*(]0; 1])

o sisuppp C|] —1;0]
f—11 P = fi)l zp=0
=2=0 (p.p) sur|—1;0]
=2=0 (p.p) sur|—1;1]
et [1 20 =2py; Yo € D(] — 1;1])
= o =0;Vp € D(] - 1;1])
absurde ; il n’existe pas z € L*(Q) dérivée faible dans L*(f2)
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Lemme 2.4.1. [BB11] soit v: Q C R* = R dans L*(Q2)

Alors v € HY(Q) si et seulement si :

EIc>0Vgp€D(Q):/v
Q

Démonstration. e v € Hl(Q) = v e L*(Qetf2 € L*(Q)
9
cad: fQ @:_fsz o2, ¥

’fn 8:1:1 |fg 8:(:190| > || HL2 HSDHB(Q)
(p € L*(Q) = ¢ € D(Q))

P
= | Jowaz] < dlellrz o)

» Réciproque dc > 0Vp € D(Q) : fgva%%] < cl|o|| 20
ve HY (Q)?

soit L une application :

L:D(Q) C L*(Q) — R
d¢
Qva%

= L(p) =

1. L est linéaire sur D(12)

2. L est continue pour la norme L*(Q) : |L(¢)| < |||l 120

d’apres le théoréme de Hahn-Banach on peut étendre L aL?*(€2) et on note
L:L*Q) =R

tel que Vo € D(Q) : L(p) = L(y)

avecL linéaire et continue surL?(Q)

d’apres le théoreme de représentation d’une forme linéaire continue sur un Hilbert(Riesz) :
Jw; € LHQWVp € LAH(Q) : L(p) =< —wi; ¢ >12(0)

En particulier, on a :

Vo € L) : L(p) = — < wi; ¢ >12)

= Lip) = Lp) = Jovgs = = Jowiy

= v admet une dérivée faible dans L?(f2)

= v e HY(Q)

Proposition 2.4.1. [HL0Y] si l'on note < .;. > définit par :

Y(u;v) € (HY(Q))? < usv >= /Q(uv + 3u.?v)dm1dx2

Yo € H'(Q) : [Jv]lm(@) \/HUH +H H Ha:c 122

alors H'(Q) est un espace de Hilbert pour ||.|| g (q)
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Démonstration. 1. < .;. > est un produit scalaire sur H!'(Q) x H'(Q)
ou Ov 8u ov

<ujv >= dzqd

U:v /(UU + 6131 81’1 81’2 81’2) T2

o < .;.> est linéaire par la linéarité de 'opérateur 0 et I'intégrale.

o < .;.> est symétrique.

ov ov
<o o= /Q@ + (G + (g Phdands = ol ey > 0

< .;. > est définie-positive.

2. H'(Q) est complet pour la norme ||.|| g1 (o)
soit (Vn)nen € H'(Q) de Cauchy pour ||.||g1(q)
Ve > 034N > 0p;q > N : ||vp — vgl|mr) < €
= [lvp — UqH%]l(Q) <é

0 0 0 0
= H’Up_qu%?(Q +Ha;§ aZjHLQ +Hazz aZZHH

= [[op — vyl[2aiq) < 22 et |52 — 8%|| sy S €5 Vi =1; 2
= (Un)nen est de Cauchy pour||.||r2(q) et (81;’?),161\; est de Cauchy pour||.|[z2(q)

< g?

OrL?(Q) est complet pour |[.|| 2o
12(9)

Jv € LP(Quy —— v e lim o, — |2 =0
n—+
duy,
Jw; € LQ(Q)a”” ﬂwl & hm || ! — |2 =0
Oz,

v, = v € HYQ)?
or :(Vy)nen € HY () = (vp)nen € Lz(Q)etngj € L*(N);i=1;2

avec [, vng—gfi = — [o 52 Vp € D(Q);Vn €N
L | fovnge = fovgel =1 Jo(a — 0)52] < llvw — vlli2@|1 52 120
oy 830
quandn — 00 : [|v, — v||r2(0 H—>O:>nl_1>r£Oo quna—%_ Yo,

. : vy,

de méme : lim 0= [ w
n—+00 [o 8:& Q

par passage a la limite on obtient :

WVae = = Jowipi Ve € D(Q)
:>wl—§;’i = v e HY(Q)

= v, — v dans L*(Q)et§2 — w; = 2 dans L*(Q)

2. v, = v dans H'(Q2)?

[lon = vl3 @) = llon = vll72i0) + 1152 — T2 + 1152 — Fllze

or
|[vn — U”L? —0
0
||6ZT awl ||L2(Q

152 —

Oxo 81’2 HL2 —0




47 Chapitre 2. Espace de Banach et espace de Hilbert

v, — v dans H'(Q)

O

Remarque 2.4.1. [HL0Y] Si) est un ouvert de RN avecN > 2 en générale; les fonctions deH' ()

ne sont pas continue. Mais on a la propriété suivante :

Propriété 2.4.1. |HL0Y/
H'(Ja; b]) € C°(Ja; b])

Démonstration. soit u € H'(Ja;b[) =

{ u € L*(Ja; b))
u' € L*(Ja; b])

b b
/ up'dr = —/ u'pdx; Vo € D(Q)

si on pose w(z) = [T/ (t)dt

au sens classique v'(z) = v/(z) sur [a; 0]

@l =1 [ o < [
§/ab|u’(t)|.1dt
<os ([ vani( [ wiorant
= Vo € [0 s o(@)] < VB allellz2gang

si |a; b[ est un ouvert borné de R alors v est définie sur[a; b]

2. V(z;2') € ([a;0])? : v(z) —v(2) = [T/ (t)dt — faxl u(t)dt = [ u/(t)dt

=

< \/x - x’|mtj(\u’(t)|2dt)%
<V — aint%u?(t)dt

=iz <z :lv(z )— v(x ’)\<\/:U—a:||u||L2]ab[)
siz <a:fu(z) —v(@)| =[5 1 (@)dt| = | [T 1u (t)dt| < Vo' — z||W|| 20

= V(z;2') € ([a;b])? : Jo(z) —v(2')] < |2’ — x\ZHU’HL?qa;bD




Chapitre 2. Espace de Banach et espace de Hilbert 48

= v est uniformément continue sur [a; b]

en effet ;v est uniformément continue sur [a; b]si
Ve > 036V(z;2) € ([a;0))? : |z — 2| < 0 = |v(x) —v(2))] << &
1 1
si |2’ —x|2||u [L2app < €= |2 —:v|2 <

HUIHL2( b[)

1

= —z2 < 7 =t— =9
HUHLZ (Ja;b[)
on a donc :
Ve > 030 = (7 c )V (z;2") € ([a;b])? 1 o —2/| < § = |v(z) —v(@)| << ¢
[N 22 gasepy

Conclusion :

v(z) = [T/ (t)dt est continue surfa; b] avec u' € L*(Ja; b])

L%@mwwa[%ZVWW@@

t=b b
Fubini Tonelli = / u'(t) / o' (y)dydt
t t

=a

3. soit ¢ € D(]a;b]) :

=/www@—mmﬁ
b
Z—/U@M@@

avecu' € L*(Ja; b])
= v est continue sur [a; b] =
v € L*(Ja; b])
{ v = € L*(]a; b[)

= v € H'(Ja;b])
:>fb'u<p fbu’gpz—fbv’go;gpeD(Q)
:>f ¢ =0=u = (p.p) dans|a; b]

[]
Théoreme 2.4.1. [HL09] s0itQ un ouvert régulier et borné deR? alors D(Y) est dense dans H'(S2)
D(Q) C Ci() =CH Q) c HY(Q)
= CY(Q) est dense dans H' ()

Trace et formule de Green

Théoreme 2.4.2 (Théoreme de Trace). [AlI0G] SiQ est un ouvert de classe C' borné de R?. Alors
lapplication o définie par :

Yo : H(Q) — L*(09)

v = (W) =v/aq
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Yo est linéaire et continue :
Je > 0Vv € HY(Q) : [|v]| 120000 < ][00
Remarque 2.4.2. Par abus de notation on écrit :||v||r200) = ||70(v)||L200)

Remarque 2.4.3. 7o permet de définir les valeurs d’une fonction v appartenant aH'(Q) sur le

bordof).

Théoreme 2.4.3 (Formule de Green). [All05]

V(u;v) € (Hl(Q)) g; = Qvgg +/ag uvn;; Ny = ﬁfz}

Démonstration.  « D(Q) est dense dans H'(Q) = V(u;v) € (HY(2))23(un; vn) € (D(Q))? tel que

Hl
Uy — U

Hl
Up —> U

« OrD(Q) C C*(Q) on a :(formule de Green classique pour les fonctions réguliéres)

— ov,, ou,
(tn;vy) € (CHQ))? /Qun 81;51- = —/Qvn (;;i —l—/ UnUpi; T = .z

par passage a la limite :

0 0
U Yo _ v Y —l—/ UVN;; Ny W?Z
o O o 9 Jaq
car :
[ = gt =1 [ G =)
Up—— [ u =
o Oz q Oz; 8951 8:1:1
_| / (%n ov )+ ov ov,, ov |
—u) Up—=— + U —2u
8331 Oz, ox; ox; ox;
Gvn ov ov v, Ov
/ 8!BZ 8%) (= )8% u (81'2 8x1)|
ov,  Ov
<cs [lun —ullz@llz = = 3 o) + |[un — ullr20 | ) + [[ull]|z:
T, T
H! 8un ou
Up = [t — ul[720) + 1522 — 52 ll120) = 0
H? . v
U = V& [|vy = |72 + ||ng — 2 2(@)-0
:>/ (%n
un
Q 8:1:1 83:1
de méme :

[ 2, %/%
anin o 0z;
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| UpUp T —/ uvn;| = | (Upvam; — uvmy)|
a0 EY) By
= | (un — ) (v, — v)N; + upvn; + uvpn; — 2uovny|

= | (un — uw)(vy, — )0 + (U, — w)on; + u(v, — v)ng|

<[ = alon = ol + [ o = ol + [ Jullo, = ol
o0 o0 oQ

Or |ni| = |7.7;| < ||7|||Z}]] =1
= | unvnm—/ uvn;| < ||un—ul| 200 |[|vn =] L200) || un—u|| L200) [|V]| L2800 | |0l L2 (00 || n =V || L2 (002)
o0 o0

= | fag unvnni_faQ uvni| STrace C2(H”n_u||H1(Omega)||Un_v||H1(Omega)||un_u||H1(Omega)HUHHl(Omega)||u|
U||H1(Omega))
= [og UnUnni = [o0 uvn;

Remarque 2.4.4. siu € H*(Q) etv € H'(Q) :

0*u ou Ov ou
=- [ on

—5V
2

Remarque 2.4.5.

/QA’LLU:—/ (Vu. %Jr/m S € HA(Q); Vo € H'(Q)

2.4.2 L’espace H}(Q)

soit  un ouvert régulier et borné dansR?

Hy(){v € H'(Q)/70(v) = v0 = 0}
Proposition 2.4.2. |HL09] Hj(Q) est un espace de Hilbert pour la norme induite ||.||m1(q)

Démonstration. soit (v,)nen € H}(Q) de Cauchy.

orHg(Q2) € HY(Q) = (vn)nen est de Cauchy dansH'(Q)

= Jve H'(Q) : ||[vn — v||mr) = 0

veHH(Q)?

20(v) = 70(0 = vn + vn) = Y0(v = vn) + 70(n)

Yo(vs) = O car v, € H(2)

or 7o est continue :|[7o(v)||z2) = [|70(v — va)l22(0) < cl[v — vnllg1(@) = O
= o)z = 0

= 70(v) = v/90 =0

= v € Hj(Q)

= H;(Q) est un Hilbert pour ||.||z1q) O
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Remarque 2.4.6. [HL0Y] D(Q) est dense dansH}(Q) car :

HY(Q)

Hy(Q) = D(Q) = {v e H'(Q);v/00 = 0}

Théoreme 2.4.4 (Théoreme de Rellich (théoréme de compacité)). [HL0YJ soit Q0 un ouvert régulier
et borné de R? alors l'injection canonique deH'(Q) dans L*(2) est compacte.

De toutes suite bornée dans H*(2) ; on peut extraire une sous-suite qui converge dans L*(2)

i H'(Q) = L*(Q)

v — i(v)

7 est continue :
o113y = Nol720) + 11221135 +||812||Lz(m=|Ivlli2<m+||§>v!|iz<m

= ||U||L2(Q < ||U||H1(Q)

Proposition 2.4.3 (Inégalité¢ de Poincaré). [HL09/ soit Q un ouvert régulier et borné de R*
Je > 0o € Hy(Q) : / v? < c/ \60\2
Q 0

Remarque 2.4.7. L’inégalité de Poincaré est fausse dansH'()).
soitvEHl(Q):v:a;«éO:>fQ|€v|2:0

etfo,v* = [,a* = a®p(Q)

=0<a*u(Q)<0=a=0

Démonstration. Jc > Vv € H}(Q) : I(v) = % <c

le v

supposons fic > 0/Yv € H}(Q) : I[(v) < ¢

I(vn)nen € HH () : ff—“m?'— : ((Un)nen est non bornée).
ammme%<.kﬁ2nkﬁwmmm>
si on pose :w,, = ||v{ﬁfgﬂ) ||wn”L2(Q)
fQ ‘?U| _ 2
= [y |€v|2 < 1
= hnllise = el oy + [Pl By < 1+ < 2

= (wp)nen est bornée dansH'(2) ; d’aprés le théoréme de Rellich :
I(wpr )wren qui converge dansL?(1Q)
on & de plus || Vw2 = fo [Vuwwl? < L (' #0)
= [|wn — wm’”%{l(g) = [Jwp — wm’“%%g) + IV (wnr — wm’)“%%g)
Wi — Wi |[72(q) — 0 car (wn)nen converge dansL?($2)
19 0 — ) 0 car [Ty <
= (W )wen est de Cauchy dansH'(Q)
1
Jwe HY(Q) :w H—(Q)> w

v v = tim [ [Vwe = lim [|[Vuw,]|?
Jo Sl = [0y = Jim [ (Tl = tim (¥
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or [ |Vww? <L = [ [V =0= Yul? =0 (p.p) dansQ
= w = ¢’ (p.p) dans Q
= w =0 (p.p) dans Q car (W, )wen € Hi(Q)
2 _
or [w®= n/l_l}I_IFloo( wy) =1

avoir [, w® =1 et w = 0(p.p) dans Q n’est pas possible.

2
Remarque 2.4.8. 50it (¢,)nen € L2(Q) : n L@, ©

Jawi = Jo ¥
Jo(@® = 02) = Jolo — on) (@ + ¢n)

= 10" = )l <l = enllz@lle + enllrz@) = 10 — @Rl < [l — enllz@ (lell2@llenl 2)

2
or on — s o - 3M > 09n € N| ||| 2y < M

= | Jo(©® — 2| < llellrz@lle — enllrz@

Normes équivalantes dans H; ()

Proposition 2.4.4. [HL0Y] 3(c; B) € R¥? tel que :
Vo € Hy(Q) : af|v||a(o) < [v)i < Bl[v][m o
1
ou : vl = (J, [Vol2)}
Remarque 2.4.9. [HL0Y] |.|; définie une norme surHJ(£2)

L [Mv|y = [Mv|
2. v+ wl < vl + |wh

3. v =0= |, |€v|2 —0= Yu=0 (p.p) dans Q
si 2 est connexe régulier ; borné dans R?
= v =" (p.p) dans Q et v/9q =0
= v =0 (p.p) dans

Démonstration. 1. ||U||12Lll(9) = ||v||%2(9) + ||€v||%2(9)
= vl Eq) = IVl172q) + v > [0}
= ‘Ull < H'UHHl(Q) = 6 =1

2. d’apres 'inégalité de Poincaré on a :

HC>OVU€H3(Q):/02§/’€U’2
0 0

= [ollf2) < clvlt
= ||UH§{1(Q) = Hvﬂiz(g) + ol < (1 +o)fof;
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= ol = /vl @)

- /L
= a= 1+c




CHAPITRE 3

APPLICATIONS

Apres avoir introduit les notions nécessaire, dans ce chapitre, on étudie quelques EDP en appli-

quant le théoreme de Lax-milgram. Les ouvrage [BB11] et [PARSE] ont été utilisé.

3.1 Application a la mécanique des solides déformables

3.1.1 Position du probléeme-Formulation forte-

Soit 2 un ouvert régulier et borné de RYY (N=2 ou 3) est contitué¢ d’un matériau élastique et est
soumis & un champs de forces f; de composantes f; (i = 1; N) appartenant a L*(Q); f € (L?(Q))V.
Soit o = (0y5; ((4;7) € 1;...; N) avec

o:Q CRY = My(R)
M = Cﬂﬁ.“;mAﬂ — U(AJ):: JU(Af)
o : champs des contraintes dans ()

I’équation d’équilibre s’écrit :

N
0
25315——0m“+1ﬂ =0
j=1 O
_»]_ 8ui an
Eij(u) = 5(8xj + 8—%)

Hypothése :Elasticité linéaire
Loi de Hook 0;; = A(trE(u))d;; + 2pE;;(u)

avec

w>0; AN +2u >0
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si € est encastré : u; = 0 sur 0f)

{ _/\Zj‘vz1 a%j(trE( )0y QNZ] 1ax Eij(u)=fi i=1N

(PC)
u; =0 surdf?
3.1.2 Formulation variationelle
Soit v un champ de vecteurs test de composante v; ;(i = 1; N)
A AN
_)\Z/QG_%(WE(U))%UZ_Q’MZ/Qa_g:]E”(u)UZ:/QfZUZ
j=1 7=1
1.
/i(trE(u))5~~v~ = —/(trE(u))iv-6~+/ (trE(u))vin;d;
0 a.fljj ij Vi 0 0;1:j 1Vij 90 1105045
mais [, (trE(u))vin;dy; si v =0 sur 0Q
= zj.v ! fQ o trE( ) (m Jo(trEB(u)) 2.
= SV ( )\fﬂ iz 1893 (tr E(u))d;jv;) —)\thrE(u)t'r’E(v)
2. fQ ai Eij(u fQ i ( g;}l + /69 Eij(u)vin;
=0
ov; 1 Ou; Ou;  Ov;  Ov;
Ei' g% _ 1 i g 7 7
8ui an (%i 1/<8uj n 8ui)avj
. 8ul an (%i al)j
- 8:(:] oz >(axj+axi)
:>_21u211 j= 1fQ ) /’LZ’LJIQ 'LJ U)
= )\fQ trE(u)trE(v) + 2,ufﬂ u): E(v) = [, fv avec v/s0 =0
E( ) Zz] fQ Z] U)
m Ou;
Eij(u) = (2; + 7)
dus g ) |0 ||| 2|,
si u; et v; appartiennent a H'(Q) alors [, trE(u)trE(v) et [, E( ) seront finies, de méme
| Jo fol < [ fllzzlol]z2
| fQ fol = Eivl fQ fivil < val fQ | fivil
1132 = Jo If1? = Jo 30 fil? = L 1fill
||U||L2 = Zizl ||Uz||L2
St | o fivsl < S filleellvillee < (0L 11Aill132)2 (2, il 32)2 = 11112 o]z
La formulation variationnelle s’écrit :
Trouer u € (H}())Y solution de : PV)
A o trEu)trE() + 24 foy E(u): E(v) = [, fo Vf € (H(Q)™
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Remarque 3.1.1. trE(u) = Y. 1E”( ) =SV 9w — iy (u)

1= 18%

(PV) : X [, div(u).div(v) + 2 [, E(u): E(v) = [, f

3.1.3 Coércivité de a(.;.)

Jae > 0: a(v;v) > aljv] 3. ?

lol2 = V][22 + |[Vol |2, avec [[v][2. = [, v = 3000, vl 2
(Vo)iy = 52 = |Vl = 25 (5)?
(D) a )Z)‘f +2ﬂfg ): E(v)
( ) =FE® (v ) )( ) avec : E(l)( )= E(v) — %W‘E(v).[ et E(z)(v) = %W‘E(v).[

Remarque 3.1.2. trEW(v) = trE(v) — +trE(v).trl =0 (trT=N)

EW): E(v) = EM(): EM(v) + E@(v): E®@(v) +2E¢
EW(v): E@(v) = (E(v) — +trE(v).I): (2trE(v).]) =
Or :E(v): I =31 Ejj(v)0i; = S0 By = trE(v)

)

= EW(): E®(v) = %(trE( ))? — #(trE(v))2 x N =
(I:1=73(6)%=N)
= a(v;0) = A [o(div(v))? + 2 [o |ED (0) > + [E®) ()

'(v): E®(v)
(trE(v)E(v): I —

0

ou |[EW2 = ERE): B @)

or AE® ()] = gz (trE(v))’N = (trE(v))* = N|E® (v)[? = (div(v))?

/N\E 12+2#/|E

()P + B ()]

= (AN +2p) /|E<2> (v)]* + 2u /|E(1)(v)|2
ﬁ,_/ Q \/ Q

> Min(AN + 2u; 2p) /\E
ch/ |E(v)
Q

(IT) Inégalité de Korn (Simplifiée)

()P +[EP()P)

Yo € Hy(Q) : || Vollr2 < V2| B(v)]|2

avec

HﬂmmzémejéﬂwEm

= (trE())21: 1

s k=12
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=
N
2 [ 1B =23 [ BsoEs0)
Q — Ja
/Z 81}1 81)] (%i n 811]-)
oz, 83:1 &Ej Ox;
5)1;1 (%] al 0v; Ov;
/Z /Z +; o Ox; O
or:
Ov; Ov; *Vj  temmedeShwartz 9 Ov; N
QO 6xj 895, N al‘]al’z B 8xl(ax]> wee v e (D)
(%Z ov;
- i/ an 81}]'
- e Q 8:171 al’l
= /(dz’v(v))2 >0
Q

=2 [ |[EW)]* = [, |Vv]* + [(div(v))® > [, [Vv]?
= [o|IVu]P <2 [, |E(v)]?

= [|[Vu||z2 < V2[|E(v)]|12

= a(v;v) == a [ |[E@W)]? = al|[E()]]7:

= a(v;v) > 2[|Vv||3.

(II) Vi=1;2: [|vil* < ¢ [, ]VUJQ
IVoll7 = Jo [Vo|* = fQ isj g;:);
||U||L2 = fQ |U|2 fQ =1 |UZ|2 < Zi:l Cp fQ ’VUZ-P
or :[|Vol[7, = 30;0 1fQ N 81}2 :Zi]il JoIVuil®
= [[v]|72 < ol V]2
= [[ollfn < (14 c)[IVvl|72
= a(v;v) > 2||Vv|]2, > e )||v||H1 )N Avee ¢ = Min(AN + 24;2p)

3.2 Condition de Dirichlet non homogene

—Au=f dans Q;f e L*Q)
ulpo =g g€ L*(0Q)

Proposition 3.2.1. Soit g € L*(0Q); 3h € H*(Q) tel que : h =g (p.p) sur 90 et :

IM > 0 : ||hl|ae) < M|gll 200

h est un relevement de g ; h ,’est pas unique.
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Proposition 3.2.2. Jlu € H'(Q) solution faible associée a (PC) tel que :

3 >0 ullmy) < el f 2@ + llgll2o0)

Soit h € H?(Q) un reléevement de g € L?(99)
onpose:p=u—hp: Q=R
etona:p/ogg=ulga—hlsa=9g—9g=0
Ap=Au—Ah=—f—-Ah=—-F =

—Ap =F dans
¢/oa =0

= 3y € H}(Q) solution de [, VoV = [, Fip;Vip € Hj(Q)
Remarque 3.2.1. ¢ dépend du relevement h par F'

Remarque 3.2.2. p=u—h=u=p+h
= existence de la solution u € H} () solution de (PV) associé a (PC).

o Unicité de u solution de (PC)

V={u:Q=RvecH (Q);v/on =g}

V n’est pas un espace vectoriel

soient u;v € Vi — [, Au(v —u) = [, f(v—u)
éfQVuV(v—u)—/ gZU—u Jo f(v—u)

=0
u est solution de :

a(u;v —u)=Lv—u) YveV
{ ueV

Soient u et ux deuz solution de (PV) :

a(u;v —u) = Llv—u)Vv € V

a(ux;v —ux) = L(v —ux)Vo € V

v=ux:a(u;ux —u) = Llu*x—u)

v=u:alux;u —ux) = L(u — ux)

= a(u;u*x —u) + alux;u —ux) =0

= a(u —ux;u*x —u) =0

Or (u —ux) € H}(Q) et a est coéreive sur HY () :

Ja>0:allu—ux|F <alu—ux;u—ux) =0

= Jlu—ux*|)3, =0

= u=ux (p.p) dans )

o Estimation a priori : dc > 0||u||H1(Q) < c(||f]]r20) + ||g||Lz(aQ))?
—Au=-Ap—-Ah=Ff
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0 oh
~ oo = o fut o dbo = foBpni— [ SEo— [ fo - [, Vvt [ Shy
o0 on o0 on
=0 =0
orploa=0=p € H}(Q) =
{ Trouver ¢ € HJ ()
Ja VeV = [ fU = [ VIVY

siy=p = [ |Vo>= [, fo— [, VhEV; 0 € HL(Q)
Jep > 01 [|el|22(g) < lIVEl[T20 (Pomcare)
= el < (1+ V6l

1

3 p—
p I+c

BBy < V0l 2aq = /nwﬁ

_ /Q fo - /Q ViV
<| [ re= [ vnvel
S/ﬂlfsolJr/QIVWM

< | fllzz@llellz2@) + VAl L2 ll¢l| 22
< (Ifllz2@) + IV 2]l 510

2
P

= |lellmo) < 51/l + [[VRllza@) Or:u=¢+h=

ulle @) = [l + hlla @) < ||90||H1(Q + @

(||f||L2<Q HIVAll2@) + (1Al @)

QI*—‘E

(LA 22 + 1Pl z2@) + (122 + (1Pl 220)
=1+ E)(HfHL'Z(m+HhHL2(m)

IM > 0 ||bf|mie) < M|gl[r200)

= lullae) < 1+ 52 + Mllgll2e0)

= [lullm@) < (1 + HIfll2@ +M(1 + gl 2 00))
= [lullm@) <c (HfHL2 +H9HL2 09))

avec : ¢ = Max((1+ B);M(l—i-%))

3.3 Probleme elliptique avec condition de Fourier

Trouver u € H?(2) solution de :
—Au+u=f dans €2 (PC)
Pt ku=yg (k > 0) sur 09

avecf € L*(Q) et g € L*(Q)
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Remarque 3.3.1. si k = 0; alors c’est la condition de Neumann

Remarque 3.3.2.

NN

Remarque 3.3.3. si u € H*(Q) I'EDP a un sens.
u e H*Q) C HY(Q) alors tru = u/sq € L*(00)
on a aussi 9% € H'(Q) = tro% e L*(09)

3.3.1 Formulation variationnelle :

Si u € H?(Q) est solution de (PC) :

— Jo Auv + [uv = [, fo
sive HY(Q fﬂ€ Vo — oo v+ [ uv = [, fo;Vv € HY(Q)

& fg(gu.gv—i—uv) — [oo(g — ku)v = [, fu;Yv € HY(Q)

Trouver u € H?(Q) solution de :
fd?u?v +uw) +k [jou = [, fu+ [,ogv Yve H(Q)

3.3.2 Existence et unicité de la solution u de (PV)

« V = H'(Q) muni de la norme ||.|| g1

e on pose a(u;v) ?u?v—i—uv +k uv
ol o9

:foerfanv

Trouver u € V solution de :
a(u;v) = L(v) YoeV

1. L est une forme linéaire continue sur H*(Q)

IL(w)| < | fllze@llvl|z2) + [lgl] 200 [|v]| 2200
< |[flle2lvl2) + cllgll L2 o] a1 @

< (I llz2@) + ellgll2o)lvlla @)

2. a est bilinéaire continue sur H'(Q2) x H'(Q)

(PV)

(PV)

|a(u; )| < |[Vullr2@)||Vollr2) + |ullz2@) + [|v]]r20) + Ellull 200 [[v]|22(00)

< ullm@|v|l @) + lullm) + [[v]lar@) + kS |ull

< 2+ kA |Jul| @ lJv]| @)

o ||| (@)
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3. a est coéreive :

a(v;v):/g|(%|2+02)+k/mv2

= ||VUH%2(Q) + HUH%Q(Q) + kHUH%?(aQ)
= ||U||%11(9) + k||“||%2(aﬂ)

> HUH?{l(Q)
Remarque 3.3.4. Si on avait

—Au=f dans §2
S tku=g (k>0) surdQ

= a(u;v) fﬂgu?v—i—kfmuv
a(v;v) = |[V|[72q) + El[0][7200) = BllvIF o) ?

or : l'inégalité de Pomcare généralisée dans H'(Q) :

1v]|z20) < D([|v]lr2(a0) + [IVVl[r2(0)
= a(v;v) > Min(L; k) (||[Vol22q) + 110][2 0g)
or ||u||L2(Q) < 2D*(|J0][32 00y + 11V]172(0)

= ||Vl () < 2D%|0][72(90) + (2D + D[ Vol[72q

= ||v||H1 @ < @D% + 1)(|[ol72909) + [IVVl[720)
Min(1;k)

:>a(v,v) > D2+1 H HHl ()

3.3.3 (PC) < (PV)

Soit u solution de (PV) et u € H*(Q)

L?u?v—i—uv +/€/8qu—/fv+/mgv Vv e HY(Q)

& — /Auv—i— —v—l—/uv—l—k/ uv—/fv+/ gu;Yv € H'(Q)
o0 0 00 9

<:>/ Au+u—f)v—/ (9 — kuan)v Vv e HY()
o0

UGCSOCHI(Q):>U/5920

:>/(—Au+u—f)v:O;Vv€C§°:D(Q)

Q
N~ 7
~~

€L2(Q)
= —Au+u— f) =0 (pp) dans 2

or D(Q) est dense dans L*(Q2) on pose U = —Au +u — f € L*(Q)
soit ¢ € L*(Q) : [oUp = [U(p — ) car [,Up, =0

| [oUel < |U|r2@) lle — enllrz@) = JoUp = 0;Vp € L*(Q) = U = 0 (pp) dans
——————

=0
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= —Au+u = f (pp) dans

= [oo(9—kud“)v =0; Vv € H'(Q) on pose V =2 + ku— g € L*(9Q) = [,,Vv=0; Vv € H(Q)
on note Im(tr(H'(0))) = Hz(d9Q) C L*(8)

on a de plus Hz(9Q) est dense dans L2(09)

soit ¢ € L2(90) I, € Hz(99Q) - |[1h — 1| 200) — 0

Joaa VI = [po V(W =) < V2001t = ¥nllz2(00) = 0

= [V =0vy € L*(09)

=V =0 (pp) dans Q@ = 2 + ku — g = 0 (pp) dans Q




CONCLURSION

Dans ce mémoire nous avons présenté les théoremes et propriétés essentielles des espaces fonc-
tionnelle utilisé dans ’étude de quelques équation différentielle partielle, qui nous permettent d’avoir
I'existence, 'unicité et la régularité des solutions. nous avons commencé par introduire les définitions
et les propriétés des espaces de Banach , Hilbert et Sobolev ensuite nous avons appliqué le théoreme
de Lax-Milgram pour étudier quelques exemples pratique dans le domaine de la mécanique des solides

déformable .
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