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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions l'existence globale et I'explosion en temps fini des solutions d'un
systéme parabolique dégénéré double non- linéaire de filtration polytropique non- Newton avec source

non - locale

(

u — Dy ptt = a/ (vo‘(x, t) + ey (x, t)) dzx,
Q
v — Dy v = b/ <u6(x, t) + By (x, t)) dx,
Q

u(z,t) =0, o(z,t)=0, (x,t)€dx(0,T],

ku(m,O) =up(z), v(z,0)=vo(z), z€Q,

oum,n >1,p,q > 2,a, > 0 eta,bsont des constantes réelles positives .

Sous certains conditions convenables, nous prouvons que la solution existe globalement ou explose
en temps fini par rapport aux données initiaux et aux relations entre a5 et mn(p — 1)(¢ — 1) .

Un cas particulier, est consacré pour « = n(q— 1), 5 = m(p — 1) nous donnons également des condi-
tions dépendent des constantes a, b et £(x),¥(x) qu’ on définit aprés dans nos principaux résultats,
pour que la solution existe globalement ou explose en temps fini .Nos résultats développent de Jun
Zhou and Chunlai Mu [[10]

Mots-clés : solution faible, méthode sous et sur solution, existence globale, explosion en temps fini .



Abstract

In this memoir, we study the global existence and blows-up in finite-time solutions of a doubly

nonlinear degenerate polytropic non-Newton-Itration parabolic system with non- local source

.

U — Dy ptt = a/ (vo‘(x, t)+ uTD (x, t)) dzx,
Q
v — Ay v = b/ (uﬁ(x, t)+ By (x, t)> dz,
Q

u(z,t) =0, o(z,t)=0, (x,t)€dx(0,T],

\u(m,O) =up(x), v(z,0)=1v9(z), z€Q,

where m,n > 1,p,q > 2,a, 8 > 0 et a, b are positive real constants.

Under certain suitable assumptions, we prove that the solution exists globally or bows-up in finite
time with respect to the initial data and the relations between o8 and mn(p — 1)(¢ — 1)

A special case, is devoted for « = n(q — 1), = m(p — 1), we also give conditions depend on the
constants a, b and £(z), ¥(x) which we define afterwards in our main results, for the solution to exist
globally or blows - up in finite time . Our results develop the results of Jun Zhou and Chunlai Mu [[10]
Key-words : Weak solution, upper and lower solution method, globl existence, blow - up in finite

time .
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Liste des Notations

: Un ouvert de R".

: Espace des fonctions mesurables de puissance. p € [1, +00] , intégrables sur (2.
: Espace de Sobolev

: Gradient de u.

: Laplacien de u.

: La mesure de €.

: La frontiére de (2.

: Support de u.

: Espace des fonctions m fois continliment différentiable sur ) (avec m € N¥).
: Espace des fonctions continues sur €.

: Espace des fonctions C'*°(£2) a support compact.

: Espace de Holder (I'espace des fonctions k - fois continiiment différentiables et leur

dérivées partielles sont continues Holdériennes d'exposant «).

: Presque partout.
: La dérivée de la variable u par rapport a ¢.

:La norme dans l'espace LP(2).
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Intoduction

L’¢étude des systémes paraboliques non-linéaires ou double non-linéaires comme le systéme (1.1)

dans [|10] et ce que nous avons en train d'étudier dans notre cas, le systéme suivant

(
U — Dy ptt = a/ (va(x, t) + ey (x,t)) dr, (x,t) € Q2 x (0,7,
Q
v — Ay v = b/ (uﬁ(x,t) 4D (x,t)) dx, (x,t) € Qx (0,77,
Q

u(z,t) =0, o(z,t)=0, (x,t)€dQx(0,T],

ku(x, 0) =up(z), v(z,0)=1v9(x), z€Q,

oum,n>1,p,qg>2,a,3>0,N >1eta,bsont des constantes réelles positives,
Q c RY(N > 1) est un domaine borné avec frontiére réguliére OS2, et en utilisant la notation Q7 =

Qx1[0,T), Sp =00 x10,T), T >0.Et
A, ,0 =V (|O"P2O™), VO™ =mO" (0,4, ..., 0.y),

An 0 = V(|O"720"), VO" = n0"(O,,,...,0.,).

A vu une grande importance dans beaucoup de domaines de mathématiques, physique, des sciences
et de la technologie...

L’intérét d’étude de ce type de systémes est motivé par ces applications dans la dynamique des popu-
lations, les réactions chimiques, les équations de transfert de la chaleur, etc.

De plus, les solutions de ces systémes peuvent étre bornées, c’est-a-dire existent globalement ou non
bornées i.e., explosent en temps fini. Ici, nous disons qu'une solution existe globalement si la solution
devient bornée et nous disons que la solution explose en un temps fini si le contraire, ¢’est-a-dire que la
solution devient non bornée (au sens de la norme maximale) d’apres le principe d’explosion en temps
fini. Dans ce mémoire, on s’intéresse a 1’étude de I’existence globale et de I’explosion en temps fini

des solutions faibles du systéme ci-dessus. Jun Zhou and Chunlai Mu [|10], ont étudié le méme



systeme dans le cadre de I’existence globale et I’explosion en temps fini, ils ont obtenu des résultats
d'existence globale et d'explosion en temps fini des solution faibles.
Dans ce travail, nous allons développer les résultats de Jun Zhou and Chunlai Mu [[10] en ajoutant

des nouveaux termes au systéme (1.1) de [[10] exprimés respectivement par

_aB _af
/ w1 dx et / pme=1) dx.
Q Q

et en développant les preuves des résultats (Théoréeme 1.2, Théoreme 1.3 et Théoreme 1.4) conformé-
ment au ces nouveaux termes. Nous obtenons les mémes résultats d’existence globale et d’explosion
en temps fini des solutions faibles sous certaines conditions convenablement choisis, nous prouvons
que la solution existe globalement ou explose en temps fini par rapport aux données initiaux et aux
relations entre les exposantes constantes «, 3, m, n, p et ¢ du fait que la solution faible du systéme @)

existe globalement si I’'une des conditions suivantes soit satisfaites. (voir Théoréme (H) )
I af <mn(p—1)(g —1);
2. af =mn(p—1)(qg— 1) et la mesure de Q(|€2|) est suffisamment petit;
3. af > mn(p —1)(¢ — 1) et les valeurs initiales sont suffisamment petites.

D’autres coOtés la solution explose en temps fini si I'une des conditions suivantes soit satisfaite (voir

Théoréme (E))
1. aff > mn(p —1)(q — 1) et les valeurs initiales sont suffisamment grandes;
2. aff =mn(p—1)(q — 1) et 2 contient une boule suffisamment grande.

Un cas particulier, « = n(q — 1),8 = m(p — 1) (voir Théoréme (H)) ou dans ce cas les données

initiales satisfaits la condition (1) on a
1. la solution existe globalement si Ay < (ab)™*;

2. la solution explose en temps fini si Az > (ab)™'. Ou A et ;u sont définies par
A= [ e V@, = [ 00D @)
Q Q

avec &(x) et J(x) sont les solutions uniques des problémes elliptiques suivants (voir [10, 13])

_Ampé- e 17 €T € Q, —An7q”[9 = 1’ €Tr E Q7
£E=0, x € 0N ¥ =0, x € 0.



La méthode utilisée dans notre étude est basée sur les souss et les surs solutions, cette méthode
a été utilisée dans beaucoup des travaux comme exemple [[16],[L7]. Pour cela, on introduit les outils
mathématiques que nous avons besoin pour cette étude : des définitions et des notions préliminaires,
des propriétés, sur les déférents espaces de Lebesgue et de Sobolev (voir [, 5, 13]).
Ensuite, nous définissons les types de solutions [7], et la méthode de sous et sur solution [|16], qui nous
aident a étudier notre probléme.
Ce mémoire est partagé en trois Chapitre, le premier Chapitre est consacré pour les notions prélimi-
naires. Dans le deuxiéme Chapitre on étude 1’existence globale des solutions faibles de notre systéme.

L’explosion en temps fini des solutions faibles est ¢tudié¢ dans le troisiéme Chapitre.



Chapitre 1
Préliminaires et Notions fondamentales

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Hilbert
Définition 1. /6]

Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire (u,v) est une forme bilinéaire de H x H
dans R, symétrique, définie positive [i.e. (u,v) > 0Vu € H et (u,u) > 0 si u # 0]. Rappelons

qu’un produit scalaire vérifie l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
| (u,v) |< (u, u)* (v, 0)V?, Yu,v e H.

Remarquons que pour établir I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on n’utilise pas I’hypothese.

(uyuy >0siu#0.

1/2

Rappelons aussi que ||u|| = (u,u) /= est une norme associée a un produit scalaire.

En effet
lu+ 0 = [’ + [v]? + 2(u, v) < ul® + [v]* + 2Jul[v].

Rappelons enfin I’identité du parallélogramme :

2 2

a—>b
2

a+b
2

= % (lal*+|b]), Va,be H.

Définition 2. ¢/ Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire

(u,v) et qui est complet pour la norme (u,u)"/.



Chapitre 1:Préliminaires et Notions fondamentales

1.1.2 Fonctions mesurables

Soit © un ouvert de RY et une fonction f : & — R est dite mesurable si Voo € R, ’ensemble

E, ={x € Q/f(z) > a} est mesurable.

1.1.3 Fonctions intégrables

On dit qu’une fonction mesurable f : {2 — R est intégrable au sens de Lebesgue si

/ﬂ fl< .

1.1.4 Espaces L?(Q2)
Définition 3. /4]
Soit p € R avec 1 < p < 00 ; on pose

LP(Q) = {f : Q = R; f mesurable et |f|P € L'(Q)}.

On note y
p
T { [l dx} |

ou || . ||r) est une norme sur LF(£2).

Définition 4. /6]
On pose

L=(Q) ={f:Q = R; f mesurable et 3 une constante C telle que |f(x)| < Cp.p. sur .}

On note

| fllzeo = Inf{C <0 ;|f(x)| < C p.p. sur Q}.

1.1.5 Dualité dans les espaces L

Théoréme 1. [j]
Soit Q un owvert de RN, et soit p réel tel que 1 < p < 4o00. Le dual topologique de LP est LV

ou p’ est le nombre conjugué de p, ce qui signifie : (c’est- a - dire ) :



Chapitre 1:Préliminaires et Notions fondamentales

1.1.6 Espaces C"(f2)

Soit 2 un ouvert de R, et m un entier positif.
Définition 5. /j/

1. On définit C™(S2) par espace des fonctions continues dont toutes les dérivées jusqu’a ’ordre

m sont continues sur . On définit aussi :

0*(@Q) = () C™(Q).

meN
2. On note C2°(Q2) ou encore D(QY) lespace des fonctions C™(S2) a support compact dans Q.

Puisque € est un ouvert, les fonctions continues sur {2 ne sont pas nécessairement bornées.

Définition 6 (Support de fonction continue). Soit f : Q@ — R wune fonction continue . Le

support de f qu’on note supp(f) est le sous -ensemble fermé de RN (N € N) définie par :

supp(f) ={z € E| f(z) # 0}.

1.1.7 Espaces de Distributions

Définition 7. /3] Soit Q un ouvert de R . La disttribution T sur ) est une application linéaire
de C3°(Q2) dans C telle que :
pour tout compact K de Q2 il existe C, > 0 et k € N tels que

(T, ) |< O Y supldp(a)],

o<k zeK
pour tout ¢ € C5°(12).

Définition 8. D(Q2) est l’espace des fonctions de C*(§2) da support compact dans S

Les éléments de D(Q2) sont appelées fonctions test.

1.1.8 Espaces de Sobolev W™?(Q)
Définition 9. /j/
Soit Q un ouvert de RY. Pourm € N et 1 < p < +0o0, espace de Sobolev, noté W™ (1), est

constitué des fonctions de LP()) dont les dérivées partielles jusqu’a 'ordre m, au sens des dis-

tributions, s’identifient a des fonctions de LP(Q)). pour ces dérivées, on pose o = (o, ....,an),



Chapitre 1:Préliminaires et Notions fondamentales

N
‘a| = Z Qs
1

et on utilise la notation :
dlely,

D% =
80113:1 . .aOCNl'N7

la définition précédente s’écrit donc :
WP (Q) = {u € LP(Q)\Va € NV |a| < m = D*u € LP(Q)}.

Définition 10 ( L’espaces Wy (Q)). /6]
Soit 1 < p < 00; WyP(Q) désigne la fermeture de CH(Q) dans W'P(Q). On note

H(Q) = W) ().

L’espace Wol'p muni de la norme induite par WP est un espace de Banach séparable; il est

réflexif si 1 < p < co. Hy est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H'.

Remarque 1. [/
Sur la structure des dérivées dans un espace W'P(S2) :

pour 1 < p < 400, on définit l'espace de sobolevW'P(Q) par :
WP (Q) = {u € LP(Q),u a une dérivée faibleu' € LP(2)}

Muni de la norme

Il llwre@ =1l w L@ + | W' [le )

1.1.9 Espaces LF(0,T; X)

Soit X un espace de Banach, 7" un nombre réel positif (7' > 0).

On définit les espaces suivants : (voir [[13])

T
Lp(O,T;X):{u:(O,T)—)X,umesurable, /||u(t)||th<oo},telque 1<p<x
0

T p
I llmoirny= ( [t HS?) |

muni de la norme

=

et c’est-a- dire que



Chapitre 1:Préliminaires et Notions fondamentales

LP(0,7;X) ={u:(0,7) = X mesurable; 3¢ > 0 || u(t) ||x< cpp}

muni de la norme

| [ zoo.r:x)= inf{e > 0 [ u(t) [[x< ¢ pp}

1.1.10 Espaces de Holder

Définition 11. ( Espaces C**(Q)) [§]
Soient Q un ouvert de R" et a €]0,1]. C%*(Q) (ou A*(Q) ou Lip,(Q)) est l'espace vectoriel
des fonctions f : Q — C telles que

1. fe L>™(Q) i.e. f est mesurable bornée sur 2 .

2.3C >0:Vr,y €Q, |f(x) = f(y)|< Clz —y|*.

0 = { € L2(0), Wl = sup =IO < o)

munt de la norme
I f llca@y= Slelg|f($)|+ [fleagy
et

C™Q) = {f € C™(Q) : f™ e C¥(Q)},

muni de la norme

1 f llema@=Il £ llem@) + [F™] coy -

1.2 Probleme de Dirichlet homogene

Soit 2 ¢ RY un ouvert borné ,on cherche une fonctionw : 2 — R vérifiant :

—Au+u=f sur(,

u=0 sur ['=09Q,

N 32
ou Au = E 2 dit : Laplacien de w et f est une fonction données sur (2.
T4
i=1 0
la condition aux limites u = O sur I s’appelle la condition de Dirichlet homogéne (voir [6]).



Chapitre 1:Préliminaires et Notions fondamentales

1.3 Enoncé du probléme du p- Laplacien

Le probléme envisagé maintenant consiste a remplacer 1'opérateur de Laplace A = div(V) par

I’opérateur non linéaire , noté¢ A, définit par (voir [§]) :

Ayu = div(| VulP~2Vu).

1.4 Probleme bien posé et Probleme mal posé
En 1923, Hadamard a introduit la notation de probléme bien posé, il s’agit d'un probléme dont :

1. La solution existe.
2. La solution est unique.

3. La solution dépend continiment des données.

Un probléme qui n’est pas bien posé au sens de la définition ci-dessus est dit probléme mal posé.
Beaucoup de problémes inverses peuvent étre formulés en une équation intégrale Ax = y.

Soit A : U — V un opérateur de U sous espace d’un espace normé X dans V' sous espace d’un
espace normé Y. L’équation Az = y est dite bien posée si A est bijectifet A~! : V' — U est continu,
autrement Az = y est dite mal-posée. Dans les années récentes beaucoup de problémes de la physique

mathématique sont en réalité mal posés. (voir [9]).

1.5 Solution globale et solution explose en temps fini

Dans ce mémoire nous nous intéresserons en particulier au comportement de la solution au voisi-
nage de 7', ou T est le temps maximal d’existence de la solution du probléme ( ?7?)

D’apres la théorie, deux cas se présentent :
1. T'= +o0 : on dit que I’existence de la solution est globale.

2. T < 400 : dans ce cas, lim ||u(.,t)|| 1) = +o0, (resp lim |[v(.,t)|[z=() = +0o0 ). On dit
t—T t—T

alors que u( resp v) explose en temps fini 7.

On dit que la solution (u,v) du systéme (E]) explose en temps fini 7', si u ou bien v explose en

temps fini (voir [[15]).



Chapitre 1:Préliminaires et Notions fondamentales

1.6 Type des solutions

Définition 12 (solution faible). [7/

On considere le systéeme quasi-linéaire suivant :

.

—Apu = hy(x,u,v) dans €,

—Ayv = hy(z,u,v)  dans Q, (1.1)

u,v =20 sur OS2,
O . 171) 17q . . . .o
n dit que (u,v) € WyP(2) x Wyl (Q) est une solution faible de () si et seulement si :

/]Vu]pQVquodx:/hl(x,u,v)god:U,
O Q

/|Vv|q_2VvV¢dx:/hg(x,u,v)wdx,
Q Q

pour tout (¢, 1) € Wy () x Wy"(Q)
Définition 13. Soient (u,v), (4,7) € Wy P(Q) x Wy (Q)
1. On dit que (u,v) est une sous solution du probléme @) Si:

* Pour presque tout x € )

ap
y — At < @ /Q (e 0) + w0 (2, 1)) i,

v — A < b / (w'(@,t) + 07677 (2,1)) da,
0
* Pour tout v € 00, wu(z,t) <0, wv(x,t)<0.
2. On dit que (u,v) est une sur solution du probléme (lil) St :

* Pour presque tout x € )

U — Ay ptt > a/ (T)O‘(x,t) + G (m,t)) dz,

Q
Uy — Ay gU > b/ (aﬁ(x,t) + GoD (x, t)) dz,
Q
* Pour tout x € 00, a(x,t) >0, ov(x,t)>0.

10



Chapitre 1:Préliminaires et Notions fondamentales

1.7 Principe de comparaison

Supposons que (u(x,t),v(x,t)) et (u(zx,t),v(x,t)) sont les sous et sur solution du probléme @)

sur Qp % Qp respectivement Alors
(u(z,t), v(z, 1) < (u(z,t),v(z,1))

, presque partout sur Qp x Qp (voir [10] ).

1.8 Sous et sur solution :

Définition 14. [10]
Une paire de fonction (u(x,t),v(x,t)) est appelée sur solution (sous solution) du probléme

@) dans QT X QT si et seulement si

u™(x,t) € C(0,T; L=(Q)) N LP (0,T; Wy (),

v (z,t) € C(0,T; L=(Q)) N L7 (0, T; Wy '(Q))

u € L? (0,75 L*(Q)), v € L?(0,T;L*(9)) ,
w(z,0) = ug(z), v(z,0) = vy(x),

et les inégalités suivantes
[t ) @t de = [ w6 (o) da
Q Q

to to
Z(g)/ /Quwtdxdt —/ /Q|Vum|p_2 Vu™ - Vipdxdt
t1 t1

+a/tlt2/9¢(x,t) (/Q(va(:v,t)nLu"gfl))dx) drdt,

/Qv(x,tg)w (x,tg)dx—/v(x,tl)w(x,tl)dx

Q

to to
>(<) / / vpdadt — / / V" |72 Vo - Vidadt
t1 Q t1 Q

+b/tlt2/g¢(x,t) </Q(uﬂ(x,t)+vm@'/il>)dx) dzdt.

Ou0 <t <ty<T etih(r,t) >0 C(Qr) tels que Y(z,T) = 0 et (z,T) = 0 € Sy.
En particulier, (u(z,t),v(x,t)) est appelée une solution faible de @) s’il est a la fois un sur

solution faible et est une sous solution faible .

Lemme 1 (Une des formes du principe de maximum). /2/

Siw € W*P(Q), avec p > n, vérifie pour presque partout v € Q, —Aw(z) < 0 alors w ne peut

11
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pas atteindre un maximum M > 0 dans €2 sauf si w est constante.

Théoréme 2 (Schauder). [/
On suppose que ) est borné de classe C** avec 0 < a < 1. Alors pour tout f € C**(Q) il

existe u € C**(Q) unique solution du probléme

—Au+u=f sur(,

u=0 surl.

De plus si Q est de classe C"™**(m entier > 1) et si f € C"™*(S), alors
we C™AQ) et | ullemiza <O fllome

Théoréme 3 (Principe de maximum pour le probléme de Dirichlet). /6]

Soient f € L*(), u € H'(Q)NC(Q)

/Vquo—F/ugo:/fgo Vo € Hy(9).
Q Q Q

Alors :

min{i%lfu, max f} <u(r) < max{supu,sup f}  pour =z € Q.
r Q

1.9 Meéthode de sous et sur solution

Théoréme 4. [10]

Soient u( resp u) une sous solution (resp une sur solution) du probléme

—Au(z) = f(r,u(r)) dans Q, (1.2)

u(x) =0 sur 0€Q,
tel que u < u dans ). Alors les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. Il existe une solution u du probléme (|1.2) satisfaisant u < u < a.

2. lls existent des solutions minimales et maximales Uyiy €t Umax du probléme (@) dans

Uintervalle [u, u].

Preuve
i) Soit g(x,u) := f(x,u) + au ou a est une constante réelle. On peut choisir a > 0 suffisament

grand de sorte que R 5 u — g(z, u) est croissante sur [u(x), @(z)]. Pour x € €, on choisit a > 0 tel

12
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que

a > max {—f,(z,u);z € Qu e [u(z),u(z)]}.

Pour ce choix de a, nous définissons la suite de fonctions u,, € C?(2) N C(Q) comme suit : uy = @

et pout tout n > 1, u,, est la solution unique du probléme linéaire suivant :

—Au, + au, = g(x,u, 1) dans (),
(1.3)

Uy, =0 sur 0f).
Montrons que u < ... < Up11 < u, < ... <wug=u. Onawu; < u. En effet
—A(a—wu)+a(a—u)>g(r,u)—g(r,u) =0 dans €,
w—u; >0 sur 0f).

Par le principe du maximum, on déduit que @ > u; dans (2. Comme I’opérateur —A + al est coercif,
il s’en suit que u > wu; dans 2. Pour la preuve de u < u;, nous remarquons que v < 0 = wuy sur 0.

Pourz € (2, on a

—A(y—ul)—i-a(g—m) gf(x,g)—i-w—g(fc,ﬂ) <0

La monotonie de g et le principe du maximum imliquent que u < u;. Supposons que

Il reste a prouver que

Ona
—A (un - un+1> +a (un - un+1) =g (:Uaunfl) - g(x,g) 2 0 dans Q,

Up — Un+1 Z 0 sur aQ

D’apres le principe du maximum, on a u,, > u,, 1 dans 2. D'un autre coté, on a

—Au+au < g(zr,u) dans Q,

u <0 sur Of2.

13
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d’apres la définition de wu,, .1, nous avons

-A (un-l-l - H) ta (un-i-l - Q) =9 (I7UTL> - g(«r,ﬂ) Z 0 dans Q7

Upr1 —u >0 sur 0f).

Par le principe du maximum, nous déduisons que u < u, 1 dans ). D’apres ce qui précede, il existe

une fonction u telle que, pour chaque x € ) fixé on a
un () N\ u(z) quand n — oo.

Maintenant on doit montrer qu’on peut passer a la limite dans le probléme (@)
Soit g, (z) := g (x,u,(z)), remarquons que la suite (g,,) est bornée dans L>°(€2), par conéquent elle
est dans tout L”(§2) avec 1 < p < oc.

En passant a la limite dans () et d’apres les estimations standard de Schauder la suite (u,,)
est bornée dans W*P(Q) pour tout 1 < p < oc. L’espace W*?(Q2) s’injecte de fagon continue dans
I’espace de Holder C1*(€2), pour a = 1 — % a condition que p > g Donc (u,,) est bornée dans
Ch(Q).

Par les estimations dans les espaces de Holder, nous déduisons que (u,,) est bornée dans C*%((2).

Comme I’injection de C**(£2) dans C*((2) est compacte, il s’en suit que
u, —u dans C*(Q).

Puisque la suite est monotone, donc la suite converge vers u dans C*(52). Passons maintenant a la
limite dans le probléme () quand n — oo. Par conséquent u est une solution du probléme () Le
point i) est démontré
i1) On désigne par « la solution obtenue par la technique ci-dessus et en choisissant ug = % - Upax €St
la solution maximale dans ’intervalle (u, u).

En effet, soit u € [u, u| une solution arbitraire.En utilisant les arguments précédents impliquent

que u < u%. On obtient que pour toutn > 0,onau < u, ®

Hypothése 1. [10]
Supposons que les données initiales sont mon négatives et satisfaisantes auxr conditions de

compatibilité et
ul™(x) € C(Q) NWLP(Q), v (z) € C(Q) NWUQ), et Vul(z).r <0, Vol(z).y <0
sur la frontiére 052, ou v est le vecteur normal extérieur unitaire sur OS).
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Lemme 2. [10]
On considere le probléme :

—Akﬁ@ =1 x €,

(1.4)
0=1 x € 0N0.
Le probléme ([1.4) admet une unique solution O(z) satisfaisante les relations suivantes :
O(z) > 1 dans Q, VO.v <0 sur 09, sup® =M < +o0,
e
telqgue M est une constante positive.
Preuve
On définit ©F = @, alors & satisfait le probléme suivant
~V(|Ve[|"2Vd) =1, r € Q,
(1.5)
d=1, x € 0f.
Ensuite, soit ¢) = ® — 1, donc le probléme () devient
~V(|[Vy|2Vy) =1, r € Q,
(1.6)

Y =0, x € 0f).
D’aprés [|11, 14] nous obtenons que le probléme (@) admette une solution unique () et satisfait

aux relations suivantes,

YP(x) >0 dans Q, Vv <0 sur 99, supy = M' < +o0,

e

ou M’ est une constante positive. Puisque © = (¢ + 1)% alors ¢» = ©" — 1 on trouve que

OF(x) —1>0dans Q, V(0" —1)v <0sur 99, sup(©"—1)=M < +oo,

ISy

c’est - a - dire que

O(z) > 1 dans Q, VOvr <0 sur 002, supO =M < +o0,

€N

avec M = (M’ + 1)%. D’ou le résultat.
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Existence globale des solutions

Dans cette section, nous étudions I’existence globale des solutions du probléme @) et prouvons le
théoréme (H) . La méthode utilisé est de construire une solution globalement supérieure et d’utiliser

le principe de comparaison pour atteindre notre objectif.

Théoréme 5. Supposons que les données initiales (ug(z), vo(x)) satisfont a I’hypothése (m), alors

la solution du probleme (m) existe globalement si ['une des conditions suivantes est satisfaite :
1. af < mn(p—1)(g— 1),
2. af =mn(p—1)(q—1) et la mesure de Q (|Q|) est suffisamment petit,

3. af >mn(p—1)(q— 1) et les valeurs initiales sont suffisamment petites.

Preuve

Soit () et 1(z) les solutions uniques des problémes elliptiques suivant

Ay =1, x €, o A, =1, x € (),

=1, x € 01, =1, x € 0f.

Puis, d'aprés le lemme (E), nous obtenons les relations suivantes

o(x),¥(z) > 1dans 2, Vp.v, Vip.v < 0 sur o). (2.1)
sup p = My < 400, sup ) = My < +00, (2.2)
e e

ou M, My sont des constants positives.
Soit u(z,t) = Ayp(x),v(x,t) = Astp(x), oit A1, Ay > 0 deux constantes que nous déterminerons
apres. Ensuite, par un calcul direct, on trouve
Uy — At = ATP7D g — A, o = AJOTY,
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et

a aff af
a/ (@“ + qu”) dr < a (|Q|M§“A§“ + |Q|M1“<q-1>A;<q—1>) ,
Q
af _aB __aB
b/ (2 + 0767 ) do < b (IQIMfAf + |Q|M2m<P-1)A;<p-l>> .
Q
Alors (u(z,t),v(x,t)) est une sur-solution du probleme (lﬂ), si
1 _af  _af
AP > a (yQ]MgAg + \Q\Ml"(”‘”Af("”) :
et
n(g—1) BB LT\ moeD
Ay 2 b L [QIMyAY + QM A )

avece

w(@,t)|pq >0, O(z,t)]yq >0, u(x,0)>u(zr), v(z,0)>ve(x).

Par suite, nous prouvons (@) en trois cas.

l. af <mn(p—1)(¢ — 1), si’on choisit A, A, assez grand tels que

af af
AT > (|Q|M3A3 - IQIMF(“)A?("”)

_a
q—1

b _af "\ ] mig-D) _af _ _aB _
Z a|Q’M2a {b (’Q|M€Af + ‘Q‘MZm(pl)A;<pl)):| + a|Q’M1n(q71)Af,(q71)

o

o a af afB af
> qbnla—1 ’QHQ’n(qﬂ) Mln(qfl)M;A{l(qfl) + G‘Q‘Mln(qfl)Af(qfl)

a o _af _aB _aB
> (abmumﬁnwn M0 Mg + @Q;M;““) AT,

¢’ est-a-dire que

@

m(p—1 __aB a n(g—1)4a 8 -7
AP TR <abn(q—1)|Q| n(a=1) Ml"(q‘l)M2"‘+a|Q|M1"(q‘”>,

mn(p—1)(g—1)—ap

2(a-T) = ne-lte ol ncey
Ay > ( ab™@D |Q| nE@=D M| M3 + a|Q| M| :

d'ou

n(g—1)
«

a na—D+a o El) n(aifl) mn(p—1)(g—1)—aB
A > abn<471>|Q| n(a=1 " M M;’—l—a|Q|M1 B .
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De méme

aff

af
A3 2 b (Il + ol AT )

aff af

B
B apa wom A mD | | T FOET) \ o)
> b|QIMY |a | [QMGAS + QM Ay + b M, A

8 8 af apB af apB
> ame-0b|Q|Qme0 MYAFT AT 4 b Q[ My VAP

8 8 aﬁ7 aé (157
> (am<p1>b|Qy”m<p1> MYATT™ + b Q My 1>> AyPY,

c’est-a-dire que

n(g—1)- ity

e

mn(p=1)(g=1)—ap (

B m(p—1)4p8 0‘7@ 0‘76
AT b0 oD MEAFYD 4 b M “),

aff

B m(p—1)+8 B _aB
a™®=1 p|Q}| =1 MfA;"(P U4 p|Q M 1)) ’

A2 m(p—1) Z

alors -
m(p—

8 m(p—1)+8 _af _af _\ mn(p—1)(¢—1)—aB
Ay > (am<p1>b|Q| m-0 MPASPD 4 b]Q]M;“(P“> :

Donc on choisit

n(g—1)

ey 22\ P hE-D-ap
M0 Mg+ a| QM@

n(g—1)+o
n(g—1)

TS
m(p—1)
B mp-V+6 g m(a/il) m(ailil) mn(p—1)(g—1)—ap
Ay > max ¢ maxvg(z), (| am@=Db|Q me-0 M7ASTY 4+ b|Q My :
xe)
alors (@) est satisfaite.
. af =mn(p—1)(¢ — 1), on peut choisir Ay, A, assez grand , soient
Al > ma;cuo(x), A2 > ma}{U0<$),
e €2
et |€2| suffisamment petit pour que
n(g—1) m(p—1)

afB n(q— [eY af m(p—
: wasy Ay rle-1) g ra (=0 L B yme-1) (p=b+o
|| <min ¢ | abm@D M| M , | a™®=DbM M, ,
(Clxﬁ ) (O{B )
n — m —
MM Ja, MU /by

et (@) satisfaite.
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3. af >mn(p—1)(¢ — 1) onprend Ay, A, suffisamment petits

(1—q)
(p—1)(g—1)

o n(g—1)+a Tb(zifl) o n(i;fl) afB—mn
Ay < [ ab”@ D |Q| n@=D" MY Ms* + a|Q| M ,

m(l—p)

B m(p—1)+8 8 af - aiﬂl aB—mn(p—1)(q—1)
Ay < am(pfl)b|Q‘ m(p—1) Ml A;(P* ) + b|Q’M2m(p7 ) '

De plus, si les données initiales sont suffisamment petites tels que ug(z) < Ay

et vo(z) < Ao, alors (@) satisfaite. Et la preuve du théoréme est compléte.
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Chapitre 3
Explosion en temps fini des solutions

Dans cette section , nous ¢étudions 1’explosion en temps fini des solutions du probléme @) nous
enongons et prouvons le théoréeme de 1'explosion en temps fini du probléme . La méthode principale

consiste a construire une sous solution explose en temps fini et d’utiliser le principe de comparaison.

Théoréme 6. Supposons que les données initiales (ug(x), vo(z)) satisfont L ’hypothese (), alors

la solution du probéme @) explose en temps fini si l'une des conditions suivantes est vérifiée
1. aff >mn(p —1)(q — 1) et les valeurs initiales sont suffissamment grandes.
2. af =mn(p—1)(q—1) et |Q| contient une boule suffisamment grande.

Ensuite, nous considérons un cas particulies « = m(p — 1), [ =n(qg—1).

Preuve

1. Si, aff > mn(p — 1)(q — 1) et supposons que les données initiales sont suffisamment grandes.

On définit
- -1 A "
u(w,t) = (r—HE),  E=ldlr—0T", Vi) = (1 Ty ﬂ) ’

Q(Ji,t) _ (7_ _ t)—w‘/é(n)’ n = |$|(7‘ — t)_l2, Vi(n) = (1 + é - ;_A)m .

Ou~;,l; >0(i=1,2),A> 1let0 < 7 < 1 sont des paramétres a déterminer apres. Il est facile
de voir que u(z, t), v(x,t) explosent en temps 7, donc il suffit de prouver que (u(z,t),v(z,t))

est une sous solution du probléme @) Si on choisit 7 suffisamment petit pour que
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suppu(x,t) = B(0, R(t —t)h) C B(0, Rtlv) C Q,

suppv(z,t) = B(0, R(T — t)=2) C B(0, Rt2) C Q,

ouR=(A(2+ A))é, alors u(z,t)|,q =0, v(x,t)|;o = 0. Ensuite sil’on choisit les données

initial assez grandes tels que

Ona

u(z,0) < ug(x), v(z,0) < wvg(x),
ou encore

u(@,0) =7"VA(E), &= (l=l77h),

(e, 0)=77"Vi(n), 0= (la[r7"),
donc

Ainsi (u(z,t),v(x,t)) est une sous solution du probléme (El) si

U — Appu < a/ (ya +u"<gél>) dz, v — Ay < b/ (uﬁ +Qm<ﬁ”) dr, (3.1)
Q

Q

un calcul simple , nous donne

y :( Vi(¢) )
—t (T_t)’h
V() (r =" +n(r = )" VA(E)

(1 —t)n
_ VI(&)E + m(r —t)"VA(E) (3.2)
(T —t)m
VI(©)LE+nVi(Q)] (r—t)!
(7‘ — t)’Yl
_ 1 V1(§) + LEVI(E)

(7- — t)'71+1 ’
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de méme )/
_ (V) (r =) 4+ p(r — ) Va(n)
(1 —t)>r
_ Vit +(72£Tt);2t)‘1%(n) (3.3)
(V3 (n)lan + 72 Va(n)] (T — t) !
(1 —1t)r

_ Vo) + bnVs(n)

(7- — t)72+1 ’

v v (040)

(T —t)y™

:<a+é—§g’
(7 =y (3.4)
_ —|z[? ’
j=r)
A(T — t)m71+2l1 ’

2
T

et

c'est-a-dire que

v =9 ()

_ ((1 +4 - g%))

(7 =ty (3.5)
B — || '
N (ZA(T — t)m72+2lg)

—X
A(T — t)m”/2+2l2 ’

alors, on a
Au = A(T - t)m71+2l1 = —Ay" = A(T — t)m71+2l1 ’ (3-6)
AQ - A(T _ t)n’Y2+212 _Ay - A(T . t)n72+2l2 ) (3 7)
et

Apu = V(| Vu™ P 2vu™)
= [Vu" P2 Au™ + (p — 2)[Vu[P 7 (Va™) Au™ 5.9
= [Vu" P2 Au™ + (p — 2)[Vu[P 7 Au™

= (p— 1)|Vuf?Au™,
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de méme

A, v = V([Vu"7 V")
= |Vo" |92 Av"™ + (g — 2)| V| (V™) Av™

(3.9)
= |[Vo" |72 Av" + (¢ — 2)|Vo] "2 A"
= (¢ = 1)|Vu|"? A",
En utilisant la notation d(2) = diam(£2), on en déduit d'apres (@), (@), (@), que
N T P2
’Am,pm: (p - 1)A(T _ t)m“/1+2l1 (A(T _ t)m71+211> ?
puisque % <z<df)ona:
N(p — 1)(d(€))"*
|Am,pﬂ|§ A('T _ t)(m’71+2ll)(17—1)7 (310)
de méme, de (@), (@) et (@), on trouve
N x -2
A =(¢g—1
| n,qQ| (q )A(T _ t)n'yg+2lg (A(T _ t)n72+2l2) ’
c'est-a-dire
N(g —1)(d(€))"*
|An7qg|§ A(’T _ t) (m'yg+2l2)(q71) (311)

car% <z <df).
Par suite, calculons le terme non local de (@)
comme

n=lz|(r =)™ = |al=n(r — 1),

et

¢ =lal(r =)™ = Ja[=¢(r = )",

alors de = (1 —t)2dn et dx= (1 —t)"d¢,
puisque 2 € B(0, R(t —t)?) on a
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etz € B(0,R(T —t)"*) donc

2=0=¢=0,

r=R(r—t)" = ¢ =R,

on obtient neB(O,R), et &€ B(0,R)

aB
a/ (Qo‘(a:,t) + Q_L”W*l)) dr = a/ (1 — )"V (n)dx
Q B(0,R(1—t)!2)
(aB _aB

)
+ &/ (7 — )@ DY () da
B(0,R(t—t)l1)

a
= Va(n)dx
(7 —t)on /B(O,R(-rt)l2)

a

+ —ag/ Va(§)dx
(r— t)m“ B(0,R(t—t)!1)

a
= Va(n)(T — t)2dn
(7 — 1) /B(O,R) Ol )
a 71(3751) l1
e VimR () (T — 1) dg
(1 — t)m“ B(0,R)
_ (IMl 4 (IMQ (3 12)
(1 — t)arz—NE (r— t)n(f;ifl)w—Nh ' '
Ou
oB
M= [ e = [ (g
B(0,R) B(0,R)
D'autre parte
b [ (went) 075 ) do = (r — "V (©)da
Q B(0,R(t—t)"1)
(aB) —abB
T / (r — )76 T2V () de
B(0,R(T—t)'2)
7
= Vi(&)dx
(7 =) JB0,r(r—t1) 1(8)
b
+— / Va(n)dx
(7 — t)me-17 JBO,R(r—1)"2)
b / ;
= —— Vi(&) (T —t)*rdE
(T =) Jp.r) {0 )
b G !
e Vo"r  (m)(r — t)2dn
(T — t)m” B(0,R)
M. bM.
S M ! (3.13)
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avee

af
m:/ VP (€)d, Aﬂ?/ VD ().
B(0,R) B(0,R)

A A ,
(@ SI0<En < Aalors 1 SVA(E) < (L4 5)m, 1< V() < (14 5)met Vi(©) <
0, VQI(n) < 0. Combinons les inégalités ci-dessus en utilisant les expressions de My, Mo,

M5 et M, on trouve

m:/ xmwm;/ Va(m)dn = | B(0, A)], (3.14)
B(0,R) B(0,A)
aB
o= [ Gac [ igdsz BO.AL (313)
B(0,R) B(0,A)
Mf=/ v?@wgz/‘ VE(©)de > |, B(0, A)] (3.16)
B(O,R) B(O,A)
af af
M= [ v Tz [ v gz B (347)
B(0,R) B(0,A)

Les relations (@) - () nous donne

U — Ay —a /Q (2%:, £) +ue (, t>> dr

it g)n | Ne-—DEQ)P2  oBOA _ dBOA g
T (r =ttt (7 =) mA2) -1 (7 — ¢)ar—Nb (r — t)n(f;iél)’yl—Nll '
de méme, de (@) - (), on obtient
Uy — An,qy - b/ (Qﬁ<m7 t) + Qm&él) (I’, t)> dr
Q
14 4Ays _ q—2
JpDE | Ng- D@ HBOA|  WBOAL

- (7' — t)’72+1 (7' — t)(n’y2+2l2)(q—1) (7' — t)B'Yl_Nll (7_ . t) %1)72—1\711 '

m(

/ 1 / 1
(b) Si€,n > Actcommem, n > 1, onaVi(€) < 1, Va(n) < Let Vj(§) < ——, Vj < ——.
m n

On combine les inégalités (@)- () avec le fait que M; > 0, My > 0, il résulte que

1 —2
a 2L 71— mhA | N(p—1)(d(SQ)?
Ut_Armpu_a/Q <U (.%', t) + unta—b (.%', t)) dr < (7_ — t)"/l-‘rl + (7_ _ t)(m’71+2l1)(17—1) (320)

et de (@)- (), avec M3 > 0, My > 0, il découle

1 —2
_ _ 8 oty 2= plA | N(g—1)(d())
v —Anqv b/Q <u (,1) + vme-D (%t)) dr < (1 — t)r+l - (1 — t) (M2 +22)(g—1)” (3.21)

() Sio<¢{< Aetn> A, ona () et () sont satisfaites. Si§ > Aet0 <n < Aon

a aussi () et () sont verifiés .
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Donc, d’aprés ce qui précede, (@) est satisfaite si les membres de droite de () - ()
sont négatifs.
Puisque p, ¢ > 2,m, n > letaf > mn(p —1)(¢ — 1) > mn > 1, on peut choisir les

deux constantes /1, [> > 0 suffisamment petites tels que

maX{n(q—l)(Nll+1) 1+04+N(l2+ozl1)} 1—-2h(p—1)

af—n(g—1) af —1 m(p—1)—1"
max{m(p—1)(Nl2+1)1+/3+N(l1—|—6l2)} 1—2l(q—1)
af —m(p—1) af —1 n(g—1)—1"

alors on peut choisir deux constantes i, 2 pour que

af —n(g—1) aff—1 m(p—1)—1"
{m(p—1)(Nl2+1)1+ﬁ+N(ll+ﬁl2)} _ 1 —2ly(q—1)
I U EICEY af—1 FTonlg-1D -1

ce qui donne

(my1 +20)(p—1) <y +1 < max {CWz — Nls, Oé—ﬂ% - Nll} )
n(qg—1)
af
(ny2 +2)(g—1) <m+1< max{ﬁfyl — Nlj, —————75 — ng} .
m(p — 1)

De plus, sil'on choisit A > max{1, m~y;/l;,nvys/ls} alors pour 7 > 0 suffisament petit,
les membres de droits de () -() sont négatifs, et (@) est bien satisfaite, ce qui

montre ’assertion (1) du Théoréme (a)

2. Siaff =mn(p—1)(g — 1) et 2 contient une boule suffisamment grande
, on suppose que 0 € et une boule B(0, R) CC € .Alors on doit montrer que la solution
radiale du probléme (m) dans (B(0, R) x [0,T]) x (B(0, R) x [0,T]) explose en temps fini. En
effet

Puisque p, ¢ > 2 et a5 = mn(p — 1)(¢ — 1), on peut choisir deux constantes [y, [ tels que
o b n(g—-1)

— = = i fait loa = — D, 18 = — 1)y .
mr—1) b 3 ce qui fait que lra = m(p )i, 118 =n(q )y

Pour prouver le point 2 du théoréme (B), les deux problémes elliptiques

—Appp =1, x €, —Ap 0 =1, x €€,
et

p=1 x € 0142, =1, x € 01,

peuvent se transférer en coordonées radiales sur (0, R) aux problémes suivants (voir [[17])
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(e P2y + S ey ey = 1, )
P0) =0, ¢(R) =0

n\/1q—2(,/,n\"\/ N-1 n\/|1g=2(, ny _
— () + @ ey =1 )

¥(0) =0, $(R)=0.

Ces deux derniers systemes peuvent s’écrire en multipliant les premieres équations de () et

() par 7! comme suit

(d N-1 p— o dp™ _ pN-1
dr ( | | dr) ’ (3.24)
¢'(0)=0, ©(R)=0,

(d p— o dp™ _ N1

J dr ( ’ | dr ) ’ (3.25)
P'(0) =0, ¥(R)=0.

D’apres ces deux systémes on peut montrer que

p — 1 m 1 7n(plfl) » p 1
0= (552) (3)™ 7 et
qg—1 1 ”(‘11_1) q g 1
U(r) = e N (Ra=T —ra=t)m.
En effet :

D’aprés les deux systémes au dessus () et () On en deduit que ¢'(r) < 0ety)'(r) <0
En intégrant la premicre équation de () de0arona

3=

- [ ey ey dr= [
N-1 m Np—2(,m / 1 N
=) P () = 5

divisons les deux membres par ¥ ! on trouve

=N ) = (3.26)

et comme (1) < 0ona:™(r) =me™ ' (r)g'(r) <0
(™ () P2 (™ (1) = (=(™ () ) (™ ()
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= — (" () (™ ()

I
—~
|
—~
AS)
3
—~
=
~—
~—
—
T
—

donc () revient

(NP = 5=~ = (3 ) .

on integre encore cette dernicre expression de r a R on obtient

C’est- a- dire que

Ce qui fait demontrer.

Par I’hypothése @) sur les données initiales, nous pouvons choisir s, > 0 assez petit que

u(r) > sgp(r),  wo(r) > sgu(r),  Vre[0,R),

ensuite, considérons maintenant le probléme de Cauchy suivant avec s(0) = s

v . Jalei ) =1 ales+cy) =1 ¢
s'(t) = min { L : L, s (1),
T =min{mp—-1)hL —4L+1, n(g—1)—I+1}.

Ou R est choisi suffisamment grand et w(/N) est le volume de la boule unitaire dans 1’espace a
N dimensions telle que :
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o — / 0 (|])de
B(0,R)

R
= / dr / v (r)do
0 8B(0,R)

R
:/ New(N)g (r)r™dr
0
—1\" 1\ R, . |
= (S () [t e

¢ = / o (|2])dz
B(0,R)
R
:/ dr/ O’ (r)do
0 9B(0,R)
R

= Nw(N)? (r)rNtdr
0

B B
p—1\m [ 1\meD &, 2 B N_1 1
= Nw(N) | — — Rr1 —rp-1)m d -
o )( p ) (N> /0( T T>b

et

avee

1 1 1 1
p—1\™ (1 \me-D qg—1\" [/ 1\"«D 4
M= —— — Ry My = —— — Ra1.
1 ( P ) (N> C ( q > (N

Puisque T > 1, il existe alors une constante 7" telle que tllgl s(t) = +00.

Enfin, nous constuisons u(r,t) = s ¢(r) et v(r,t) = s2i(r), alors (u(r,t),v(r,t)) explose
en temps fini.

Dong, il suffit de prouver que (u(r,t),v(r, t)) est une sous solution du probléme (m) sur

(B(0,R) x [0,7]) x (B(0, R) x [0, 7]). Faisons quelques calculs

A =9+ (™), 77 (@), 2)

r

- i (1w, P2 @™, )
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et

Apgo=r"N (V@) 17 ("),), = S(v)

Le probléme @) devient alors

w3 —a [ (uel) + w0 (o)) d
B(0,R)
= Lps 7l (1) + s () — ac s (1) — acysTa Dl
= psh! <l15’(t) + (,D_lsm(p_l)ll_ll+1(t) acyp~ L5t l1+1(t) — acyp = iyt l1+1>
= i1 (Lis'(t) — (act +acs — 1)~ 's m(p—1)h— ll“(t))
< s (118 (t) — (acy + acy — 1) Mt smP=Dh=htl(3))

<0, V(rt) e B(0,R)x (0,7),

oS =0 [ (u(lel) 427 o)) e
= Iyps L8/ () + "0 DI (8) — begsP2(E) — begsm D
R (0
= 5”7 (I8 (t) — (bes + beg — 1)y~ s @ VTR (1))
(las'(t) =

(bes + acy — 1) My '@ DR+ (1))

(¢ _i_qun(qq)lrbﬂ(t) . bcgwflsﬁl17l2+l(t> — acqh™ Lo e l2+1>

< st

<0, Y(rt)e€ B(0,R)x(0,7),

<

PN ™), P W), ]y =0, PN @), ), ], =0, Vtelo,7],
(R,t) = s"¢(R) = 0, v(R,t) = s2¢(R) = 0, vt € [0, 7],
u(r,0) = sélgp(r) < up(r), (r,0) = sffw(r) < vp(r), Vr € [0, R).

S

e

Donc, (u(r,t),v(r,t)) est une sous solution du probléme (m) sur ((B(0,R)) x [0, 7])
x ((B(0,R)) % [0,7]) . La preuve de Théoréme (B) est complete

Cas particulier a =n(q¢—1),8 =m(p — 1)

Dans cette section, nous considérons le probléme @) pour le cas particulier « = n(q — 1),

B = m(p— 1), d’une fagon similaire aux section 2 et 3, nous prouvons le théoréme en construisant
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des sous et sur solution particuliéres .

Théoréme 7. Supposons que les données initiales (ug(x), vo(z)) satisfont a l’hypothése (m), et
a=n(¢g—1), B=mp—1)

1. Sidp < (ab)™! alors la solution de probleme @) existe globale .

2. Si A > (ab)™" alors la solution de probléme @) explose en temps fini,
ou

A= / e (p)dr,  p= / 90 (2)dr,
Q Q

et £(x), d(x) les solutions uniques des problémes elliptiques suivants (voir [11, 14])

—Ap ¢ =1, x €, A, 0 =1, x €€,
et

=1, x € 012, ¥ =1, x € 01,
Preuve
1. Existence globale de la solution
Nous prouvons I’assertion (1) du théoreme (H)

De A\u < (ab)™!, nous pouvons choisir deux constantes positives Ay, A, assez grandes pour que

m(p—1)

ap < AT < (N7 Ai&(z) > up(x), A (z) > vo(x).
2

Définissons u(z,t) = A&(z),v(z,t) = Ay¥(z), puis montrons que (u(x,t),v(x,t)) est une
sur solution du probléme @) 1.e., existe globalement . Aprés un calcul simple, il découle que

U — Ay ptl — a/ 7Dy — a/ g = AT(p_l) - auAg(q_l) — a)\AT(p_l) >0,
0 Q

b — Dyl — b / @™z —b / 7@ = A AT Ay Y >0,
Q Q
telles que

/L:/ﬁ"(ql)(m‘)dm, )\:/fm(pl)(x)d:c.
0 Q

. On pose u(z,t) = v(x,t) = 0 sur 92 x [0,4+00), on trouve que (u(z,t),v(x,t)) est une sur

solution du probléme @) I’assertion (1) du théoréme (B) est bien vérifiée

2. Explosion en temps fini de la solution
On prouve le point (2) du théoréme (H) )

D'abord , nous introduisons le lemme suivant
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Lemme 3. Supposons que les données initiales (ug(x),vo(x)) satisfont auz hypothése (m)
et \u > (ab)™', alors il existe deux constantes positives o1, 0o telle que

u(z,t) > 01&(x), v(z,t) > oa(x), V(x,t) € Qr

Preuve
Puisque A\ > (ab) ™!, on peut choisir deux constantes positives o1, o, telles que

m(p—1)

ap> Ty = (007 o) Swole). owd(e) < wola)
02

Soit u(z,t) = 01&(z), v(z,t) = o9¥(x), on montre que (u, v) est une sous solution du probléme (m),

un calcul simple donne

W~ Ay —a / v Vde —a / u" Y = oY —apoy ™Y — aroy " < 0,
Q Q
v, — Apgv—b / u™ P Vg — b / 00D = g0 ppaa P ot <o,
Q Q

Posons u(z,t) = v(x,t) = 0, on trouve que (u(z,t), v(x,t)) est une sous solution du probléme @) :
La preuve de Lemme (B) est compleéte .
m Maintenant, on prouve ’assertion (2) du Théoréme (H) pour 2; CC (2. Considérons les problémes

elliptiques suivants

—A 6 =1, x €, —Ap 01 =1, z €,
et

& =0, r € Oy, Yy =0, T € 09,

le principe de comparaison affirme que ()|, > &1 (2), U(7)]5q, > Y1(z) . Prenons

M= / 0D (e, oy = / 920 () de
Q 9]

Puisque Ap > (ab) ™' et £(2)|,0 = 0, 9(2)| 5o = 0, on choisit Q; tel que
Aiptp > (ab)~'. D'apres le lemme (), on voit que u(z,t)|q, > 01&1(x), v(z,t)]g, > oath ().

Prenons ensuite un domaine €2, CC €); et choisissons

€= { inf o1& (z), inf 02191(35)} > 0,

x€Q x€fdy
alors

u(z,t)|g, > o1 &u(2)|g, > ¢, v(z,t)|g, > o2 h(z)lg, > €,
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donc, d’aprés ce qui précéde, on en déduit que la solution (u(z,t), v(z,t)) du probléme (m) est

une sur solution du probléme suivant dans (€2, x [0,77]) x (€ x [0,T])

Uy — ANpypu = a/Q (ya(x,t) ey (x, t)) dx, (x,t) € Qo x (0,T]

apB
v, — A, Q:b/ WPz, t) + om0 (z,t) ) dz, x,t) € Qy x (0,T
o= Bugr=b | (&G0 (.1)) (2,1) € 9 % (0,7] -

u(z,t) =, wxt)=e, (2,t) € 9 x (0,T],

u(z,0)=¢, wv(z,0)=¢e, x€.

\

on pose p = max { sup &1 (x), sup 191(x)}, et on considére le probléme de Couchy suivant
J»‘EQz J:EQQ

ps(8) + 7770 —apsy V(1) —ahsT TV =0, s1(0) = /o, 52
0sh (1) + a0 — A TP (1) — by 2TV =0, s,(0) = /.

En multipliant la premiére équation de () par bA; +1 et la deuxiéme équation de () parap;+1

et on les combine ensemble, on obtient
(b1 + 1)y (1) + plap + 1)sh(t) = (abAir + ad + by + 1) (559D 4 5707,

Commem(p—1) >m > 1,n(g—1) >n > 1et(abA\p +aX +buy) > —1, il existe une constante
T" < 400 telle que
lim (s () 4 s2(t)) = 400,

t—T"
on définit u(x,t) = s1(t)&1(x),v(x,t) = so(t)V1(x), alors (u(x,t),v(x,t)) explose en temps fini.
Ainsi, la solution du Probleme () explose en temps fini si (@(z,t), 0(x,t)) est une sous solution
du probléme () Aprés quelque calcul, on a

apB
U — A ptt — a/ v¥(x, t)dx — a/ uraDdy = £1(x)s)(t) + ST(pfl) - aﬂlsg(qfl)(t) - a)\l,s?ln(pfl)(t)
Q Q
< psi(t) + 51D —amsy V(1) — a7V (1) = 0,
af
Uy — Ap g — b/ P (x, t)dx — b/ =D dr = 91 (z)sh(t) + Sg(qfl) - b)\lsT(pfl)(t) - b,ulsg(qfl)
Q Q

< psh(t) + 55 — sy PV (1) — —busy V(1) =0,

pour tout V(x,t) € Qs x (0,7]

u(z,t) = s1(t)é1(z) =0, v(x,t) = s2(t)1(z) =0, V(z,t) € 00y x [0,T],
u(z,0) = s1(0)&1(x) <e, v(x,0) = s2(0)01(z) < e, Vr € (.
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Donc (u(z,t),v(x,t)) est une sous solution du probléme () ceci montre le point (2) du théoréme

(H) La preuve du théoréme (H) est achevette. m
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Conclusion

Les systemes paraboliques liés au terme de réaction non-linéaire et a la diffusion non-linéaire com-
prennent des conditions d’existence globale et d’explosion des solutions. Les équations différentielles
comme dans le systéme (E]) sont appelées les équations de filtration polytropiques non newtoniennes
(voir [[1, 12, [18] et leurs références).

Dans ce mémoire, nous avons étudi¢ I’existence globale et le phénomene d’explosion en temps fini
des solutions faibles. Cette étude a été réalisée par la méthode de sous et sur solution de la méme fa-
con que dans [[10] avec la présence des nouveaux termes choisi d’une fagon que les résultats obtenus
conformément au nouveaux termes restent les mémes que dans [10]. La déférence principale réside
dans les développements des preuves des résultats.

Nous avons obtenu des résultats d’existence globale (Théoréme (B) ), et d’explosion en temps fini des
solutions faible (Théoréme (B)) Un cas particulier a ét¢ traité dans le Théoreme (H)

Des difficultés rencontré dans le déploiement de la méthode de sous et sur solutions a cause de la

présence des nouveaux termes.
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