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Résumé

Dans ce mémoire on présente quelques notions fondamentales sur la théorie qualitative des
équations différentielles plus précisément sur les systémes différentiels non linéaires polynomiaux
planaires.

On va détailler le travail de Dr.Salah Benyoucef - Université de Setif 1 . dans l'article
intituler :" Polynomial differential systems with hyperbolic algebraic limit cycles " publié par :
"Electronic Journal of Qualitative Theory of Differential Equations" No.34 , pages 1-7 en 29 may
2020 ([31]). sur Pexistence des cycles limites pour des systémes différentiels de degré supérieur
ol égale a d pour une courbe algébrique donnée de degré d :

{ t = aU+ (ax + by + ¢(Bzr — ay))U,,
y = pU — (ax+ by + ¢(fx — ay))U,,

par 'introduction des fonctions qui sont des solutions de certaines équations différentielles par-
tielles qui était une généralisation du travail de Christopher Colin dans I’article titré "Polyno-
mial Vector Fields with Prescribed Algebraic Limit Cycles" publiée par le journal :"Geometriae
Dedicata" No.88 dans les pages 255-258 en 2001 .

Mots clés : seiziéme probléme de Hilbert, systéme différentiel polynomiale planaire, courbe
invariante, solution périodique, cycle limite hyperbolique.
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Abstract

In this thesis , we present some fundamental notions on the qualitative theory of differential
equations, precisely on nonlinear polynomial planar differential equation systems .

We give details about the research of Dr.Salah Benyoucef - Université de Setif 1 . in the
article with title :" Polynomial differential systems with hyperbolic algebraic limit cycles "
published by : "Electronic Journal of Qualitative Theory of Differential Equations" on 29 may
2020 ([31]),witch interest in the existance of a limit cycles for a differential system of a degree
more than or equal to d for a given algebraic curve of a degree equals to d :

{ t = aU+ (ax + by + ¢(Bx — ay))U,,
y = pU— (ax+ by + ¢(fx — ay))U,,

by introducing functions that are solutions for certain partial differential equations witch is
a generalization of the research of Christopher Colin in the article titled "Polynomial Vector
Fields with Prescribed Algebraic Limit Cycles" published by :"Geometriae Dedicata" No.88
dans les pages 255-258 en 2001 .

Keywords : sixteenth problem of Hilbert, planar polynomial differential system, invariant
curve, periodic solution, hyperbolic limit cycle.
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Introduction générale

Aprés Dapparition du concept du calcul infinitésimal, dans les travaux d’Isaac Newton
(1642-1727) et de Gottfried W.Leibniz(1646-1716) dans la seconde moiti¢ de XVIle siécle, la
notion d’équation différentielle a trouvé son domaine d’application dans divers problémes de
la géométrie et de la mécanique par les mathématiciens et les scientifiques. Autrement dit, les
phénoménes relatifs aux problémes posés, sont modélisés par les équations différentielles qui
permettent de les expliquer. Cela a engendré une explosion de la recherche pour I'étude de ces
équations.

Dans ce mémoire , on s’intéresse a un aspect important de la théorie qualitative des systémes
différentiels polynomiaux planaires, a savoir les cycles limites. Il s’agit des solutions périodiques
isolées dans I’ensemble de toutes les solutions périodiques d'un systéme différentiel planaire. Ils
sont représentées dans le plan de phase par des courbes fermées, simples et lisses. Les autres
solutions se rapprochent des cycles limites ot s’en éloignent lorsque le temps croit indéfiniment,
il s’agit la de la stabilité ou d’instabilité des cycles limites. Le concept de cycles limites parait
pour la premiére fois dans les fameux travaux de Henri Poincaré ([13] , [14] , [15] , [16])
publiés entre 1881 et 1889 .

L’importance des équations différentielles a motivé des générations de mathématiciens et
d’autre scientifiques pour développer des méthodes afin d’étudier les propriétés de leurs solu-
tions.

Puis au début de 20éme siécle , dans le deuxiéme congrés international de Mathématiques
en 1900 a Paris, David Hilbert a présenté son célébre exposer intitulé "Problémes Mathé-
matiques". La 16éme de ces 23 problémes s’était de déterminer le nombre maximale de cycles
limites existants pour le systéme différentiel suivant :

{x' = 9 = P).y),
gy o= g = Q),y)

ou P et () sont des polyndémes a coefficients réels et de degré quelconques.

Ce probléme jusqu’a nos jours non résolu totalement, a fait I'objet de plusieurs travaux.

Pour l'existence et le non-existence des cycles limites, ils existent quelques anciens résultats
largement appliqués, tels que le théoréme de Poincaré-Bendixon, le critéere de Bendixon ,
et le critéere de Dulac, le critére de Giacomini , Libre et Viano, critére de potentiel et
critére de la fonction de Lyapunov . Mais pour le probléme d’unicité, la situation est plus
compliquée et demande beaucoup plus d’estimation exacte .

Ce travail est organisé de la maniére suivante :

— Chapitre 1 : Comporte quelques notions préliminaires de systémes différentiels, intro-
ductives et nécessaires a la compréhension de I’ensemble de ce travail. On commence par
définir les systémes différentiels , champ de vecteurs , flux , portrait de phase , point
d’équilibre , linéarisation des systémes différentiels non linéaires au voisinage des points
d’équilibres , les solutions périodiques et leurs stabilités, et les ensembles limites.

— Chapitre 2 : Dans ce chapitre, on s’intéresse plus particuliérement a 1’étude de cycles
limites. Nous débuterons par ’étude qualitative des cycles limites. Ensuite, nous exposons
des principaux résultats sur ’existence et non-existence.



SOMMAIRE 2

— Chapitre 3 : Ce chapitre expose le travail de Dr.Salah Benyoucef - Université de Setif 1
. dans l'article intitulé :" Polynomial differential systems with hyperbolic algebraic limit
cycles " publiée par : "Electronic Journal of Qualitative Theory of Differential Equations"
en 29 may 2020 . sur 'existence du cycles limites pour des systémes différentiels de degré
supérieur ou égale & d pour une courbe algébrique donnée de degré d, par une générali-
sation du théoréeme de Christopher Cloin(3.1) par un théoréme de S.Benyoucef([31])
qui introduit des fonctions comme des solutions de certain systémes différentiels.



Chapitre 1

Notions Préliminaires

Introduction

Ce chapitre contient quelques notions générales et principale pour la théorie qualitative des
systéme différentiels polynéomiaux. Nous commengons par des généralités sur les équations dif-
férentiels ordinaires notamment les systémes dynamiques puis on définie les systémes systéme
différentiels polynémiaux on examinera les notions de : champ de vecteurs , flux , portrait
de phase , point d’équilibre , linéarisation des systémes différentiels non linéaires au voisinage
des points d’équilibres. Ensuite, nous examinons la nature et la stabilité des points d’équi-
libres .Enfin nous terminons courbes invariantes et intégrabilité. On rappellera les théorémes
fondamentaux : le théoréeme d’existence et d’unicité , théoréme de Hartman-Grobman et les
théorémes des méthodes du classification du stabilité de Lyapunov et de Poincaré.

1.1 Equations différentielles ordinaires

Définition 1.1 ([33])

Soit E un espace vectoriel normé. On appelle équation différentielle ordinaire (EDO) toute
relation entre une variable réelle t, une fonction inconnuet — ¢(t) et ses dérivées ¢, ¢", ..., o™
au point t de la forme :

F(t’¢7¢/7"'7¢(n)) 207 (1.1.1)

ot I est une fonction continue sur un ouvert D de R x E"1,

Définition 1.2 ([33])
Soit ¢ une fonction de t définie sur un intervalle I dans E, n fois dérivable en tout point de I

et o, ¢, ", ..., 6" sont ses dérivées.
On dit que ¢ est une solution de 1.1.1 si :

Vt € I, F(t, ¢(t), ¢ (t),..., 0" (t) = 0,

La solution est notée par le couple : (¢, 1)

Définition 1.3 ([33])
Soient (¢1, 1) et (¢2, I2) deuz solutions de l’équation 1.1.1.
Sily ClyetVtely : ¢1(t) = ¢aot) alors, (¢2,12) est une prolongement de (¢1,I4).

Définition 1.4 ([33])
Une solution (¢,1) de 1.1.1 est dite maximale si elle n’admet pas une prolongement.
i.e. pour toute solution (1, J) on a, si I C J et pour tout t € I : ¢(t) = (t) ,alors I = J.
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Définition 1.5 ([33])
Une fonction f définie sur un ouvert Q de R x R? est dite Lipschitizienne par rapport  sa
variable ¢ s’il existe une constante C' > 0 telle que :

pour tout (x, ¢1)et(x, pa) de Q || f(z, 1) — f(x, d2)|| < C |1 — @2|

La fonction f est dite localement Lipschitizienne,si pour tout (xg,yo) de Q il existe un
voisinage de (zo,Yo) sur lequel elle est Lipschitizienne.

Théoreme 1.1 (Cauchy-Lipschitz [33])
Soit le probleme X (t) = f(X(t)) avec la condition initiale X (to) = Xo,00 f est continue sur
un ouvert Q de R x R? et X, € 0 .

Si f est localement Lipschitizienne , alors le probléme admet une unique solution maximale
X(t) qui passe par le point X .

Définition 1.6 ([23])
Le probleme X (t) = f(X(t)) qui consiste a trouver une solution satisfaisant a la condition
initiale X (tg) = Xo ,est appelé probléme de Cauchy.

Définition 1.7 ([23])
Soit E un espace vectoriel sur un corps commutatif K. Une forme linéaire sur E est une
application p de E dans K qui est linéaire, c’est a dire qui vérifie :

V(z,y) € B> VA € K, p(Az +y) = Ap(z) + p(y)

Définition 1.8 ([23])
On appelle champ de vecteurs toute application [ définie sur un ouvert U de R", a valeurs
dans R™. Autrement dit, a tout point de U on associe un vecteur de R™.

Définition 1.9 ([23])
Un champ scalaire est une fonction de la forme F(z) : R" — R ou F(z) : R — C ou x est
un vecteur de R™.

Le champ scalaire peut étre visualisé comme un espace a n dimensions avec un nombre
complexe ou réel attaché a chaque point de ’espace .

La dérivée d’un champ scalaire résulte en un champ de vecteurs appelé le gradient.

1.1.1 Intégrale curviligne

Définition 1.10 ([18])

En géométrie différentielle, 'intégrale curviligne et une intégrale ot la fonction a intégrer
est évaluée sur une courbe I'. Il y a deux types d’intégrales curvilignes, selon que la fonction est
a valeurs réelles ou a valeurs dans les formes linéaires. Le second type (qui peut se reformuler
en terme d’une circulation d’un champ de vecteurs) a comme cas particulier les intégrales que
l’on considére en analyse compleze.

Dans cette partie, I' est un arc orienté dans R”, rectifiable c¢’est-a-dire paramétré par une
fonction continue & variation bornée ¢ — (t), avec t € [a, b].

Intégrale d’un champ scalaire

Définition 1.11 ([29])
On définit l'intégrale curviligne d’un champ scalaire continu f : I' — R comme ["intégrale de
Stieltjes de foy par rapport a l’abscisse curviligne s,(t) (longueur de larc 7y restreint a [a,t]) :

L ris= [ (fords,
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c’est-a-dire la limite, quand le pas de la subdivision pointée de |a,b] tend vers 0, des sommes de
Riemann associées :

D) (55(tk) = s4(ter)),

k=1

ot la subdivision pointée est notée : a =ty <t < ...<t, =0, t;ﬂ € [tr_1,tx]
Cette définition ne dépend pas du paramétrage de I, ni de l'orientation.

La longueur s, (b) de Uarc I' est l'intégrale curviligne de la fonction constante 1.
Si v est de classe C* :

/fdsz/ F@)I @®)ldt,

Analyse vectorielle associée au intégrale curviligne

Définition 1.12 ([29])
On définit également la circulation le long de I' d’un champ vectoriel continu f : I' — R”

comme une intégrale de Stieltjes :
b
/f-d’y = / (foy).dy,
0 a
ol . désigne le produit scalaire.
Cette définition ne dépend pas du paramétrage de I' mais dépend de l'orientation (1’intégrale
est changée en son opposée quand la courbe est parcourue en sens inverse).

On peut reformuler cette définition en notant w est 1-forme différentielle « produit scalaire
par [ » : si w est une I-forme différentielle continue sur le support de I', on définit l"intégrale

curviligne de w le long de I par :
b
/w:/ < woy,dy >,
o' a

ou < .,.> est le crochet de dualité.
Si vy est de classe O :

S oy = [ Fy(0) A (Bt et [ w =[] wm (¥ (1)dt.

Analyse complexe associée au intégrale curviligne

Définition 1.13 ([18])
Pourn = 2 et en identifiant R? au plan complexe, on définit l'intégrale curviligne d’une fonction
continue f : I' — C comme intégrale de la 1-forme différentielle « produit (compleze) par f

h Lf(z)dz = /ab(foy)dy,

[/f(z)dz = /abf(’Y(t))fy/(t)dt’

Si v est de classe C* :

Lorsque T' est une courbe fermée (ses deux extrémités coincident), il arrive qu’on utilise
la notation :

éf(z)dz, (1.1.2)
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Exemple 1.1.1
Soit la fonction f(z) = % et soit C' le cercle unité parcouru une fois dans le sens trigonométrique,
ce qui peut se paramétrer par e | avec t parcourant [0, 27| .L’intégrale correspondante est :

27 1 ) 27
j{f(z)dz = / — e’ = / idt = 2mi,
r o € 0

1.1.2 Formule de Green

Théoreme 1.2 ( [10])

Si Q0 est un ouvert assez régulier (par exemple dont le bord posséde un plan tangent en tout
point) et u et v sont deux fonctions de L*(2)dont les dérivées premieres (éventuellement a
comprendre au sens des distributions) sont dans L*(Q) , alors on a :

Ou vdx:/uvnida—/@udx, (1.1.3)
r o 0z

o Ox;
ou n; est la ieme composante du vecteur normal a ' dirigé vers 'extérieur.
On en déduit facilement que siu et v sont deux fonctions de L*(2) dont les dérivées secondes
pour u et premiéres pour v sont dans L*(2), alors on a :

/Auvdx:/a—uvda—/Vqudx.
Q r on Q

Définition 1.14 (EDO linéaire et EDO non linéaire [33])
L’équation 1.1.1 est dite linéaire si elle s’écrit sous la forme :

any™ + ap_ 1y Y+ ay” + ay + agy = b, (1.1.4)

ol ag, A1, .....,anet b sont des fonctions de t ou bien des constantes.
Autrement,l’équation 1.1.1 est dite non linéaire.
L’équation 1.1.4 est dite d’ordre n si a,, # 0 ou n € N*.

Définition 1.15 ([33])
On appelle systeme différentielle d’ordre 1 tout systéme de la forme :

X(t) = F(X(1)), (1.1.5)
o1 w1 (t) X )

=T xm=| ¢ Jirxen=| | g
&, et X))

ot f; € C1(Q) sont des fonctions de la variable t sur l'ouvert Q@ C R x R™ & valeurs dans R .

Définition 1.16 (Systéme différentiel linéaire [33])
Le systéme (1.1.5) est dit linéaire si pour tout t € R il existe un vecteur B(t) € R"™ et une
matrice A(t) € M, (R) tels que :

Vie RVX e R": F(X(t) = A(t)X + B(t), (1.1.7)

sinon,le systeme différentiel est dit non linéaire.
Le systeme différentiel est dit homogéne si B(t) = Ogn.
On note :
X(t) = A@t)X, (1.1.8)

le systéme homogeéne associé au systeme différentiel linéaire X (t) = A(t)X + B(t) .
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1.1.3 Systéme dynamique

Un systéme dynamique est un modéle permettant I’évolution au cours temps d’un ensemble
des objets en interaction il est définie par un triplet (D, I, ¢) constitué de 'espace d’état D, du
domaine temporel 7, et d'une application de transition d’état ¢ : I x D — D qui permet de
définir & partir d’un vecteur de condition initiale I’état du systéme a tout instant.

Définition 1.17 ([33])
Un systeme dynamique sur R™ est une application :
v :RT x R" — R

définie sur tout RT x R", tel que :

1. o(., X):R* — R" est continue ,

2. ¢(t,.) : RT — R™ est continue ,

3. 0(0,X) = X,

4. o(t+s,X) =t o(s, X)) pour tout Vt,s € R* VX € R".

Exemple 1.1.2
Soit le systeme différentiel :

X = AX(1),
X(0) = Xo,
ot A est une matrice constante. La solution de ce systéeme est :
X(t)=e"X, VteR
engendre un systéme dynamique du fait que 'application :
v :RT x R" — R
qui & tout t € RY , X € R" associé :
o(t, X) =X,

vérifiée les quatre propriétés du systéme dynamique :

1. o, X) =e“X :R" — R" est continue par rapport & deuziéme composante,
(t,.) = X : RT — R™ est continue par rapport a premiére composante,
(0,X) =X = X,

(t+s,X)=eDAX = o(t, ¢(s, X)) pour tout Vt,s € RT VX € R".

€ €

2.
3.
4. ®

Formulation des systémes dynamiques

Proposition 1.1.1 (|33])
Les systemes dynamiques sont classés en deux catégories :

1. Dans le cas ou la composante du temps est continue, le systéeme dynamique est présenté
par un systeme d’équations différentielles de la forme :

i'l - fl(xla"'7xn7t)7

. Ty = Ti,...,Tp,t),

X =F(X,t)e={ ° fal@ ) . XeDCRtelCR
Tn = folx1,...,Tn,t),

St la fonction I est linéaire, le systéme dynamique est dit linéaire, et si le temps est
exprimé explicitement dans la fonction F, le systeme est dit "non autonome”.
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2. Dans le cas ou le temps est discret, le systéme dynamique est présenté par une application
(fonction itérative) :
XkJrl = f(Xk7 k)wrk € Rn7

Remarque 1.1.1
Dans ce travail nous intéressons aux systemes dynamiques autonomes et a temps continue, de

type : .
X=FX),XeDCR"telCR,

1.2 Systéme différentiel polynomiale planaire

Définition 1.18 ([26])
On appelle systeme différentiel polynomiale planaire,tout systéme de la forme :

Po= = P() (),
{i 2 & 2 ot o

ou P et () sont des polyndomes a coefficients réels .

Le systéme (1.2.1) est de degré d ou d = max(degP, degQ) .

Et puisque P et Q sont des fonctions de classe C' (donc les conditions de Cauchy-Lipschitiz
sont satisfaites en tout point ordinaire du systéme (1.2.1)).

1.3 Champ de vecteurs

Définition 1.19 (]28])
Le champ de vecteurs associe au systéme (1.2.1) est Uapplication X définie sur un ouvert
Q) C R? dans lequel on associé a chaque point M(x,y) un vecteur X (M) :

X:QCR*? — R?

v =850

La représentation graphique du champ de vecteurs en chaque point associé a un systeme
différentiel nous donne des informations sur leur solutions possibles. En effet, le comportement
asymptotique de ces derniers est déduite par les vecteurs qui sont tangents a la trajectoire des
solutions qui passent par ces points.

Exemple 1.3.1 ([28])
On considére le systeme différentiel planaire polynomiale suivant :

{“ﬁ” — Y (1.3.1)

Y )

Le champ de vecteurs associé au systéme (1.5.1) est donné par la figure :



1.4. SOLUTIONS ET SOLUTIONS PERIODIQUES 9

f
_.-’f a -~ - e v o / /
4 i
,u"l f A - =41 = - ra hd /
4 Iy
! A - =37 = - # 4 ]
| 1 If‘
E f A r - = = - Fd # i
s
| t 4 A > > A 4 r |
k 4 b R R « 1 n2 b3 4 )a
¥ T
|| A L] - - - - L] h I‘
[y =T bt
; \ " - Tat T N n \ :‘.
k », - -4 = - w, k
b B
\ ", » - -l = - =, kY \

FIGURE 1.1 — Champ de vecteurs associé au systéme (1.3.1) [25]

Remarque 1.3.1 ([28])
On note X = (P,Q) le champ de vecteur associé au systéme (1.2.1) .1l est aussi écrit sous la

forme :

X = Pla,y) o+ @<x,y>§y, (13.2)

1.4 Solutions et solutions périodiques

Les solutions périodiques déterminent le comportement qualitatif des solutions d’un systéme
différentiel .

Définition 1.20 ([8])
On appelle solution du systéme différentiel (1.2.1) toute fonction dérivable :

p:ICR — R2
t —o(t) = (p1(t), p2(t))

ou I est un intervalle non vide tel que : pour tout t € I le couple (pi1(t), pa(t)) satisfait ce
systeme .

Définition 1.21 (]8])
On appelle solution périodique du systéme (1.2.1) toute solution p(t) = (p1(t), p2(t)) pour
laquelle il existe un réel T tel que :
Vie L pi(t+T) =pi(t) et pa(t +T) = a(t)
La période de cette solution est le plus petit T' > 0 qui convient.

Remarque 1.4.1
Si X (t) a une période T, la solution a aussi une période kT |k € Z .

Exemple 1.4.1
L’oscillateur harmonique est régi par ’équation différentielle :

i+ w?r =0,

Cette équation équivaut au systéme :
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Ce systeme s’intégre facilement puisque :

dy 0T
— = —W =
dx Y
ce qui donne pour ensemble de solutions :
y? +w?r? = C,

Autrement dit, ce systéeme posséde une famille continue a une parameétre de solutions périodique
représentées dans le plan de phase par des ellipses.

Théoreme 1.3 ([8])

Soit X (t) une solution du systéme (1.2.1), supposons qu’il existe deux instants ty et ty (t1 < t2)
tels que : X (t1) = X(t2) (c’est a dire l'orbite de X (t) se recoupe). Alors, X (t) est une solution
périodique définie pour tout t € R .

Définition 1.22 ([8])

On appelle orbite du systéme (1.2.1) la représentation d’une solution X (t) , t € I sur le plan
R? .

Définition 1.23 ([8])

On appelle trajectoire du systeme (1.2.1) l’ensemble {(t, X (t))|t € I} .On Uappelle aussi
courbe intégrale.

Définition 1.24 ([8])
On appelle plan de phase associé¢ au systeme (1.2.1) Uouvert Q C R? ou leur solutions ont
des valeurs.

Exemple 1.4.2 ([8])

Soit ¢(t) = (z(t),y(t)) une solution du systéme (1.2.1).Dans sa trajectoire on distingue la
coincidence de la valeur du champ de vecteurs X = (P, Q) au point ¢(t) avec le vecteur tangent
¢'(t) au ¢(t) induit par la trajectoire (courbe intégrale) du ce systéme (voir la figure 1.2 ).

S
./ AN

[t o

FIGURE 1.2 — Trajectoire associé a un systéme différentiel [3]

Remarque 1.4.2 ([8])
Une trajectoire fermée est une solution périodique.
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Lemme 1.4.1 (]8])
Une solution périodique du systéme différentiel (1.2.1) correspond & une orbite fermée dans le
plan de phase , et une orbite fermée correspond a une solution périodique.

Alors en topologie, 'orbite d’une solution périodique est topologiquement équivalent au cercle
de centre 0 et de rayon 1 . Cela signifie qu’il existe un homéomorphisme h : R" — R" qui
transforme toute orbite périodique en ce cercle c¢’est & dire que cet homéomorphisme transforme
le systéme (1.2.1) en un systéme équivalent qui admet le cercle de centre 0 et de rayon 1 comme
solution périodique.

Définition 1.25 ([8])
Soit Ix intervalle maximale d’existence de la solution X du systéme (1.2.1).
1. L’orbite de X est définie par : T'(X) = {X(t),t € I.}.
2. La semi-orbite positive est définie par TH(X) = {X(¢),t > 0}.
3. La semi-orbite négative est définie par I'~(X) = {X (¢),t < 0}.
Définition 1.26 (]8]) ‘
Supposons que le systeme différentiel puisse s’écrire sous la forme X = —gradV(X; ou X €

U CR" etV est une fonction C* définie sur U & valeurs dans R.
On dit alors que V' est un potentiel de ce systéme.

Théoreme 1.4 ([8])
St un systeme admet un potentiel il ne peut admettre d’orbites fermées.

Exemple 1.4.3
Soit le systéme :

{i" = sin(y),

y = cos(y),
Le systeme n’admet pas d’orbites fermées puisqu’il admet la fonction V(x,y) = —xsin(y) comme
potentiel.
Flux

Soit M (z,y) un point de R? on note ¢;(z,y) la position de M(z,y) aprés un déplacement,
d’une durée t (t € I CR) .

Définition 1.27 (]&])
On appelle flux (associé au champ de vecteurs(P,Q)) Uapplication

Oy - I x R? — R?
(tv (l’,y)) — th(xay)

veérifiant les trois propriétés suivantes :

1. Loz, y) = (Pledz,y)), Qle(z,y))),
2. po(r,y)=(z,y),
3. ours(,y) = oulps(,y)),

pour tout (z,y) ER? et t,s € I.

1. et 2. signifient que p;(z,y) est la solution maximale qui passe par (z,y) lorsque ¢t = 0.

3. est une nouvelle formulation du caractére autonome de systéme (1.2.1) : au lieu de se
déplacer pendant ¢+ s on peut le faire pendant ¢, prendre en pause,ensuite poursuivre,pour finir
son bout de chemin pendant durée s : entre-temps le champ de vecteurs n’a pas été modifié.
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1.5 Portrait de phase

Définition 1.28 ([8])

La représentation géométrique des trajectoires dans le plan de phase est dite portrait de phase
associée au systéme (1.2.1),dans laquelle,une courbe ou un point est créé a partir d’ensemble
des conditions initiales. La lecture du cette représentation graphique est tres utile pour avoir
une idée du comportement du systeme.

Exemple 1.5.1 ([32])
L’ensemble des solutions du systeme (1.5.1) est définie par : y? = §x3+c ot ¢ est une constante
réelle ,alors le portrait de phase associée est représenté par la figure 1.3 :

3:.

LI 1&::_1__ ‘

FIGURE 1.3 — Portrait de phase associé au systéme (1.3.1)

1.6 Points d’équilibre

L’importance de I’étude des points d’équilibre des systémes différentiels a été met en évidence
par Henri Poincaré (1854-1912), il a montré qu’on peut connaitre le comportement des solutions
a travers 1’étude de ces points .

Définition 1.29 (]26])
Un point (z9,o) est dit point d’équilibre du systéme (1.2.1) s’il vérifie :

{P(wo,yo) = 0,
Q(zo,0) = 0,

Remarque 1.6.1
— La notion du point d’équilibre est la méme que celle du point singulier pour le champ de
vecteurs.

— Les points d’intersections de ces deux isoclines sont les points d’équilibre (xzo,vo) du sys-
temes, c’est a dire les points tels que la trajectoire issue d’un tel point reste en ce point
pour tout t.

Exemple 1.6.1
Soit le systeme différentielle suivant :

T =y,
y = —I—4y—iﬁ2,
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Déterminant les points d’équilibres :

{P(fﬂo»yo) = 0,
Q(zo,0) = 0,

y=0e —x—4dy—2*’=0 <= y=0e —x—2°=0 < x € {-1,0}.
donc les points d’équilibre sont : (0,0) et (—1,0).

Remarque 1.6.2 ([26])
Les points d’équilibre du systéme (1.2.1) sont des solutions périodiques constantes.

Proposition 1.6.1 ([26])
Toute solution périodique entoure au moins un point d’équilibre.

Théoreme 1.5 ([28])
Soit le champ de vecteurs X sur R? associé au systéme (1.2.1).5i T est une orbite périodique de
X, alors il existe un point d’équilibre de X contenu dans Int(T"), ot Int(T") signifie l'intérieur

de T .

1.6.1 Matrice jacobienne et linéarisation

La plupart des systémes différentiels existants dans la nature sont non linéaires.Pour étudier
le comportement des trajectoires d'un systéme différentiel non linéaire il faut le ramener a
I’étude du systéme linéaire associé au voisinage d’'un point d’équilibre.

Définition 1.30 ([26])
Au wvoisinage d’un point d’équilibre (xg,70), la matrice jacobienne associée au champ de
vecteurs X du systéeme (1.2.1) est donnée par :

_ ?9_1;(35073/0) %(1’07%)
JX(xO’yO)_<g—§($o,yo) %(%7%) (1.6.1)

Définition 1.31 ([26])
Le linéarisé du systéme non linéaire (1.2.1) au point (xq,yo) est donnée par :

6)- (B 8) 0) =

ot (xg,y0) est un point d’équilibre.
Le systéme (1.6.2) peut étre écrit sous la forme matricielle :

S5

X = AX, (1.6.3)

X:<x), A=Jy; X:(x)
Y Y
Exemple 1.6.2

Considérons le systéeme non linéaire suivant :

T = —-Y,
. 1.6.4
{y==ﬁ+% (164

ol
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qui admet Xo = (0,0) comme le seul point d’équilibre.
La matrice jacobienne associé a ce systeme est donnée par :

0 —1
JX—(1 Qy)

Alors,le linéarisé de ce systéeme en Xog = (0,0) est donné par :

6 -0 00

Donc le systeme linéarisé du systéme (1.6.4) est :

T = —-Y,
y = z,
Equivalence topologique

Définition 1.32 (]&])
Un homéomorphisme de R? est une application h : R? — R? bijective bicontinue (i.e. est
continue ainsi que sa Téciproque).

Définition 1.33 ([&])
Deux systémes polynomiauz planaires

& = Pi(z(t),y(t)),
{ g = Qu(z(t),y(t)), (A)

= P(x(t),y(t)),
{ g = Qa(z(t),y(t)), (B)

définies sur deux ouverts Oy et Qs de R? respectivement sont topologiquement équivalents
s’il existe un homéomorphisme

h:Ql—>QQ

tel que h transforme les orbites de (A) en des orbites de (B) et préserve leurs orientations.

Remarque 1.6.3
— L’équivalence par homéomorphisme permet d’effectuer une classification basée principale-
ment sur la stabilité ou linstabilité de ’équilibre.

— Deuzx systemes linéaires sont topologiquement équivalents s’ils ont le méme nombre de
valeurs propres, avec des parties réelles de méme signe.

Théoréme de Hartman-Grobman

Ce théoréme nous permet de réduire I'étude d’un systéme différentiel au voisinage d'un
point d’équilibre a I’étude d’un systéme linéaire topologiquement équivalent au systéme (1.2.1)
au voisinage de 'origine.

Théoreme 1.6 (Hartman-Grobman,1967 [28])

Supposons que la matrice jacobienne associée au systéme (1.2.1) au point d’équilibre (o, yo)
a deuz valeurs propres Ay et Ao telles que Re(A;) # 0 et Re(Ay) # 0, alors les solutions du
systéeme (1.2.1) sont données approximativement par les solutions du systéme linéarisé (1.6.2)
au voisinage du point d’équilibre (zo,vo) -
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Remarque 1.6.4 ([28])
— Dans le cas ot Re(A\1) = 0 et Re(\2) = 0, ce procédé de linéarisation ne marche pas, c’est a
dire la détermination de la nature d’un point d’équilibre (o, yo) du systéme linéarisé (1.6.2
) dans le systeme (1.2.1) nécessite d’autre démarches, ce probléme est appelé probléme
du centre.

— Au wvoisinage du point d’équilibre mentionné dans le théoréme précédent,le portrait de
phase du systeme linéarisé (1.6.2) constitue une bonne approximation de celui du systéme

(1.2.1) .

1.6.2 Stabilité d’un point d’équilibre

La stabilité est I'un des aspects essentielles dans I’étude du systéme (1.2.1). Cette notion a
été étudiée par Liapunov (1857-1918).

L’étude de la stabilité d’un point d’équilibre nous donne des informations sur le comporte-
ment des trajectoires voisines de ce point.

Définition 1.34 (]28])
Soit (xg,yo) un point d’équilibre du systéme (1.2.1). Notons Xo = (P(xo,y0), Q(zo,v0)) et
X(t) = (P(x(t),y(t)), Qx(t),y(1)))-

— (wo,yo) est dit stable si :

Ve > 0,30 > 0: ||(z,y) — (zo, v0)|| < d = || X(t) — Xol| < ¢;

— (xo0,0) est dit instable dans le cas contraire.

— (x0,%0) est dit asymptotiquement stable s’il est stable et :

Jim [[X(1) = Xoll =0

— (x0,%0) est dit exponentiellement stable si :
Ve > 0,40 > 0, > Oet > 0 tel que :

1X () = Xoll < 8 = [|X(t) = Xoll < al| X (£) = Xolle™™; ¥t >0

1.6.3 Classification des points d’équilibre [20]

En un point d’équilibre (zg, o), la nature des valeurs propres de la matrice jacobienne (1.6.1)
du systéme linéarisé (1.6.2) associé au systéme différentiel initial (1.2.1) permet de distinguer
les différents cas d’équilibre.

Supposons que les valeurs propres de la matrice jacobienne 1.6.1 sont notées \; et \s.

Si A et Ay sont réelles non nulles et distinctes(voir la figure 1.4) :

1. Si 0 < Ay < Ay alors le point d’équilibre est instable.

On dit que le point d’équilibre est un "nceud instable".

2. Si A\ < 0 < Ay alors on dit que le point d’équilibre est un "col(point selle)".

3. Si A\ < Ay < 0 alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable.
On dit que le point d’équilibre est un "nceud stable".
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nneiid instahle

noeud stable
(dchacha A {t) AleA2ed

FIGURE 1.4 — Valeurs propres réelles non nulles et distinctes [20]

Si A; et Ay sont des complexes et distincts (o ses parties imaginaires sont pas nulles)(voir
la figure 1.5) :

1. Si Re(A1), Re(A2) < 0 alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable.
On dit que le point est un puits en spirale "foyer stable".

2. Si Re(A1), Re(Ay) = 0 alors le point d’équilibre est un centre.

3. Si Re(A1), Re(A2) > 0 alors le point d’équilibre est instable.
On dit que le point est un source en spirale "foyer instable".

ARV

fnyd'r stable fﬂyi.r nstable

center

FIGURE 1.5 — Valeurs propres complexes [20]

Si A1 et \y sont égaux :
Dans ce cas A\;{ = Ay = A un réel. Pour w € Ron a :

A w
w=(5 )

1. Si A > 0 alors on dit que le point est une "source en étoile".

on a donc les cas suivants :
Le cas w = 0 (voir la figure 1.6) :

2. item Si A < 0 alors on dit que le point est une "puits en étoile"
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@ A= (b) A<

FIGURE 1.6 — Valeurs propres sont égaux avec w = 0 [20]

Le cas w # 0(voir la figure 1.7) :
1. Si A > 0 alors on dit que le point est une source.
2. Si A < 0 alors on dit que le point est une puits.

3. Si A =0 alors tout les points de la droite kv sont des points d’équilibre.

i >0 mha

FIGURE 1.7 — Valeurs propres sont égaux avec w # 0 [20]

Remarque 1.6.5 ([26])
Lorsque Re(A\1) # 0, Re(X2) # 0 le point d’équilibre est dit hyperbolique.
Exemple 1.6.3

Le point d’équilibre (0,0) du systéme (1.6.4) est non hyperbolique puisque les valeurs propres

de la matrice jacobienne Jx(0,0) = ((1) _01> associée sont \y =1 et Ay = —1 .

Exemple 1.6.4
Considérons le systeme :

T o= x+y,
. 1.6.5
{y = y -y, (1.6.5)
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les points d’équilibre de ce systéme sont (0,0) et (—1,1).
Le systéme linéarisé du systéme (1.6.5) au voisinage du point (0,0) est

{9‘6 = x+y,
y = Y,

Et les valeurs propres obtenues sont A\ = —1 et Ay = 1,alors le point (0,0) est hyperbolique.
Le systéme linéarisé du systéme (1.6.5) au voisinage du point (—1,1) est

{i’ = z+y,
y =y,

La seul valeur propre obtenue est A\ = 1,alors le point (—1,1) est hyperbolique.

Théoreme 1.7 ([28])

Soit (xo,yo) un point d’équilibre hyperbolique du systéme (1.2.1).Alors dans un voisinage de
(x0,%0), les trajectoires des solutions du systéme (1.2.1) ont la méme allure que les trajectoires
des solutions de son linéarisé.

1.6.4 Stabilité au sens de Lyapunov

La stabilité au sens de Lyapunov est une théorie générale valable pour toute équation
différentielle pour savoir si ces points d’équilibres sont stables ou non. Cette notion signifie que
la solution d’une équation différentielle initialisée au voisinage d’un point d’équilibre en reste
suffisamment proche.

Définition 1.35 ([11])
Soit F : R" — R" une fonction et X = F(X) un systéeme différentiel , avec Xo est un point
d’équilibre de ce systeme.

Par une changement de variable Y = X — Xy , on peut se ramener au cas ot [’origine est
point d’équilibre (F(0) = 0).

Une fonction de Lyapunov est une fonction de classe C* & valeurs dans R telle que :
V(X()) = QetVX 7é XO . V(X) >0
VX # Xo: —gradV (X)X <0

Premiére méthode de Lyapunov (Méthode indirecte)

La méthode indirecte de Lyapunov utilise la linéarisation du systéme (1.2.1).Dans certains
cas,cette méthode peut apporter une réponse au probléme de stabilité localement.
Le linéarisé du systéme (1.2.1) autour d’un point d’équilibre Xy = (2o, yo) :

X = Jo(Xo)X = AX

Théoreme 1.8 ([25])
— Si les valeurs propres de la matrice jacobienne ont une partie réelle strictement négative
(Re(\)(Jx(Xo)) < 0;Vi = {1,2}) alors X, est exponentiellement stable.

— 51 la matrice jacobienne posséde au moins une valeur propre de partie réelle strictement
positive (Ji, Re(\;)(Jx(Xo)) > 0;1 = {1,2}) alors X est instable.

Remarque 1.6.6 ([25])

Si les valeurs propres de la matrice jacobienne ont une partie réelle strictement négative
(Re(Ni)(Jx(Xo)) < 0;Vi = {1,2}) alors Xy est exponentiellement stable ce qui implique
qu’il est stable.
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Seconde méthode de Lyapunov (Méthode directe)

Comme on a vue, la premiére méthode de Lyapunov est simple a appliquer mais elle ne
permet d’analyser la stabilité des points d’équilibre que trés partiellement. La seconde méthode
est trés difficile & mettre en ceuvre mais, en contrepartie, elle est d’'une portée beaucoup plus
générale. Elle est basée sur la définition d’une fonction particuliére, notée V() est appelée fonc-
tion de Lyapunov, qui est décroissante le long des trajectoires du systéme (1.2.1). Le théoréme
suivant va résumer cette méthode.

Théoreme 1.9 ([25])
Un point d’équilibre Xo du systéme (1.2.1) est stable s’il existe une fonction V(z) : D — R
continument différentiable ayant les propriétés suivantes :

1. D est un ouvert de R? et X, € D.

2. V(X) > V(Xy),VX # X, dans D.

3. V(X) <0,YX # X, dans D.

— S0 V(X) < 0,VX # Xy dans D,alors V est une fonction de Lyapunov stricte.

Remarque 1.6.7 ([25])
— Si un point d’équilibre Xy admet une fonction de Lyapunov, alors c’est un point d’équilibre
stable.
— St un point d’équilibre Xy admet une fonction de Lyapunov stricte, alors c’est un point
d’équilibre asymptotiquement stable.

— Autrement, on dit que le point d’équilibre X, est instable.

X4

asymptotiguement stable
f

7 Fp—

v, T———
{ instable

stable — " ) X1

FIGURE 1.8 — Différents types de stabilité au sens de Lyapunov

Exemple 1.6.5
On considere le systéme :

r = _y37
y = a°
Pour déterminé la stabilité du point d’équilibre Xo = (0,0), posons V(x,y) = z* +y* .

On a V(0,0) = (0,0) et V est définie positive, et on a :

. ov . oV .
V(r,y) = i+ = 42°(—y?) + 4y (2%) = 0

Donc, on déduit que [’origine est stable.
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Théoreme 1.10 (Critére du fonction de Lyapunov [21])
Considérons le systeme( 1.2.1), et Xy est un point d’équilibre.

St un tel systeme admet une fonction de Lyapunov il ne peut admettre d’orbite fermée.
Preuve :
En effet si X est une solution correspondant a une orbite fermée, Vt, X (t) # Xo (sinon le cycle
se réduit a un point) et donc

SV(X(1) = gradV (X (D). F(X(1)) <0

ce qui signifie que la fonction t — V(X (t)) est strictement décroissante le long de l'orbite
fermée or ceci est absurde.
(ceci ne prewve pas que X (t) — Xo la preuve étant plus délicate ).

Exemple 1.6.6
Considérons le systeme

{¢ = —x+4y,

y = —Tr—- y37

Posons V(x,y) = z* + 4y*. Alors
V(z,y) >0, V(z,y) # (0,0)
gradV(x,y;.F(x,y) =222 -8yt  ;gradV(z, y)F(x,y) <0

Ainsi V' est une fonction de Lyapunov et le systéme n’admet donc pas d’orbite fermée (toutes
les trajectoires tends vers 0).

1.6.5 Stabilité au sens de Poincaré

La stabilité au sens de Poincaré a une définition plus pointue que celle du Lyapunov, elle
fait intervenir la distance d’un point M (z,y) & une solution périodique
X(t) :
d(t) = inf ||M — X(t)|| = 0.

te[0,t[

Définition 1.36 ([25])
Soit X(t) = (x(t),y(t)) une solution du systeme (1.2.1), une solution périodique ¢(t) de ce
systéme est stable au sens du Poincaré(ou orbitalement stable) si :

Ve > 0,30 > 0: || X(to) — o(to)|| < 6 = d(t) = inf || X(t) — ¢(t)]| < e pourt € [tg, +00].
te[0,t[

o(t) est asymptotiquement stable si elle est stable et si en plus lim d(t) = 0.

t—4o00

Remarque 1.6.8 ([25])
La stabilité au sens du Lyapunov tmplique la stabilité au sens du Poincaré mais la réciproque
n’est pas vraie.

Exemple 1.6.7
Soit le systéme :
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qui admet l'unique point critique (0,0). En résolvant ce systéme en coordonnées polaires

r = rcost,
y = rsinf r >0,
on a
2 2 2 . . .
r=x"+y  —rr=xr+yy
1Y Y — YT
6 =tan }(Z) =0 ="2—
(x) x? 4+ y?
on obtient

{ rt)=0 = r(t)=ro (1.6.6)

O(t) =r(t) = 0(t) = rot + 00,0(0) =0

L’origine (0,0) est fermé de cercle centré. Soit ¢(t) une solution périodique définie par (1.6.6).
Pour étudier la stabilité de cette solution, nous considérons un voisinage de ¢(0) défini par
|IX —@(0)|| <6, un point X(0) appartenant a ce voisinage et la solution X (t) correspondante
qui est un cercle de centre (0,0) et de rayon ro+ « , |a| < 0. Donc

Ve > 0,30 > 0tel que|| X (0) — ¢(0)|| <0=d(t) <e,t>0.

ce qui prouve que la solution ¢(t) est stable au sens de Poincaré.

Cependant la solution ¢(t) est instable au sens de Lyapunov. Pour le prouver il suffit de
montrer que Yo > 0 , il existe au moins une solution X (t) définie par || X (0) — ¢(0)]] < 9.

En effet, pour la solution ¢(t) on a pour l'instant t

1X(t1) = ¢(0)ll = 2ro + @

Donc la condition du stabilité au sens de Lyapunov ne peut pas étre satisfaite : la solution ¢(t)
est instable au sens de Lyapunov.

1.7 Auxiliaires géométriques des systémes autonomes

Considérons la solution X (t) du systéme (1.2.1) de valeur initial X (0) = X correspond
dans 'espace du phase a une orbite que nous indiquons par I'(Xj). Alors si X(¢;) = X3, nous
avons I'(zy) = ['(zo).

Parfois nous distinguerons le comportement de la solution pour ¢ > 0, correspondant &
l'orbite positive I'"(zg), et le comportement pour ¢ < 0 correspondant & l'orbite négative
I (2); T'(Xo) = I (Xo) U (Xo) -

Dans le cas des solutions périodiques nous avons : I'"(X,) = I'" (Xj).

Définition 1.37 (Ensemble w — limite et a — limite [28])
— q € R" est appelé un point w — limite de p € R™ si et seulement si :

Ht,}, telle que ¢, (p) — ¢,si tn, —> +00.0U ¢y, (p) = X (tn,p)
— q € R" est appelé un point o — limite de p € R™ si et seulement si :
H{t,.}, telle que ¢y, (p) — q, si t, — —o0.

Définition 1.38 ([28])
Un point q € R? est appelé point limite positif de 'orbite T'(X,) correspondant a la solution
X(t), s’il existe une suite croissante des nombres ty,tq, ... —> 400 tels que les points de I'(Xy)
correspondant a X (t1), X (t2),... ont point limite q.

De la méme maniére on défini un point limite négatif en utilisant une suite décroissante
des nombres t;.
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Définition 1.39 ([28])
— L’ensemble de tous les points limite positifs d’une orbite I' est appelé le w — limite de
I, noté par w(T).
— L’ensemble de tous les points limite négatifs d’une orbite I' est appelé le o — limaite de
I, noté par a(T).
Exemple 1.7.1
Considérons le systeme linéaire autonome dans R? :

T = T,
{ Ty = —Iy,
L’origine est un centre pour le plan de phase. Toutes les orbites sont fermées. Considérons une
orbite I'. 1l est claire que chaque point p de I' est a la fois positif et négatif. Choisissez par
exemple p = (1,0). L’orbite I' a la paramétrisation (cost, —sint) , choisir pour un point limite
positif la suite t, =2mn — = n=1,2,3,... .Donc (z1(tn), v2(tn)) — (1,0).
Nous avons pour chaque orbite : w(I') = a(I") =T
Définition 1.40 (]28])
L’ensemble S est invariant si pour tout point x € S on a lorbite I'(z) C S.
— L’ensemble S est invariant positif si pour tout x € S : T (x) C S
— L’ensemble S est invariant négatif si pour tout x € S : I'~(x) C S.

FIGURE 1.9 — Trajectoire de I’ensemble invariant [20]

Remarque 1.7.1 ([24])
Toute orbite est un ensemble invariant.

Théoreme 1.11 ([28])
Les ensembles w(T') et a(T") sont fermés et invariants, nous avons que si l’orbite positive T't
est bornée , donc [’ensemble w — limite est compact, connexe et non vide .

Définition 1.41 (]24])
Un ensemble M C R? est appelé un ensemble minimale du systeme (1.2.1), si il est le plus
petit ensemble fermé, invariant et non vide.

Théoreme 1.12 ([24])

Supposons que A est un ensemble non vide, compact, invariant du systéeme (1.2.1) dans R?,
alors il existe un ensemble minimale M C A.

Théoreme 1.13 ([28])

Si M est un ensemble minimal, borné de R?, alors M est un point d’équilibre ou une orbite
périodique.
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1.8 Courbes invariantes

Définition 1.42 ([24])
Soit U :  C R? — R une fonction du classe C' dans l'ouvert €.
L’ensemble :
Cu ={(z,y) € Q/U(z,y) = 0}
est dit courbe invariante, s’il existe une fonction K de classe C' dans ), appelée cofacteur,
qui satisfait la relation suivante :

Plav) G (0.9) + Qo) 5 0,) = Kl y)U(.0) (18.)

pour tout (x,y) € .

Exemple 1.8.1
La courbe définie par l'équation 2 + y* = 1 est une courbe invariante pour le systéme :

T o= +yi+y—1,
y = 2*+yt—x—1,

Ulx,y) =2 +y*—1

oU oUu
P(z, y)%(ﬂc, y) + Q(x, y)a—y(x,y) =22+ +y— D+ 2+ —2—1)

= (20 +2y)(2* + > - 1),
Le cofacteur est K(x,y) = 2x + 2y .

Remarque 1.8.1 ([24])

— Sur la courbe invariante, le gradient (%—g, %—g) de U est orthogonale au champ de vecteurs
X (P,Q), donc le champ de vecteurs est tangent a la courbe invariante en tout point de
cette courbe , donc cette appellation est inspirée du faite que cette courbe est formée de
solutions (ou trajectoires) de champ de vecteurs X.

— Les points d’équilibres et les solutions du systéme différentielle (1.2.1) sont invariantes
par le flux p; .La réciproque est fausse, on peut trouver des courbes invariantes par le flux,
qui ne sont pas des solutions du systeme différentielle (1.2.1).

— Si Uy =0 et Uy = 0 sont deuz courbes invariantes pour le systéeme (1.2.1) de cofacteurs
respectifs K1 et Ky, alors le produit UyUy = 0 est aussi forme une courbe invariante de
systéeme (1.2.1) et son cofacteur est K = Ky + K, .

Courbe invariante algébrique

Définition 1.43 (]24])
Une courbe invariante Cy est dite algébrique de degré d si U(x,y) est un polynome (U(z,y) €
Rlz,y]) et comme elle est invariante par le flur du systéme (1.2.1) alors le cofacteur associé
K(z,y) est un polynéme de degré inférieur ou égale a d — 1 .

Dans le cas contraire, on dit que la courbe est non algébrique.

Nous rappelons que la notation div est la divergence du systéme (1.2.1) ,c’est-a-dire

OP(z,y) N 0Q(z,y)
ox oy

div(z,y) =
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Théoreme 1.14 ([24])
On considére le systéeme (1.2.1) et T'(t) une orbite périodique de période T > 0 . On suppose
que U : Q CR?2 — R est une courbe invariante avec

F(t) = {(l’,y) S Q/U(:E,y) = O}

et K(x,y) € C est le cofacteur donné dans l’équation 1.8.1 de la courbe invariante U(x,y) = 0.
On suppose que p € Q tel que U(p) = 0 et VU (p) # 0, alors p est un point d’équilibre du systéme

(1.2.1), et
/dw ))dt = /K

1.9 Intégrales premiéres

Définition 1.44 (]8])

La fonction H : Q C R? — R est appelée intégrale premiére du systéeme (1.2.1) si elle est
constante sur les courbes solutions (ou les trajectoires) X (t) = (x(t),y(t)) du (1.2.1) continues
dans ) v.e. si:

H(X(t)) =cste,Vte I

Définition 1.45 ([8])
Si le systeme (1.2.1) admet une intégrale premiére sur un ouvert Q C R? alors on dit qu’il est
intégrable sur ().

Théoreme 1.15 ([21])
Une fonction H est une intégrale premiére du systeme (1.2.1) sur un ouvert @ C R? si elle
vérifie la condition nécessaire et suffisante suwivante :

aH
Q_: 5

Facteur intégrant

Définition 1.46 ([8])
La fonction non nulle R :  C R? — R est dite facteur intégrant du systeme (1.2.1) s’elle
vérifie une des assertions suivantes :

1. ORP _ _ ORQ

oz oy
2. div(RP, RQ) = 0.

3. P2+ Q%% = —R div(P,Q).

Remarque 1.9.1 ([8])
St la fonction H vérifie :

oH

(S RQ7
OH RP
Oy ’

alors c’est une intégrale premiére donné par :

H(z,y) = - / R, y) P, y)dy + h(z)

ou

H(z,y) = /R(x,mQ(fE,y)dw + h(y)
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Facteurs intégrants inverses

Définition 1.47 (]&])
La fonction non nulle V : Q C R?> — R est dite facteur intégrant inverse du systéme

(1.2.1) si elle vérifie :
ov ov. 0OP 0Q
P% + Qa_y = (% + By
__ 0P

Le facteur intégrant inverse est une courbe invariante algébrique de cofacteur K(z,y) = 5-(z,y)+
Se(w,y) = div(P, Q).

WV,

Remarque 1.9.2 ([8])
La fonction R = % définie sur Q\{V = 0} est un facteur intégrant du systéeme (1.2.1).De plus,
la fonction :

H(x,y) = /(Q(fv,y)dl‘ — P(z,y)dy)/V(z,y),

est l'intégrale premiére associé au facteur intégrant inverse V.

Remarque 1.9.3 ([8])

Lorsque le systéeme (1.2.1) posséde une intégrale premiére rationnelle H = %, alors toute les
courbes invariantes sont algébriques et définies par : Cy = 0 ou Cy = h—cg pour une certaine
constante c € R .

Facteurs exponentiels

Un facteur exponentiel joue un réle similaire a celui des courbes algébriques invariantes dans
la recherche d’un intégrale premiére du systéme (1.2.1) .

Définition 1.48 ([8])
Soit g et h deux polynomes premiers entre eux. La fonction F = "9 est dite facteur expo-
nentiel du systeme (1.2.1) s’il existe un polynéome k(x,y) de degré inférieur ou égale a d — 1
tel que
Hel/a del/a
P +
ox ¢ dy

Comme précédemment, On dit que k(z,y) est le cofacteur de /9.

= kel/9.

La proposition suivante donne la relation entre la notation de la courbe invariante et le facteur
exponentiel.

Proposition 1.9.1 ([8])
Si F(x,y) = €9 est un facteur exponentiel et g est une fonction non constante , alors g = 0
est une courbe algébrique invariante telle que h satisfait I’équation :

Ooh oh
P— _— =
I + Q@y hkg + gkr,

ou kg et kp sont respectivement les cofacteurs de g et .

Le probleme d’intégrabilité consiste aussi a trouver une classe de fonctions intégrale pre-
miére (polynomiale rationnelle, Darboux,élémentaire,Liouville)du systéme (1.2.1). Pour cela ,on
introduit les fonctions suivants :
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Définition 1.49 (Fonctions de Darboux [8])
Soit la fonction

N (I (el e (e e

ourl € N, filr,y) = 0 pour (1 < i <) et gi(zr,y) = 0 pour (1 < j < [) des courbes
algébriques invariantes du systéme (1.2.1), h;(z,y) (1 < j < 1) des polynéomes de Rlx,y| ,\;
(1<i<r)etp; (1<j<I) desnombres complezes et n; (1 < j <) des nombres entiers non
négatifs.

Les fonctions précédentes sont dites fonctions de Darbouz (généralisées).

Définition 1.50 (Fonction élémentaire [8])
Une fonction est élémentaire si elle est construite par des fonctions usuelles a ['aide d’un
nombre fini des opérations algébriques et de compositions des fonctions.

Définition 1.51 (Fonction de Liouville [8])
Une fonction est de Liouville si elle est construite par des fonctions usuelles & 'aide d’un
nombre fini des opérations algébriques , de compositions et dintégrations des fonctions.

Théoreme 1.16 ([2])
Si le systeme (1.2.1) a une intégrale premiére de Liouville, alors il a un facteur intégrant inverse
de Darbouz.



Chapitre 2

Cycles limites

Introduction

Poincaré introduit la notion de cycle limite en 1882, La représentation de courbes définies
au moyen d'une équation différentielle dans le plan de phase ainsi défini par Poincaré, c’est-
a-dire ,dans un espace de coordonnées tel que 'ordonnée soit la dérivée par rapport au temps
de labscisse ((z,y = @) = (position, vitesse)) ,conduit Poincaré a une classification des points
d’équilibre du systéme. Il démontre alors, qu’il en existe trois types différent qu’il appelle : cols,
fonds et sommets ou cols, nceuds et foyers. Puis, il ajoute qu’en dehors de ces points d’équilibre
il existe également des courbes qu’il nomme cycles limites et qui correspondent & des solutions
périodique pour le systéme considéré, dont les autres courbes définies par la méme équation
différentielle se rapprochent asymptotiquement sans jamais les atteindre.

Dans ce chapitre, on s’intéresse plus particuliéerement a I’étude des cycles limites. Nous
débuterons par I'étude qualitative des cycles limites. Ensuite, nous exposons des principaux
résultats sur I'existence et non-existence.

Définition 2.1 ([28])
On appelle cycle limite toute trajectoire périodique I'(t) isolée dans l’ensemble des trajectoires
périodiques. C’est-a-dire qu’on ne peut pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.
Ceci signifie que les trajectoires proches ne sont pas fermées mais se rapprochent ou s’éloignent
de T'(t).

Un cycle limite attractif est une trajectoire fermée(donc une solution périodique) vers la-
quelle tendent, lorsque t tend vers +o00, les trajectoires voisines.

Un cycle limite répulsif et une trajectoire fermée de laquelle s’éloigne ,lorsque t tend vers
+00, les autres trajectoires voisines.

Exemple 2.0.1
Soit le systeme différentiel :
e )
g = z+y—y@®+y?),
en coordonnées polaires x = rcos , y = rsinf , le systéme précédent devient :
ro= r(l-r?),
0 = 1,

ce systéme a deuz états d’équilibre r =0 et r = 1.
La solution générale distincte de zéro est donnée par :

O p—

= Tyacm o I=tT

27



2.1. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DE CYCLE LIMITE 28

Ainsi, en utilisant 'espace des phases (x,y) , toutes les trajectoires excepté ’équilibre r = 0,
tendent vers le cycle r = 1 (s’enroulent en spirales autour de cercle).

Remarque 2.0.1
Les cycles limites sont des phénomeénes non linéaire. Ils ne peuvent apparaitres dans des sys-
temes linéaires. ce qui implique que les centres ne sont pas des cycles limites.

Définition 2.2 (Cycle limite algébrique [28])
Un cycle limite T'(t) = {(z,y) € R*,U(z,y) = 0} est dit algébrique si U(z,y) est un polynéme
, autrement le cycle limite est dit non-algébrique ou transcendant.

Remarque 2.0.2 ([28])
Aucun point sur un cycle limite n’est un point d’équilibre.

Exemple 2.0.2 (Poincaré au chapitre VII [17])
Soit le systeme :

{ o= w(@® - 1) —y@@® 1), (2.0.1)

y = yl@*+yP—1) —z@®+y*+1),

ce systéme admet un unique cycle limite algébrique d’équation : x* + y*> =1

FIGURE 2.1 — Cycle limite du systéme (2.0.1) [17]

2.1 Existence et non-existence de cycle limite

2.1.1 Ciritéres de non-existence de cycle limite

Critére du potentiel

Supposons que le systéme (1.2.1) puisse s’écrire sous la forme X = —gradV(Xi ou X €
D C R? et V est une fonction de classe C! définie sur D a valeurs dans R, on dit alors que V/
est un potentiel du systéme (1.2.1).

Théoreme 2.1 ([11])
Si le systéme (1.2.1) admet un potentiel, alors il ne peut admettre d’orbites fermées.

Remarque 2.1.1 ([11])

Malgré que le critére du potentiel est une simple technique de vérification de la non existence
de cycle limite, elle reste trés limitée en application car la plus part des systeme différentiels
polynomiaux n’admettent pas des potentiels.
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Critére de la fonction de Lyapunov

L’idée qui a été développée par Alexandre Lyapunov a été d’introduire des fonctions réelles
et d’étudier leurs variations le long des trajectoires du systéme (1.2.1).

Définition 2.3 ([11])

Une fonction de Lyapunov est une fonction de classe C* ¢ valeurs dans R telle que :

V(Xo) = 0etvVX # Xy : V(X) >0

VX £ X, - —gde(X3X <0

Théoreme 2.2 ([11])

St un systeme différentiel admet une fonction du Lyapunov il ne peut admettre d’orbite fermée.

Exemple 2.1.1
Soit le systeme

T = —x+ 2y,
{y. Y S (2.1.1)

Posons V(z,y) = x* + y?

. dVdx dVd
grad(V (z) )X = %d—f + 22

dy dt
av.. dv .
%I + d_y
= 22(—x + 2y) + 2y(—2x — ¢°)
= —2(2" +y")

Remarquons que V(0,0) = 0 et ¥(x,y) # (0,0) : V(z,y) > 0 et grad(V (x) )X < 0 alors V est

une fonction du Lyapunov et le systéme (2.1.1) n’admet pas d’orbite fermée.

Remarque 2.1.2 ([11])

La méme remarque sur le critére du potentiel reste vraie pour la fonction de Lyapunov, vu que,
uniquement pour des cas spécifiques des systemes différentiels la détermination de la fonction
de Lyapunov est réalisable, mais généralement elle consiste une difficulté majeure.

Critére de Bendixon [34]

Définition 2.4
Un domaine D de R? est dit connexe s’il est constitué d’un seul morceau.

Définition 2.5
Un domaine D de R? est simplement connexe s’il est connexe et il n’a pas de trous.

Théoreme 2.3 (Critére de Bendixon [34])
Soit D un domaine connexe de R? .Si div(é—i + %) est non nulle et de signe constante sur D,
alors le systéme différentiel (1.2.1) n'admet pas de solution périodique entiérement contenue
dans D.

Exemple 2.1.2 ([34])

Considérons le systéeme

. 3
{ To= Ay (2.1.2)
y = Yy—-x,

% + % = 32241 > 0 en tout point de R?, il ne peut donc exister de cycle limite contenu dans
R2.
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Critére de Dulac

Dulac introduisait une fonction dans le critére de Bendixon, celle ci permet d’élargir le
domaine d’application.

Théoreme 2.4 (Critére de Dulac [11])

Soit D un domaine simplement connexe de R?, et soit ¢ une fonction du classe C* sur D. Si

la quantité (% + d(f—y@) est non nulle et de signe constant sur D, alors le systeme différentiel
2.1) n’admet pas de solution périodique entierement continue dans D , alors il n’admet pas
1.2.1) nadmet de soluti riodi tie t conti dans D |, alors il n’admet

de cycle limite dans D.

Exemple 2.1.3
Considérons le systeme

T = z(3—x—3y),
{y g3, (2.1.3)

Soit le domaine D = {(z,y) € R*/x > 0 et y > 0}.

Nous avons 4L + 99 — 5 _ 5y — 5z, la quantité %€ + 99 s’annule et change de signe dans D,
et le critere de Bendizon ne permet pas de conclure la non existence d’orbite fermée dans D.

Soit la fonction Y(x,y) = xiy alors % + d(j—y@ = —i — %

Donc, pour tout (x,y) € D la quantité dWP) | dWQ) ooy négative et on peut conclure que le

dx dy
systeme n’admet pas de cycle limite dans le domaine D.

2.1.2 Critéres d’existence de cycle limite

A partir des critéres de Bendixon et de Dulac, on peut déja conclure une condition nécessaire
d’existence de solution périodique du systéme (1.2.1) dans un domaine D, c’est lorsque la

d

quantité % + ﬁ s’annule et change de signe dans D, mais cette condition n’est pas suffisante.

Critére de Poincaré-Bendixon dans le plan

Définition 2.6 ([11])
Un domaine compact de R? est un domaine fermé et borné. Fermé signifie que la frontiére est
icluse. Borné signifie qu’il est limité par des bornes finies.

Théoreme 2.5 (Poincaré-Bendixon [11])
Supposons que :

1. D est une partie compacte du plan,

2. Le systeme (1.2.1) est définie sur un ouvert du plan contenant D,

3. 1l y a une trajectoire C' qui reste confinée dans D (elle commence dans D et y reste),
4. C ne contint aucun équilibre du systéeme (1.2.1).

Alors, ou bien C est une orbite fermée, ou bien elle spirale autour d’une orbite fermée.Dans
tout les cas D contient une orbite fermée.

Le théoréme implique que dans une partie compacte d'un plan de phase (dans R?), les pos-
sibilités dynamiques sont relativement limitées et il ne peut y avoir de chaos puisque si une
trajectoire qui reste confinée dans un domaine fermé et borné ne contenant pas d’équilibre, elle
doit forcement tendre vers une orbite fermée.

Le théoréme indique que si une solution maximale reste bornée, alors soit elle converge vers
une limite (un point d’équilibre ) , soit son comportement asymptotique est celui d’une fonction
périodique. Autrement dit, le plan est trop étroit pour admettre comme solutions périodiques
ordinaires mais des trajectoires chaotiques.
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Exemple 2.1.4 ([32])
On consideére le systeme :
T =y,
{ g o= p(l—a%)y—w, 214)

qui peut étre réduit a l’équation de Van Der Pol
i+pa?—1Di+2z=0

Historiquement, cette équation est apparue dans l’'étude d’un circuit électrique utilisé pour les
premiers radios.C’est I’équation d’un oscillateur harmonique mais avec un terme d’amortisse-
ment non linéaire p(x? — 1)z , lorsque |x| > 1 ce terme diminue les oscillations et lorsque
|z| < 14l les augmente. Intuitivement, on peut alors penser que le systéme se stabilise a une
oscillation autoentretenue ou [’énergie dissipée pendant un cycle est composée par celle fournie
par le terme non linéaire. il est démonté que le systeme (2.1.4) posséde un cycle limite stable
pour chaque > 0. La figure représente le cycle limite du (2.1.4) pour = 1.

FIGURE 2.2 — Cycle limite du systéme (2.1.4) avec u =1 [32]

Critéres de Giacomini,Libre et Viano [11]

Giacomini,Libre et Viano ont présenté une méthode pour étudier l'existence et la non-
existence de cycles limites du systéme (1.2.1), en se basant sur les deux critére suivants :

1. Critére 1 : [11]
Considérons le systéme
o= % = Pa(t),y()
, g ’ ’ 2.1.5
U 28 2 i (2:19)
ou P et @ des polynomes définies sur un ouvert  C R? et de classe C''(Q), Soit (z(¢), y(t))

une solution périodique de (2.1.5) de période T'. Supposons que U = U(z,y) (de classe
C) est une solution de I'équation aux dérivées partielles suivante :

P(x, y)%(fﬂ,y) + Q(z, y)g—Z(x,y) = K(z,y)U(z,y) (z,y) € (2.1.6)

oil le cofacteur K : Q) — R est une fonction de classe C' vérifiant :

/ (0. y(0)it £0.
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Alors la trajectoire fermée :

V() = {(=(t),y(1)) € Q: £ € [0, T1}

est contenue dans T'(t) = {(z,y) € R?, U(z,y) = 0} et v n’est pas contenue dans un
anneau circulaire, de plus si P et ) sont analytiques alors v est un cycle limite.

Remarque 2.1.3 ([11])

Ce critéere montre que lorsque nous connaissons explicitement la solution U(x,y) de l’équa-
tion 2.1.6, on a plus d’informations sur les solutions périodiques du systéeme, parce que si
v est une trajectoire fermée, elle doit satisfait :

7 est contenue dans T'(t) = {(z,y) € R®, U(x,y) = 0} ou / K(z(t),y(t))dt =0

2. Critére 2 : [11]
Considérons le systéme (2.1.5) et supposons que :

(a) P,Q de classe C(Q).
(b) U = U(z,y) de classe C'(£2) une solution de 'équation aux dérivées partielles :

Pla) G (50) + Qo) (a.9) = Ko )Ue.y)

Si v est un cycle limite, alors v est contenue dans

L(t) = {(z,y) e R*, U(z,y) = 0}.

Théoreme 2.6 ([20])
Soient deux courbes fermées C' et C' dans R?, l'une entourant l’autre. Si en chaque point de C,

le vecteur vitesse (P.Q; de la trajectoire qui y passe est dirigé vers l’extérieur, et si en chaque
point de C il est dirigé vers lintérieur, alors il existe au moins un cycle limite compris entre

C et(C.
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FIGURE 2.3 — Existence d’'un cycle limite
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2.2 Stabilité des cycles limites

2.2.1 Types des cycles limites [7]

1. Le cycle limite I' est stable (ou attractif) si les trajectoires intérieures et extérieures
tendent en spirale vers 'orbite fermée v quand t — +o0.

2. Le cycle limite I' est instable (ou répulsif) si les trajectoires intérieures et extérieures
tendent en spirale vers l'orbite fermée v quand ¢ — —oo.

3. Le cycle limite I' est semi-stable si les trajectoires spirales intérieures tendent vers ’orbite
fermée v quand ¢ — 400, les autres (extérieures) tends vers v quand ¢ — —o0 et vise-
versa.

Vo

ra\ \\
()
| ;‘1}""‘"‘”}":' l\\_m_,.r

- I'-, ff |
\
\H
f/- tamy

/
¥

Cycle hmite stable Cycle hmite mstable Cycle imte semi-stable

FIGURE 2.4 — Classification des cycles limites

2.2.2 Fonction du premier retour de Poincaré [[28]]

Pour étudier la stabilité des orbites périodique, 'outil le plus fondamentale est la fonc-
tion du premier retour du Poincaré, définie par Henri Poincaré en 1881,voir .I'idée est la
suivante :

Si I' est une orbite périodique du systéme (1.2.1) passant par le point Xy = (xg, o) et X
une droite perpendiculaire a I en X, alors pour tout point X = (x,y) € ¥ suffisament proche
de X, la solution de (1.2.1) passant par X en t = 0 , va retraverser la droite 3 au point IT(X)
proche de Xj, la fonction X — TI(X) s’appelle la fonction de Poincaré.

Le théoréme suivant établit I'existence et la continuité de la fonction de Poincaré T1(X).

Théoreme 2.7 ([28])
Soit Q un ouvert de R? et soit le champ de vecteurs du systeme (1.2.1). Supposons que , ¢;(Xo)
est une solution périodique de (1.2.1) du période T et soit

[ ={X eR*/X = ¢(Xp),0<t<T}

une orbite périodique de (1.2.1) de période T. Soit ¥ la droite orthogonale a I' en Xy, c’est a
dire :
¥ ={X e R*/(X — X,).(P(X,) — Q(X,)) = 0}
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FIGURE 2.5 — Fonction du premier retour de Poincaré II(X) = ¢,x)(X) [28]

Alors il existe un voisinage ouvert Vx, de Xy et une unique fonction 7 : Vx, — R définie et
contindment différentiable, tel que T(Xo) =T et

Or(x)(X) € 3 pour tout X € Vx,

Définition 2.7 ([28])
La fonction continiment différentiable

M: Vy,NS — X
X — H(X) = ¢T(X)(X)

est appelée Uapplication de premier retour de Poincaré, associée a l’orbite périodique I'.

Définition 2.8 ([28])
La fonction continiment différentiable

7: Vx, — R
X — 7(X)

est appelée la fonction temps de premier retour de Poincaré.

Définition 2.9 ([28])
Un point fize de Uapplication 11 est un point X tel que II(X) = X. Il correspond a une orbite
périodique du systéme (1.2.1).

Stabilité du fonction du premier retour de Poincaré [[28]]

Par la translation de vecteur Xy € I' N X, la droite X sera transformée en une ligne pas-
sant par le point origine 0. De méme les points X et II(X) serons transformées en s et II(s)
respectivement (voir les deux figures ci-dessous). Selon le théoréme précédent, 'application de
Poincaré TI(s) existe et est définie au voisinage de 0.(i.e. 3§ > 0 : II(s) est définie pour toute
|s| < 0) et on a II(0) = 0.

Dans le but de donner le lien entre la stabilité de l'orbite périodique I' et la dérivée de
Iapplication de Poincaré le long de la droite ¥ au point zéro. On introduit la fonction du
déplacement :

d(s) =1I(s) — s
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Il est claire que : d(0) = 0 et d'(s) = II'(s) — 1, il en résulte du théoréme des accroissements
finis que pour |s| < §
d(s) =d'(o)s

pour certains o entre 0 et s .
Supposons que d'(0) # 0, comme d est continu, alors le signe de d’(s) sera le méme que celui
de d'(0) pour |s| suffisamment petit. Deux cas en découlent : d'(0) < 0 et d'(0) >0 .
1. Sid'(0) < 0, il s’ensuit que d(s) < 0 pour s > 0 et que d(s) > 0 pour s < 0 ce qui entraine
que le cycle I est un cycle limite stable (voir la figure (a) ci-dessus).
2. Sid'(0) > 0, il s’ensuit que d(s) > 0 pour s > 0 et que d(s) < 0 pour s < 0 ce qui entraine
que le cycle I est instable (voir la figure (b) ci-dessus).
par conséquent :
SiII(0) = 0 et IT'(0) < 1, le cycle I' est un cycle limite stable et si Si I1(0) = 0 et II'(0) > 1,
le cycle I' est instable.

———
™~

~~ ™~

—~—

(a) : T est stable (b) : T est instable
FIGURE 2.6 — Stabilité du fonction du premier retour de Poincaré [25]

Théoreme 2.8 ([28])

Soit (t) une solution périodique du systéeme (1.2.1) de période T', alors la dérivée de la fonction
de Poincaré T1(s) le long d’une ligne droite 3 qui est normale a T = {X € R?/X = ~(t) —
v(0),0 <t < T} en X =(0,0) est donnée par :

IT'(0) = efo div(PO®)QM M)t

Le corollaire suivant caractérise la stabilité d’un cycle limite

Corollaire 2.2.1 ([28])
Soit y(t) une solution périodique de (1.2.1) de période T.Alors ,
v est un cycle limite stable st

/T div(vy(t))dt <0
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, 7 est un cycle limite instable si

/T div(~(t))dt >0

.y peut étre un cycle limite stable , instable ou semi-stable ou peut appartenir a une bande
continue des cycles si

/O " div(y(0)dt = 0

2.2.3 Cycle limite hyperbolique

Définition 2.10 ([28])
Lorsque la quantité [ div(v(t))dt est différente de zéro, on dit que le cycle limite est hyper-
bolique.

Exemple 2.2.1
Soit le systeme

& = y+a@+y?-1),
. 221
{y = —wty@ 4y’ 1), (22.3)

Notons que le seul point d’équilibre du systéme (2.2.1) est (0,0), et notons aussi que

dP dQ 9 9
— 4+ —=4 4y* — 2
da:+dy z° + 4y

, est une expression qui s’annule et qui change de signe dans R?.
~(t) = (cos(t), —sin(t)) est une solution périodique du systéeme (2.2.1) de période T = 2.
Calculons maintenant fozw div(v(t))dt :

/0 " div(y(1))dt = /0 W(z—iJr%)(cos(t),—sm(t))dt

_ /0 " (4(cos(£))? + A(=sin(t))? — 2)dt

2
_ / 2t
0

=47 >0

Donc le systeme( 2.2.1) a un cycle limite hyperbolique instable :

A(t) = (cos(t), —sin(t))

Exemple 2.2.2
Soit le systeme :
T o= 2x—y-—2x(x®+y?)
. ’ 2.2.2
{y = 42y —2y(z® +y?), (222)

pour résoudre ce systéme on pose :

xr = rcos(f),
{y = rsin(f), (2:23)

la formulation du systéme permet de passer des coordonnées cartésiennes (x,y) au coordonnées
polaires (r,0)
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{ rcos(6) — résin(@) = 2rcos(0) — rsin(f) — 2r3cos(0), (2.2.4)

rsin(0) — rlcos(0) = rcos(f) + 2rsin(0) — 2r3sin(6),
Cela veut dire que :
cos(0)i+sin(0)y = rcos®(0)+rsin®(0) = 7 = 2rcos®(0)+2rsin®(0)—2r*cos*(0)—2r*sin*(0) = 2r—2r°.
et
rsin?(0) + rhcos®(0) = rcos?(0) + rsin®(0)
f=1.

on obtient le systeme :

ro= 2(r—r?3),
{9- - (2.2.5)

Considérons maintenant 6 comme une variable indépendante, on obtient :

dr 3
i 2(r —r°)
donc
v =2r — 213 (2.2.6)

c’est une équation de Bernoulli on divise l’équation 2.2.6 par 2r3 on obtient :

! 1
———=-1 2.2.7
2r3 1?2 ( )
on pose z = 7%
On dérive, on obtient :
dz  =2r
g r3
En remplacant dans 2.2.7 , on aura
—1dz
—— —2z(0)=-1
ra O
alors
-2 —dz=—4 (2.2.8)

C’est une équation différentielle linéaire en z et z' non homogéne pour résoudre cette équa-
tion, on cherche la solution homogéne pour résoudre cette équation.
On considere l’équation homogene associée

On se rameéne a une équation & variables séparées

~%
ya

En intégrant, on trouve



2.2. STABILITE DES CYCLES LIMITES 38

En dérivant, on trouve
dz
do

On substitue z et 2’ dans 2.2.8, on aura

e (0)e 0 — d¢(0)e™

—4 = —¢,(0)e™ + 4y (0)e™0 — 4y (B)e

= —63(9)6_46.
Ce qui implique
¢, (0) = 4¢*
donc
a(f) =e" +c

On revient a la solution, on trouve

On a,d’aprés ce qui précede

Ce qui implique

1 + ce—40

pour ¢ = 0,on a l'orbite périodique r*> = 1 . dans le plan de phase c’est le cercle d’équation
22 4+ y? = 1 pour montre l'orbite périodique est isolé on va démontre que f027r div(~(t))dt # 0

on .
Ulz,y) = 2> +y> — 1, K(2,y) = —2(z* + ¢*)

[ vt = [ dieost).sine

= i K(cos(t), sin(t))dt

- /027r 2(cos®(t) + sin®(t))dt

=47 <0

Donc le systeme (2.2.2) a un cycle limite hyperbolique v(0) = (cos(0), sin(0)) qui est stable
(voir la figure 2.7 )
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Chapitre 3

Systémes différentiels planaires avec des
cycles limites algébriques hyperboliques

3.1 Introduction

Soit U :  C R? — R une fonction du classe C! dans I'ouvert €.
L’ensemble :
Cu ={(z,y) € Q/U(z,y) = 0}
est dit courbe invariante du systéme polynomiale planaire (1.2.1), s’il existe un fonction K
de classe C! dans €, appelée cofacteur, qui satisfait la relation suivante :

Pl g (2.0) + Q) 5 .9) = K(2,0)U (2,0) (B.L)

pour tout (z,y) € Q.

Une courbe invariante Cy; est dite algébrique de degré d si U(z,y) € R[z, y| et comme elle
est invariante par le flux de systéme (1.2.1) alors le cofacteur associé K(x,y) est un polynoéme
de degré inférieur ou égale a d — 1. On dit aussi que cette courbe qui peut étre notée par
U(z,y) = 0 est formée par de trajectoires du systéme (1.2.1).

Définition 3.1 (Courbe non-singulier)

La courbe Cy = {(z,y) € Q/U(x,y) = 0} est dite courbe non-singulier du systéme (1.2.1)
si le points d’équilibre associées au ce systéme ne sont pas inclues dans Cy (Xo ¢ Cy pour tout
point d’équilibre X ).

On utilisons la méthode des caractéristiques pour résoudre ’équation différentielle aux dérivées
partielles :

on conclure que sa solution est donnée par :

f(x,y) = ¢(Bx — ay),

ou «, B € R* et ¢ est une fonction arbitraire.
La solution du I'équation

est la fonction f qui résoudre I’équation
V(Br — ay,yr —af) =0

40
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ou «, 3,7 € R* et ¥ est une fonction arbitraire.
Dans le cas d'un polynéme on a :

flay) = Lo+ Y en(Be - ay)’
k=0
ou

flz,y) = %y + Y e(Br —ay)”
k=0

La solution du I’équation

est la fonction f qui résoudre I'équation

Dans le cas d’un polynome, cette solution peut étre prise comme :

f(z,y) = az + by.

Théoreme 3.1 (Colin Christopher [4])

Soit U(x,y) = 0 une courbe invariante algébrique non-singulier de dégrée m , et D un polynome
de degré 1, choisis de telle sorte que la ligne de [’équation D = 0 se trouve en dehors de toutes
les composantes bornées du U(z,y) = 0.Choisir les constantes o et B pour que oD, + BD,, # 0
,alors le systéme différentiel planaire de degré m :

{ r = oU+ DUy,

i — U+ DU (3.1.2)

admet tout les composants bornés de U(x,y) = 0 comme des cycles limites hyperboliques.
De plus, ce systéme n’a pas d’autres cycles limites .

Preuve
Il est claire que U(x,y) = 0 est invariante pour le systéme (3.1.2) , de plus , chaque point
d’équilibre dans U(x,y) = 0 est donné lorsque D = 0 ou U, = U, = 0.Notre choix du D ne
vérifie aucun du ces cas quand U(z,y) = 0 est non-singulier. Ainsi, chaque composante bornée
du U(zx,y) = 0 doit étre une solution périodique du systéme (3.1.2). En effet, il reste de montrer
qu’ils sont en fait des cycles limites hyperboliques.

Rappelons que, la stabilité d’un cycle limite v dépend du signe de 'intégral fOT div(y(t))dt
(voir 2.2.1 ) . Considérons y une composante borné du U(z,y) = 0. De notre choix du D, on
sait que 7y ne traverse pas la ligne D = 0. On conclue donc

| i)t = §ita+ D)+ UG5 - D)t
= (p)e+ D)y~ (5)(3~ Duds
1
" / /mw ~(g)(@Ds + 5Dy )drdy £ 0.

Le choix du signe dépend du sens de parcours de la courbe au bords.
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Soit k la constante aD,+ 3D, # 0 .51 DVU pointe vers I'extérieur du vy alors y est parcourue
dans le sens inverse des aiguilles d’une montre et 'intégrale a la méme signe que —£.Si Si Dy U
pointe vers l'intérieur alors I'intégrale a la méme signe que k.

Ainsi, chaque composante bornée de U(z,y) = 0 est un cycle limite hyperbolique. Nous
supposons qu’il existe un cycle limite 6 qui ne situe pas dans U(z,y) = 0. Sur D = 0 on a
D=U (aD,+ D). Ainsi, aucun cycle limite ne peut traverser la ligne D = 0. Par conséquent
§ doit se trouve dans une composante connexe 2 de R?/{UD = 0}, de sorte que U et D doivent
étre de signe constant dans €.

L’intersection de € avec 'intérieur de § est une région €2’ dont sa frontiére extérieur est o
et sa frontiére intérieur est soit vide, soit 'union d’un certain nombre d’ovales de U(z,y) =0 .

Notons ¢ le signe de —kUD dans ). D’apres la discussion ci-dessus , la stabilité des ces
ovales comme cycles limites du systéme (3.1.2) est donné par le signe de ¢, stable si € < 0 et
est instable sie > 0 .

Autour de chacun des ces ovales su la frontiére intérieur de €2’ nous choisissons un courbe
positivement orienté ~; pour laquelle le flux est toujours vers 'extérieur pour € > 0 . Soit une
nouvelle région 2" qui est constitué des points de ' qui sont extérieurs au ;. La fonction U D
est bien définie sur Q" et donc le champ de vecteurs obtenu par diviser (3.1.2) par UD et aussi
bien définie.Il n’y a pas de flux dans €2 & travers 9, et la direction du flux a travers ; est dans
Q" pour k < 0 et hors de Q" pour k£ >0 .

Or, la divergence de champ de vecteurs dans " est

(aD, + BD,)
D2

(&,9) _
v'((UD)) o

qui est de signe opposé de k d’otl nous avons une contradiction.

Remarque 3.1.1

1. Le théoréme précédent est légérement plus faible que le théoréme de Winkel([50]), en ce
que les cycles limites sont hyperbolique mais peuvent étre stable ou instable . Depuis
nids des cycles limites généralement alterner dans la stabilité , cela semble une condition
plus naturelle . Pour exiger tout le cycles limites pour étre stables ( ou tous instables)
nécessiteraient probablement un champ de vecteurs d’ordre supérieur. L’autre différence
est qu’il peut y avoir de points d’équilibres sur certains des composantes non bornées de
U(z,y) =0 . On peut y rémidier si l’on considére le systéme de degré m + 1

{5” = =0, (3.1.3)

g = U,.

la preuve que cela satisfait le théoréme ci-dessus est laissée au lecture car il est trés
similaire (en utilisant % comme fonction de mise a l'échelle dans ce cas) . Le systéme
(3.1.3) a aussi l'avantage sur (3.1.2) qu’aucun choix du fonction D n’est nécessaire .

2. Le degré m est optimal pour une classe générique de courbes algébrique puisqu il est connu
que tout champ de vecteurs de degré n qui a une courbe invariante non-singuliere qui coupe
transversalement la ligne a linfini doit étre de la forme

{fb = 40- DG, (3.1.4)

§y = BC+ DC,.

ot A et B sont des polynoémes de degré n —m et D un polynéme de degré n —m — 1(Voir
[0] pour résultats similaires de ce type ) .Par conséquent, tout systéme de degré m — 1 qui
a une telle courbe invariante algébrique doit nécessairement étre Hamiltonienne .
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3.2 Théoréme de S.Benyoucef

Nous commengons par ajouter une fonction polynomiale de degré quelconque au systéme
(3.1.2) qui devient

{ @ = aU+ (az + by + ¢(Br — ay))U,, (3.2.1)

y = pPU — (ax+ by + ¢(fx — ay))U,.

et nous montrons que le systéme (3.2.1) a toutes les composantes bornées de U(x,y) = 0 en
tant que cycles limites hyperboliques si le conditions du théoréme 3.1 sont satisfaites .

Théoreme 3.2 (S.Benyoucef [31])

Soit U(x,y) = 0 une courbe algébrique non-singuliére de degré m, et ¢ un fonction polynomiale
de degré n, choisis de telle sorte que la courbe ax + by + ¢(Br — ay) = 0 se trouve en dehors
de toutes les composantes bornées de U(z,y) = 0 . Choisir les constantes a et b de telle sorte
que ace + b # 0, alors le champ de vecteurs polynomial de degré n+m — 1 :

{ t = aU+ (ax + by + ¢(Bx — ay))U,,
y = pU — (ax+ by + ¢(fx — ay))U,.

a toutes les composantes bornées de U(x,y) = 0 comme cycles limites hyperboliques.

3.3 Preuve du théoréme de S.Benyoucef

Preuve
Soit I' la courbe de U(z,y) = 0.

Notons que I' est une courbe non-singuliére du systéme (3.2.1) et que la courbe ax + by +
o(Bxr — ay = 0 se trouve en dehors de toute les composantes bornée de T'.

Pour montrer que toutes les composantes bornées de I' sont des cycles limites hyperboliques
du systéme 3.2.1, nous allons prouver que I' est une courbe invariante de systéme (3.2.1) et que

[ div(D(t))dt # 0 ( voir [28]).

1. I' est une courbe invariante du systéme (3.2.1) :

a Ue(aU + (az + by + ¢(Bx — ay))Uy) + Uy(BU — (az + by + ¢(Bx — ay))U,)

dt
= (aU, + BU)U.

ou le cofacteur est k(z,y) = aU, + BU,.

2. fOT div(T'(t))dt est non nul :
Pour le voir, on note d’abord que

/O div(D(#))dt — /0 k(2 (1), y(1))dt

On a alors (en utilisant 'intégrale curviligne sur une courbe fermée 1.1.2 ) :

T B alU, ﬁUy
[ Keervena = § — Tt § e s

_ a B
N j{ —(ax + by + ¢(fx — ay))d‘y i ]é (az + by + ¢(Bx — Oéy))dx'
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Soit w = Sz — ay. En appliquant la formule de Green (1.1.3) ,on obtient :

15} Q@
7{ (ax+by+¢( N fg (ax 1 by + @) ™

wree) | O (wwmm)
/ / am+ Y+ (w)) n (az+by+(w)) dzdy
int(T)

dy ox

// ( B(b+%(—a ))+—a(b+%(6)) dady

(az +by +6(w))* * (az + by + ¢(w))?

B0+ g (—a)) a(b+ %(8))
// (aHbyw +<aw+by+¢<w>)2 drdy

Bb+ aa
/ /mt o < (az + by + ¢(w>>2) ey,

comme la courbe ax + by + ¢(Sxr — ay) = 0 ne coupe pas les parties fermées de I', et puisque

aa + b # 0 alors ffmt(r) (%) dxdy # 0 , donc fo div(T(t))dt # 0

Conclusion : Si aa + b # 0 et la courbe azx + by + ¢(Bz — ay) = 0 ne coupe pas les parties
fermées de I' , alors toute partie fermée de la courbe I' est un cycle limite hyperbolique pour le
systéme (3.2.1).

ou int(T") désigne l'intérieur de T

3.4 Applications

Corollaire 3.4.1 ([31])
Lorsque ¢(Bx — ay) est constant, nous nous trouvons dans le cas du théoréme de Christopher
(i.e 5.1).

Lorsque ¢(fx — ay) est de premier degré , la droite ax + by + ¢ = 0 est dans la théoréme de
Christopher sera étre remplacer par la droit (a + B)x + (b— )y +d =0 .

Exemple 3.4.1 (Systéme Quintique avec exactement un cycle limite )
Soienta =1,=2,a=1,b=2,¢(8x — ay) = ¢(2x —y) = (20 —y)* + 1.
Ona:U=az*+y*—4y—3x+5=0 est une courbe algébrique non-singulicre de degré j
et on a :
ar +by +o(Br—ay) =z +2y+ 22z —y)* +1=0

se trouve en dehors de toutes les composantes bornées de U(x,y) = 0. Et
ac+pPb=11+22=5+#0
Alors , le systéme

{ b= et R —dy =3+ 5+ (4 2y + (20 — ) + 1)(2y — 4), (3.4.1)

y = 2@ +y* -4y -3z +5)— (v +2y+ 2z —y)? + 1)(42® - 3).

admet un cycle limite hyperbolique représenter par la courbe x* + y* — 4y — 3z + 5 = 0. (voir la
figure 3.1).
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FIGURE 3.1 — Cycle limite du systéme (3.4.1)

Corollaire 3.4.2 ([31])
Considérons le systeme
t = aU+ f(z,y)U,,
) 3.4.2

ou U et f sont des fonction C' dans un sous-ensemble ouvert V- de R%. Pour avoir toutes les
composantes bornée de U(x,y) comme cycles limites, il est nécessaire que f satisfasse I’équation
différentielle partielle :

of | ,of

a%Jrﬁa—y:% oty # 0

dans le cas de polynome f(z,y) = Lz + ¢(Bx — ay) ou f(z,y) = Fy+ ¢(Bx — ay), ne sont que
des cas particuliers du théoreme 3.2.

Exemple 3.4.2 (Systéme Quintique avec exactement deux cycle limite )
Soient a = 1,8 =—1,v =3, f(z,y) = 3z + (z + y)*.

On a : x3 — 2zy? + 102y — 152 + y* — 10y3 + 35y% — 50y + 30 = 0 est une courbe algébrique
non-singuliére de degré 3 , et on a

Alors | le systéme

i = a°—2xy® + 10xy — 152 + y* — 10y + 35y% — 50y + 30
+((z + y)* + 32)(4y® — 30y — 4zy + 10x + 70y — 50),

y = 2(2® —2xy® + 10oy — 152 + y* — 10y> + 35y — 50y + 30)
—((z +y)? + 3z)(32* — 2¢y* + 10y — 15).

admet deux cycles limites hyperboliques représentés par la courbe x® — 2xy? + 10xy — 152 +y* —
10y® + 35y* — 50y + 30 = 0. (Voir la figure 3.2)

(3.4.3)
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FIGURE 3.2 — Cycle limite du systéme (3.4.3)

3.4.1 Application 01

Considérons le systéme

i = (z—-2P+Wy—-2°—-14+Br—y+1)(2y—4),
{ : Yry—22—1—Br—y+1)(2y—4). (3.4.4)

Ona:U(x,y)=(r—2)%+ (y—2)2—1, le cercle de rayon 1 et de centre (2,2).
a=b=a=p=1
¢(Br —ay) =2z —y) +1
ar+by+o(fr—ay)=x4+y+QRr—y)+1=3z—y+1
(r—224(y—2°-1=0,3z—y+1=0
Le systéme (3.4.4) est équivalent a :

(3.4.5)

& = a®+6ay — 162 —y® + 2y + 3,
y = —br?+2zry+ 6z +y*—8y+ 11

qui admet un cycle limite algébrique hyperbolique donné par la courbe (z—2)?+(y—2)2—1=0
(voir la figure 3.3).

A | _f:

FIGURE 3.3 — Cycle limite du systéme (3.4.4)
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3.4.2 Application 02

Considérons le systéme

i o= at+y —dy—3r+5+(x+2y+ 2x—y)*+1)(2y — 4), (3.4.6)
gy = 2@ +y* -4y -3z +5)— (x4 2y + 2z —y)? + 1)(42® - 3). o

Ona:U(z,y) =a*+y> -4y —3x+5 .

a=1b=2a=173=2

¢(Br — ay) = ¢(2x —y) = (20 — y)> + 1

ar +by+o(Br—ay) =r+2y+ 2 —y)? +1=4? +9*> —doy+ 1+ 2y +1

dau _ d(x*4y?—4y—32+5) A3 — 3

de — dx o

dU _ d(z*4y®—4y—3z+5) _

d_y_ ydyy —23/-4

— =42 =3) (' + P —dy -3 +5+ (v + 2y + 2z —y)* + 1)(2y — 4))

+ 2y —4)2(z* +y* — 4y — 32 +5) — (v + 2y + (27 — y)* + 1)(42” — 3))

= 42" + 4oty — 2321 + 423y® — 1623y + 202 — 122y + 332 + 4y° — 27y + 64y — 55
= (4y +42® — 11)(=3z — 4y + 2* + > +5).

Alors le cofacteur k(z,y) = 4y + 42% — 11
Et on a:

ATdew@»ﬁ_"iKng(@+2y+@i—yﬁ+1ﬁ>¢my%o

oty 4y —3x4+5=0,422 +9y* —day+2x+2y+1=0

Le point singulier : [x=0.87338 , y=2.0838§]

Le systéme admet un cycle limite hyperbolique représenté par la courbe a*+y? —4y—3z+5 =
0 (voir la figure 3.4)

}:r

4 @
24
1=+

t

FIGURE 3.4 — Cycle limite du systéme (3.4.6)



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté quelques résultats qui concernant 1’étude qualitative
de certains classes de systémes différentiels polynomiaux planaires non linéaires en étudiant
I’existence ou non existence des cycles limites pour ces systémes.

On s’intéresse en particulierement au théoréme de S.Benyoucef sur l'existence des cycles
limites algébriques hyperboliques qui était une généralisation du théoréeme de Christofer Colin.

En perspective, nous envisageons de trouver un cas plus générale de systémes (3.1) qui
admet des cycles limites algébriques hyperboliques.
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