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Résumé

Etant donné une équation matricielle AX B = C, tels que A, Bet C
sont des matrices complexes, nous présentons des formules explicites
pour les rangs extrémes d’une solution X de I’équation AXB = C,
ainsi que les rangs extrémes des matrices réelles Xg et X; dans une
solution X = Xy+1¢X;. Et d’aprés ces formules on a conclut les condi-
tions necessaires et suffisantes pour que I’équation AXB = C admet
une solution réelle, seulement des solutions reélles, une solution ima-
ginaire pure, seulement des solutions imaginaires pures.

Et comme applications, nous avons calculons les rangs extrémes
des parties réelles et imaginaires C et D respectivement dans 'inverse
généralisé d’une matrice complexe, c-a-d : (A+iB)() = C+iD afin de
déduire les conditions necessaires et suffisantes pour que la matrice A+
1B admet un inverse généralisé reel ou un inverse généralisé imaginaire
pure.

Mots clés :

Equation matricielle, Inverse généralisé, Rang.

Abstract

Given a matrix equation AXB = C, such that A, B and C are
complex matrices, we present explicit formulas for the ranks extremes
of a solutions X of the equation AXB = C, as well as the extreme
ranks of the real matrices Xy and X7 in a solution X = Xy + iXj.
And according to these formulas we have concluded the necessary and
sufficient conditions for the equation AXB = C' to have a real solu-
tion, only real solutions, pure imaginary solution, only pure imaginary
solutions.

As applications, we have calculated the extreme ranks of the real
and imaginary parts C' and D respectively in the generalized inverse
of a complex matrix, i.e.: (A4 iB)1) = C 4 iD in order to deduce
the necessary and sufficient conditions for the matrix A 4+ ¢B to have
a real generalized inverse or a pure imaginary generalized inverse.

Keywords :

Matrix equation, Generalized inverse, Rank.
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INTRODUCTION

En mathématiques, et plus précisément en algébre linéaire, la notion de inverse généralisé (ou pseudo-
inverse) généralise celle d’inverse d’une application linéaire ou d’une matrice aux cas non inversibles en lui
supprimant certaines des propriétés demandées aux inverses, ou en ’étendant aux espaces non algébriques plus
larges.

Le concept d’inverse d’une matrice singuliére ou rectangulaire a été introduit pour la premiére fois par. E.
H. Moore en 1920. Mais aucune étude systématique du sujet n’a été faite jusqu’en 1955 lorsque M. Penrose, a
donné un outil trés puissant pour la résolution d’un systéme d’équations linéaires.

La notion d’inversibilité est une notion trés importante dans tous les domaines mathématiques. L’équation
Az = b posséde une solution unique lorsque la transformation linéaire A est inversible, malheureusement, on
ne se trouve pas toujours dans ce cas. En pratique, on obtient souvent des données sous forme d’une matrice
rectangulaire qui est une transformation non inversible, ou bien dans le cas général on se trouve avec une
transformation non surjective ou non injective. Dans ce cas on essaie de trouver une transformation qui posséde
des propriétés trés proches de celle de I'inverse, ce qui a été énoncé par M. Penrose en introduisant une matrice

X = AT vérifiant les quatre équations suivantes :

AXA=A (1)
XAX = X (2)
(AX)" = AX (3)

(XA = XA (4)
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L’inverse généralisé et 'inverse de Moore Penrose ont été traités par plusieurs chercheurs, voir [1IJ, [2], [4],
[14] et [15].

On va utiliser en particulier l'inverses généralisé de Moore-Penrose car il est notamment utile dans le calcul
de régressions (méthode des moindres carrés) pour un systéme d’équations linéaires.

Les équations matricielles les plus connues dans la théorie des matrices sont les équations :

AXB=C

AXA*=B

Ou A, B et C sont des matrices connues et X est inconnue, de telle sorte que la deuxiéme équation est une
cas particuliére de la premiére.

Résoudre des équations matricielles est I'un des problémes principaux du calcul matriciel. De nombreuses
techniques ont été proposées et développées pour étudier plusieurs types d’équations matricielles. Par exemple,
si ’équation matricielle AX B = C n’est pas consistente, les chercheurs essaient souvent de trouver des solutions
approchées qui satisfont certains critéres optimaux. L’une des solution approchées la plus utilisée est la solution
a moindres carrées, qui est définie comme étant une matrice X qui minimise la norme de la différence AX B —C,
voir [5], [6]. Une autre solution approximées moins utilisée par rapport a celle des moindres carrées, est la solution
a rang minimal qui est définie comme étant une matrice X qui minimise le rang de la différence AXB — C, le
concept de la solution & rang minimal d’équations matricielles a été proposé dans [22], par Yongge Tian dans
I’étude du rang minimal de la fonction matricielle linéaire AX B — C. De toute évidence, la solution & moindres
carrées, la solution & rang minimal et la solution ordinaire de AXB = C toutes coincident si cette équation
est consistente. Dans la littérature on rencontre ’étude de cette équation et ses applications, par exemple dans
[I1], [10], [12], S. K. Mitra, A. Navarra, P. L. Odell, D. M. Yong, ont étudié la solution commune de la paires
d’équations A1 X1 B1 = C et Ay X5By = (5, et ils ont donné la représentation de cette solution commune, dans
le cas particuliér, dans [25] et [24], les auteurs, ont donné le rang de la solutions hermitiennes définies-positives
et definie non négative de I’équation matricielle AXA* = B, dans [7] et [8] les auteurs ont donné les rangs
extrémaux des sous-matrices dans la solution hermitienne & I’équation matricielle AX A* = B et les rangs de
solutions hermitiennes et anti-hermitiennes de cette équation.

Le mémoire se compose de trois chapitres, dans le premier chapitre nous avons donné des notions prélimi-

naires, et vu que l'inverse de Moore-Penrose est l'outil le plus important tout au long de ce travail, on a tenu
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de rappeler ses propriétés algébriques et son role dans la résolution d’équations linéaires.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons des formules pour les rangs maximaux et minimaux de la solution de
I’équation matricielle linéaire AX B = C'. A partir de ces formules, comme des applications nous conduisons des
conditions nécessaires et suffisantes pour que 'équation AX B = C' admet une solution réelle, admet seulement
des solution réelles, admet une solution imaginaire pure, admet seulement des solutions imaginaire pure.

Dans le troisiéme chapitre, on s’interesse par des applications liées par le chapitre précédent ot on étudie les
rangs maximaux et minimaux des parties réelles et imaginaires C' et D respectivement dans l'inverse généralisé

d’une matrice c-a-d : (A +iB)") = C +iD.



NOTATIONS

Notation Définition

k le corps des nombres réels ou complexe,

Mpsn (k) I’espace des matrices de type m x n sur k,
Rmxn I’espace des matrices de type m x n sur R,
Crxm I’espace des matrices de type m x n sur C,
Cmxn I’espace des matrices de type m x n sur C de rang r,
AL l’inverse ordinaire de A,

AWM l'inverse généralisé de A,

AT I'inverse de Moore-Penrose de A,

AT la matrice transposée de A,

A* la matrice adjointe de A,

r(A) le rang de A,

N(A) ou ker(A) le noyau de la matrice A,

R(A) ou Im(A) I'image de la matrice A,

tr(A) la trace de la matrice A,

[|Al|lF la norme de Frobinius,

Fo=(I-AA)et Ex=1—-AA" sont des projecteurs orthogonaux induits par A.
Re(z) La partie réelle de z, z € C.

Im(z) La partie imaginaire de z, z € C.

it le nombre de valeurs propres positives de A

i_ le nombre de valeurs propres négatives de A



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous introduisions des définitions, des théorémes et des propositions qui seront utilisées

dans le reste de ce mémoire.

1.1 Notions de bases

1.1.1 Applications linéaires

Définition 1.1.1 Soient E et F' deux k-espaces vectoriels. Une application f de E dans F' est une application

linéaire si elle satisfait les deux conditions suivantes :
L flu+v) = f(u)+ f(v), pour tous u,v € E,

2. f(Au) = Af(u), pour tout u, € E et tout X € k.

Autrement dit : une application est linéaire si elle « respecte » les deux lois d’un espace vectoriel.

notation 1 [’ensemble des applications linéaires de E dans F' est noté £(E, F).

Définition 1.1.2 Soit f : E — F une application linéaire.

Le noyau de f, noté N(f), est par définition l'ensemble des u € E tels que
f(u)=0.

L’image de f, notée R(f), est par définition l’ensemble des w € F tel qu’il existe u € E avec
fu) =w.

1.1.2 DMatrices associées a une application linéaire

Définition 1.1.3 [3] Soient E et F deux k-espaces vectoriels de dimensions finies (E = k™ et F = k™),
{e1,...,en} une base de E et {f1,..., fm} une base de F. Soit enfin g une application linéaire de E dans F (on
dira g € £(E,F)), telle que © — y = g(x).
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On appelle matrice de g relativement auzx deux bases, la matrice A = [a;;] de dimensions m x n définie par

colonnes

gler).-.g(en)
A=[A'. A"

La j*™¢ colonne A7 contient les coordonnées de g(e;) exprimées dans la base {f1,..., fn}. Plus précisément,

m
g(ej) = > aiifi. Alors, la matrice colonne X = [z;] des coordonnées de X dans la base {e;}, grace au produit

i=1

m
matriciel Y = AX ot y; = Y a;;x;.
i=1

En autre, Soit A une matrice de M,, (k). Alors A est la matrice d’une unique application linéaire g4 de k™
dans k™ relativement aux bases canoniques de ces espaces. On dit que g4 est 'application linéaire canoniquement

associée & A.

1.1.3 Matrices partitionnées

Définition 1.1.4 Une notation souvent utilisée a écrire une matrice A(n,p) comme une juztaposition de sous-
matrices ou blocs. On dit alors que A est partitionnée. Il faut bien entendu que les dimensions des blocs soient

compatibles.

Example 1.1.1 A matrice a n lignes et p colonnes peut s’écrire

A= All A12
A1 Az
a1 aiy al(l+1) Q1p
. a1 Qi ak(H_l) Qfp
Ak+1)1 - Ak4+1)1 Ck+1)(I+1) -+ Qk+1)p
L an1 QAnl an(l+1) Qpp ]

Ou A1y et Aio ont k lignes, Aoy et Aao n — k lignes, A11 et Aaq | colonnes, Ao et Ass p— 1 colonnes.

1.2 Matrices complexes

1.2.1 Matrice conjuguée

Définition 1.2.1 Soit A une matrice complexe, la matrice conjuguée d’une matrice A & coefficients complezes
est la matrice A constituée des éléments de A conjugués.plus précisément, si on note a;; et b;; les coefficients

respectifs de A et de A alors, b;; = @;;

Par Exemple, si
241 1—4 _ 2—1 1414
A= , alors A =
4 4430 4 4-3i
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Proposition 1.2.1 On note A et B deuz matrices quelconques de M, x, (C) et o € C un scalaire.

1. A+ B=A+ B,

2. AB=A-B,
3. aA=aA,
4 A=A,

5. Si A est une matrice carrée inversible : (A=1) = (Z)_l.

1.2.2 Matrice adjointe

Définition 1.2.2 Une matrice adjointe (aussi appelée matrice transconjuguée) d’une matrice A € M, %, (C)
est la matrice transposée de la matrice conjuguée de A, et on la note par A*.
Dans le cas particulier ot A € My, xn (R), sa matrice adjointe est donc simplement sa matrice transposée.
On a donc :
A= (@) =)
1—1 2
1+7 5—1 1
2 4—4 3—1

Example 1.2.1 547 444 =
-1 341
Proposition 1.2.2 Soient A, B € M,,xn (C), et C € My,xn (R). Alors,
1. (A" = A,
2. (AB)* = B*A*,
3. det A* =det A,
4. Si A= A*, la matrice A est dite Hermitienne ou auto-adjoint,
5. 8i C =CT, la matrice C est dite symétrique,
6. Si A=—A* la matrice A est dite anti-Hermitienne,
7. 8i C = —CT, la matrice C est dite anti-symétrique,
8. Si AA* = A*A, la matrice A est dite normale,
9. Si AA* = A*A = I, la matrice A est dite unitaire,

10. Si CCT = CTC =1, la matrice C est dite orthogonale.

1.2.3 Norme de Frobinius

Définition 1.2.3 (Trace d’une matrice carrée) La trace de A = [a;;] € C™*™ est définie par la somme des

éléments diagonaux
t’I"(A) = Zaii
i=1
1. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

2. tr(cA) = c tr(A)
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Définition 1.2.4 Soit A € C™*", on définit la norme matricielle de Frobinius notée par ||Al|r telle que

1Al = tr(A*A) = | Y Jay;|?

i=1j=1

1.2.4 Rang d’une matrice

Définition 1.2.5 Le rang de A € C™*", noté rang(A) ou r(A), correspond est le nombre de colonnes (ou de

lignes) de A linéairement indépendantes,
rang(A) = dim R(A)

c-a-d le rang de ses vecteurs colonnes.

Example 1.2.2 Le rang de la matrice

a= ("2 7 ) e
2 4 -1 0
est par définition le rang de la famille de vecteurs de
1 2 St 0
kQ: U1 = , U2 = , U3 = 2 , U4 =
2 4 -1 0

Tous ces vecteurs sont colinéaires a vy, donc le rang de la famille {vy,ve,v3,v4} est 1 et ainsir (A) = 1.
Factorisation a rang complet

Proposition 1.2.3 Soit A € C™*" de rang r, r # 0 . Alors, il existe des matrices B € C™*" C € C"*™ telles
quer(B) =r(C)=1r et A= BC.

Cette décomposition est appelée une factorisation a rang complet de la matrice A.

Preuve 1.2.1 Soit A € C™*"™ de rang r et soit B = {b1,ba,...,b.}, une matrice formée par r vecteurs linéai-
rement indépendants. Les n colonnes de A sont donc des combinaisons linéaires uniques des vecteurs by, ..., b,
donc r(B) = r. Chacune de ces combinaisons linéaires formant une colonne de C € C™*™, d’ou on peut écrire

A = BC pour une matrice C € C™*"™, donc r(C) < r. Celle-ci est alors déterminée comme :
r =rang(BC) < min{r(B),r(C)}

On ar=r(A) <r(C), Par conséquent r(C) = r.

Proposition 1.2.4 Soient A € C™*" B € Cnx¢
1. 1(A) = r(A*) = r(A*A) = r(AA*).
2. r(AB) < min{r(A),r(B)}.
3. Si A, B€ C™" r(A+ B) <r(A)+r(B).
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1.2.5 Idempotent

Définition 1.2.6 On dit que A € k™ " est un idempotent(projecteur) si A2 = A si ,en plus A = A* alors A
est dit projecteur orthogonal.
Proposition 1.2.5 [1]
1. Tout matrices idempotent# la matrice unité est non inversible.
2. Soit E € C"*" les affirmations suivantes sont équivalentes.
a) E* est un idempotent,
b) I — E est un idempotent,
¢) N(E) = R(I — E),
d) six € R(E),alors Ex =z,
e) rank E = trace E,

f) EI-E)=(—-E)E=0

1.2.6 Les opérations élémentaires sur une matrice en blocs (EBMO)

Afin de conduire des formules explicites pour le rang de matrices en blocs, nous utilisons les trois types
d’opérations élémentaires sur les matrices en blocs (abrégée par EBMO) :

I) Interchange deux blocs lignes (colonnes) dans une matrice partitionnée,

I7) Multiplier un bloc ligne (colonne) par une matrice non singuliére & gauche (a droite) dans une matrice
partitionnée,

II1) Ajouter & un bloc ligne (colonne) multiplié par une matrice appropriée a gauche (droite) a4 un autre

bloc ligne (colonne).

1.3 Les inverses généralisés des matrices

Définition 1.3.1 [1] soit A de matrice non singuliére ,alors il existe unique inverse noté A1 comme
AA L =A"tA=1T

Cet inverse verifier les propriétes suivantes :

L (A =4
2. (A7) = (a )"
3. (A7) = (471"
4. (AB)"' =B tA™1

Considérons le systéme linéaire
Axr=1b

Si A est une matrice carrée d’ordre n, et si A est non singuliére, donc N(A) = {0}, alors il existe une solution

unique pour x donnée par x = A~ 'b.
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Lorsque A € C™*™, I’équation Az = b a une solution si et seulement si b € R(A), et si b ¢ R(A), iln’y a
pas de solution & I’équation Az = b, alors on pose un probléme ou la solution peut étre trouvée

a aide de la dé finition suivante on a:

Définition 1.3.2 [1 Soit A € C™*™, une matrice X € C"*™ est dite inverse généralisés ou (g-inverse de la

matrice A, est notée par AV dans le cas
AXA=A (1.1)
1.3.1 Quelque propriétés des inverses généralisés

Soit matrice A € C™*" : Citons quelques propriétés de AM).

Théoréme 1.3.1 1. r(AM) > r(A) =r(ADA) = r(AAD),
2. Si A est carrée et non singuliére, alors A1) = A~ est unique.

3. AAW et AM A sont idempotentes.

Preuve 1.3.1 1. Pour deuz matrices B et C, on a r(BC) < min{r(A),r(B)}, alors

r(A) > r(AAD) > r(AAD A) = r(A) = r(A) = r(AAD)

r(A) > r(AVA) > r(AAD A) = r(A) = r(A) = r(AD A)

D’ou
r(A) = r(ADA) = r(AAW)

D’autre part
(AW > r(AAW) > r(AAD A) = r(A)

2. Ona AALVA=A

Si A est non singuliére, alors la multiplication par A~ a la fois & gauche et a droite donnerait

AL — g1
3.
(AAD)2 = (AAWA)AD = 44D
(AW A2 = (ADAADYA =AM 4

Lemme 1.3.1 [1] Soit A€ C**™ . Alors on a
1. AMWA =1, S8Si r=n.
2. AAD =1 SSi r=m.
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Example 1.3.1 Déterminer un inverse généralisé de A =

2 4

, a b 1 2] [an]]1 2 12
soit A = , de = ,

c d 2 4 c d 2 4 2 4

1—-2b—2c—4d b
il faut avoir a 4+ 2b+ 2c+4d = 1, donc A = ,
c d

ol a, b et c sont arbitraires
5 2

0 -2

par exemple si on choisie : d = —2, b=2, ¢ =0, on va trouwver : AV =

En particulier la deuxiemme méthode pour calculer I'inverse généralisé, construction de {1} —inverse pour
n’importe quelle matrice A € C™*™ est simplifier par transformation de A & la forme normal Hermitienne

comme indique en théoréme suivante :

Théoréme 1.3.2 Soient A € C"*" et soientE € CV*™ et P € C*™ comme

I, K
EAP = (1.2)
O O
pour tout L € C=)%(m=7) des matrices n x m
I. O
X=P E (1.3)
O L

est un {1}-inverse de A.

Example 1.3.2 Soient A € C™*"™ et soit Ty = [A [m]E tronsformation A a la forme normal Hermitienne

note EA,on utilise Elimination de Gausses ,qui

ET, = [EA A}

Soit

0 2% i 0 4+2 1
A=10 0 0 -3 -6 —3—3i|,avecr(4)=2 (1.4)
0 2 1 1 4—4i 1
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Alors
0 i 0 442 1 10 )
: L= (5) L
[EA E}: 0 0 0 -3 —6 -3-3 :01
3 L3I—>2L1—L3
0 2 1 1 4-—4i 1 00 1
01 % o0 1-20 -1 -3 00
=10 0 0 6  —3—3i 0 10 LQH(—>L2
000 1 2 1+ i 0 1
01 12 0 1-2 —3i -3 0 0
=10 0 01 2 143 0 -1 ol:ls=Lls—Lo
0000 0 0 i 3 1
Alors
0 1 3 0 1-2 —3i
0 0 0 1 2 1+
EA= (1.5)
0 0 0 0 0 0
et
-2 0 0
E=]l0 -1 0
i 51

pour tout L € C=")X(m=7) on choisie la matrice de permitation P comme

00:1 00 0

1 0:00 00
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alors
1 0 0 & 1-2 —3i
0 1 = 0 0 2 1+i
EAP =
| 0 0 0 0 0 0 |
@
Tl B 4x1
, On choisé L = = C
Y
)
Alors
r 111 0 0
0 0 10 0 0
0 1 0
10 0 0 0O
. -2 0 0
I. O 00 :01 00
X=P E= ' 0 0 o 0 —3 0
O L 01 2000 0 o
0 0 Jé] ) 5 1
0 0 0 01 0
0 0 ~
0 0 0 0 01
B T L0 0 0 ]
1o %a o
-3 0 0
| L8 8
0 -3 0
U LY
0 %5 1
Par exemple si on choisie : a« = =1, =i,7 = 3i,0 = —6. on va trouve un invese généralisé vérifier
- ) -
- -3 —1
- 0 0
¥ —1 %z )
0 —% 0
-3 1 3t
—6¢ —2 —6

1.4 L’inverse généralisé de Moore-Penrose

En 1955 Penrose & démontré que, pour toute matrice A (carrée ou rectangulaire) a éléments réels ou com-

plexes, il existe une matrice unique X satisfaisant les quatre équations,
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AXA = A (1.6)
XAX = (1.7)
(AX)* = AX (1.8)
(XA = XA (1.9)

Cet unique inverse généralisé, est communément connu sous le nom l’inverse de Moore Penrose et est souvent

désigné par AT.

Si A est non singuliére, la matrice X = A~! satisfait trivialement les quatre équations, alors I'inverse de

Moore-Penrose d’une matrice non singuliére est le méme que l'inverse ordinaire.

AAT et AT A sont des matrices Hermitiennes idempotentes. Ce sont les projecteurs orthogonaux sur R(A)

et R(A*) respectivement.

1.4.1 Unicité et existence

1.

Existence

Théoréme 1.4.1 [2] Si A = BC o0 A € C™*", Be C™*", C € C"™*", et r = r(A) = r(B) = r(C),
alors

At =cCc*(cct)"Y(B*B)"!'B*.

Preuve 1.4.1 On conclut que (B*B) et (CC*) sont des matrices de rang r, car d’aprés les propriétés de

rang on a :
r(B)=r(B*B)=r(CC*)=r(C)=r
On prend
X =c*(ccr) Y (B*B)"'B*
Alors on a :

AX = BOC*(CC*)~Y(B*B)~'B* = B(B*B)~'B* donc (AX)* = AX.

Aussi XA = C*(CC*)"Y(B*B)"'B*BC = C*(CC*)~1C donc (XA)* = X A. Pour vérifier et
On utilise XA = C*(CC*)7*C, on obtient A(XA) = BC(C*(CC*)71C) = BC = A et (XA)X =
cr(ocH)~tecH(Cot)"YB*B)TIB* = C*(CC*)"Y(B*B)"'B* = X On remarque que la matrice X

satisfait les quatre équations de Moore-Penrose. Ainsi X = AT par définition.
Unicité
Soient A et A, deux inverses de Moore-Penrose de A. Alors d’aprés (1.7) et (1.8) on a :
Af = AT AAT = AT (AA] )

Donc A} = AF(A7)*A* = AT (AT)*(AAF A)* par
Alors AT = AT (A])*A*(AA)* = AT (AT)* A AAT = AT (AAT)*AAT = AT AAT AAT par
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D’ou

A = AT AA7 par (L6)

De méme

A} = AT AAT = (AT A)*AF par et

Donc A2+ = (A{AAYA)*A; = (AILA)"‘(AQFA)*A;r = AfAA;rAA;r par ([1.9)
D’ou

A;‘ = ATAA;' par 1)

L’inverse de Moore-Penrose est donc unique.

1 1 2
Example 1.4.1 Soit A = ,7(A)=1¢et A= BC
2 2 4

Ou B € C**! et C € C'*3 . On peux prendre :

Puis ,
B*B =1[5,C"C = [6].
Ainsi |
1 1 2
1 1
A+—7 = —
30 | ! [1 2} 0|1 2
2 2 4

Ol a = trace(A*A) = >° 3" |ai;|*

i=1j=1
1.4.2 Propriétés principales de I’inverse de Moore-Penrose

Lorsque l'inverse généralisé n’a pas tous les propriétés de l'inverse ordinaire, il devient important de savoir
quelles propriétés il a et quelles identités il satisfait, il ya bien stir un nombre arbitrairement grand d’affir-
mations véritables sur les inverses généralisées. Le théoréme suivant représent certaines des propriétés les plus

élémentaires.

Théoréme 1.4.2 [2] Soit A€ C™*™. Alors on a
1. (ANt =A.
2. (AT)* = (A")*.
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SiAeC, (ANA)T =ATAT ou AT =1 siA#0 et AT =0 si A =0.
A* = A*AAT = AT AA*
(A*A)t = AT AT,

A

6. AT = (A*A)TA* = A*(AA*")T.
7. r(A) =r(AAT) =r(ATA).

8. (UAV)T = V*A*TU* ou U,V sont des matrices unitaires.

Théoréme 1.4.3 [2] Si A e C™ ", alors a

1. R(A) = R(AAT) = R(AAY).

o =

(

(A*) = R(A*) = R(A* A) = R(A*A).

(I — AA*) = N(AA*) = N(A*) = N(A+) = R(A)*.
(

2.
3.
4. R(I — ATA) = N(ATA) = N(A) = R(A")*.
Définition 1.4.1 [I] Pour toute A € C™*", A{i,j, ...k} désigne l’ensemble des matrices X € C"*™ qui
satisfont les équations (i), (j), ..., (k) parmi les quatre équations de Penrose.

Une matrice X € A{i,j,...,k} est appelée {i,7, ..., k}-inverse de A et aussi notée par ACJ»F),
1.4.3 Les inverses généralisés et les équations linéaires

L’application principale de ’'inverse généralisé est la résolution des systémes linéaires, o ils sont utilisés de

la méme maniére que les inverses ordinaires dans le cas ou la matrice est non singuliére.

Théoréme 1.4.4 [I] Soient A € C™*", B € CP*4, C' € C™*1. Alors l’équation matricielle AXB = C est
consistente si et seulement si AAVCBMB = C,

dans ce cas la solution générale est :

X=AWcB® +vy — AW AYBBW,

ot Y € C"*P est arbitraire.
Corollaire 1.4.1 [1] Soit A € C™*" b € C™. Alors l’équation Ax = b est consistente si et seulement si
AAMD = b, dans ce cas la solution générale est :

z=AWb 4 (I - AW A)y (1.10)

Ou y € C™ arbitraire.

Le corollaire suivant exprime la caractérisation de I’ensemble A{1}, en termes d’un élément arbitraire A()

de cette ensemble,

Corollaire 1.4.2 [i] Soit A€ C™*", A ¢ A{1}. Alors

A{1} = {4 4+ 72 - AW AZAAD | 7 e ™Yy
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1.5 L’équation matricielle AXB=C

Considérons I’équation matricielle linéaire

AXB=C

ou A, B et C sont des matrices connues de types appropriés, et X est inconnue.
L’équation AX B = C est 'une des équations matricielles les plus connues dans la théorie des matrices.
Les conditions de la consistence et la solution générale de ’équation AX B = C ont été calculées de maniére

analytique & ’aide de l'inverse généralisé et le résultat classique suivant a été obtenu

Lemme 1.5.1 [6] L’équation AXB = C est consistente si et seulement si R(C) C R(A) et R(C*) C R(B*),
ou d’une maniére équivalente, AAMDCBWY B = C. Dans ce cas, la solution générale est donnée sous la forme

paramétrique suivante

X = AVCBWY 4 FaU, + ULEp (1.11)

ou Uy, Uy € C"*P sont arbitraires.
En particulier, 'unique solution de I’équation AX B = C ayant la Fnorme minimale est exprimée comme suit

X = AWCBW o4 Fnorme désigne la norme de Frobinious .

Preuve 1.5.1 1. La condition suffisante : on pose X = ANCBW dans AXB = C, alors AAVCBMB = C.

2. La condition nécessaire :

on multiple AXB = C par AAY et BYB on obtient AAMDAXBBMB = AXB = AAWCBWB.

Remarque 1 Dans le cas particulier dans ’équation matricielle Hermitienne AXA* = B la consistence est

indiqué comme dans le lemme suivant :

Lemme 1.5.2 [T9] L’équation AX A* = B est consistente si et seulement si R (B) C R(A), ou d’une maniére
équivalente, AAY) B = B. Dans ce cas, la solution générale hermitienne est donnée sous la forme paramétrique

suivante

X = AVB (AD) 4 FAU + U"Fy. (1.12)

ot U € C™"*™ est arbitraire.

En particulier, Uunique solution de Uégquation AXA* = B est X = AMB (A(l))*.

Remarquons que les équations et sont, données sous la forme paramétrique, nous pouvons facilement
en tirer des propriétés diverses de la solution & moindres carrées, comme l'unicité, rang maximal et minimal, la
norme de la solution & moindres carrées...etc, & titre d’exemple dans [6], Y. H. Liu étudie le rang maximal et
minimal de la solution & moindres carrées de I’équation AX B = C, dans [20] Y. Tian et S. Cheng, ont étudié

le rang maximal et minimal de 'expression matricielle A — BXC.

1.5.1 Quelques résultats concernant I’équation matricielle particuliére AXA* = B

I’équation AX A* = B est un cas particulier de ’équation matricielle AX B = C, ou dans ce cas les solu-
tions seront symétriques ou hermitiennes, cet équation a été étudié par de nombreuses auteurs, alors pour cet

importance, on va annoncer quelques résultats obtenus par les chercheurs.
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Relations entre les solutions a moindres carrés et les solutions 4 rang minimal de AXA* =B

Nous écrivons les ensembles de tous les solutions hermitiennes & moindres carrés et & rang minimale de

I’équation matricielle AX A* = B comme :

S; = {X € C%" | X minimise la norme de la difference B — AX A*} (1.13)

Sy = {X € C" | X minimise le rang de la difference B — AX A*} (1.14)

tel que la norme indiqué dans (|1.13)) est la norme de Frobinius.
Théoréme 1.5.1 [20] Soient Siet Sy indiqués dans et . Alors les proprietés suivantes sont équi-
valentes

a) S1 NSy # D, ie, les solutions hermitiennes 4 moindres carrés coincident avec les solutions hermitiennes

a rang minimal.

b) S1 C Sy, i.e, toutes les solutions hermitiennes a moindres carrés sont des solutions hermitiennes a rang

minimal de l’équation matricielle AXA* =B .

c)

B BA A
B A
rlaB o 0 |=24)+2[a B~y
A% 0
A* 0 0
d)
E4BE, EiBA
r :2r{EABEA EABA]—T(EABEA)

A*BE, 0
Théoréme 1.5.2 [20]
Soient Syet Sy indiqués dans et . Alors les proprietés suivantes sont équivalentes

a) S1 D Sy, i.e, toutes les solutions hermitiennes a rang minimal sont des solutions hermitiennes & moindres

carrés de ’équation matricielle AXA* =B .

b)

A BA A
B A
r| A*B 0 0 =r
A0
A* 0 0
c) i
EABE4, EsBA
T 4 A A :T(EABEA).
A*BE4 O

Relations entre les solutions de deux équations matricielles hermitiennes

Considérons la paire d’équations matricielles suivantes :

AleAT = Cl. et AQXQA; = 02. (].].5)
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O A; € C™5*™ et C; € Cy’ ™ sont donnés , j = 1,2 .

Théoréme 1.5.3 ([13], [18]) Supposons qu’il existe deuz matrices hermitiennes X, et Xo telles que est

satisfaite, et soit

Et
C; 0 Ay
M = 0 —CQ A2
Ar AT 0
Alors ,
a) xemax o r(X — Xo) ={n,r(M) +2n —2r(4;) — 2r(A2)}.
b) X1€»51'11171)1’(12€S2 T(X B X2) - T(M) -2 |: AT AE j| ’

c) xeex o ie(X1 —Xo) =1+ (M)+n—r(A1) — r(As).

d) ie(Xy = Xo) =ik (M) —r | A7 43 |.

min
X1€851,X2€852

Par concequence,

a) Il existe deux solutions hermitiennes X, et Xo de telle que X1 — X5 est non singuliére si et seulement
st

r(M) > 2r(A;) 4+ 2r(As) — n.
b) X1 — X5 est non singuliére pour tout deuz matrices X, et Xo de st et seleument si
r(M):2r[ AT A } +n.
¢) L’équation a une solution hermitienne commune si et seulement si
R(C;) C R(Aj).,j =1,2.

Et
r(M):Qr[ Ar Ab }

d) Il existe deuz solutions hermitiennes X1 et Xs de telles que X1 > Xo (X1 < X2) si t seulement si

iy (M) =7r(A1) +r(A2).

i—(M)=r(A;)+r(A2).
e) X1 > Xo (X1 < X2) pour tout deuz matrices X1 et Xo de si t seulement si

iv(M)=r| A7 a5 |+n.

i(M)=r| A7 43 | +n.
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f) 1l existe deux solutions hermitiennes X, et Xo de telles que X1 > Xo (X1 < X3) si t seulement si

i) =r| 4 a3 .

i) =r| a7 a3 .
g) X1 > Xo (X1 < X5) pour tout deux matrices X; et Xo de si t seulement si

i-(M)=r(A1)+r(A2) —n.

ir(M)=r(41) +7r(A2) —n.

h) iy (X1 — X3) est invariant (non singuliére ) pour les deux matrices X, et Xo de si t seulement si
ji—(X1—X2) est invariant pour les deux matrices X; et Xo de st et seulement si

r(A1) =r(42) =n.



CHAPITRE 2

RANG MAXIMAL ET MINIMAL D'UNE SOLUTION DE L’EQUATION
MATRICIELLE AXB=C

2.1 Introduction

Tout au long de ce chapitre, C™*™ désigne ’ensemble de toutes les m x n matrices complexes. Pour toute A €
C™*™ les symboles A*, AT r (A), A1) et R (A) représentent I’adjoint, le transposé, le rang, I'inverse généralisé
et 'image de A, respectivement , F4 et F4 représentent les deux projecteurs orthogonaux Ey = I,, — AAM et
Fy =1, — AM A induits par A.

Considérons I’équation matricielle linéaire
AXB =C, (2.1)

ou A e C™*P B e Ci*™ C e C™*™ sont données et X € CP*? est une matrice inconnue.

L’équation est I'une des équations matricielles les plus connues dans la théorie des matrices et ses
applications. Beaucoup de résultats ont été obtenus sur la résolution des problémes de minimisation de rang,
associés aux équations matricielles et de leurs solutions.

Dans ce chapitre Nous allons donner des formules pour les rangs minimaux et maximaux des sous-matrices
dans une solution X de par la méthode de rang d’une matrice. Particuliérement nous conduisons des
conditions nécessaires et suffisantes pour que ’équation AX B = C' admet une solution réelle, admet seulement
des solution réelles, admet une solution imaginaire pure, admet seulement des solutions imaginaire pure.

Pour plus de commodité, nous avons besoin de ces lemmes.
Lemme 2.1.1 [9] soient A € C™*" B € C™** et C € C™*™. Alors,

a) r [A B} —r(A) + 1(EaB) = r(B) + r(EpA)

b) r . =7(A)+r(CF4) =7(C) +r(AFc)
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A B
c)r =r(B) +r(C)+r(EgAFc)
C 0
r A B 0
A BFp
d) r =r|C 0 Q|—-rP)—-r@),
EqC 0
- 0O P O

Lemme 2.1.2 [I7] Soient A € C™*" B € C"™*P et C € CT*" sont données, X € CP*1Y € CP*" 7 € C™*14

sont des matrices inconnues. Alors

A

maxr(A— BXC)=min¢ r [A B} ,T . (2.2)
X C
A A B
minr(A—BXC)=r {A B} +r -7 . (2.3)
X c c 0
A B
maxr(A — BY — ZC) = min m,n,r . (2.4)
Y, Z C 0
A B
minr(A—BY - ZC) =r —r(B) —r(C). (2.5)
Y, Z C 0

les équations ([2.3)) et (2.2) sont démontrés dans [23], les équations (2.5)) et (2.4) sont démontrés dans [16] ;[21]

Lemme 2.1.3 [16] soient A € C™*", By € C™*P1 By € C™*P2 ( € C*" et Cy € C2*™ sont données, tels
que R(B1) C R(B2) et R(C3) C R(CY). si

) A A B
max r(A — B1X1C; — BaX2Cy) =min | r {A BZ} ,T ,T (2.6)
X1, Xz Cl 02 0
XI{I71)I(12 T(A — BleCl — BQXQCQ)
A A B A B A Bs
=r {A B2:| +r +r —r —r .27
Cl CQ 0 Cl 0 CQ 0

Lemme 2.1.4 [17] L’équation matriciélle consistente dans C si et seulement si I’équation matrciélle

Ay —A| |1 Y2 |Bo —B; Cy —Ci

= (2.8)
A Ay | |Ys Yu| |B1 By Ci Gy
est consistente sur R, la solution générale de est ecris sous la forme
. 1 1
X:X0+ZX1:§(Y1 +Y4)+§(}/3—Yv2) (29)

ou Y1, ..., Yy sont des solutions génerals de @) sur R.
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Xy et X1 dans @) sont :

Xo = 36O (AHO " (B)Q1 + 5 Pas(A)0(C)6 " (B)Qs

W Ey(B)Q2
+[PFs(A) PoFy(A)] +m W (2.10)
2 E¢(B)Q2
1 1
X1 = 5P (A (B)Q1 — 5 oM (A)0(C)6" (B)Qs
Vi —E4(B)Q2
+ [PoFy(A)1 - PLF(A)] + [ ] (2.11)
Va E4(B)Q:
Ou
‘ My —M;
QS(M):QS(MO‘i’ZMl): ,M:A,B,C
M, M,
tel que (M) est la representation réelle de M
Plz{lp 0}7})2:[0 Ip},le a Q2 =
0 q
. V1,Vo, Wy et Wy sont arbitraires.
Preuve 2.1.1 On vérifier pour une matrice complexe M = My + iM; € C™*™
1| I il, | | My +iM; 0 I, il
2\ =il,, -1, 0 Mo —iMi | |—il, —1I,
My —M,;
- — (M) (212)
M, M,y

ot ¢(.) satisfie les proprietés suivantes :
I. M=N<< ¢(M)=¢(N)

II'. (M + N) = ¢(M) + ¢(N), (MN) + ¢(M)$(N), p(kM) = K$(M), k € R

1
IIT . ¢(M) = Kopd(M)K !, si et seulement si Kot = t] ,t=m,n.

I, 0

on suppose que l’équation a solution X dans C. on applique les proprietés @) a lequation

alors
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ce qui implique que ¢(X) est une solution de (@
Inversement, on suppose que l’équation @) a une solution
. i Y

Y = € R?P*24_s5i ¢(A)Y ¢(B) = ¢(O).
Y3 Yy

donc on applique la proprieté on trouve
Kom¢(A)Ks, Y K2y¢(B) Ky, = Kam¢(C) K,

donc

$(A) (K3, Y Kap)d(B) = ¢(C)

ce qui implique que KQ_plf/Kgp est une solution de I’équation , donc (%)()}‘FKQP?KQ(I) est une solution de

£, oi
5 1 i Yo Yo, Y3 i+Yy, —(Yz3-Y2
VK VEay = | i - ( )
Y; Y, Y2 " Ys;—Y: Y1+Y,
soit X = L(Y1 + Vi) + (4(Y3 — Ya) alors p(X) = (%)(}7 + KgqlYKgq) est une solution de I’équation
,donc par la proprieté @) on a X est une solution de l’équation d’aprés ci-dessus les équations et

@) ont les méme conditions de consistence et ses solutions satisfaisont ’équation (@) nous observons que

Y1, .., Yy dans l’équation ) pouvent écrit saus la forme

Yi =PYQ,Ys = PIYQ2,Ys = BYQ,Ys = RYQ:

Y
oiy=1|" "7 , et la solution général de 'équation (2.8) est écrit saus la forme
Y; Vi

Wi
Y = 6(A)0(C)0 " (B) +2F,(4) [V W] +2 | | Ey(B)

2

Ot V1,Va € C?PX9 ot Wy, Wo € CP*22 sont arbitraire donc :

)Q1 + 2P F4(A)Vy + 2W, E4(B)

)Q2 + 2PLF4(A)Va + 2W, Ey(B)Qa,
)Q1 + 2P, Fy(A)Vi + 2Wa Ey(B)Q1,
)Q2 + 2P, Fy (A)Va + 2W2 By (B)Q2,

Par la substitutions dans l’équation @) on obtient les deuz matrices Xo et X1 dans les l’équations et
2.11
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2.2 Rang de la solution de ’equation AXB=C

Théoréme 2.2.1 [I7] On suppose que [’equation matricielle est consistente. alors le rang mazximale et

le rang minimale de la solution X de l’équation sont :

ax_ r(X) = min{p,¢,p+q+r(C) —r(4) - r(B)} (2.13)
A)I(nBiIiCT(X) =r(C) (2.14)

Preuve 2.2.1 On applique les équations et a la solution génerale
X =AWCBW 4 (1, - AWAYW + W (I, — BBW) de I’équation on obtient :

- Mo
A?(lgicr(X) 1‘1/1’%(7”(14 CB\Y + FAV + WEpR)

AWCBW  Fy

= min b,q,T (215)
Ep 0

i — mi Oop®
A}r{néricr(X) r‘%{}r(/l CB'\Y + FAV + WEp)

AVeBM Ry,
=r —1r(F4) —r(Ep) (2.16)
Ep 0

Par le lemme particulierement par (a),(b) on a r(Fa) = p —r(A),r(Ep) = q — r(B),et AAVC =C
est CBY B = C lorsque Uequation est consistente ,par le lemme (c)) et les opérations élémentaires

sur les matrices en blocs (EBMO) on obtient

ADCBD I, 0
AWCBM  Fy P
r =r I, 0 B|-r(4) —r(B)
Eg 0

0 A 0

0 I, 0

=r|l, 0 0 —r(A) —r(B)
0 0 C

=p+q+7(C)—r(A) —r(B).

par la substitution dans et on trouve et .

Théoréme 2.2.2 [I7] On suppose que l’equation matricielle est consistente ,on note

So={Xo € R"*"| A(Xy+iX1)B=C}, (2.17)
S1 = {Xl € RP*4 | A(XQ + ZXl)B = C} (218)

a) le rang mazimale et le rang minimale de la matrice réelle Xo dans la solution X = Xy +1iX; de I"équation
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(2.1 ) sont donnés par :
Co —C1 Ao
nax r(Xo) =minq p,g,p+g+7 |C; Co  Ay| —2r(4) - 2r(B) (2.19)
0 0
By -B1 0
Co —Ci1 A
min r(Xo)=7|C; Co Ai| -7 Ao fr[B B} (2.20)
Xo€So 07 ! 0 ! A 0 1 )
By —B1 0

b) le rang mawximale et le rang minimale de la matrice réelle X1 dans la solution X = Xo+iX; de l’equation

sont donnés par :
Co —-Ci Ao
nax r(Xy) =ming p.gp+a+r|C Co  Ay| —2r(4) = 2r(B) (2.21)
1 1
By By 0
Co —Cy Ao
min 7(X;)=r |C C, Al =7 Ao 7’/‘|:B B] (2.22)
XS, 1) = 1 0 1 A 0 1 .
By By 0

Preuve 2.2.2 on applique les deuzx equations et a Xo dans l’équation on obtient,

X,) = mi M
)grolggor( 0) = min {p, q,7(M)},

Xr([)lelgo’/‘(Xo) ZT(M)—T [P1F¢(A) P2F¢(A):| -T |:

ou

3P0 (A)p(C)pMN(B)Q1 PiFy(A) PaFy(A)
(B)Q1 0 0
E4(B)Q 0 0

notons que ¢(A)p(M (A)p(C) = ¢(C) et ¢(C)p™M)(B)p(B) = ¢(C),par le lemme ,et les opérations
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élémentaires sur les matrices en blocs on a :

1PN B P P 0 0
Q1 0 0 ¢(B) 0
Q> 0 0 0 ¢(B)| —2r[o(A)] —2r[p(B)]
0 d(A) 0 0 0
0 0 ¢4 0 0 |

P, 0 0 ]
0 ¢B) 0
0 0  ¢(B)| —2r[o(A)] - 2r[¢(B)]
0 0 0
P(A4) 0 $(CO)]
_B
—Cy | —r[op(A)] —r[s(B)+p+q
Co

—2r(A) —2r(B)+p+gq,
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P P
r[PEsA) BE )] =7 [o(a) 0 | -2r(e(4)]
KRR
4, 0 —A,
Ay 0 —A,
=r —2r[p(A)]+ P
0 Ay —A,
0 A, A
A A Ay
Ay A, -A
L e - 1 07))
0 Ay —A,
0 A A
4, 0 o0
Ay 0 0
= —2r[¢(A)] +p
0 Ay —A,
0 A, A
N )
=r —r[p(A)]+p=r —2r(A) +p,
_Al 1
E,(B (6(B) 0
., »(B)Q1 . #(B) Q1 o [o(B)]
FaB)Q:| | 0 6B Q
‘B, B, 0 0]
=r| 0 0 By —B| —2r[eB)+q
—-By Bi B1 DBy
B, B, 0 0
=r| B By By —Bi|—2r[¢(B)]+q
By, B, By By
(B, B, 0 0
=r|0 0 By, -By|-2r[6B)]+q
0 0 B, By

=r[By B -rlB)+a=r[B B]-2(B)+a

par la substitution on trouve ) et . de meme on applique et dans Uezpression générale de
X1 de léqautions on obtient les égautions et (2.29).

Corollaire 2.2.1 [I7] On suppose que I’équation matricielle est consistente, alors
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a) L’équation AXB =C admet une solution réelle , si et suelement si
Co —C1 A
A
e G | = B, B)] (2.23)
1
By B 0
b) Toutes les solution de l’équation sont réelles, si et suelement si
Co —C1 Ag
r|{Ccy, C, Al =2r(A)+2r(B)—p—q (2.24)
By B 0
ou équivalentes a
Co —C; A
r(A)=p,r(B)=qetr |C; C, A =p+¢q (2.25)
By B 0
¢) L’équation admet une solution imaginaire pure X =X , ou X1 € R, si et suelement si
Co —-Cp Ao
Ao
rlcy, Cy Al =r ) +7r {BO Bl} . (2.26)
1
By —B; 0
d) Toutes les solution de l’équation sont imaginaires pures, si et suelement si
Co —C1 A
rlcy, ¢, Ay =2r(A)+2r(B)—p—gq (2.27)
By —B1 0
ou équivalentes a
Co —-Cip A
r(A)=p,r(B)=qetr |C; Co, A|=p+q (2.28)

By —-B; 0



CHAPITRE 3

APPLICATIONS AUX INVERSES GENERALISES

3.1 Introduction

Rappelons que l'inverse généralisé d’une matrice quelconque A € C™*" est toute matrice X € C™*™ vérifie
AXA=A
Cette matrice X est noté par A
Soient N = A+4iB € C™*" ou A, B € R™*" et on note son inverse généralisé par
(A+iB)Y =C+iD (3.1)

ou C, D e R**™

Vue & l’interet des inverses généralisés dans la résolution des systémes linéaires inconsistentes, et pour les
matrices rectangulaires ou singuliéres. Dans ce chapitre on va pratiquer les résultats obtenues dans le chapitre
précédent afin d’obtenir les conditions nécéssaires et suffisantes pour n’importe quelle matrice complexe N
admet un inverse généralisé réel, un inverse généralisé imaginaire pure. pour cela on va calculer le rang maximal

et minimal des deux matrices réelles C' et D, pour connaitre la relation entre A et C, entre B et D.

3.2 Rang maximal et minimal des matrices C' et D dans
(A+iB)Y) =C+iD

Théoréme 3.2.1 [I7] Soit N = A+ iB € C™*", on note par

T = {c ER™™ | C +iD e {N<1>}} (3.2)

T, = {D €R™™ | C +iD € {N<1>}} (3.3)
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a) le rang maximale et minimale de C dans I’équations sont :

A -B
max r (C) =min{ m,n,m+n+r(A4) —r
ceTy B A
A -B A
min r (C) =r -7 —r[A B:|+7‘(A)
CeTy B A B
b) le rang mazimale et minimale de D dans l’équation sont :
A -B
max r (D) =min{ m,n,m+n-+r(B)—r
DeTz B A
A -B A
min 7 (D) =r —r —T[A B}—i—r(B)
DET: B A B
c) siA=0
max r (C) =min{m,n,m+n—2r(B)}
d) siB=0

maxr (D) =min{m,n,m+n —2r (A)}

e) siR(A) CR(N) et R(A*) CR(N*) alors

Zin 7 (C)=r(4) » Jin 7 (D) =r(B)
Preuve 3.2.1 On remplace les matrices A, B, C par la matrice N = A+iB dans le théoréme , donc on
trouve I’équation matricielle NXN = N, alors X est l’inverse généralisé de la matrice N donc on applique les
formulles (2.19) et (2.20) ,(2.21) et (2.22) respectivement, pour obtenir r (Xo), r (X1). Mais ici r (Xo) = r(C)
r(X1) = 7(D) car NV = (A +iB) alors d’aprés et on a :

A -B A
maxr(C) =min¢ m,n,m+n+r |B A B| —4r(N)
A -B 0
A -B A
. A
minr(C)=r|B A B|-—r —T[A B}
B
A —-B 0
on simplifie :
A -B A A -B 0 A -B 0
A -B
ri\B A B|=r|B A 0 =r|B A 0 ZTBAJrr(A)
A -B 0 A -B A 0 0 A

c3—>C1—C3 ls—1l3—1;
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et on a :
A -B

B A
donc par la substitution dans maxr(C) et minr(C) on trouve :

A -B
max r(C) =min ¢ m,n,m+n+r(A) —r
Ccen B A
A -B A
min r(C) =r +r(A) —r —T{A B}
CeTy B A B

de méme on applique et pour obtenir max(D) et min(D)

Corollaire 3.2.1 [I7] Soit N = A+ iB € C™*™ T} et Ty, sont définis par et

a) N admet un inverse généralisé réel si et seulement si

A -B A
r =7 +’I“{A B}—T(B)
B A B

b) N admet un inverse généralisé imaginaire pure si et seulement si

A -B A
r =r —|—’I“{A B}—’I‘(A)
B A B

Preuve 3.2.2 (C’est un résultat direct du Théoréme

3.3 Examples

Example 3.3.1 On considére l’equation matricielle suivante AXB = C
i 2 -3 1 2 —5+4+4i —8—10i
Oi A= , B= , C=
1 2 3 —i 2 445 —10+8i
awvecr(A)=1,7(B)=1, r(C)=1

Pour déterminer Uinverse généralisé de A on va resoudre le systéme:

Ty
i 21 —3 i 2t —3 i 2t —3
z 0 =
1 2 35 1 2 33 1 2 3
a
r=-22-38

alors on trouve:
y=14+3a—20
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a=1

B=1i
Si on choisie

z=—1

0=0

on trouve un inverse généralisé de A :

—i 4
AW = 1_; o
1
1 0 0 —i 4 q -4 —10 —15i
i 20 -3
Fp = 01 0]—1|—2 O =|-1 -1 =3i
1 2 3
0 0 1 1 4 - —2i —4i 7
1 1 —4 —10 —157 1 1 —14 —4—15
On choisieU = |1 0 doi FAU=|-1 -1 -—3i 1 0|=|-2 -1-3
0 1 —2i —4i 7 0 1 —617 7—2i
1 2
Méme pour la matrice B = , on resoudre le systéme ci dessous pour déterminne B()
—i 2
1 2 |z y 1 2 1 2
- 2 z 0| |—1 2 —i 2
1—2¢ 2
donc on prend B =
1 7
1 0 1 2| |1—-27 2 0 0
Ep = — =
0 1 - 2 1 i 11
2 1 2 1 i 1
o 0 0
On choisie W = |1 1| douWEg= |1 1 =17 1
i1
1 0 10 0 0
X =AWCBW + FAU + WER
—i 4 —14 —4— 154 i1
5447 —-8—10i| |1—2i 2
=|—t 0 + |1 -2 —-1-3i|+]|i 1
445 —10+ 8 1 i
1 i —61 7T —2i 0 0

6+260 —3—15¢
=] 2467 —31
—-10+2¢ T7-2:

On remarque que la solution est complexe.

D’apres le corollaire
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a) L’équation matricielle AXB = C admet une solution réelle seulement ssi :

Co —C1 A
Ao
r=|C4 Cy Al =71 +[BO Bl}
Ay
By By 0
-5 -8 -4 10 0 0 -3
4 -10 -5 -8 1 2 O
Co —C1 Ao
4 -10 -5 -8 1 2 O
dans notre exzemple on a : v = |C; C, Ai| = —4
5 8 4 -10 0 0 3
By B:1 0
1 0 0 2 00 O
0 2 -1 0 00 0 O
0 0 -3
Ao 1 2 0 1 0 0 2
D’autre coté r —I-T[BO Bl}:r +7r =2+2=4
Ay 2 0 0 2 -1 0
0 0 3

D’ou la condition est satisfaite ,donc l’équation AX B = C admet des solution réelles seulement.

b) Toutes les solutions de I’équation AX B = C sont réelles seulement ssi :

Co —C1 Ao
r|Cy, Cp, Al =2r[Al+2r[Bl—-p—¢q

By B, 0
Co —C1 Ao
Ona2r[Al+2r[B]l—p—q=2+2-3-2=—-1#4=r|C; Cy 4
By B; 0

Donc les solutions de I’équation AXB = C ne sont pas en tous, des réelles.

¢) Uéquation AX B = C admet une solution imaginaire pure ssi :

Cy —-C1 A
Ao
r|Cy Co A =71 +7”{BO Bl}
Ay
By —-B; 0
Ona:
-5 -8 -4 10 0 0 -3
4 —-10 -5 -8 1 2 O
Co —C1 A
4 —-10 -5 -8 1 2 0
r|C; C, Ai|=r =4=r
5 8 4 —-10 0 0 3
By —-B1 O
1 0 0O -2 0 0 O
0 2 1 0O 0 0 O
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alors Uéquation AX B = C' admet des solutions imaginaires pures.

d) Toutes les solutions de I’équation AX B = C sont imaginaires pures si

Co —-Ci Ap
r|C, Co Al =2r[A]+2r[B]-p—q
By —B:1 A
On a
Cy —-C1 A
r | Cy Cy Aq :47524-2—3—3:—1
By —B; AO

Alors les solutions de ’équation AX B = C ne sont pas en tous, imaginaires pures.

Conclusions : dans cet exemple Uéquation AXB = C admet des solutions complexes et des solutions

réelles seulement est des solutions imaginaires pures.

Example 3.3.2 dans cet exemple on va déterminer linverse généralisé des matrices réels C' etD dans

N®O =C 44D

soit la matrice

1 21 —3
N = =A+iB
1 2 %
0 0 -3 |1 2 0
= +1
1 2 0 0 0 3

on a calculé un inverse généralisé de cette matrice on a trouvé

—1 4
NY = | o| =C+iD
1 4
_0 4 -1 0
=10 0| +e¢|[-1 0
1 0 0 1

D’apres le corollaire

a) N admet un inverse généralisé réel suelement ssi

A -B A
r =r +7r

A B|-r(B)
B A B

—
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00 -3 -1 =2 0
A -B 1 2 0 0 0 -3
Ona:r =r -9
B A 1 2 0 0 0 -3
00 3 1 2 0
0 0 -3
A 1 2 0 00 -3 1 20 1 2 0
r +T[A B}—’I‘(B)Z’I" +7r —r =2+2-2=2
B 1 2 0 12 0 0 0 3 0 0 3
00 3

Donc la condition est satisfaite alors N admet un inverse généralisé réel suelement

b) N admet un inverse généralisé imaginaire pure ssi :

A —-B A
r =r +T[A B}fr(A)
B A B
A —-B
Onar =2
B A
D’autre coté on a :
0 0 -3
A 1 2 0 0O 0 -3 1 2 0 0 0 -3
r —l—r[A B]—T(A):r +r —r =24+2-2=2
B 1 2 0 1 2 0 0 0 3 1 2 0
0 0 3

D’ou la matrice N admet un inverse généralisé imaginaire pure.



|
CONCLUSION

L’équation AXB = C est 'une des équations matricielles la plus connues dans la théorie des matrices et
ses applications. Pour cette importance, nous avons intéressé & calculer le rang maximal et minimal de les
deux matrices réelles Xy et X; dans une solution de cette équation. D’aprés ces formules de rang on conclut
des propriétés sur ces deux matrices pour que I’équation AXB = C admet une solution réelle, seulement des
solutions reélles, solution imaginaire pure, seulement des solutions imaginaires hpures. D’autre coté cette étude

nous permet de conduire les conditions nécéssaires et suffisantes pour les quelles un inverse généralisé d’une

matrice complexe soit réel seulement ou imaginaire pure.
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