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Résumé

Dans ce travail, nous étudions un probléme a valeur initiale de
I'équation de la chaleur, impliquant p(z)—Laplacien avec une non-
linéarité logarithmique. En utilisant la méthode du puits potentiel
et l'inégalité logarithmique de Sobolev , nous obtenons le résultat
d'explosion des solutions faibles et fournissons des conditions suffisantes
pour le temps fini d'explosion des solutions faibles.

Mots clés: Explosion en temps fini, Logarithmique non linéarité,
Puits potentielle, Exposant variable, Solution faible.

Abstract

In this work, we study an initial value problem of the heat equation
involving p(x)—Laplacian with logarithmic nonlinearity. Using the
potential well method and the logarithmic Sobolev inequality, we
obtain the explosion result of weak solutions and provide sufficient
conditions for the finite time explosion of weak solutions.

Keywords: Blow-up, Logarithmic non-linearity, Petential well,
Variable exponent, Weak solution.
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Un ouvert

Mesure de ’ensemble ()

Frontiere de €2

Ensemble des fonctions k fois continument
différentiable sur Q (k entier > 0)

Ensemble des fonctions continues sur )

Ensemble des fonctions continue a support

compact sur {2

Espace de Banach

Espace dual de E

Boule ouvert de centre xy et de rayon r

Dérivée partielle de u par rapport a ¢

Dérivée partielle de u par rapport a x
o1t +ay

8m?18x;2...8$;1\1

Ensemble des fonctions indéfiniment dérivables
a support borné (fonctions tests)

grad u

Laplacien de u
L’exposant conjugué de p
P+ () : esssup,cq p(z)
p—(§2) : essinf,eq p(z)

{z € Q:px) =00}

{z € Q:plx)=1}

{r €eQ:1<p(xr) < oo}



Introduction

L’étude théorique et numérique des équations aux dérivés partielles (EDP) non
linéaires du type évolution trouve son chemin prometteur et significatif parmi les
branches des Mathématiques Appliquées.

Les applications de ce type d’équations sont diverses, dans beaucoup de domaines
aussi bien des mathématiques, de la physique, que des sciences et de la technolo-
gie...

D’autre coté, ’étude des solutions non bornées, autrement dit celles qui ont une
particularité ou singularité temporelle déterminée et finie; occupe une place spé-
ciale et importante.

Au début, on considérait ces solutions comme ” typiques” (caractéristique) et qui
nous permettent d’étudier leurs optimalité a partir des données initiales en vue
d’arriver a une solvabilité générale. Tandis que, plus loin, et afin de résoudre des
problemes rencontrés, beaucoup d’importance a été accordé a toutes les solutions
qui ont ce comportement puisque ces dernieres sont étroitement liées a de nom-
breux phénomenes physiques comme ” Le controle thermique ” ou ” la propagation
des ondes .

Le phénomene d’explosion en temps fini serait tout simplement le cas dans lequel
la solution n’est plus limitée ou bornée a un certain ensemble.

dans ce mémoire on s’intéresse a l’explosion en temps fini des solutions faibles
d’un classe d’équations de la chaleur impliquant p(x)-Laplacien avec non-linéarité
logarithmique.

Cong Nhan Le et Xuan Truong Le, ont étudié le méme probléme dans le cadre
des espaces de Lebesgue et de Sobolev classiques, dans 'espace de Lebesgue LP et
Sobolev WP et ont également obtenu des résultat d’existence globale et d’explo-
sion en temps fini des solution faibles (voir [4])

Dans ce travail, nous allons étendre les résultats de la partie d’explosion en temps
fini de Cong Nhan Le et Xuan Truong Le [4] dans le cadre des espaces de
Lebesgue et de Sobolev & exposants variable p(z).

Nous obtenons des résultats d’explosion en temps fini des solutions faibles et des
conditions sur le temps fini d’explosion et la décroissance polynomiale d’énergie.
A propos de cela, il est nécessaire d’introduire des outils mathématiques : des défi-
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nitions, des propriétés, ... sur les espaces de Lebesgue et Sobolev classiques (voir :
[1, 7, 10, 17]), et cels des exposantes variables, voir ([5, 16, 20]).

Ensuite, nous définissons les équations de puits potentiel, qui nous aident a étudier
le probleme principal.

U — Apyu = [ulP@2ulog lu|, x € Qt>0
t) =0, x e dt>0 (1)
u(z,0) = up(x), x €

oil p(x) est une fonction continue sur €2 telle que :

2<p- <pr) <pp <o
la condition initiale uy € Wol’p(m)(Q)\{O} et Vpyu = div(|VuP®=2Vuy)



Chapitre 1
Préliminaire

Définition 1.1 [1] Une partie K de E est dite compacte si, de toute suite (u,)
d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite convergente vers un élément de

K.

Définition 1.2 [1/(Espace métrique complet) : (E,d) désigne un espace métrique.
Soit (uy,) une suite d’éléments de E. On dit que (u,) est une suite de Cauchy si

Ve > 0,3ng € N,Vp > p1 > ng, d(up;up,) < e

On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E
converge.

Theéoreme 1.1 [1]/ R et C sont des espaces métriques complets.

Définition 1.3 [1] Un espace vectoriel normé E est appelé espace de Banach s’il
est complet.

Définition 1.4 [1] Soit E un espace de Banach et soit J l'injection canonique
de E dans E". On dit que E est réflexif si J(E) = E”. Lorsque E est réflexif on
identifie implicitement E et E” (a l'aide de "isomorphisme J).

Théoreme 1.2 [1/(Kakutani) Soit E un espace de Banach. Alors B est réflexif si
et seulement si
Bg={zxcE; || <1}

est compact pour la topologie o (E, E)

Définition 1.5 [1/(espace séparable) On dit qu’un espace métrique est séparable
s’il existe un sous-ensemble D C E dénombrable et dense.
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Proposition 1.1 [1] Soit E un espace métrique séparable et soit F un sous-
ensemble de E. Alors F est séparable.

Théoreme 1.3 Soit E un espace de Banach tel que E' son dual, soit séparable.
Alors E est séparable.

Définition 1.6 [10/(inégalité de Young) Supposons que a,b >0 et 1 < p,q < oo
avec % + % =1, l"inégalité de Young s’exprime par :

ab? b
ab < —+ —
p q

1.1 Espaces de lebesgue
Définition 1.7 (Espace L*)[1] Soit p € R avec 1 < p < o0

LP(Q) = {f : Q = R; f mesurable et |f|F € Ll(Q)}

Il = | [ e as] "

la norme de f dans l’espace Lp

On note par

Théoreme 1.4 [1/(La convergence dominée de Lebesgue) Soit (fn),cn une suite
de fonctions mesurables sur 'espace mesuré (X 4, ) a valeurs dans R ou C, qui
converge simplement p.p. vers une fonction f. Supposons qu’il existe une fonction
intégrable positive g : X — R, dite dominante, telle que : ¥Yn € N, |f,| < g -p.p.
Alors :

1. f et f, sont intégrables (pour tout n € N ).
2. lim, [ |fn — fldp =0 (autrement dit || f — f,|l, = 0 lorsque n — +00)

3 limy, [ fo dp= [ f du.

Définition 1.8 [1] L>(Q) = {f : Q@ — R; f mesurable et 3 une constante C' telle
que |f(z)| < C p.p. surQ}
On définie la norme de cet espace par :

| fllzee = inf{C;|f(z)| < C p.p. sur Q}

Théoreme 1.5 [1] LP est un espace vectoriel et ||.||1» est une norme pour tout
I<p<oo
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Theéoreme 1.6 [1] LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < 00

Propriété 1.1 [1] On définie les deux propriétés suivent de l’espace LP :

1. LP est réflexif pour 1 < p < oo

2. LP(Q) est séparable pour 1 < p < o0
Notation 1.1 [1] Soit 1 < p < o0; on désigne par q l'exposant conjugué de p c’est
a dire .'Il)—k%:l.

Théoreme 1.7 [1/(Inégalité de Holder) Soient f € LP et g € LY avec 1 < p < o0.
Alors fg € L et

[ 1£91< £l gl

Définition 1.9 [1] Soit 1 < p < o0; on dit qu’une fonction f: Q — R appartient
a LP () si flg € LP(Q) pour tout compact K C 2

loc

Lemme 1.1 [1] Soit f € L;,. () tel que [ fu =0 VYu € C.(Q) Alors f =0
p.p. sur €.

Définition 1.10 [17] On définit le support d’une fonction f : R™ — R( ou C) par

suppf = adh{x € R" : f(x) # 0}

c’est a dire l'adhérence de ’ensemble des x tels que f(z) est non identiquement
nulle. Autrement dit, c’est le plus petit ensemble fermé en dehors duquel f est
identiquement nulle.

Définition 1.11 [17] On désigne par D (R"), ou tout simplement, D l’ensemble
des fonctions indéfiniment dérivables a support compact borné

D ={peC™: suppfborné }.

Cet ensemble s’appelle espace de base et ses éléments fonctions de base (ou fonc-
tions tests).

1.2 Equation du p -laplacien

Définition 1.12 [7/(Enoncé du probléme du p -laplacien) Le probléme envisagé
maintenant consiste a remplacer ['opérateur de Laplace
A = div(V) par Uopérateur non linéaire p-Laplacien, noté A,, défini par :

Apu = div (|VuP~*Vu) .
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Cet opérateur généralise les problemes de Dirichlet proprement dits. Soient p > 1
un réel, dont le conjugué est noté q, et Q un domaine borné de classe C'.
On veut résoudre, pour A = 0 et f dans LI(2), le probléme, noté [Lap]} :

MulP~2u — div (|Vu|P=2Vu) = f dans Q
u=20 sur OS2

On cherche u dans Wy (). Notons que |Vul[P~2Vu est la fonction vectorielle ap-
partenant a LI(QY) qui est colinéaire a Vu et a pour module |Vu|P~!. Cela définit
bien une distribution et on peut donc parler de sa divergence.

Remarque 1.1 [7] Ce méme probléme peut également étre envisagé lorsque f
appartient a un autre espace que LY. Nous détaillerons ces différents cas dans ce
qui suit.

1.2.1 Résultat d’existence

Proposition 1.2 [7] La fonction u est solution du probléme [Lap]} si et seulement
si u soit le minimum de la fonctionnelle définie sur Wol’p(Q) par :

J(u) = 21) (/Q|Vu|p(x)dx+)\/ﬂ|u|p(x)dx> —/Qf(x)u(x)dx

Proposition 1.3 [7] On se donne 1 < p < oo et ) un domaine bornée de classe C*
de RN . Soit N une semi-norme continue sur WP(Q). Alors il existe une constante
C > 0 telle que :

Yu e WH(Q), [[Vull, + N(u) = C (lull, + [ Vul,)

1.2.2 Résultat d’unicité
Theoreme 1.8 [7] Il y a unicité de la solution du probléme [Lap]y

Preuve 1.1 [7] Soient uy et uy deux solutions.

Pour simplifier, on utilise la notation o; = (|Vui|p_2 Vu;) , (i =1,2) En faisant la
différence des deux équations associées, en multipliant par (u; — us) et en intégrant
sur €1, on obtient :

/—div(01—02)-(u1—u2)dx+)\/ (|u1|p_2u1—|u2|p_2u2) (ug —ug)dr =0
Q Q

On consideére les signes des fonctions intégrées.
Soit X etY des vecteurs de RV .
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Développons, pour p > 1, le produit scalaire U(X,Y) = (| X|P72X — [Y[P72Y) -
(X =Y). En utilisant X - Y <|X||Y|, on a :

UX,Y) = [X[P+ Y= (X2 +[Y[P2) | XY
c’est-a-dire :
UX,Y) > (IXP = [YP ) (X[ = [Y])) >0

Ce résultat est aussi valable pour les scalaires X = uy(z) et Y = uy(x) ou x € €,
donc :

(Jua (@) wa(2) = Jua(2) P~ ug()) (ur () — ua(x)) >0

ce qui signifie que la seconde intégrale de (1.1) est positive. Quant d la premiére
intégrale, en la transformant par la formule de Green généralisée et en tenant
compte de v (uy — ug) =0, elle s’écrit :

/ <]Vu1|p_2 Vu, — [Vus|P? VUQ) - (Vuy — Vug) dx
0

Alors, la relation U (Vui(x), Vue(z)) = 0 entraine, si A # 0, les égalités, presque
partout sur € :

ur(z) = us(z) et Vuy(x) = Vug(z)

Si A =0, la seule conclusion Vuy, = Vusg, suffit aussi a conclure a u; = uy sur €2,
puisque up = us = 0 sur le bord 0S2. D’ou le résultat d’unicité.

1.3 Espaces de Sobolev

Définition 1.13 [1/(Espace de Sobolev WP ) Soit I =|a,b| un intervalle borné ou
non et soit p € R avec 1 < p < 00

WP(T) = {u € TP(1): 3g € L2(1) tel que / wgl = — / g Vo€ ci(l)}
I

1

Définition 1.14 [1] Soit @ C RY un ouvert et soit p € R avec 1 < p < o0
L’espace de Sobolev W'P(Q) est défini par :

0
Wie(Q) = {ueL”(Q) | /u 4 :—/W Vi € C(Q) Vi:1,2,...,N}
o O Q
Proposition 1.4 [1/Nous avons définie quelque propriétés de l’espace WP
— L’espace WYP est un espace de Banach pour 1 < p < 0o

— WP est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo.
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— HY(Q) = W2(Q)
— L’espace H' est un espace de Hilbert séparable.

— L’espace W'P(Q) est muni de la norme

ou
8a:i

N
lullwio = llullir +
i=1

Lp

ou parfois de la norme équivalente

N
(nunzp 5
=1

— L’espace HY() est muni du produit scalaire

N /ou ow
(u, ) = (u,v)2 + (—, —)

=1
5 N\ 1/2
L2

Définition 1.15 [1/(Espaces W™P(§2)) Soient m > 2 un entier et soit p un réel
avec 1 < p < 0o. On définit par récurrence

W™P(Q) = {u e WP (Q); gg EWTIP(Q) Vi=1,2, ... ,N}

p \ /P
> (si 1< p<o0)
p

ou
Qmi

la norme associée

ou
ﬁxi

N
s = (uuu; s
=1

est équivalente d la norme de W2,

1l revient au méme d’introduire

< P
W™P() = {u c1p(q)| " e lalSm 390 € LV(Q) tel que }

JouD% = (=)l [ gap Vi € C2(Q)

avec |a| = Zf\il o
On note D*u = g, L’espace W™P(Q) muni de la norme

lullwns = Dullzs

0<|z|<m

est un espace de Banach.
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Proposition 1.5 [1] On définie quelque propriétés de l'espace WP
—HM(Q) = WT2(Q)

— H™(Q) muni du produit scalaire

(u,v)gm = Z (D%, D*v); »

est un espace de Hilbert.

Theéoreme 1.9 [3/(Inégalités de Gagliardo-Nirenberg) Soit f une fonction définie
sur R™ et soient 1 < p < oo etp (1 + %) < q. On fixe r par la condition :

r=n(q/p—1) (1.1)
Alors, si Vf e LP(R™) et f € L"(R") on a l'inégalité :
1l < CIVFIENf1I~ (1.2)

Theoreme 1.10 /3] Sil <p,qr<o0,0<j<m,L <o<1et

—%:0(1—T>+(1—0)1,

1
p q

alors on a lestimation

D], < CIDm A1 1112

o1l HDkap = Sup|a\=k ||aapr

1.4 Espaces L' et WP

Définition 1.16 /5] Soient 2 un ouvert de R", et P(Q)) 'ensemble des fonctions
mesurables p(-) : Q —|1,00][. Les éléments de P(Y) sont dit fonctions exponents
ou (simplement exponents).

Définition 1.17 [16] Pour tout exposant mesurable p(z) avec

1 <p- <plz) <py <400
— LPO) et WO sont réflexifs.
— LPO) et WO sont uniformément convexes.

— le dual de LPV)(Q) est LI (Q) sip € L=(NQ).
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Théoreme 1.11 [20] soient 0 < || < oo et p,q € P(Q).
LID(Q) — LP@(Q)
si et seulement si  p(x) < q(z), x € Q.
Qr QL
Définition 1.18 /5] p(:) € P(Q) et soit E C Q, on définie p_(F) et p.(E) par
p—(F) = essinf,cpp(x), pi(E) = esssup,cpp(z)

Notation 1.2 /5] On définie les ensembles suivante :
1. ={z e Q:plz) = oo}
2. Y ={zeQ:p(x) =1}
3. Y ={reQ:1<p() < oo}

Définition 1.19 /5] Soient Q un ouvert de R", q(z) le conjugué de p(x)

! + ! 1 €l
PR — =1, x
p(x)  q()

Notation 1.3 /5]

g+ () = p_—() et q-(.)=p+()
avec q(.) le conjugué de p(.)

Définition 1.20 /5] Soient p(-) € P(Q), et LP@)(Q) espace de Lebesgue. f fonc-
tion mesurable

/ ]f(x)|p(x)dx < o0
Q

Définition 1.21 /5] Soit A > 0 la norme de LPY)(Q)est définie par

11l oy = Inf {A >0 pyy (f/A) < 1}

avec

po) = [ 1F@Pdn + |l < o0
0\ Qoo
Définition 1.22 [20] On définit le modulaire de p(.) par

mn:/ (@) P dz + ess sup| £ ()]
Q/Qoo Qoo
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Théoreme 1.12 [5] (Inégalité de Holder généralisée) 2 et p(-) € P(Q), pour toute
feP(Q) et ge LIO(Q), alors fg € LY(Q) et

/Q F@@)ldz < Kool oo llolacy

11
Koy = ———+1) Y.
p() (p_ o |

avec

so T I lloe + X0 oo -

Lemme 1.2 [}/

1. Pour toute fonction u € Wy P(Q) on a Uinégalité
[ullg < Bepl Vullp

Pour tout g € [1,00[ sin <p, et1 <qg< n"—_’;) stn > p. la meilleur constante
B, , dépend uniquement en Q,n,p et q. On notera la constante B, , par B,.

2. soit 2 < p < q<p*. pour tout u € Wol’p(Q) on a
lully < CIVallyflull;™

ou C est une constante positive et

L1\ (1 1.1 -
a=(=—=-](-—=-+=
2 q n p 2
Lemme 1.3 [}/ Soitp > 1,14 >0, et u € W (R")\{0}. Alors on a

p [ u@)log <M> da+ 21og (%) [ @iz < /R Vu(a)rds

Rn ||U||Lp(Rn) nZ,
ol
b
—1\" | T+ |
n € r (n;l + 1)

Définition 1.23 [8/(La fonction Gamma) Pour z un complexe de partie réelle
strictement positive Re(z) > 0, on définit la fonction Gamma par

+oo
F:zl—>/ e tdt
0
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Remarque 1.2 Siu € WoP™(Q) et Q= Q, UQ_ avec
Q ={reQu>1},Q ={z e, ul <1} (1.3)

alors, en définissant u(x) = 0 pour x € R™"\Q. l'inégalité de Sobolev devient

u(a) g (1) [

p— _ p—

p_/_|u(x)\ log(||u”Lp(Q_) ot g (225 ) [ pute)p-de
<

u/ |\Vu(z)[P-de  (1.4)

et
|u(z)| n phe
P / |u(z) [P+ log (— dx + —log | —— |u(z)[P+dx
i Q [[wll e+ (Q4) b+ nZ,, QL
S/L/ |Vu(z)P+de  (1.5)
Q4
ot .
— =1 p——1 p_ I'(2 —+ 1 !
gp— — p_ (p ) T2 (2 )
no\ e P (nt==t+1)
et
- 4 P+
1 n n
$p+:]i(p+_1>p+ T LG+
A (et 1)
L Pt _
Lemme 1.4 [4] soit o un nombre réel positive. Alors :
o1
logs < —s° (1.6)
0

Pour toute s € [1,+00]

Preuve 1.2 On définit la fonction f(s) =logs — %59
[ est une fonction dérivable pour tout s €|1,+00|
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flz) <0=1<s< ez alors f est croissante sur [1; e%[
1 1
f(x) > 0=>s>ee alors [ est décroissante sur |ee;+00|
1 1 1

f'(ee) = 0= f posséde un mazimum local en s = ez et f(ee) =0
c’est a dire :
Vs €]1;+o0[ on a toujours : f(x) <0
d’ot :

-1

log s < € s

0

Remarque 1.3 [}/ d’aprés (1.6) il s’ensuite que :

o1
sPlogs < —s2TP
0

pour tout o > 0 et s € [1;+00[
Maintenant on introduit la définition de la solution faible du probleme (1 )
on a d’apres le probleme (1)

uy = div(|VuPD2Vu) + [uP® 2 log |u|
multiplions les deux cOtés par w et on integre sur € :

/utwdx:/dz'vﬂVu]p(z)2Vu)wd:c+/ |u[P® =2y log |u|wdz
0 0 Q

On considére une intégration par parties pour la premiere intégrale du coté droit,
on trouve

/ div(|VuP@2Vu)wdz = [\Vu|p(x)_2Vu)wd:v]Q —/ VIO =2V uVwdz
Q Q
=— / IV[P@) 2V uVwda
Q
on obtient donc la définition suivante.
Définition 1.24 [//(Solution faible) une fonction u € L* (0,T; Xy) avec
u, € L7 (0,7, W1 (Q)) N L? (0, T; L*(Q))
est appelée solution faible du probléme (1) sur Qx [0, T si elle satisfait la condition

nitiale
u(-,0) = uo(-) € Xo = Wyt
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et
/utwdx—l—/ |Vu|p($)_2Vqudx:/ |u|P® 2y log |u|wdx (1.7)
Q Q Q

pour tout w € Wol’p(z)(ﬂ), et pour tout t €0, T[. presque par tout

Définition 1.25 [4/(Puits de potentiel)

1 1 1
J(u ——Vup——/ ul|? lo uda:+—/ ul|Pdzx 1.8
(u) p|| [ p Q|| g |ul o QH (1.8)

I(u) = ]|Vu|]£—/g\u|plog\u]d:c (1.9)



Chapitre 2

Méthode des Puits de Potentiel

2.1 Puits de Potentiel

La fonction d’énergie E(t) associée a u est donnée sur X par :

Bt) = /Q L V(e p@da / L ()P Tog u(s) | d + /Q %[U(S)V’mdm

p(x) o p()

Considérons les fonctionnelles J et [ définies sur X, par :

1 1 1
J(u :/—Vup(””)—/—up(x)log udm+/ ulP@ dg

[(u):/ ]Vu]p(x)—/\u]p(x)logm\dx.
Q Q

Les fonctions I et J sont continues (elles sont définies comme dans [4] avec quelques
modifications). De plus, nous avons (la Relation entre I et J) :

1 1 1 1
—I(u) + = |u|P- < J(u) < —I(u) + —||ul|2* 2.1
p+() pi””* () p,() p2_H|p+ (2.1)

Soit u € X et on considere la fonction réelle j : A — J(Au) pour A > 0 définie
par :

()\) J()\ ) / \P(@) |V |p($)d / A\P(@) | |p(x) ! | |d
7 = u) = U T — U og |u|dx
o p(x) o p(x)

\P(2) A\P()
— log)\/ up(x)dx+/ = |u|P®) dx
o o) " Nk

Le lemme suivant montre que j(A) a un unique point critique positif A* = A*(u) ;
voir [12]

Lemme 2.1 [4] soit u € Xy alors on a :

15
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1. limy o+ j(A) = 0 et limy 1o j(N) = —00.
2. il existe un unique \* = X\*(u) > 0 tel que 7/ (\*) =0

3. j(N) est croissante en |0, \*[, décroissante en |\*, +o0] et admet un mazimum
local en \*

4. I(Au) >0 pour 0 < A < X, I(Au) <0 pour \* < X\ < +oo et [ (ANu) =0
Preuve 2.1 Soit u € Xq, par définition de j on a :
NG NG

p(x) p(z)
JO) = 2SIVl - [ og uldo—tog A [ S S up@ds [ S s
p(z) o () o p(x) o P*(z)

d
—J(\) :/)\p(‘”)_1|Vu|p(x)dx—/)\p(x)_1|u|p(x) log|u|d:x—/)\p(x)_1|u|p(x) log Adz
0 0 0

d\
1/)\10(96) \P(z)=1
1 wlP@) e+ / e
A QP(SC)’ | o p(x) o

alors :

d
—i(\) = / NP1 7 [P@) g — / AP@=L PO Jog |u|da — / AP@=L 1 P@) Jog Nz
dA Q Q Q

Il est claire que (1) est vérifié pour [o(A*)P@ = u[P) £ 0

d ANP@) =L (157, [P — [qP(®) ] d
aj(/\*) =0&log\" = (fﬂ (IVul P log |u]) da 2.2)

fQ \*p(z)—1 |U,|p($)dl‘

J'(A*) = 0 posséde une solution unique donnée par :

Jo NPT [ p) d

MP@) =L (17 |P(@) — | |P(®) ] d
A" = X(u) = exp <fﬂ (| Y i og\u|) !

d’aprés (1) et (2) j posséde un maximum local au point \* et j est croissante sur
10; X[ et décroissante sur |\*; 00| car sinon : ¢’est a dire j croissent sur ]\*; +00]
ceci contredit le fait que : lim j(\) = —o0.

A——+o00
ona:

IOw) = / NP TP g — / PO [P log | Auldz
Q Q

:/)\p(x)|Vu]p(x)d:B—/)\p(x)|u|p(’”) log)\dx—//\p(x)|u|p(x) log |u|dx
0 0 Q
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M (M) = / AP@) |74 |P®) gy — / AP@) |yy|P@) Jog Ada: — / NP@) | [P@) Jog |u|da
Q Q Q

= I(A\u)

c’est a dire : A\j'(Au) = I(Au)

J croissante sur |0; \] = j'(\) > 0 d’ou I(Au) >0

J décroissante sur |\*;+o00] = j'(\) < 0 d’ou I(Au) <0
I(Nu) = X' (A%) =X x0=0

Lemme 2.2 [}/ soit u € X,. alors on a :
1. si0 < ||lu|l, < R alors I(u) > 0.
2. si I(u) <0 alors ||lul|, > R.
3. si I(u) =0 alors ||ull, > R.

Notation 2.1 Pour le (lemme 2.2) on utilise les notations

P p2_e n/p*
_ = N,

2

* n%,

avec £, et £, sont définie par :

v (oY [ )
Ton e P (nt==t 4+ 1)
L p—

et

¥

et

k(e 1\ | T4
o € T (n”—+‘1 + 1)
L P+

3|7

7

17

Pour prouver le lemme (2.2) pour notre cas, on utilise les notations ci-dessus, ¢’est-

a-dire qu’on doit démontrer les assertions modifié suivants. soit u € X, alors :

1. si0 < |ull,_ < R-et0<|ul, <R alorsI(u)>0.
2. si I(u) <0 alors ||u ) > R et ||u||Lry,) > Ry
3. si I(u) = 0 alors ||ul|pr—_) > R_ et ||ul|rri@,) > Ry
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Preuve 2.2 puisque p > 0, on utilise (2.1) et les inégalités (1.3) et (1.4) nous
avons :

I(u):/|Vu|p(I)dx—/ |u P log |u|dz
Q Q

2/ |vu|de—/ |u|p+1og( [ul )dx—/ P log lull,. e
Q_ QL [[wllp, Q4
ol . P |ul o
o waprdo— [ aptog (LY do— [ fulr tog full,do
P- Ja_ _ ||u||p7 Q_

+ £ \Vul”da:—/ |ulP* log <¢> dx—/ |u|P*+ log |||, dz
o 0

P+ Jag [ullpy 00

n (1 _ ﬂ) IVulp- — L vulz: +/ lu|P- log |u|dx
- P+ Q_

n p_jie
Z—log( )/ u(x pdm—/ ulP~ log ||u||,_dx
e g, Q_| ()] Q_| | [l

n pypie
+ —log( )/ |u|P+dx — / |u|P* log ||ul|,, dx
pi n«iﬂm Q4 Q o

1 1
+ [[Vul[b- +/ |ulP~ log |uldx — u (p—HVqu‘ + p—HVu\ ﬁ)
- +

p_

[Vullp_ +[q |ulP —log Ju|dx
—1 —1 P
p_HIVallp—p IVl

n p—pe .
1) 2 (10w (245) ~tog ul, ) hully:

on obtient :

choisissons 1 =

n pypie
(S tos (2225 ) = os )l 2.3
pour 0 < ||ull,. < R_et 0 < ||u < R4, puis, on utilisent (2.3), on obtient :
1 0 L, <R_et0 b < Ry, pui ilisent (2.3 bti
I(u) > 0.
(2) supposons que I(u) < 0. Alors en utilisant (2.3) on trouve :
n/p?
(52) Ju
10 71p+ u p— < 10 —p+ U P+
g | Sl |l < o | e |
<”’%+>

puisque ||ul[p- < [Ju][P+ alors :

<p_#e )n/pQ_
nZp_ [[ullps

[l (mw>wﬁ

np,
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c’est a dire : ,

n 2 n
ppe )" (e N
n%, n,, poipy

ce qui implique :

p-pe \ ppe \ ¥
> =R_ 1, > =R
full > (2°) et Jull, > (255)" < R

Pour prouver (3), on proceéde de la méme maniére que pour la preuve de (2), ce
qui complete la preuve du lemme.

2.2 Variété de Nehari

C’est 'une des méthodes variationnelles qu’il s’agit une minimisation sous
contrainte d’une fonctionnelle d’énergie.
On commence par définir la variété de Nehari et par introduire certaines de ces
applications qu’on le verra par la suite.

Définition 2.1 [22] Dans un cadre assez général, on considére le probléme :

—Au(z) = f(z,u(z)) pourz € )
u(z) =0 pour x € OS2

dont I’équation s’avere étre ’équation d’Fuler de la fonctionnelle :
1 u
J(u) = 5/ |Vu(x)|2dx—/F(x,u(x))dx ot F(z,u(x)) :/ f(x,s)ds
Q Q 0

qu’on considere, tenant compte de la condition au bord, sur l’espace E = Wé’z(Q).
Evidemment la fonctionnelle J peut ne pas étre bornée sur tout l'espace mais peut
[’etre sur certains sous-ensembles de E. Un bon candidat pour un tel sous-ensemble
est la dite variété de Nehari :

N =A{ueE: (J(u),u) =0}

Theéoreme 2.1 [22] Soit u € E — {0} et t > 0 Alors tu € N si et seulement si
O =0 ou D,(t) = J(tu)

Démonstration 2.1 [22] On a par définition :
@u(t) = J(tu)
et donc : @, (t) = (J'(u),u) = 7 (J'(tu), tu) . Si D/, (t) = 0, alors (J'(tu), tu) = 0
ietu e N
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En d’autres termes, les points de la variété N' correspondent aux points station-
naires des applications ®,. En conséquence logique, on partage N en trois sous-
ensembles N, N~ et N° qui correspondent auz minimums locauz, mazimums
locaux et auzr points d’inflexion des applications ®,. Pour cela, on se penche sur
la dérivée seconde : d’ot

&, (1) = (J'(tu), u)
:/Q\V(tu)HVu|d:)3—)\/Qf(x,tu)udx
:t/Q|Vu\ dx—A/Qf(x,tu)ud:c

P (t) :/Q|Vu|2da7—/\/ﬂ(f;(x,tu)u)udx

:/|Vu\2dx—>\/f;(ac,tu)u2dx
Q Q

On défini donc les sous-ensembles

Nt ={ueN: [,(|Vul* = Ml (z,u)u?)dz > 0}
N™={ueN: [,(|Vu]* = Afl(z,u)u?)dx <0}
Ne={ueN: [ (|Vul? = A (z,u)u?)dz = 0}

et c’est O(1) qui est utilisée pour ces définitions, puisqu’il est clair que si u est
un minimum local pour J, alors ®, a un minimum local en t =1

Theéoreme 2.2 [22] u € N. Alors :
1. @, (1)=0
Nt s @"(1) >0
22ued N- s @/(1)<0
N° s ®(1) =0.
Démonstration 2.2 [22] soit u € N. alors :

(J'(u),u) =0
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c’est-a-dire que : ®/,(1) =0  d’ou (i). Pour prouver (ii), il y a donc trois cas :
ueN" = / (|Vul> = My (2, u)) u2) dr >0
Q

= / (\WP — Mi(a,tu) | (t = 1)u?) dz > 0
= O/(1) >

uweN” :/ (Wul2 A (x u))u2) dr <0
= O/(1) <

uEAP::/UVM2 Afxunuﬁdxzo

= / (|Vu|2 — Moz, tu)|, = 1) uQ) dr =0
Q
= 3"(1) =0

Le théoréme suivant affirme que les minimums de J sur la variété N sont des
points critiques de J

Théoreme 2.3 [22] Supposons que ug est un minimum local pour J sur N et que

up ¢ N°. Alors : J (ug) = 0.

Démonstration 2.3 [22] uy est un minimum local de J sur N avec uy ¢ N°
(c’est-a-dire : @ £ 0). Alors

J (up) = min J(u)

v(u)=0
y(u)—(J'(u),u)—/Q(|Vu|2—)\f(x,u)u) du

1l s’en suit, Il s’ensuit du théoreme de multiplicateurs de Lagrange, qu’ 3 € R tel
que :

J" (uo) = p' (uo) (2.4)
Donc :
(J" (uo) s u0) = p {7 (o) , uo)
Compte tenu du fait que ug € N, il vient que :

(J" (uo) ,uo) = (7" (uo) s o) = 0



CHAPITRE 2. METHODE DES PUITS DE POTENTIEL 22

c’est-a-dire que :

[ (9l =27 o) o) e =0

:/Q (|Vu0|2) dr = )\/Qf(x7u0)u0dx
Et :

(o w0) o) = [ 190l = Af (o) (u0)*) o =X [ F (o) o

:1£(Wmd2—Aﬂ(%u@0mf%ﬂ
£0  puisque ug ¢ N°

Ceci implique que = 0 (car le produite scalaire est nul).
Remplagons =0 dans (2.4), on obtient :

Jl (UQ) = 0.

Ce qui fait démontrer.
Nous avons vu les différent sous-ensemble de la variété de Nehari. On s’intéresse
maintenant par la partie de Nehari suivante

N ={ue Xo:I(u)=0}.

En vertu du lemme (2.1), il est claire que 'ensemble .4 est non vide, de plus J
est coercive dans 4. En effet, supposons que u € .4 on a d’apres (2.1) :

1 1

—I(u) + = ||ul|P- < J(u
PR pi” - < J(u)
et comme u € A, I(u) =0ona:

1

J(u) >
()_pi

lully- (2.5)

il s’ensuit du remarque (1.3) que :

/Q ()P log (Ju(2)]) di < / ufP~ log (ju(x)]) di + / ()P log (Ju()]) da

- +
§0/|m@wﬂm
Q4

< Culbrie
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ou C est une constant et o > 0. Par conséquent, nous pouvons appliquer I'inégalité
de Gagliardo-Nirenberg, on obtient :

[ @)l og u(w)lds < €Tl o

ou

B (1 1 )_n(p++@—p)
a=n|—— =
p- pyto p— (p+ +0)

2
Choisissons p < %‘ +p_ —py et p_ > max {2,% (1/1 + 4’% — 1)} pour que p_ >
a(ps+ o).
Par l'inégalité de Young, on obtient

z . _\B
/QIU(iU)!”( Nog |u(x)|dr < e[ Vullp~ + Ce (Jlully-)

oﬁe>0€tﬁ=%.Deplus:

IVulz- < / Vul@da
Q
puisque v € A/, on a :
IVulz- < / V@ dr = / ()" log [u(z)dz < | Vull2- + C. (Jlu]2-)*

on choisit € < 1. En combinant linégalité ci-dessus et (2.5) on trouve
1

1
= lullp= > e (IVullp-)?
+

J(u) =

Ainsi, J est coercive sur N.
Maintenant, on définit le nombre d (la profondeur du puits de potentiel) par

d= ulg/f\’[ J(u) (2.6)

et prouvons dans le lemme suivant, qu’il existe pour J définit sur X, un point
critique non-trivial u € N, considéré comme solution minimale du probléme sta-
tionnaire (2.6) associé au probleme (1).
Lemme 2.3 [}/ soit u € Xy on a :

1. d =inf,cx, supysq J(Au).
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2. Il existe une borne inférieure positive de d, c’est-a-dire que

1/ p?e\r RP
125 (vg) ==
p

3. Il existe un esxtremal du probléme (2.6). Plus précisément, il existe une fonc-
tion positive u € N telle que J(u) = d.

Preuve 2.3 Soit u € Xy, alors par (2.1) et le lemme (1.2) nous pouvons écrire

1 1 1
sup J(Au) = J (N u) > —TI1 (Nu) + = [|Nul|P = = |[Nu|P. 2.7
Sup (Au) = J (ANu) o (A"w) 7 [A |- 7 [ A"l (2.7)

Tout d’abord, nous prouvons (1). Par définition de N, et le Lemme (1.2), on dé-
duit que \'u € N, c¢’est-a-dire que

* > : —
J (Nu) > Jélj{[ J(u) =d (2.8)
Donc (2.7) et (2.8), donnent :

inf  supJ(Au) >d (2.9)

u€XoA>0 x>0

De plus, si u € N alors il découle de (2.2) que \* =1 est le seul point critique en
10, 00[ de j(N). Par conséquent,

sup J(Au) = J(u)

A>0
pour tout u € N. puisque :
inf J(Au) < inf J(Au) = inf J(u) =d 2.10
sl Sup Jw) < Byf sup J(u) = ff J(u) (2.10

Vassertion 1 découle de (2.9) et (2.10).
Pour montrer l’assertion 2 il suffit de démontrer que :

p,
a> 5 (2.11)
jous

En vertu du lemme (1.2), pour tout u € Xy, alors I (A\*u) = 0. Ce qui signifie par
le Lemme(2.2) que

. p—pue
A >
Il > (£22°)

3=

: ppie
= R—a ||)\ u|lp+ > (n;;ﬂ ) T = R+ (2]‘2)
P+
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alors,de (2.7) et (2.12) on a :

RP”
sup J(A\u) > —— =M
A>0 yLs

Par conséquent, (2.11) découle de l’assertion 1 et donc l'assertion 2 est prouvée.
pour la preuve de l’assertion 3, on a :

Soit {uk}zo C N, est une séquence minimisante pour J, et supposons que {uk}zo
est de termes positifs (ux > 0) p.p sur Q pour tout k € N, tel que :

lim J(ug) =d

k——+o0

De plus, {|ug|}y CN est aussi une suite minimisante pour J et J (Juy|) = J (uy)
car u, > 0. De plus, nous avons vu précédemment que J est coercive sur N ce qui
implique que {uy}y est borné dans WP (Q).

WLPL(Q) < LPU) est une injection compacte, il existe une fonction u et une
sous-suite de {uy}, , souvent notée {uy} , telles que :

u, — u  faiblement dans WP@(Q),

up — u  fortement dans P

ug(x) = u(z) p.p sur Q.

donc on a (u>0) p.p dans Q. La semi continuité inférieure faible et le théoréme
de la convergence dominée de Lebesgque donnent

1 1 1
J(u :/—Vup(x)dx—/—up(m)log uda:—l—/—up(x)da:
W= ) VT e e

| 1 1
< liminf /— Vu p(x)d:v—/— we"™ log |u d:c—l—/ u p(gc)dx)
pint ([ 57y 19 oo e ol do g fuid

= liminf J (u;) = d.
k—o0

puisque ux € N alors uy € Xg et I (uy) =0 ce qui implique par le Lemme (2.2) et
(2.11) que

p_pe\ ¥ pipe\
foul, = (2)" =R > (229) 7 =
D

P+
Cela signifie que [lul|,_ # 0 et [lugll,, # O par convergence forte dans LP~ (Q_) et

LP+ (Qy) respectivement, et donc ||ullp) # 0 par convergence forte dans LP®)(Q)
a laide de (2.2), c’est-a-dire que uw € Xg. De plus, par continuité inférieure faible,
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on trouve :
I) = IVl = [ [P tog ulds

s p(z) p(z)
< Jimjnf (||vu,€|yp(w) /Q ] 10g|uk|dx)

= liminf = 0.
it ()
Donc, pour compléter la preuve de l’assertion 3, nous devons montrer que I(u) = 0.
En effet, supposons que, I(u) < 0, alors, par le Lemme (1.2), il existe une constante
positive \*,

AT=N(u) = e < Jo AP@ =1yl <1

satisfaisant I (\*u) = 0. Par conséquent on a

1
0<d<J(\u) < / —— [N u["? do
o P*(z)
< sup ()\*p(:”)) lim inf J (uy) = sup ()\*p(‘”)) d<d.
z€EQ k—ro0 z€EQ

Ce qui est impossible, et le lemme est prouvé.

Remarque 2.1 On remarque que, si p_— = 2, alors on obtient £ = nim et
1/ 2ue\™? 1
M=— <L) = —(pm)"2e"
Py \n, D+

Nous présentons maintenant les ensembles de puits potentiels introduits dans [4]
(voir aussi [18]).

Wy ={ue Xy: J(u) <d}, Wy={ueXy:Ju)=d}, W=W, UW,
Wi ={ueW, :I(u) >0}, WFi={ueW,:1I(u) >0}, WH=Wuw;
Wy ={ueW, : I(u) <0}, Wy, ={ueWy:I(u) <0}, W =W, UW,

Il est clair que, W UW™ = & et WHUW~ = W. Nous appelons W le puits de
potentiel et d la profondeur du puits potentiel. Notons que W™ est la meilleure
partie du puits. Dans notre cas on s’intéresse uniquement par la partie YW~. Nous
allons donc prouver que si la donnée initiale appartient a W~ alors toute solution
faible du probléme (1) explose en temps fini.



Chapitre 3

Explosion en temps fini des
solutions faibles

L’objectif de ce chapitre est de prouver le résultat d’explosion en temps fini des
solutions faibles du probleme (1) a condition que la donnée initiale ug soit dans
W~ et satisfait la condition J (ug) < M. Pour cela, nous avons besoin de quelques
lemmes qui sont présentés dans [9] et [4] respectivement

Lemme 3.1 Soit ) € W' (RY) une fonction non négative satisfaisant 1(0) > 0

loc

et l'inégalité différentielle

d
Wity cvr). pourppt >0

ou o > 1 et c est une constante positive. On a alors

1/(o-1)
w02 (em) L0

.. . . i ()
ce qui implique que lim, - ¥ (t) = oo, avec T, = C(J_(l)).

La preuve de ce lemme est simple. Le lecteur peut également trouver sa preuve

dans [6].

Lemme 3.2 [}] Soit ® une fonction positive, deuz fois différentiable, satisfaisant
les conditions suivantes

O(t) >0, e D()>0
pour un certain t € [0,T], et l"inégalité

(D" (t) — a (¥'(t)° >0, VteltT]
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ou o> 1. Alors, on a

1/(a—1)
M”Z(¢1qaiéu_a) L telLT

avec ® est une constante positive, et

.. 2
BEECEVL0)

Ceci implique
lim ®(t) = 400

t—T,.

Theéoreme 3.1 [4] Soit ug € W~ avec J (ug) < M. Supposons que u(z,t) soit
une solution locale faible du probléme (1) correspondant d ugy et que u soit satisfait
l'inégalité d’énergie suivante.

AH%@@@+ﬂmmgjw¢ vt € [0,T] (3.1)

Alors, on a les assertions

1. La solution u(x,t) explose en temps fini si, J (ug) <0, i.e.

2—p
) . pHuOHz
lim ||w(t 2:—}—00, ov T,=-—"—=—.
T () mEcT

De plus, on a l’estimation

2/(p-2)
1
lu@®)llz > - -
luolly ™ — p~ap(p — 2)t

2. La solution u(zx,t) explose en temps fini si 0 < J(up) < M,c’est-a-dire il
existe un temps T, > 0 tel que

lim |Ju(t)|)5 = +oo

t—=T,
Nous démontrons ce théoréme pour notre cas dans le cadre des Espaces de Lebesque
et de Sobolev a exposants variables, on peut donc modifier les assertions comme
suite.
1) La solution u(x,t) explose en temps fini lorsque, J (ug) < 0 i.e.

2—p_
b+ HUOHQ’QPJ—r

lim ||u(t 2:—1—00, ov Ty,—=—-—-—"—
T [lu(o) P
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De plus, on a l’estimation
2/(p-—2)

()]l >

lwollz 02—yt o

Preuve 3.1 Nous commengons par prouver que u(t) € Wy, pour tout t > 0, si
ug € Wy . En effet, en raisonnant par l’absurde, on suppose qu’il existe un temps
to €]0, T pour lequel u(.,t) € Wi

pour tous t € [0,to] et u(.,ty) € OW,, donc

I(u(tg)) =0 ou J(u(ty))=d.

mais, d’aprés de l'inégalité d’énergie (3.1), il est évident que l'identité J (u(ty)) = d
ne peut pas étre correct. Cependant, si I (u(to)) = 0, il s’ensuite du lemme (2.2)
que ||u(to)|l, = R > 0. On en déduit que u (to) € N done, par la formule (2.7),
on trouve J (u (to) > d ce qui contredit inégalité d’énergie.

Apres cela, nous définissons la fonctionnelle

/wtmw+ (T =) Juwoll? ¢ € [0,7). (3.2)

On a

) = W@l — ool = [ () ds =2 [ [ wlsputsptots 39

et
I(t) = 2/Qut(t)u(t)d:£ = —2/Q \Vu(t)]p(x)dx—i—Q/Q u(t)[P@) log |u(t)|dr = —21 (u(t))

par (2.1) et linégalité d’énergie, on obtient

sz—muwm+—mmum
(3.4)
>2p+/‘w% |bds+——Wd)m,Q+—2p%fww

On distingue trois cas :

1. le premier cas : J (ug) < 0. Dans ce cas, nous utilisons linjection LP~ (2;) —
L2 (Q+)7 p- > 2.

2 5

2 2
I(t) > EHU( Ny o, = WHU( Mg, = W (F'(t) + ||U0||§,Q+>
7p7 7p7
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ot ly, est la constante d’injection LP- (Qy) — L*(Qy), p- > 2. Par
conséquent, nous pouvons appliquer le lemme (2.2) (avec ¥(t) remplacé par
I(t) + HuOH;Q+ ,e=2p 1,0 et o = p_/2) pour obtenir Uestimation

2/(p--2)
1
[u()[l5 > g
” 0”2 Q4 P+152,£, (p_ - Z)t

cect montre que :

2—p_
pllu
lim Ju(t)]3 = +o0, oi T = M
t—T )

2. le deuxiéme cas : 0 < J (ug) < M Puisque u(t) € Wy, pour toutt € [0,T],
on a I(u(t)) < 0 ceci implique par le Lemme (2.2) que |lu(t)||P- > Ry~ et
[ullbr > Ry pour tout t € [0,T], donc, par (3.4) on trouve

6 2 2p, [ us)lEds+ 20, =S ). te0.TL (9
1l s’ensuit que
I'(t) =1"(0) + /t [7(s)ds > 2py (M — J(ug))t >0, t€[0,T] (3.6)

Par conséquent, (3.3) et (3.6) nous donnent en utilisant l'inégalité de Holder

(/ /us d:xds) S/Ot ||Us(5)||§d5/0t||u(s)||§ds (3.7)

pour tout t € [0,T]. En combinant (3.2), (3.5) et (3.7), on trouve

P02 29, [ us)lEds [ Iu(o)ds + 20, (V= J ) 10
> % (I'(£))* + 2ps (M — J (uo)) T(1)
pour tout t € [0,T]. Par conséquent,
T(HI(t) — 7’2—+ (I'(8))* > 2p4 (M — J (uo))T(t) > 0. pour tout t € [0, T]
En vertu du le Lemme (3.2), il existe T* > 0 tel que
lim I'(t) = +o0

t—=T*—
ce qui signifie que limy_,p«— fg |lu(s)||3ds = +o00. Dot

lim{Ju(t)]5 = +o0
t—T*—



CHAPITRE 3. EXPLOSION EN TEMPS FINI DES SOLUTIONS FAIBLES 31

3. troisiéme cas J (ug) = M.
Puisque I(u(t)) < 0 pour tout t > 0 cela signifie que

/Qut(t)u(t)dt = — /Q |Vu(t)[P@ da + /Q |u(t)[P@) log |u(t)|d
= —1I(u(t)) >0, Vt>D0.

Et comme ||uy(t)|| doit étre positif (||ut(t)]|§ > 0), pour tout t > 0. Puisque

t— fot [us(5)||5 ds est une fonction continue et d Uaide de Iinégalité d’éner-
gie, ainst, pour tout nombre € > 0 assez petit, il existe t. > 0 tel que

J (u(t2)) < J (o) — / us(s)|Zds = M — ¢

Enfin, nous considérons le temps initial, t. et nous procédons de la méme
maniére que dans le cas 0 < J (uy) < M alors nous obtenons le résultat
d’explosion en temps fini

lim [lu(t)]f} = +oo

t—T*—

ce qui compléte la preuve du théoréme.



Conclusion

Les équations aux dérivées partielles ou brievement les EDP ont été introduites
dans la modélisation des processus physiques, ce qui assure une prise en compte
plus réaliste de I'évolution des phénomenes en générale.

Dans ce mémoire, nous avons étudié le phénomene d’explosion en temps fini des so-
lutions faibles d’une classe d’équation de la chaleur impliquant p(z)-Laplacien avec
non-linéarité logarithmique. Cette étude a été réalisée dans le cadre des espaces de
Lebesgue et de Sobolev a exposantes variable, nous avons utilisé la méthode des
puits de potentiel et les inégalités logarithmiques de Sobolev.

Nous avons obtenu des résultats d’explosion en temps fini des solutions faible, des
conditions sur le temps fini d’explosion et des résultat sur la décroissance polyno-
miale d’énergie.

Nous avons prouvé dans le Théoreme (3.1) ces résultats dans deux cas :

Cas 1: J (up) <0, dans ce cas nous avons imposé une hypothese sur la donnée
initiale qu’il soit dans une partie de I’ensemble de puits de potentiel ( ug € Wy ).
Sous cette hypothese, on a démontré que la solution elle-méme reste dans la méme
partie (u(t) € Wy ) ce qui permet d’obtenir I'explosion en temps fini et 'estimation
du décroissance de 1’énergie.

Cas 2 : 0 < J(up) < M, dans ce cas les résultats précédents sont prouvé sous
la méme hypothese.

Des difficultés rencontré dans le déploiement de la méthode du puits potentiel
a cause de la motivation du probléeme au niveau des espaces de Lebesgue et de
Sobolev a exposantes variables et la présence du terme logarithmique.
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